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Uvod

Interpretace zakladnich pojmu v pravdépodobnosti

Méme pokus, jehoz vysledek neni predem dany.

Dejme tomu, ze si dokazeme predstavit, ze vysledek pokusu muze
byt jakykoli prvek w € 2. Po provedeni pokusu vsSak dojde ke zméné
nasi predstavy. Ne vSechny w € €2 nyni povazujeme za mozné ale pouze
nékteré w € Q C Q. Potud tedy zadnou pravdépodobnost nepotiebujeme,
nepotiebujeme tedy vibec nic, jsme ¢isté jen pozorovateli a vnimame, co
mozné se déje a predstavujeme si, co mozné je a co nikoli.

Pokud € je jednoprvkova mnozina, opét zadnou teorii nepotiebujeme.
Uvazujme tedy pripad , kdy €2 obsahuje pravé dva prvky tj. Q2 = 2 =
{0,1}. V praktickém zivoté jde napiiklad o narozeni chlapce 1, ¢i divky 0.
V modelovém piipadé pijde o hod minci s vysledky orel 1 a pana 0. Aby
mélo smysl se zajimat o miru ocekavani jednotlivych vysledku, je tfeba,
aby vysledek pokusu mél zasadni vliv na nas budouci zivot, coz v pripadé
narozeni ditéte mit vliv muze a v pripadé hodu minci pouze v pripadé, ze
jde o los, na jehoz zakladé bude ucinéno rozhodnuti s pro nas zavaznymi
dusledky. Zavaznost dusledki néds nuti k preventivnim opatfenim, které
maji formu pojisténi se proti nepriznivému vysledku. V tuto chvili se
objevuje otazka miry opatfeni souvisejici s mirou obav, ¢imz se obje-
vuje potieba poznani - ve formé predstavy o mife ocekdvani budouciho
vyvoje. Protoze si kazdy clovék o budoucim vyvoji vytvari svou vlastni
predstavu o mife toho, co je mozné ocekavat, tyto predstavy o mife
ocekavani se ruzni a ruzni se tedy i predstavy o primérenych opattenich.
Ruznost téchto predstav vede v pripadé verejného zajmu k potrebé tyto
predstavy sjednotit do jediné, kterd uspéje v konkurenci vsech ostatnich.
V pripadé dvou nesmiritelnych predstav o mire ocekavani budouciho



vivoje se spor od dob starovékého Recka fesi sdzkou. K mnoziné
vysledkt néjakého pokusu €2 tedy potiebujeme systém jevu, o kterych
bude mozné po skonceni pokusu jednoznacné rozhodnout, zda nastaly, ¢i
nikoli a na které bude mozné si vsadit (tj. Ze se najde protistrana, nebo
se najde sazkaf, ktery je ochoten na tuto uddlost vypsat kurz). Tuto
mnozinu jevu budeme znac¢it A a budeme predpokladat uzavienost na
pruniky, rozdily, atd. a v rdmci moznosti provadét také limitni pfechody
i uzavrenost na spocetné sjednoceni tj. A je o-algebra, témto mnozinam
je sazkar ochotny priradit kurz, ktery se odviji od jeho miry ocekavani,
ze nastane jev A € A, ktery budeme znacit P (A), pficemz P (A) = 0
znamena, ze sazkar plné spoléha na to, ze jev A nenastane a naopak
pokud P (A) = 1 sazkar plné spoléhd, ze jev A nastane.

Pokud P (A) € (0, 1), sdzkaf zvazuje obé moznosti, pticemz v piipadé,
ze P (A) je raciondlni ¢islo p/q, pak Sance k uskutecnéni jevu A dava
sdzkaf v pomeéru p : ¢q. Tedy pokud P (A) = i, Ssance jsou vyrovnané
tj. 1 : 1 (hod symetrickou mincf) a pokud je P(A) = 2, pak sdzkar
jevu A dava 2-krét vétsi Sance, ze nastane, nez jevu Q\A. Takové tro-
jici (2, A, P) budeme tikat pravdépodobnostni prostor, pokud ovsem
mira P spliuje axiomy pravdépodobnosti.

Je-li X : Q — FE zobrazeni, pak jevim B € B dokazeme pritadit
pravdépodobnost P, pokud {w € Q: X (w) € B} = X 1B € A. Pokud
£ je o-algebra na E a je predchozi podminka splnéna pro kazdé B € &,
itkame, ze X je ndhodnd velié¢ina definovand na (2, A) (¢i (2,4, P))
s hodnotami v (E, £). Znacime ji X : (Q,A4) — (E,E).

Pokud se tedy sézky tykaji pouze jevu [X € B],B € &, pak sdzkar
vystaéi s mirou oc¢ekdvani Py (B) = P (X € B) a my se se svou po-
zornosti muzeme presunout na jiny pravdépodobnostni prostor (F, &, Py).
Miru Px nazveme rozdélenim nahodné veliciny X. Abychom byli schop-
ni vytvorit pravdépodobnostni prostor (E, £, Px) potiebujeme znat miru
P minimalné na o-algebie o (X) = {[X € B]; B € £}, kterou budeme
nazyvat o-algebrou generovanou nahodnou velicinou X.

Nyni ukdzeme, ze v podstaté kazdd o-algebra F C A je generovana



néjakou nahodnou veli¢inou, napiiklad velicinou 1z, kde

17:(Q2,A) — Qpcr (R, B(R))
wEQH(lF(UJ),FEF)-

Zde jsme pouzili specidlni typ ndhodné veliciny X = (X, t € T'), kterd
mé hodnoty v souc¢inovém méfitelném prostoru ®er (Ey, &) a kterou
budeme nazyvat ndhodny proces indexovany T a také jsme pouzili
tzv. indikatorovou funkci 1 mnoziny F', ktera se rovna jedné na mnoziné
F a je rovna nule na jejim dopliku. Pokud (E;, &) = (E, &) pro kazdé
t € T', budeme tikat, ze X je nadhodny proces indexovany T' s hodno-
tamsi ve stavovém prostoru (F,E). O veli¢iné 1 tedy muzeme mluvit
jako o ndahodném procesu indexovaném F s hodnotami v (R, B (R)) ci
stale jako o realném nahodném procesu.

Pokud F = 0 (X), kde X : (2, 4) — (E,€) je ndhodné veli¢ina,
muzeme o-algebru F interpretovat jako informaci, kterou lze ziskat po-
zorovanim nahodné veli¢iny X (ze zorného dhlu daného o-algebrou &).
Abychom podpofili tuto interpretaci, pfipomeneme lemma 7.18 z [5]:
Necht Y € L (Q,0 (X)), pak existuje h : (E,€) — (R, B(R)) takové, ze
Y = h(X). Velicinu Y muzeme ziskat z informace o veli¢iné X pomoci
meétitelné funkce h. Pokud tedy F C A interpretujeme to tak, ze infor-
mace obsazena v g-algebie F je také obsazena v g-algebie A.

V redlném svété se stane, ze pozorujeme nahodny proces X = (X, t€T)
indexovany 17" C R, kde parametr ¢ € T interpretujeme jako ¢asovy
okamzik. Schopnost uchovavat nashromazdéné informace s rostoucim
casem nas vede k tomu, ze v case t € T jakoby pozorujeme veli¢iny
(X5, 8 € T,s <t) a prislusnou informaci vyjadiime matematicky pomoci
pojmu c-algebry FX =0 (X,,s € T,s < t).

V této souvislosti neklesajici systém o-algeber (F;),.,, kde T" C R
nazveme filtraci a v piipadé ndhodného procesu (X¢, ¢t € T)) budeme fil-
traci /¥ oznacovat jako kanonickou (piirozenou) filtraci procesu X.

Pokud dojde mimo jiné k néjakému dilcimu pokusu, jehoz vysledkem
bude informace, ze nastal jev B (ne uplné neocekavany tj. P (B) > 0).
Pak se zméni mira ocekdvani sdzkafe z P na miru Pjp, kterd jevu A € A
prifradi hodnotu

A
P(A|B) = 2428)




Specialné tedy se nezméni mnozina vSech jevu, na které je mozno séazet.
Pouze se zméni kurzy, které se nyni jiz odvijeji od jiné miry ocekavani
sdzkaie Pp. (Pfedpokladdme, Ze je mozné sdzet i na jevy s nulovou
pravdépodobnosti i na ty s jednotkovou pravdépodobnosti, ovSem bez
redlné moznosti na néjaky zisk).

Pro nékteré systémy jevu se vSak mira ocekavani nezmeéni. Takové
jevy A € A budeme povazovat za stochasticky nezavislé na udélosti
B € As P(B) > 0. Formalné tuto podminku muzeme zapsat ve tvaru
P(ANB) = P(A)P(B) a zobecnit ji i na jevy B s P(B) = 0, které
povazujeme za automaticky stochasticky nezavislé s jakymikoli jinymi
jevy, nebot jejich ocekdvani se nemuze zménit piichodem ne tiplné neoce-
kavané udalosti. Nyni jsme uz plynule presli od nezavislosti jednoho jevu
na druhém k symetrické formuli a to, ze jevy A, B jsou nezavislé.

Nyni se zamérime na situaci, ze sazime na udalosti, které se odviji
od ndhodné veliciny X : (2, A, P) — (E,&, Px) a mimochodem sazkar
zpozoruje jev [Y € B|, kde Y : (Q,A) — (H,H). Pokud jev [X € B]
je nezavisly s jevy [X € C] pro C' € &, pak zpozorovani jevu [Y € B]
kurzovni listek sazkate neovlivni. Pokud sazkarovo ocekavani tykajici se
jevi 0 (X) = {[X € C],C € &} neovlivni ne tplné neocekavany jev
z oY) = {[Y € B],B € H}, iikdme, ze veliciny X,Y jsou nezavislé,
formélnée

VBeH,Ce&: P(XeCYeB)=P(XeC)P(Y €B)

tj. jevy [X € C], [Y € B] jsou nezdvislé, kdykoli C' € £, B € H. V této
souvislosti také fikdme, ze o-algebry o (X),o (Y) jsou nezavislé. Tento
pojem nezavislosti veli¢in se d& rozsitit na systém velicin (X3, t € T)
pozadavkem, ze pro kazdou kone¢nou podmnozinu 7 C T plati

P (H [X; € Bt]> =[P (X € B)

teTy teTy

kdykoli By € &, kde X; : (2, A) — (Ey, &).

Zasadni vyhodou hodu minci oproti porozeni ditéte je moznost pokus
nezavisle se stejnym oc¢ekavanim opakovat a to teoreticky az do nekonec¢na.
V takovém piipadé se muzeme zajimat (diky o-uzavienosti na sjednoceni
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o-algebry) i o ocekdvani jevu tykajici se celé nekonecné posloupnosti.
To déva novou interpretaci (¢i roli) mife p = P (A) a zpétnou vazbu.
Podle silného zakona velkych ¢isel (SZVC) pro Bernoulliho posloupnost
nezavisle se opakujicich alternativnich pokusu 14 se stejnou pravdépo-
dobnosti zdaru p = P(A,,) € [0, 1] plati

1 n
Pl=-)1 =1.
(130 0)
k=1
Podobné, je-li vysledkem neustale se opakujiciho nezavislého pokusu redl-

na nahodna veli¢ina X,, vzdy se stejnym rozdélenim Py, = p s kone¢nou
stfedn{ hodnotou E = [ zu (dz) € R, pak podle SZVC platf

1 n
Pl-) X E|]=1.
k=1
Tento zakon nas motivuje pracovat se stiedni hodnotou realné nahodné
veli¢iny s tim, Ze pro velicinu X nabyvaji pouze hodnot {0, 1} je EX =

P (X =1). Tuto hodnotu interpretujeme jako ocekavanou (¢i prumérné
oéekéwanou i prﬁmérnou) hodnotu veliéiny X ve Smyslu SZVC a ve

nim jevu [X = EX].

Pokud sazkar obdrzi informaci, ze nastal jev B € A s P(B) > 0
prepocita své ocekavani a také prumérné ocekavanou hodnotu veli¢iny
X z EX na

E[X|B] = /XdPB ﬁE[XlB /XdP
Nyni se budeme zajimat o situaci, kdy sazkar nepozoruje pouze jev B €
A, ale cely systém jevu o (V) = {[Y € C],C € H}, kde YV : (Q,A) —
(H,H) je nédhodnd veli¢ina. Pak se zméni jeho ocekdvani i prumeérné
ocekavana hodnota veliciny X ndhodnym zpusobem v zavislosti na in-
formaci o hodnoté veliciny Y a to takovym, ze
P(A|B) = E[P(A]Y)|B], kdykoli B € o(Y) a P(B) > 0. Abychom
si tuto podminku vice priblizili, predstavme si na chvili, ze B je tvaru
B=1[Y € (y — e,y + ¢)]. Pak vySe uvedena podminka je tvaru

PAY —y[ <e) =E[P(ANV) Y —y| <¢],
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coz je v pruméru ocekavana pravdépodobnost jevu A za podminky, ze
nastane jev |Y —y| < e. My chceme, aby tato prumérné ocekavana hod-
nota (na pravé strané) byla rovna mife o¢ekdvani pii informaci, ze nastal
jev |Y —y| < e. Existenci a jednoznacnost skoro jisté dostaneme z Radon-

Nikodymovy véty a podobné dostaneme existenci a jednoznacnost skoro
jiste veliciny Z = E[X|Y] € L1 (2,0 (Y), P) takové,ze (pro X € L, (P))

E[X|Y € C] =E[Z]Y € (],

kdykoli C' € H s P(Y € C') > 0. Podobné jako u nezavislosti jevu
uvedeme definici, kterd pripousti moznost P (Y € C') = 0. Velicinu Z =
E[X|Y] € L1 (Q,0(Y), P) nazveme podminénou stiredni hodnotou
realné ndhodné veliciny X € L (P) za podminky Y (¢i o (Y)), pokud

VCeH XdP = / ZdP.
[Yel] [Yel]

Poznamenejme, ze ndhodna veli¢ina Z je urcena s.j. jednoznacné a na Y
zavisi pouze prostiednictvim o (Y) = {[Y € C],C € H} a ze pfipoustime
i moznost, ze Y je identické zobrazeni na 2 (tj. Y muze byt kanonickou
ndhodnou veli¢inou). Podobné jako mame pro miru P (A) ocekavani
sazkafe, ze nastane jev A € A, interpretaci v podobé Silného zikona
velkych ¢isel mame i pro podminénou stfedni hodnotu ndhodné velic¢iny
X € L1 (2, Fx, P), kde Fs = o (lJ,, Fn) je limitni o-algebra filtrace
Fn,n € N, interpretaci v podobé limitni véty

E[X|F.] — E[X|Fx] = X 8.

Abychom tuto limitni vétu byli schopni uvazovat jako interpretaci, je
treba, abychom byli schopni interpretovat E [ X|F,]. K tomu ndm poslouzi
véta 7.9 z [5]. Pokud o (Y') je generovand atomy s kladnou pravdépodob-
nosti B,,n € N CN, pak

EX[Y](w) = E[X][B,)]

pro w € B,. Tedy E[X]Y] se shoduje s prumérné oc¢ekdvanou hodno-
tou E[X|B,], Ze nastal atomarni jev B, v pfipadé, ze nastal jev B, =

10



Y =b,]. Tato situace nastavéa napiiklad pokud veli¢ina Y je diskrétni.
Vyse uvedend véta nam tak dava interpretaci podminéné stiedni hodnoty

E[X|Y]Z lim E[X]Y,],

n—:oo

kde napt. Y,, = | X -2"] - 27" je zaokrouhleni ndhodné veli¢iny Y dolu
vzhledem k dyadickému ekvidistantnimu déleni s krokem 27",

11



Kapitola 1

Markovské casy

1.1 Markovsky cas

V této ¢asti budeme vzdy predpokladat, ze T' C R je mnozina pripustnych
casovych okamziku. Pfipomenme, ze filtraci (F;),.,, rozumime nekle-
sajici posloupnost o-algeber na métitelném prostoru (£2,.4), pricemz o-
algebru F; interpretujeme jako informaci dostupnou v case t € T'. Ptredpo-
klad, Ze systém o-algeber (F;,t € T') je neklesajici znamend, ze v prubéhu
casu t € T nedochazi ke ztraté informace. Dale pripomenme, ze systém
meéfitelnych veli¢in (X, ¢ € T') na daném pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) oznacujeme jako ndhodng proces a informaci
FX=0(X,s€T, s<t)

zalozenou na jeho pozorovani jako kanonickou (ptirozenou) filtraci
tohoto procesu (filtrace generovana procesem X). Symbolem

L(2,A4) =LA =4{X:(2,4) — (R,B(R))}

rozumime systém vSech realnych nahodnych veli¢in na méritelném pros-
toru (Q,A4). Je-li Y; e L(F),t € T a (F,t € T) filtrace, pak tikame, ze
proces (Y;,t € T') je (Ft),er-adaptovany, zkicené piseme (Y;,t € T) €
A (F). Predstavujeme si, ze proces Y; v ¢ase t je zkonstruovan na zakladé
informace F;.

Abychom si tuto situaci 1épe predstavili, budeme predpokladat, ze fil-
trace (Fi),or je generovand procesem (Xt € T), kde X; : (Q,A) —
(Ey, &). Pak podle véty 2.1 z [5] existuje systém meéfitelnych funke

he : Qposet (Es, &) — (R, B(R))

12



takovy, ze
Vi=h(Xs,s<t,seT), teT.

Ptripomenme, ze kazda o-algebra je generovana néjakou nahodnou velici-
nou, a tedy kazda filtrace je generovana néjakym nahodnym procesem.
O ndhodném case 7 : Q — T'U {oo} fekneme, ze je markovsky, pokud
[T <t] € F; plati pro kazdy ¢as t € T, tj. informace o tom zda v case
t € T nastal jev [T <] ¢i ne, je obsazena v informaci F;.
Analogicky muzeme Tici, ze ¢as 7 je markovsky, pokud piislusny ¢éitaci
proces 1j;<y je F- adaptovany. Podobné jako mame o-algebru o (F;) vy-
jadrujici informaci dostupnou v ¢ase t tak i pro markovsky ¢as muzeme
vytvorit podobné F,, o-algebru uddlosti do ¢asu 7, kterou definu-
jeme predpisem

Fr={AeFo:VteT,AN[r<t]€ R}, kde Fu =0 (Uier F)

tj. jev A € F, o kterém v nekonecném case dokazeme rozhodnout zda
nastal ¢i nikoli, je prvkem F, tehdy, kdyz

Lanr<t) = ljr<q - 14 je Fi-adaptovany. (1.1)

Obrazek 1.1: Moznosti rozhodnuti.

Pro objasnéni podminky (1.1) uvedeme piiklad ze soudniho prostiedi.
Okamzik 7 bude okamzik vyneseni rozsudku o viné ¢i neviné a jev A
bude znacit vinu. Pokud je obzalovany nevinen [w € Q\A] nebo je-
li propustén pro nedostatek dukazu [r(w) = oo], pak proces (1.1) je
identicka nula. V opaéném piipadé proces (1.1) skoci z hodnoty nula na
hodnotu 1 pravé v okamziku vyneseni verdiktu o viné. Do té doby je
podle prava povazovan za nevinného.
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odsouzen (verdikt)

presumbce ®
- '

vinnen
0 T=t

neprokdzand vinna zprostén obvinéni
nevinnen

I .
0 T=1

nedostatek dikazu )
nevinnen

O T= =

Obréazek 1.2: Moznosti rozhodnut{ o viné.

Podobné pii testovani hypotéz, dokud neprokazeme platnost alternativni
hypotézy oproti nulové, setrvavame v predstavé, ze nulova hypotéza
plati. Okamzik rozhodnuti o platnosti alternativni hypotézy pak bude
markovskym casem.

Lemma 1.1.1 Bud (F;,t € T) filtrace na pravdépodobnostni prostor
(2, A, P). Necht T a v jsou Fi-markovské casy. Potom

1. T je Fr-meéritelnd nahodnd velicina

VAT, UV T av+T je Fi-markovsky cas

T At je Fi- méritelnd ndhodnd velicina pro néjaké t € RT
FeF, =Fnv<T1leF

v<r1t=F CF;

v<71],[v<T1],[v=Tm]€F.NF,

NS v e

fyﬂfT:FV/\T.

Dikaz: Dukaz je uveden v lemmatu 1.3.1 [2]. Poznamenejme jen, Ze
dukaz (1),(2),(3) se provadi piimo a déle se v [2] ukazuje, ze (3)=-(4),
coz pifmo dava (5).

Piiklad 1.1.1 Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a B
jge borelovskd podmnozZina R. Pak cas pruoniho vystupu S, z mnozZiny B,
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tj. 7 = min{n € N : S, & B}, je markovsky cas vzhledem k filtraci
(Fi,t € T). Pouzivame dmluvu, Ze min{()} = oo.
Zrejmeé

[r=n]=[S € BIN[S; € BIN...N[S,1 € BIN[S, ¢ B| € F,,
a tedy [T <n] =U;s, [T =J] € Fu.

Piiklad 1.1.2 Necht T = Q = [0,1], A = B([0,1]) a P = X|jp1], kde
A je Lebesqueova mira. Necht ddle A C [0,1] neni borelovskd mnoZina.
Definuyme tedy

Xi(w)=1 pokud t=we A
=0 ginak.

UvazZugme T ¢as proniho vystupu procesu Xz jednobodové mnoziny {0}.
Pak

T(w) =min{t € [0,1] : X; #0} =w pokud w € A
=00 Jinak.
[T < 1] = A nend borelovskd mnozina, a proto cas T neni A méritelné

zobrazeni vzhledem k jakékoli filtraci na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Potom tedy neni ndhodnou veli¢inou a ani markovskym c¢asem.

Piiklad 1.1.3 Mdme mnozinu T' = [0,1] a proces X; (w) = 1y—,. Ddle
o (X;) = {0, {t}, Q\{t}, Q}. Potom FX = {N,Q\N : N C [0, ] spocetnd}
a7 (w)=w nent (F*)-markovsky ¢as.

Tvrzeni 1.1.1 Necht 7 : Q@ — T U {oco} je markovsky cas vzhledem
k filtraci (Fy,t € T). Pak F. je o-algebra a T je F.-méritelnd ndhodnd
velicina.

Dikaz: tvrzeni 1.22 viz [4]

Poznamka 1.1.1 Dale je-li p > 7 F,-méritelnd velicina s hodnotami
v T'U{oo}, pak je p Fr-markovsky cas, nebot [p <t] = [p <t]N[r <t] €
Fi dle definice, protoze [p < t] € F,. Intuitivné si p muzeme predstavit
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jako udalost jejiz datum je stanoven nejpozdéji v case udalosti 7. Protoze
T je bezprostiedné pozorovatelna udalost na zakladé dostupného toku
informaci (F;), ., (formélné 7 je Fi-markovsky cas), mizeme totéz fici
1 0 Casu p.

Casto potfebujeme aproximovat markovsky ¢as, ktery nabyva hodnot
v nespocCetné mnoziné pomoci markovského casu, ktery nabyva pouze
spocetné hodnot. Vezmeme-li si priklad Poissonova procesu, pak neméame
Sanci nalézt spocetné hodnotové markovské casy, které aproximuji tyto
casy zespodu. Nésledujici lemma z [4] ndm v8ak ukazuje, ze 1ze zamysle-
nou aproximaci vzdy provést shora.

Lemma 1.1.2 1. Necht T CR a e > 0. Pak existuje lokdlné konecnd
podmnozina S C T takovd, Ze SN[t,t+¢) # () plati pro kazdét € T.
V tomto pripadé zavadime nasledujici oznacent

[t]g = inf{s € S;s > t},

pak pro kazdé t € T U {oo} platit < [t]g <t + €. Tuto hodnotu
[t] g nazveme zaokrouhleni t € T'U {oco} nahoru vzhledem k (lokdiné
konecnému) déleni S mnoziny T

2. Je-li' T CRe>0alS jakov 1. ajeliT:Q — TU{oo} Fi-
markovsky cas, pak [T]g : Q@ — S U {oo} je také Fi-markovsks
¢as nabyvagict hodnot ve spocetné mnoziné S U {oo} takovy, ze T <
[t], <7T+e.

Diikaz: Lemma 1.30 o aproximaci shora (pro (1.)) a tvrzeni 1.24 (pro

(2.)) viz [4].
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1.2 Progresivni (postupni) meéfitelnost

V dalsim textu budeme dost casto potiebovat, abychom mohli do néjakeé-
ho procesu dosazovat koneény markovsky cas, popf. néjaky proces za-
konzervovat v okamziku, kdy nastane néjaka udalost (mysleno: markovsky
¢as). Radi bychom, aby takovyto proces byl opét adaptovany na puvodni
filtraci a aby zastaveni procesu byla ndhodna velicina, ktera je méritelna
vzhledem k o-algebie udalosti do tohoto markovského casu tak, jak to
plati pro deterministické markovské casy u adaptovaného procesu.

Pro T' C R tekneme, ze proces X = (X (t),t € T') definovany na prav-
dépodobnostnim prostoru (2, A, P) je F-méritelny, kde F C A je
o-algebra, pokud X : (T'x Q,B(T)®F) — (R,B(R)) je méfitelna
veli¢ina. V této souvislosti budeme pouzivat néasledujici znaceni

[X € B :=X"'B={(t,w) e T xQ, X (t,w) € B} pro B € B(R)

a podobné
[X <] := X" (~00,c) pro c € R.

Proces X = (X (t),t € T) je tedy F-métitelny prave tehdy, kdyz pro
kazdé c € R plati [X <] € B(T)® F.

Poznamka 1.2.1 Je-li proces X = (X (¢t),t € T') F-métitelny, pak je
velicina Y (t,w) = (X (t,w) ,w) méfitelnd v nasledujicim smyslu:

Y (TxQBT)®F)— (RxQBR)®F).

Dikaz: Protoze souc¢inova o-algebra B (R) ® F je generovana systémem
{(—00,¢) X F;c € R, F € F} stacf si uvédomit, ze

{(t,w) e TxN,Y (t,w) € (—o0,c)xF} =[X < ]N(T x F) € B(T)®F,

nebot proces X je podle piedpokladu F-méfitelny. [l

Déle budeme predpokladat, ze (F;, t € T') je filtrace na (£2,.4, P). Pfipo-
meneme si, ze proces Y = (Y;,t € T) na (Q, A, P) je F-métitelny pravé
tehdy, kdyz [X<c] € B(T)® F. Rekneme, ze proces X = (X (¢t),t €T)
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je postupné (éi progresivné) F;-métitelny, pokud postupné pro
kazdé t € T je restringovany proces X|; = (X (s),s € T;) Fi-méfitelny,
kde T} = {s € T, s < t}. Ekvivalentni podminka odpovida nasledujicimu
tvaru [X|; < c] € B(T}) ® Fi, kdykoli t € T, c € R.

Mohli bychom také tikat, ze proces X je postupné méritelny vzhle-
dem k filtraci (F;,t € T), coz vyjadiuje myslenku, ze postupné kazda
restrikce tohoto procesu je meéritelnda.

Pro ilustraci si muzeme predstavovat, ze filtrace F; je generovana
néjakym procesem, reknéme (Y, ¢t € T'). Pak proces (X;,t € T) je pro-
gresivné (postupné) Fi-métitelny prave, kdyz pro kazdé ¢ € T existuje
B (T;) ® &|-métitelna funkee h; takova, ze

Xe=h(tY)|)=nh (t, (Ys)sgt)a

kde
Eli = @er & 8 Vit (U A) = (B 6).

Na zacatku si uvedeme piiklad procesu, ktery neni progresivné (pos-
tupné) meéritelny vzhledem ke své kanonické filtraci, podivame se jak vy-
padaji markovské casy vzhledem k této filtraci a ukazeme si, ze i v tomto
pripadé zastaveny proces bude opét adaptovany. To znamena, ze pozada-
vek progresivni méritelnosti pro nase ucely neni nutny, ale je postacujici,
jak dale uvidime a je také dostatecné obecny.

Priklad 1.2.1 Bud (92, .A, P) pravdépodobnostni prostor, kde 2 = [0,1],
A = B|0,1] a P je Lebesqueova mira na [0,1]. Prot € T = [0, 1] polozime
Xt (w) = 1[t:w]-

Pak FX = o ({s};s <t) = S§UN;, kde S; je systém vsech spocetnijch
podmnozin mnoziny [0,t] a N; je systém viech (nespocetnych) dopliki
mnozin ze systému S, tj. Ny = {[0,1]\S, S € S;}.

Nyni ukdzeme, Ze proces X = (X, t € T') neni F{X-progresivné méritelny.
Staci uwvazovat libovolné t € (0,1). Pak

[X|: =1] ={(s,w) € [0,t] x Q; X (s,w) =1}
={(s,w) € [0,t] x Q;s = w}
={(s,s),s €[0,t]} = diag|0,t]
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je diagondla ctverce [0,1)°, kterd nent B0, ] ® F{X -méritelnd. Pro ndzor-
nost si ukdaZeme, jak takovd soucinovd o-algebra vypadd. Opét se sklddd
ze dvou ¢dsti.

B[0,t] ® FX = BS; U BN;, kde BN;={[0,t] x Q\D, D € BS;}
je systém doplnkiu mnozin z BS;, kde
BS; = {U,cs Bs x {s}; Bs € B[0,t],s € 5,5 C [0,1] je spocetnd}.

Dalsi otazkou, o kterou se zajimame, je, jak vypadaji markovské c¢asy vzh-
ledem k filtraci FX. Je-li 7 FX-markovsky ¢as, pak {[r < t],t € [0,1]} je
neklesajici zprava spojity systém mnozin, piicemz [r < t] € F*. Kazd4
takovd mnozina musi byt bud spocetnd, nebo jeji doplnék musi byt
spocetny. Existuje tedy ¢y € [0, 1] takové, ze pro t € [0,1y) je mnozina
[7 < t] spocetnd a pro t € (ty, 1] je spoc¢etnd naopak mnozina [r > t]. Pak
ovSem i [T > ty] je spoCetnym sjednocenim spoc¢etnych mnozin, a je tedy
také spocetna. Je-li tedy t € [0,%g), pak [7 <t] € S aje-li t € [to, 1],
pak [T > t] € §;. Do ¢asu t ostie tedy 7 nabyva pouze spoc¢etné hodnot
¢i spiSe existuje spocetnd podmnozina S C [0,%,) takovd, Ze pouze pro
w € S muze nastat 7 (w) € [0,1) pficemz pozadujeme, aby 7 (w) > w.
V opacném piipadé 7 (w) < w bychom pro t € [r(w),w) dostali spor
s pozadavkem [r <t] € F;. Je-li t = ty, pak z diive uvedenych argu-
mentu a zavéru plyne, ze [T = ty] je doplitkem spocetné mnoziny. Plati
tedy, ze [T > ty] € F, je spocetnd mnozina S C [0, ).

Shrneme-li nase poznatky, pak existuje spocetna podmnozina S C |0, ¢(]
takova, ze pro kazdé w € [0,1]\S plati 7 (w) = ¢y a pro w € S plati
T (w) > w.

Specialné tedy kazdy F7*-markovsky ¢as je spocetné hodnotovy. Pak pro
koneény F;X-markovsky cas 7 je vidy X (7) méfitelnd nahodna veliGina.

Poznamka 1.2.2 Bud T C Ra (F,t € T) filtrace na (9, A, P). Proces
X =(X,teT) je Fi-progresivné méritelny prave tehdy, kdyz tento proces
je jako velicina PM (F;),.-méfitelny, kde PM (F),cr = (ier PM (F2) je
o-algebra, kterou budeme nazyvat o-algebra vsech F;-progresivnich
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mnozin, kde
PM(F)={AecTxUANT; € B(T) @ F}, kde T, =T, x Q.
Obecnéji pro 7 : Q — T'U {oc} budeme znagcit
T,={(t,w) eT x it <71(w)}.

Dikaz: Dukaz je okamzitym dusledkem nésledujici rovnosti [X < ¢] N
T, =[X|;<c]proteT,ceR. O

Tvrzeni 1.2.1 Bud (F;,t € T) filtrace na (2, A, P), kde T C R.

1. Je-li (X3, t € T) Fi-adaptovany proces se zprava spojitymi trajekto-
riemi, pak je to JFi-progresioni proces.

2. Necht 7 : Q — TU{oo} je Fy-markovskyj ¢as a necht X = (Xy,t € T)
je Fi-progresivni. Pak

(a) t N7, X (t A T) gsou Fy-progresioni procesy.

(b) X:1jrcoo) Je Fr-métitelnd ndhodnd velicina.
Dikaz:

1. Bud t € T pevné a S, C T bud neklesajici posloupnost lokalné
koneénych déleni obsahujicich ¢ takovych, ze S, N [s,s +27") # ()
kdykoli s € T'an € N. Pron € N polozme X,, (s) = X ([s]g ). Pak
Xy = lim,, o X,|s nebot X je zprava spojity proces dle predpokladu.
Zobrazeni X, |; jsou B (1T}) @ Fi-méfitelnd a métitelné je tedy i limitni
zobrazeni X |; vzhledem k B (T}) ® F;. Protoze t € T bylo libovolné,
dostavame, ze proces X je JFi-progresivni.

2. (a) Proces t AT je ziejmeé spojity, a tedy i zprava spojity. Ukdzeme,
ze je Fradaptovany. Bud ¢ € R. Je-lic > t, pak [t AT <] =
Q € F;. Necht nyni ¢ < t. Bud S C T; N (¢, 00) spocetnd husta
podmnozina takova, ze max .S = t. Pak

tAT<d=[r<d=()lr<sl€F.

seS
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Podle bodu 1. tak dostavame, ze Z; = t AT je F;-progresivni pro-
ces. Podle poznamky 1.2.1 je veli¢ina Y; (s,w) = (Z]; (s,w) ,w)
meéritelna v nasledujicim smyslu

Yi: (T, xQB(T)@F) — (RxQ,B(R)®F)
Pak V (t,w) = X (t A7 (w) ,w) = X|;0Y; je B (T}) @ Fp-méfitelna

funkce, nebot X|; : (T3 x Q, B (T;) ® F;) — (R, B(R)). Pro ilus-
traci toto slozeni méritelnych zobrazeni znazornime graficky

(Ty x Q, B(T) @ Fi) (Ty x Q, B(T)) @ Fi) = (R, B(R)).

Tedy postupné pro vSechna t € T je Z|; Fi-méfitelny proces,
a tedy Z je postupné F-méritelny proces.

Staci ukézat, ze pro kazdé c € R je [X (1) < ¢] N [T < 0] € F;.
To vsak plyne z definice o-algebry udélosti do ¢asu 7, nebot

(X (1)< dnr<oo]N[r<t]=[X({tAT)<N[r <t €F
pro kazdé t € T, c € R. [

Poznamka 1.2.3

1. Je-li (X, t € T) progresivné F-méfitelny, pak je Fi-adaptovany.

2. Je-li (X;3,t € T) Fr-adaptovany proces a T' C R spocetnd, pak X; je
Fi-progresivni proces.

Dukaz:

1. Je-li ¢ € R,t € T, pak podle predpokladu [X|; < ] € B(T}) ® F;.
A tedy jeji fez [X; < ¢] v bodé t je Fi-métitelny. Formélné, ze jde
o Tez lze ovérit z rovnosti

(X[ < ] N ({t} x Q) = {t} x [X; < d].

2.Bud t € T a ¢ € R. Protoze T je podle pfedpokladu spocetnd
mnozina, je spocetna i mnozina 7;. Pak

[X|: <] = U{s} (X <] € B(T}) ® F.

SETt
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Lemma 1.2.1 Predpokladejme, Ze Z € 11 a 7,v jsou Fi-markovské
casy. Potom

1. E [Z‘:FV] 1[V§T]s:‘j. E [Z‘Fl//\’r] l[ugT]
2. EXVEFZ = EFvvr Z skoro jisté.

Dikaz: str. 246 lemma 1.3.5 viz [2]

Nyni uvedeme nékolik zakladnich prikladt na markovské ¢asy.

Piiklad 1.2.2 Necht X1, ... jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné ve-
liciny s alternativnim rozdélenim Alt(p), oznacme

STL:Z?:th fn:U(Xl,...,Xn), T:NQ

1. Ukazte, ze T = inf{n € N, S,, = b} je F,-markovskyj cas.
Re3eni: Dikaz provedeme z definice markovského casu nebo z véty
o markovskych casech. Tim ovérime, Ze se jednd o markouvsky cas.
Protoze S, je Fi-adaptovany proces dostdvdme, Ze

[T <n]= [maXSk > 5] € Fn.

k<n

2. Rozhodnéte, zda v = 7+ 1 je markovsky cas.
Resent:

(a) Z definice:

v<n]=[r+1<n]=[r<n-1€F,1CF, pron>1
0 e F, pro n =0

(b) Protoze v > 1,0 (v) C o (1) C F;, z pozndmky 1.1.1 plyne, Ze
v je (Fn)-markovsky ¢as.

3. Rozhodnéte, zda p = (1 — 1) je markovsky cas.
Reseni: UkdzZeme, Ze p neni markouvsky cas, tj. ukdZeme, Ze n € Ny
takové, Ze [p <n|=[r <n+1] ¢ F,. Pron=0,1,2,3 plati

T<n+1=0¢€F,.
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Pro n =5 lze ocekdvat, ze [T < 5] = [t = 5] € F5\Fy. Ddle budeme
sporem predpokladat, Ze [T < 5] € Fy. Pak

lj,—5 € L(o(Xy,...,X5)) = L(F5)
a podle vety 2.1 z [5] existuje méritelnd funkce takovd, Ze
f(Xy, . X)) = 1=y,
Abychom ukdzali spor 1 = f(1,1,1,1,1) = f(1,1,1,1,0) = 0,
ukdzZeme, Ze existuji
wh e Q takové, e (X1,...,X5) (wl) =(1,...,1,1)
w? e Q takové, e (X1,...,Xs) (wQ) =(1,...,1,0).
Tato dve w existuji, protoZe
P(Xi=1,...,X,=1,X5=1)=27 >0,
P(X;=1,...,X,=1,X5=0)=27>0.

. Rozhodnéte, zda k = 2p je F,-markovsky cas.
Resent: Podobné jako v bodé 2. plati o (k) C o (1) C F;, a protoze
T > 2, platt
k=2p=2(r—1)=21—-22>7
Podle poznamky 1.1.1 je k markovsky cas.

. Rozhodnéte, zda A = 7 A\ 10 je F,-markovsky cas.
Reseni: Protoze minimum z markovskiych casi je opét markovsky
cas, je \ také JF,-markovsky cas.

. Rozhodneéte, jestli u = 7V 20 je markovsky cas.

Reseni: ProtoZe maximum z markovskych c¢asu je opét markovsky
cas, je p také F,-markovsky ¢as. Podobné bychom jako v bodé 2.
a 4. dostali stejny zdvér i z pozndmky 1.1.1, nebot u > 7 a o (u) C
o(r) CF,.

. Rozhodnéte, zda v = X\ + p je markouvsky cas.
Reseni: Cas ~y si muzeme rozepsat pomoci dvou markovskijch ¢asu
AN a AV p. Potom dostdavame, Ze

Y=AALFAV L > AV @

23



pricemz o (7) = o (A + p) € Favy. podobné jako v bodech 2., 4. a 6.
dostdvame, Ze v je F,-markovsky cas.
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Kapitola 2

Martingaly

2.1 Zakladni definice a vlastnosti martingala

Bud T C R a (), filtrace na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).
Rekneme, ze proces (X, t € T) je Fi-martingal, pokud pro kazdé s, t €
T,s <tplati X; € L (Q, F, P|F;) a

E[X|F] 2 X,. (2.1)

Velmi dulezity piiklad martingalu je X; = E[Y|F],t € T, kde YV €
L; (92,4, P). Snadno se ukaze, viz lemma 4.7 [4], Ze tento systém veli¢in je
stejnomérné integrovatelny. Je-li (X, ¢t € T') stejnomérné integrovatelny
systém ndhodnych veli¢in tvofici (F;),.-martingal, pak fekneme, Ze tento
systém (Xy, ¢t € T') je stejnomeérné integrovatelny (F;),.,-martingal.

Pro predstavu, uvedeme vétu 4.8 z [4], ktera ikd, ze (F,,n € N) adap-
tovany proces S = (S,,n € N) je stejnomérné integrovatelny (F,,n € N)-
martingal prave tehdy, kdyz existuje S € L; takova, ze E [S|F,] 2 S,. pro
kazdé n € N, tj. pravé tehdy, kdyz je proces S tvaru zminéném ve vyse
uvedeném priklade.

Pokud existuje velicina Y € LL; (€2, Fo, P) takova, ze Xy = E[Y|F] .t €
T, pak tekneme, ze veli¢ina Y je uzdvérem Fi-martingalu (Xt € T).
Je-li X = (X;,t € T) Fr-martingal a existuje-li maximalni ¢, € T, tj.
oo = max T, pak zirejmé X7 je uzavérem F;-martingalu X.

Tvrzeni 2.1.1 Je-li (X;,t € T) stejnomérné integrovatelny (Fy, t € T')-
martingal, pak md uzdvér Xo € Ly (Q, Fuo, P|Fx), tj. Xi = E[X|F,
tel.
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Dikaz: Pokud existuje t,, maximdln{ prvek T', volime X, = X;_, nebot
Foo = Fi_. V opacném piipadé existuje ¢, /" to = supl. Pak X;
je (Fi,,n € N) stejnomérné integrovatelny JF; -martingal a podle vyse
uvedené véty 4.8 z [4] existuje S € Ly takova, ze X; = E[S|F;, ], n € N.
Pak X = E[S|F] je uzdvérem F; -martingalu X; . Zbyva tedy ukézat,
ze je také uzdvérem (F;,t € T)-martingalu X;. Je-li t € T, pak existuje
n € N takové, ze t, > t. Odtud plyne vztah

E [Xoc| Fi) 2 E [E[Xocl | |F) 2 E [X,, | F) 2 X, 0

Je-li (X3,t € T') Fr-martingal a X; € Ly pro kazdé ¢t € T, pak fekneme, ze
X; je (Lo, Ft)-martingal. Struéné budeme tikat, ze proces (X¢t € T)
je Ly-martingal, pokud existuje filtrace (F;,t € T) takova, ze X; je
(Lo, F;)-martingal, coz je pravé tehdy, kdyz X je (LQ,.EX )—martingal.
V takovém piipadé jsou piirustky proces X; ortogonalni v Ly (Fu), tj.
pror < u < s <t z indexové mnoziny 1" plati

cov (X; — X, Xu — X,) = E(X; — X,) (X, — X,) = 0.

O procesu s koneé¢nymi druhymi momenty splinujici predchozi podminku
ortogonality piirustku hovorime jako o ortogondlnim pvirustkovém
procesu.

Poznamka 2.1.1 Je-li indexova mnozina T lokalné koneéné, staci ove-
rovat rovnost (2.1) pro sousedni body s,t € T,s < t. Specidlné, je-li
mnozina 1" ekvidistantni s krokem ¢, stac¢i ovérovat podminku

E [X5+5|Fs] <:JXS

pro s, s+0 € T. V nasledujicich prikladech budeme tuto podminku mlcky
ovérovat pro 6 = 1.

Piiklad 2.1.1 Necht X,,,n € N jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veli¢iny se stredni hodnotou p € R. Definuyme S, = Z?Zl X;. Ukazte, Ze
M, =S, — nu je martingal pro T = Nj.

Re3zeni: Pron € Ny poloZme

fnZO'(Xl,XQ,...Xn):0(31,...Sn):O'(Ml,...,Mn).
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Pak F, je kanonickd filtrace procesu M,,. Ziejmé M,, € 1Ly (F,,). Abychom
ukazali, Ze proces M, je F,-martingal staci ukdzat, Ze pro kaZdé n € Ny
plati rovnost E [M,, 11 — M, |F,] 220 pricems plati My — M, = X411 — .
Dostavame tedy

E [Mn—f—l - Mn‘fn] 2E [Xn—i—l - ,u|fn] = EXn—H —H= Oa
nebot X, .1 — p je ndhodnd veli¢ina nezdvisld se o-algebrou F,. [l

Piiklad 2.1.2 Necht X,,,n € N jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veliciny se stredni hodnotou EX; =0 a rozptylem var X; = 02, 0% < oo.
Definujme Sn:Z;L:lXj. Ukazte, ze M, = S,* — no? € Ly (F,) je mar-
tingal pro T' = Nj.

Reseni: Vezmeéme filtraci F,, = 0 (X1, Xo, ..., X,). Pokud ovérime vlast-
nosti vuci této filtraci, pak ziskame martingalovou vlastnost také vici
kanonické filtraci. Poznamenejme, zZe Fy = {0,Q}. Nyni ovérme martin-
galovou vlastnost s pomoci vztahu

My — M, =82, -S> —0*=—0"+ (Spy1— Su) (Sni1 + Sn),

kde S,.1—.5, odpovidd X, 1, coZ je nezdavislé se o-algebrou F,, a S,+1+S,
odpovidad 25, + X1, kde S,, je méritelné. Potom tedy dostdvame
E[Muy1 — M| Fo]2 — 0® + E[Xny1 (25, + Xpi1) |Fol
2 — 0% + E[Xp125,|F) + E [ X2 | F]
2 — 0%+ 28,E [ X Fu] + E [ X721 |F]
2 — 0% +25,EX, 1 + EX2,,
— 02428, -0+ var X,,.1 = 0.

Timto jsme ovérili martingalovou vlastnost M, a muzZeme turdit, Ze M,
je Fn-martingal. [l

Piiklad 2.1.3 Necht X,,,n € N jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veliciny se stredni hodnotou EX; = % Ukazte, ze §"11,, := B" H;-lzl X; je
martingal pro T = Nj.

Resent: Oznacme F, = (X1,...,X,). ProtoZe X; jsou nezdvislé inte-
grovatelné veliciny, je jejich soucin I, podle véty 5.10 (i) [5] také in-
tegrovatelnd velicina. Dostavame tak, Ze f"I1,, € 1Ly (F,). Protoze 11, €
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L (F,) a X1 je nezavislé s F,, dostavame
E [ﬁn+1Hn+1’fn] S:'j.ﬁn—HE [Han—H‘Fn]
gﬁn—HHnE [XnJrl‘Fn]
S:.jlﬁnﬁ_lHnEXn—l—l = ﬁn—HHn% = ﬁan
Proces "1, je tedy F,,-martingal. [l

Piiklad 2.1.4 Necht X,,,n € N jsou redlné ndhodné veliciny a pro kazdé
n € N md ndhodny vektor (X1, Xs, ..., X,,) spojité rozdéleni s hustotou
fn: R" — R, kterd je vsude kladnd. Dadale je dan konzistentni systém
hustot g, : R" — R, t.j.

400
/ Gost (21,0, 0y €) AE = g (1, 23, ., a)

o0
pro skoro vsechna (1, x9,...,x,) € R" a gy = 1 (aby to byly hustoty). Pro
n € N oznacme S, = % Ukazte, Ze (S,,n € N) je martingal.
Reseni: Zda je S, martingal ovérime primiym vijpocétem podminéné stre-
dni hodnoty. Pro pripomenuti definic a zdkladnich vlastnosti podminéné
stredni hodnoty a podminéného rozdéleni muze c¢tendr nahlédnout do [5].
Zda se jednd o martingal ovérime ndsledovné

E [Sn_|_1|X1 = :L’l,XQ = T9,... ,Xn = Zlfn]

+00
[ g
+00
[ pmmetali
_ /+°O Gnt1 (1, T2, .o T, &) [ (21,29, . .. ,xn,g)dg
o Jnr1 ($17332:---737na€) In ($1,$2,...,$n,£)
_ /+°O Jni1 (xl,xg,...,scn,f)d5 _ Gn (T1, 29, ..., 2,
oo Sn(xi, e, xy) fo(T1,29, ..., 2p)
pro skoro vsechna (x1,xs, ..., x,, &) € R". Zpétnym dosazenim, dostaneme

E[Sn+1‘X1,X2,...,Xn] :Sn S]

Ovérili jsme, Ze (Sp,n € N) je (0 (Xy,...,X,),n € N)-martingal, potom
(Sn,n€N) je martingal. Tedy vérohodnostni pomér je nezdporny martin-
gal startugici z jednicky. [l
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Néasledujici priklad je zobecnénim prikladu 2.1.4.

Priklad 2.1.5 Necht X, : (Q,A) — (S,,S),n € N je posloupnost
ndhodnych veli¢in. Bud P pravdépodobnostni mira na (2, A). Bud ddle
Un,n € N konzistentni posloupnost pravdépodobnostnich mér takovych, Ze
vp << Px, .. x, =t pn. UkaZle, Ze ndsledujici vérohodnostni pomeér 1T, =
G (X, X)) mezi Hy s (Xa, 00, X)) ~ v a Hy s (X0, X))~ o
je 0 (X1, ..., Xy)-martingal za platnosti nulové hypotézy H,.

Reseni: Podle predpokladu v, je margindlni mira pravdépodobnosti v, 1
odpovidajict prunim n souradnicim. Zrejmé T, € L (F,), kde F, =
o(X1,...,Xyn). Dale T, > 0 skoro jiste. Abychom wukdzali, zZe T, €
L1, spocteme jeho stredni hodnotu a ukdZeme, Ze je konecnd. ProtozZe
predpokldddme, e plati nulovd hypotéza Hy : (X1,...,X,) ~ iy, dostd-
vdme, Ze

ETn:/TndP:/dV” (X1,....X,)dP
dpsy,

dvy,
- / APy, . x, = / dv, = 1 < oo.
d

Nyni ovérime, e E [Ty 1|F,] 2 T,. Bud B € 8", pak

dvy,
/ Tn dP :/ v dPXl,...,Xn = UVp (B) = Un+1 (B X S)
[(Xl,---,Xn)TEB] B d,un

dv,
_ / L APy x, = / Tpr dP.
BxS Qfn+1 (X1, X0) €8]

U]

Priklad 2.1.6 POLYOVO URNOVE SCHEMA:

V osudi je na pocdtku v case n = 0 celkem b bilych a ¢ ¢ernych kulicek.
V ¢asovém obdobi (n,n+ 1) pro n € Ny vZdy ndhodné z osudi vytdhneme
gednu kulicku, zaznamendame jeji barvu, vrdtime ji zpét do osudi a sni
celkem dalsich A € Ny kulicek téze barvy. Oznacme X, indikdtorovou
nahodnou velicinu, ktera indikuje, Ze v n-tém tahu byla taZend bila koule
a T, bude oznacovat relativni pocet bilych kouli v osudi v ¢ase n pro
n e N().
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1. Ukazte, Ze posloupnost T,, je martingal vzhledem ke kanonické filtract
fn == O'(Tl,...,Tn) == U(Xl,.. . ,Xn)

2. Ukazte, Ze existuje limita T = lim, T, pro n — oo skoro jisté
a zjistéte rozdeélent limitni veliciny.

Resent:

b+ A Xk

b+c+nA
Odsud ihned vidime, Ze o(Ty,...,T,) C o(Xy,...,X,). Opacnou
inkluzi lze také snadno odvodit z vijse uvedené formule. ProtoZe pro-

T, =

ces T,, nabyvd hodnot v intervalu [0, 1], je integrovatelny. Ddle
s b+ AQ i Xk + E(X 1| Fn)
b+c+(n+1)A

Abychom mohli spocist pravou stranu (2.2), potrebujeme nejdrive
vyjadrit

E[Tn—H ‘fn]

(2.2)

E(Xp | F)Z2 P(X1 = 1| F)ET,.

Tuto rovnost lze oduvodnit intuitivni predstavou, Ze v case n je
(podminénd) pravdépodobnost, Ze v ndsledujicim tahu bude taZena
bila koule dand pravé relativnim poctem bilyjch kulicek v urne. Celkem
tak dostavame rovnost

BT | A X+ T b G X+ M
b+c+(n+1)A b+c+(n+1)A

0+ Ao X)) O+ e+ nd) + b+ A) 5 Xi oy

(b+c+nA)b+c+ (n+1)A) "

Overili jsme tak, Ze proces T;, je F,-martingal.

<

2. Protoze je proces T, omezeny, existuje podle véty 4.1 z [4] velicina
T € Ly(Fx) takovd, ze T, — T skoro jisté a jisté také v L.

(a) Z vyjadient
T b+ A% 1 X
! b+c+ An
ihned plyne, Ze T, = %22:1 Xk +o(1) pron — oo.
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(b) Veliciny X1, ..., X, jsou zrejmé permutovatelné, nebot plati

m—1 n—m—1
P(Xi=a1,..., X, =x,) = kﬂ(aIﬁA)kﬂ) b+ kD)
(a4 b+ EA)

kde m =Y ,_; xi, pokud x1,...,x, € {0,1}. Pak zrejmé

EX; ... - Xy=P(X1=1,...,Xs = 1)

a a+A(k—1)
Ta+b T a+b+A(k—1)
PR+ 5)T (%)

S T(R)T (k40

(c) Z martingalové vlastnosti T, plyne, zZe ET,, = ETy = ﬁc Ddle

2
1 n 1 n n
2 _ § _ E 2 §
= ]= —

n (n

—1
=0 (1) + T)EXlXQ

Plati tedy, ze ET? — EX1Xy pro n — oo. Podobné bychom
dostali pro k € N, ze ET* — EX|-...- X} pron — oo.

(d) Protoze T,, — T skoro jisté, plati, Ze

ETk’: lim ETk’:F(k—i_%)F(aT_'—b)
N

Protoze nahodnd velicina T' je omezend, je jeji rozdéleni uréeno
vySe uvedenymi momenty, které odpovida beta rozdeéleni B (%, %)
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2.2 Martingaly a markovské casy

V prikladech predchozi ¢asti jsme vyuzivali toho, ze kazdy martingal ma
konstantni stfedni hodnotu. Neni to vSak postacujici podminka, ale pouze
nutna.

V této c¢asti budeme martingal interpretovat jako vysi vyplaty mezi
dvéma hraci hrajici spolu tzv. spravedlivou hru. Filtraci (F;, ¢ € T') bude-
me interpretovat jako postupny prisun informace napt. pro prvniho hrace,
ktery ma moznost hru kdykoli ukoncit. Protoze pozadujeme, aby se nas
hra¢ rozhodoval na zakladé dostupné informace F; v Case t, budeme
predpokladat, ze doba ukonceni hry 7 bude F;-markovsky cas. V tom
pripadé vyse vyplaty naseho hrace bude X, ktera bude za urcitych tech-
nickych predpokladi popsanych ke konci prvni kapitoly F.-méfitelna
nahodné veli¢ina.

Tvrzeni 2.2.1 Bud (X,,t€ T) integrovatelny F;-adaptovansyj proces. Pak
(Xy,t € T) je Fy-martingal pravé tehdy, kdyz

EX, =EX, prokazdy 7:Q— {s,u} CT (2.3)
dvouhodnotovy F;-markovsky cas.

Dukaz: Necht plati (2.3), ukdzeme, Ze proces X; je Fy-martingal. Necht
s<u, € Fs, s,u€T.Dile zavedme 7 = s na F a 7 = u na Q\F. Pak
pro

L.r<splati [t <r|=0¢€ F,
2.r>uplati [t <r|=Q € F,
3.s<r<mnplati [t <r|=Fe F, CF,.

Cas 7 je tedy F;-markovsky ¢as. Podle (2.3) plati EX,; = EX,, coz zna-
mena, ze

E[X,1r + X,1o\r| = EX; =EX, = E[X,1r + X, 10\r]| .

Tedy E[X,1r] = E[X,1F] pro kazdé F € F, a tak E [X,|F,] 2 X,. Proces
X je tedy Fi-martingal.
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Opacné implikace plyne okamzité z Optional Sampling Theorem pro mar-
tingaly pro markovské ¢asy nabyvajici koneéné mnoha hodnot viz tvrzeni
2.2.2. O]

Podobné tvrzeni plati pokud bychom misto pozadavku, ze 7 nabyva
maximalné dvé hodnoty z T', pozadovali, aby 7 nabyvalo konetné mnoho
hodnot. Ziejmé, pokud podminka (2.3) z tvrzeni 2.2.1 plati pro F;-
markovské casy nabyvajici koneéné mnoha hodnot z T', pak (2.3) plati
i pro dvouhodnotové konecéné Fi-markovské casy a tedy (Xit €T) je
Fi-martingal.

Opacné implikace je dusledkem obecnéjsi véty, kterou oznacujeme jako
Optional Sampling Theorem pro martingaly.

Tvrzeni 2.2.2 (Optional Sampling Theorem pro martingaly a markovské
casy nabyvagici konecné mnoha hodnot, jednodimenziondlni pripad:)

Necht (Sp,n € No) je (Fn),en,-martingal a 7,p : @ — No U {+o0} jsou
markovské c¢asy vzhledem k filtraci (F,,n € Ny). Kdyz existuje k € Ny
tak, Ze p < 17 < k, pak

S..S, €Ly a E[S,|F]=35, s

Dukaz: Tvrzeni je okamzitym dusledkem tvrzeni 2.1 a 2.5 z [4].

Poznamka 2.2.1

1. V souvislosti s predchozim tvrzenim bychom radi interpretovali mar-
tingal jako proces jehoz prirustky se daji interpretovat jako spravedli-
va hra (tj. ocekavany zisk méreny podminénou stfedni hodnotou pii
vstupu do hry je nulovy.) Podle Optional Sampling Theorem tutéz
vlastnost maji za urcitych okolnosti i prirustky martingalu, pokud
okamzik vstupu do hry a okamzik ukonceni hry jsou markovské casy.

2. Pokud ocekavany zisk budeme mérit cisté stfedni hodnotou, pak
tvrzeni 2.2.1 nam tiké, ze integrovatelny adaptovany proces je mar-
tingal pravé tehdy, kdyz stredni zisk kazdé hry zacinajici v pevné
zvoleném ¢ase a koncici v dvouhodnotovém (¢i koneéné hodnotovém)
markovském case je nulovy.
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Cas p muzeme interpretovat jako okamzik, kdy se nas hra¢ rozhodne
vstoupit do hry a ¢as 7 < k ¢as, kdy hru opusti.

Protipriklad 2.2.0 Uvedené tvrzeni neplati bez predpokladu 7 < k.
Necht X jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rovnomérnym
rozdélenim R{—1, 1} na dvou prvkové mnoziné. Zavedeme S,, = > ,_; X.
Bud 7 prvni okamzik vstupu S,, do jednoprvkové mnoziny obsahujici 1.
Podle piikladu (princip zrcadleni) 7 < oo skoro jisté, a tedy S, = 1 s.j.
Pak ES, =1 # 0=ES,.

Naopak pokud (X,,,n € N) je stejnomérné integrovatelny martingal, pak
vyse uvedené tvrzeni plati i pro neomezené konecné casy.

Tvrzeni 2.2.3 Necht (X,,n € N) je stejnomérné integrovatelny JF,,-mar-
tingal a T, p : Q — N jsou markovské casy, pak

E[X,|F,)ZX, pokudp<T.

Dukaz: Ziejmeé X p/\ns'—j'>X » @ podobné pro 7 predpoklad stejnomérné in-
tegrovatelnosti dava konvergenci skoro jisté X, p, “LX, . Podle lemmatu
1.2.1 (2) plati

E[X,|F] 2 E[E[X,|F]| Fr] 2 E[Xa|lFrpn] 2 Xonn.
Podobné pro p platf E [X,,|F,] = X,,,. Pak
E[Xonn| Fpl 2 E[E[Xo|F ]| Fol 2 E[X0F)] & Xany™X,,
nebot F, C F;, a protoze E [X an|F)] = [X:|F,] dostdvdme rovnost
X,2E[X,|F,).
[l

Poznamka 2.2.2 Tvrzeni 2.2.3 plati i za mirnéjsiho predpokladu, ze
proces (X,ar, n € N), je stejnomérné integrovatelny JF,,-martingal.
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2.2.1 Princip zrcadleni

Budeme pracovat se symetrickou ndéhodnou prochazkou Sy, (w) = >0 w;

na 2 = {—1,1}". Volme k > 0 a dale n € N pevné. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze je n + k liché, coz implikuje S,, # k. Potom plati, ze
pocet trajektorii, které skonc¢i v bodé 3 > k v Case n se rovna poctu tra-

jektorii, které v prubéhu ¢asu dosahnou irovné k a skoné¢i v zrcadleném
bodé 2k — 3 v case n,

n

Obrazek 2.1: Znazornéni trajektorie rozhodnuti pii principu zrcadleni.

neboli pro g > k > 0 plati

#Hw € 5, (w) = B} = #H{w € Q, 5, (w) = 2k — Bymax 5 (w) > k},
=sn
coz se da také zapsat

#{w € Q;mgXSj (W) >k} =2 -#{we DS, (w) > k}.
m=n
Aplikace principu zrcadleni na symetrické nahodné prochazce

Pro k =1 a n sudé plati

A
sl-

)—>1

B3

Jj=n

P(TSﬂ)zP(InaXszl) :2P(Sn21):2P<
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podle centralni limitni véty (CLV) pro n — oo v nésledujicim tvaru.

sup | Fs, (X) — Fnvo (X)|]—=0 pro n— .
XeR

Potom 1 = P (7 < o).
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2.3 Waldovy rovnosti

Véta 2.3.1 (Waldovy rovnosti pro markovské éasy)

Necht X,k € N jsou nezdvislé stejné rozdélené rediné ndahodné veliciny
a polozme S, = > ;_, Xi. Necht pro kazdé n € N je 0 (X,) C F, a o-
algebry F,, a o (X,11) jsou nezavislé a T, p : @ — NU{oo} jsou markovské
casy vzhledem k filtraci (F,,n € N),p < 7.

1.
2.

Kdyz X1,7 € Ly a EX; =0, pak E[S,|F,)| £,

Necht X, € Ly, 7 € L1,EX; =0 a 7 je nezdm’sly’ s { X, k € N}.
Oznaéme V,, = S2 — nVar (X1), pak E[V,|F,| 2V,

KdyZVXl ely,, 7eli, EX;=0a

limsup Lj;sp) - |Sn| € L, (2.4)

n—oo

potom E [V.|F,| 2V,

. Necht a € R, # 0 je takové, Ze e**1 € Ly. Kdy? P (1 < o0) = 1

a1 je nezdvisly s { Xy, k € N}. Oznaéme &, = e /E (e*), potom
E[&|F]=¢,

. Necht o € R, # 0 je takové, Ze e** € Ly a Xy, 7 € Ly. Kdyz

lim sup 1f;~, - [Sp — nE [X1] ] € L, (2.5)

n—oo

potom E [E.|F,| ZE,

Véta 2.3.2 (Waldovy rovnosti)

Necht X,k € N jsou nezdvislé stejné rozdélené rediné ndahodné veliciny
a polozme S, = > y_; Xi. Dale necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-adapto-
vany proces, pricemz pro kazdé n € N jsou o-algebry F, a o (X;,i > n)
nezdvislé a 7 1 Q@ — N U {oo} je markovsky cas vzhledem k filtraci

(Fn,n €N).

1.

Necht X1, 7 € Ly a necht E[X;] = 0.
(a) Pak E[S;] =0.
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(b) Pokud navic X1 € 1Ly a 7 je nezdvisly s { Xy, k € N}, potom
Var (S,) = ES? = E[7] - Var (X).

(c) Necht plati (2.4), pak Var (S;) = ES? = E[r] - Var (X1).

2. Necht o € R, # 0 je takové, Ze e*X € Ly. Kdy? P (1 < 00) = 1
a T je nazdvisly s { Xy, k € N}, potom E[E.] = 1.

3. Necht o € R, # 0 je takové, ze e®* € L. Kdyz X1, 7 € Ly a plati
(2.5), potom E[E;] = 1.

Poznamka 2.3.1 Véty 2.3.1 a 2.3.2 okamzité plynou z vét 2.18 a 2.19
v [4]. Vétu 2.18 z [4] Ize naopak snadno odvodit z véty 2.3.1. Podobné lze
snadno odvodit z véty 2.3.2 znéni véty 2.19 z [4] az na ¢asti vyuzivajici
predpokladu 7 € Ly a na bod (i) E[S;] = E[7]-E[X], pokud X;,7 € L;.

Piiklad 2.3.1 Necht X,,n € N jsou nezdvislé veliciny s rovnomérnym
rozdélenim na dvoubodové mnoziné {—1,1}. Oznaéme odpovidagici nd-
hodnou prochdzku S, = >} _; Xy, kanonickou filtraci F,, = o (Xq,...,X,)
a cas

Top = inf{n € Ny : S, € {a,b}}.

Rozhodnéte, zda v = T_35 — 1 je markovsky cas vzhledem ke kanonické
filtraci F,,.

Re3ent: Zrejmé T = 1_35 je F,-markovsky cas. ProtoZe proces S, je do
casu T omezeny, plati

0=ES,,, =—3P (S, =—-3)+5P (S, =5).

Odtud plyne, ze P (S, =4) = P(S; =5) = 2 a podobné P (S, = —2) =
P(S,=-3)=2.
Ukdzeme, Ze v neni JF,-markovsky cas. Mohli bychom zvolit postup ob-

dobny jako v prikladu 1.2.2 v bodé 3. Takovy postup nechame ctendri jako
cviceni. Misto toho ukdzeme, Ze plati nerovnost ES, # ESy =0, a to

ES, = 4P (S, =4) — 2P (S, = —2)
— 4P (S, =5) — 2P (S, = —3)
3 5 6-—-5 1
TR T T Tyl
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Dostaneme timto spor s E|[S,|Fo] = Sy = 0, nebot S,n, je omezeny,
a tedy stejnomérné integrovatelny F,-martingal.
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2.4 Lokalni martingaly

Necht (X;,t € T') je Fi-adaptovany proces a T' C R. Pokud existuje nek-
lesajici posloupnost markovskych casu 7,, /" 00 s.j. pro n — oo takova,
ze

V' neN,seT proces (Xinr, — Xsar,, s < t) je F-martingal,

pak fikame, ze proces X; je lokdlni F;-martingal a posloupnost 7,
oznacujeme jako lokalizaéni posloupnost procesu X;.

Poznamka 2.4.1 F;-adaptovany proces (Xy, ¢t € T) je lokédlni Fi-mar-
tingal s lokalizaéni posloupnosti 7,, (neklesajici posloupnost Fi-markov-
skych ¢asu s 7, /" o0 s.j. pro n — oo) pravé tehdy, kdyz pro kazdé
n € N,s,r € T a markovsky cas v : Q@ — {s,r} C T je veli¢ina
Xunr, — Xpar, centrovana, tj. jeji stfedni hodnota existuje a je rovna
0.

Budeme-li se snazit interpretovat posloupnost markovskych casu 7,,, muze-
me Tici, ze se jedna o posloupnost varovani, ¢i o varovné udalosti.

Poznamka 2.4.2 Kazdy martingal je také lokdlnim martingalem. Pro
ovéreni platnosti staci volit lokalizacni posloupnost 7,, = oc.

Pokud T' = N a X; € L;, pak kazdy integrovatelny lokdlni (F}), ;-
martingal je F;-martingal. Coz je duvod, pro¢ se jiz vice nebudeme
zabyvat lokalnimi martingaly.

Pokud T = [0, 00), pak existuje dokonce stejnomérné integrovatelny spo-
jity lokalni Fi-martingal, ktery neni martingal.

Zafixujme d > 2,d € N, wy € R? a W d-dimenzionalni F;-Wienertuv
proces. Rikdme, Ze proces R = (Ry,t > 0), kde R; = |wo + W], nazveme
Fi-Besseliv proces s dimenzi d startujici z ro = |wy|, kde |wo
znaéi euklidovskou normu vektoru wy € RY.
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Tvrzeni 2.4.1 (Nedosazitelnost poédtku pomoci Brownova po-
hybu v d-dimenziondlnim prostoru pro d > 2:) Necht d > 2,d € N
ar > 0. Potom Besseluv proces R s dimenzi d startujici zr md nasledujici
vlastnost

PR >0;V 0<t<oo] =1 (2.6)

Dikaz: str. 161 tvrzeni 3.22 viz [3]

Déle necht R je Besseluv proces s dimenz{ d > 3 startujici v r > 0. Pak
také plati, ze

Coz znamend spolu s (2.6), ze P (inf;>g Ry > 0) = 1 pokud r > 0. Po-
dle cviceni 3.36 str. 168 [3] lze ukézat, ze takto definovany proces je
stejnomeérné integrovatelny lokalni martingal, ktery neni martingal.
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2.5 Martingalové diference

Nechf 7" C R je ekvidistantni mnozina I C Ny s krokem d = 1. Je-
li (Xy,teT) (Fi),er-adaptovany proces a X; € LL; pro kazdé ¢t € T,
pak tikame, ze (X¢t € T) gsou (Fi,t € T)-martingalové diference,
jestlize

E[X¢|Fi1] =0s.j. pro kazdé t € T takové, zet —1 € T.

Déle budeme tikat, ze (Xt € T) jsou martingalové diference,
jestlize (X;,t € T') jsou (S, t € T)-martingalové diference pro ptirozenou
filtraci S = 0 (X5, s <t,s €T).

Martingalové diference jsou az na pocatecni hodnotu zobecnéné posloup-
nosti nezavislych veli¢in s nulovou sttedni hodnotou. Pro prehled uvedeme
nekteré limitni véty pro martingalové diference, které zobecnuji piislusné
limitni véty pro nezavislé veli¢iny.

Véta 2.5.1 Necht (X;,t € T) jsou martingalové diference a X,, € Lo pro
kazdé n € N. Kdyz > ;- Var (X;) < oo, pak je tada Y oo X}, scitatelnd
S] 1V LQ.

Dikaz: str. 41 véta 4.13 viz [4]

Véta 2.5.2 (SZVC pro martingalové diference)
Necht (X, t € T) jsou martingalové diference a X, € Ly pro kazdé n €
N. Kdyz0<b, /00 ad oy Varb(QX’“) < 00, potom

k

EZX,CT}OQO a EZXk 22 0.
k=1 k=1
Dukaz: str. 41 véta 4.14 viz [4]

Véta 2.5.3 (CLV Brown)

Necht pro kazdé n € N je ddno k, € N, ddle redlné ndhodné veliciny
Xins Xom, oo, Xp,m € 1Ly ao-algebry Fo,, € Fi € Fon © .00 C Fron C©
A,,. Necht ddle

1tj. pokud a,b € T jsou takové, ze a < bab—a € Z, pak také a +1,b—1 € T.
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1. (X, k=1,2,... k) jsou (Frn, k =1,2,..., ky,)-martingalové difer-
ence pro kazdé n € N.
2. Je pro kazdé € > 0 spinéna podminka

k

PLy(e) =Y E[X{,Ix, 54| Fr-1n] —220.
k=1

3. Necht V,, = S Var (Xjn| Feo1n) = S, E [ X7 0| Frm1n], potom
plati V,, 25 1.

Potom S5 Xpw 25X a L(X) = N(0,1).
Diukaz: str. 45 véta 5.7 viz [4]

Martingalové diference budeme interpretovat jako prirustky martingala,
coz muzeme také chapat jako elementarni spravedlivou hru mezi dvéma
hraci. Tato hra je zalozena na tom, Ze v jednom okamziku zacneme
a v druhém ihned skonc¢ime.
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2.6 Prediktabilni filtrace, spojitost filtraci

Nejprve si pro filtraci (F;, ¢t € T') definujme

Fii=o0 U F kdyz t>infT,

s<t,seT

=F kdyz t=infT.

Nyni rozepiSme definici filtrace F3; pro konkrétni indexové mnoziny.
Je-li T'= [0, ), pak

. Fi_; t € (0,00)...informace pred casem t
i t=0 ... nejmensi moznd informace

o Fo-1; n € N...informace do ¢asu n — 1
gl Fo; n = 0 ...nejmensi mozna informace

Nyni se vratme ke zminénému sdzeni. Jak jiz bylo zminéno, sdzime pouze
na prirustek martingalu X; a velikosti X; = AM; = My — M;_; v case
t — 1. Velikost sazky oznacme K; € L (F_1) = L (Fy),.y- Pak zisk je
K- Xy = Ky (My — M;_1). Potom K; - X; je opét posloupnost martin-
galovych diferenci za predpokladu, ze K;X; € Ly viz véta 7.13 [5]. Za
vyse uvedené¢ho predpokladu plati, ze

Sn=2 4 KXy =370 K (M; — M;_1) je Fi-martingal.

Muzeme Ttici, ze S,, udava vyvoj spravedlivé hry, kdy v case t — 1 sdzime
K; na elementarni hru.

Necht je Fyy prediktabilni filtrace, potom K; € A (F;) je proces adap-
tovany a prediktabilni filtraci, coz budeme stru¢né oznacovat, ze K; je
predikovatelny proces.

Pokud mame predikovatelny proces, muzeme si predstavit, ze hodnotu
v case t dokazeme stanovit na zakladé informace ziskané v case t — 1.
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2.7 Wieneruv a Poissoniiv proces

Nejprve si definujme Wieneriv proces, nebot jej budeme potiebovat
v nasledujicim piikladu. Stochasticky proces W = (W;, t > 0) se nazyva
Wieneruv, jestlize

1. Wy = 0 s.j. a méa spojité trajektorie

2. proces ma nezavislé prirustky; plati V. 0 <t <ty <t3<iy...
Wi,, — Wh,,._, jsou stochasticky nezavislé pro k =1,2,...

3. L(W,— W) =N(0,t—s|), ts>0

Ekvivalentné: Wieneruv proces je centrovany gaussovsky spojity proces
s kovariancemi EW,W, =t As t,s>0.

Piiklad 2.7.1 Necht T = [0, 00), W; je Wieneriv proces a F}V je kanon-
ickd filtrace Wienerova procesu, potom Wy je F}V-prediktabilni proces.

1
Wt:th(t—ﬁ)GL(Ft_):L(ﬂT), t>0

Wo=0€eL (Jf()) = L{@,Q}

Priklad 2.7.2 Poissonovym procesem s intenzitou A > 0 rozumime pro-

Cces 00 k
Ne =) iy, kde vo=> X,
k=1 1=1

a kde X,,,n € N jsou nezdvislé kladné ndhodné veli¢iny s hustotou f(x) =
Ae M. 1(z>0).

1. Pron € N ukazte, ze fo,... (Y1, .-, yn) = Ae Nn . Lo<yi<..<y,)-

Rezeni: Plyne primo z véty o transformaci, nebot Jakobidn |J|=1.

. . k=1,
2. Pro k € N ukazte, zZe fy, .., (y,2) = plan (%—1)! e M. Lig<y<z)-

Reseni: Bez ijmy na obecnosti je n = k + 1, integrujeme visledek
z 1. v danych mezich pres zbylé promeénné, tim ziskam margindlni
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hustotu a plati tedy vztah

ka,Vk+1 (y7 Z) - /Ak+leAZ1[0<y1<...<yk_1<y<2}dy1 L dyk—l

_ \kHLA y*! 1
- € (]C . 1)' [O<y<z]-

. Pro k € Ny ukazte, 2e P(Ny = k) = P(v, <t < vpy1) = (Arf!)" e M,
tj. Ny ~ Po(\t).

Reseni: K vyslednému vztahu dojdeme prostou integraci.

P(Ny=Fk)=P( <t <vpy1) = /ka, Vier1 (Y, 2) 1y<eerdydz

- € " Lo<y<t<z]dYdz

(k — 1)
)\k t 1 00 \
= _d/ e Vdz
<k—1>!/oy Y,
k
:%e_M:P(Po(At):k); k>1

Pro k = 0 se jednd o dopocet do 1 nebo primo z P(Ny =0) =
P(V1 > t) = e M,

. Pron > k ukazte, Ze

—k gk~ A(Yn—
fz/l,...,z/n|Nt:k(y17 <. 73/71) = kI A" e W t)'1(0<y1<...<yk§t<yk+1<...<yn)-
Resent: Puvodni sdruzenou hustotu z 1. podminujeme [Ny = k]

. ful,...,un(yla s 7yn)1(ykét<yk+1)

fm,...,un\Nt:k(yl’ ce 7y”) - P (Nt = k)
B )\ne—/\yn1[0<y1<...<yk§t<yk+1<...<yn]
- k
()\kt') e—)\z

= "R e Lpeoncn]

Vyslednd hustota je tvorena soucinem dvou hustot. Jednd se tedy o 2
nezdvislé vektory. Pritom vyuZivime

Ny =Fk|=[v, <t<vpu]€o(Xy,...,Xn) =0 (v1,...,vp).
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T _ 4k
C Pron >k ukazte, Ze fu vk (W1 uk) = KLy o oy,
Reseni: Jednd se o rovnomeérné rozdéleni na simplexu. Visledek je

okamzité vypozorovatelny z (4).

. Pron > k ukaZzte, Ze
—k = A(yn—t
fuk+1,...,un|Nt:k(yk+1> S 7yn) = \""e (n=1) . 1(t<yk+1<...<yn)'

Reseni: Jednd se o hustotu druhého vektoru a uvedeny visledek je
tedy opét vidét z vysledku 4.

. Ukazte, Ze (v1,...,v)" a (1y)0% 4 Jsou nezdvislé pri mite Ply,—y.
Reszenti: Pri tedend tohoto ukolu se explicitné vyuziva véta 4.4 z [5]

o nezavislosti o-algeber.

(a) Nezdvislost (vq,...,v;) L (Vgi1,..., V) pri mite P|y,—; plyne
z tvaru hustoty v bodé 4. a plati pro vsechna n > k.

(b) Zbytek plyne primo z véty 4.4 z [5].
. Ukaéte, ze Pukﬂ-—t,jGN\Nt:k = P(aneN).
Reseni: Necht y, = 9, +1t a v, = U, —t +t, potom
foeir—trowm—tiN=k 41, -+, Un) = AR exp ™ Lo<gipir<..<gn]
— fyl,...,un_k (gk—l—lv S 7gn) )
7. Pyt m—t)N=k = Po,....0_;, @ 2 tohoto plyne bod 8. okamziteé.
. Ukazte, Ze NSM = Nyis — Ny, s > 0 je Poissontv proces pri mire
Pth:k’ kdykoli k € Ny.

< _ . 1 . . 0 . o
Re3ent: NSH je Poissonuv proces pri mire P y,—. Potom na mnoziné
[Ny = k] plat?



Zbytek resent plyne primo z bodu 8.
10. Ukazte, Ze proces N je nezdvisly s (v1,...,vp)" pri mive PN, =
Reseni: Posloupnost (v1,...,vx)" je nezdvisld s procesem
ZZO:]'H Ly, —i<s] PTG mire Pn,—,
coz plyne z bodu 9. Potom nezdvislost N plyne ze 7.
11. Ukazte, Ze Poissonuv proces (Ng,t > 0) md nezdvislé priristky.
Reseni:
(a) Ukdzeme, ze N, LN, To plyne ihned z bodu 9., nebot podminéné
rozdélent

-1
c (NW|Nt _ k) — Py (NW) _ Py

nezavist na hodnoté k € Ny.
(b) Postupné z 1. dostdvdme, ze Ny, LN ddle

to—t1]

Ny, — Ny = Nt (ViD= = Nl g,
Dale uz si jen staci uvédomsit, Ze

- (NW> SN, — Ny Ny — Ny

o (NM> SN, — Ny, ...,N, — Ny, . atd

12. Ukazte, Ze P, s<p)|N, nezavisi na A > 0, ¢j. Ny je postacugici statis-
tika pro systém (Ng, s < t).

Reseni: Plyne okamZzité z bodu 5.

Ekvivalentné lze Poissonuv proces definovat pomoci nasledujicich ax-
iomu. Poissonuv proces je ndhodny proces s celociselnymi nezdpornymi
hodnotami ve spojitém case { N, t > 0}, kde

2. Nty — Ny, ...y Ny, — Ny, jsou nezavislé pro libovolnou posloupnost
0<t1 <... <ty
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3. Ny — Ny mé Poissonovo rozdéleni s intenzitou A (t — s) pro libovolné
0<s<t.

Pricemz N; udava v ¢ase t > 0 pocet vyskytu ndhodné udalosti v casovém
horizontu [0, t]. Proces se uzivé pro modelovéani vyskytu tzv. fidkych jevu
(napf. otfesy burzy). Specidlné, pocet N; vyskytu dané udalosti do casu
t ma Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou A - t. Potom délky inter-
vali mezi jednotlivymi uddlostmi jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné
velic¢iny s exponencialnim rozdélenim se stfedni hodnotu %

Lemma 2.7.1 Necht XY jsou ndhodné veliciny na (Q, A) s hodnotami
v postupné meéritelngch prostorech (S,S), (H,H) a necht Y = f(X),
kde f: (S,S) — (H,H). Budte P,Q pravdépodobnosti na (Q, A) a ddle
predpoklddejme, Ze pro kazdé F € S plati P(X € F|Y) 2 Q (X € F|Y)
vzhledem k P. Necht Qy << Py, pak

1. Qx < Px

d s.5. d ..
2. G (X) = G (V) pri [P].
Poznamka 2.7.1 Druhy bod lemmatu tika, ze vérohodnostni pomér )
vuci P pii pozorovani X se rovnd vérohodnostnimu pomeéru () vzhledem
k P prii pozorovani Y.

Dikaz: Vime, ze existuje Radon-Nikodymova derivace f(y) = dQy (v)

dPy
a ukazeme, ze g = dQY o f je Radon-Nikodymova derivace miry () x podle

Px. Tim dostaneme 1.i2 Bud F € S, pak

[ dQy B dQy
[oare = [ G2 (1ape = e | T (£ 00) 15en
dQy dQy

~ & [ 2 )] e [P e P G2 ()]

d
:/P(XGF\Y_y) d%/

- [Pixery —yaer - [Pexery)aQ

(y) dPy

:/Q(Xeﬂy)dQ:Q(XeF)=Qx(P),
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nebot P (X € F|Y) 2 Q (X € F|Y).

Priklad 2.7.3 Wieneruv proces s driftem
Spoctéte vérohodnostni pomér Hy : v = vy oproti Hy : v = 1y v modelu
B, = W, + vt na zdkladé pozorovdni procesu Bg do casu t.

Pozndmka 2.7.2 Necht W je Wieneruv proces a t > 0. Pak proces
Wb = (WS — Wi, s < t) je nezavisly s velicinou W;.

Diukaz: Proces (Wf, Wi, s < t) je ziejmé gaussovsky a pro s <t plati
S S
cov (WY, Wy) = cov (W, W) — S cov (Wi, W) = s At — ;t = 0.

Koneéné rozmérné podvektory procesu W jsou tedy nezavislé s velicinou
W;. Zbytek plyne piimo z véty 4.4 v [5]. O

Poznamka 2.7.3 Ukdzeme, ze B; je postacujici statistika B|;, kde B; =
W; 4+ vt. Oznacme .
B) =B, — 7Bis <t.
Protoze B = Wy + sv — 2 (Wy + tv) = W, — W, = W, dostdvame, ze
L(Bli|By) = L (B + By|B,) = L (W' + B/| By)
=L (W’ +b|By) |p=p,

a vidime, ze toto podminéné rozdéleni nezavisi na hodnoté v. Tedy B; je
postacujici statistika pro systém (Bs, s < t) = Bl;.

Reseni: Veérohodnostni pomér Hy : v = vy oproti Hy : v = vy na zdkladé
informace B|; muzeme podle lemmatu 2.7.1 spocitat tak, Ze spocteme
vérohodnostni pomeér Hy : v = vy oproti Hy : v = vy na zdklade informace
By. Protoze By ~ N (v1t,t) pri Hy a By ~ N (yt, t) pri Hy je odpovidajici
vérohodnostni pomér tvaru Ly =1 (By), kde

fﬁﬁ(x\/ylt)_ 1 [x—uwt S| T — vt 2
L(x) = J@(mfyot)—“p{a( i) (a >}
— exp{—% 22 (1 — o) t + (v — v7) £°] 1,
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potom vérohodnostni pomér

L= 1(B) = exp{—% 2B, (1 — ) t + (1 — 17) £]}.

[

Poznamka 2.7.4 Dale se budeme zajimat o to, zda i v tomto piipadé
je vérohodnostni pomér L; Fi-martingalem pri platnosti Hy. Za platnosti
H, plati

Vi — 1

2

V — 1
2
1
= exp{\W; — 5)\275}; A=1vy— 1.

L; = exp{—

[2 (Wt + V()t) — (1/0 + 1/1) t]}

— exp{— 2W; + (11 — o) t]}

Tento proces je Fi-martingalem viz piiklad 1.7 bod 3. z [4].

o1



2.8 Kompenzatory

Necht (S;,t € T) je (Fi),.r-adaptovany proces. Rekneme, ze nghodny
proces (Ky,t € T)) je kompenzdtor procesu (S;,t € T') vzhledem k fil-
traci (Fy, teT), jestlize (S;— Kyt €T) je (Fi, t€T)-martingal a (K, t€T)
je (Fi1,t € T')-adaptovany proces.

Nyni uvedeme tvrzeni k jednoznac¢nosti kompenzatorii.

Tvrzeni 2.8.1 Necht (S;,t € N) je integrovatelny (F;, t € N)-adaptovany
proces je (K, t € N) je (Fip,t € N)-adaptovany proces. Pak (K, teN) je
kompenzdtor procesu (S, t €N) vzhledem k filtraci (Fy,t € N) tehdy a jen
tehdy, kdyz existuje X € 1L (Fy) takovd, Ze

—_

t_
X+ ) (E[Sinl|F]—=8)) si.
1

K

J

Duikaz: Viz tvrzeni 1.17 v [4].

Piiklad 2.8.1 Necht X, je F,-adaptovany integrovatelny proces s kom-
penzdtorem K,, a necht H, je omezeny proces adaptovany na filtraci Fp;.
Spoctéte kompenzdtor procesu S, = > ¢ Hi (Xy — Xi-1), kde Xy := 0.
Re3eni: Proces S, je zrejmé integrovatelny a F,-adaptovany. Podle tur-
zeni 2.8.1 spocitame prirustek kompenzatoru K,, vzorcem
AICn = ICn - ,Cn—l = E [Sn - Sn—l|fn—1]
= E [Hn (Xn - Xn—l) |Fn—l]
= HnE [Xn - Xn—l‘Fn—ll

Mizeme tedy tict, Ze kompenzdtor procesu Sy, = > p_ Hi, (X — Xj—1) je
Kn=K1+> 1o Hi (K, — Ki—1),

kde IC; € L (fl)

Uved'me jesté nékteré pifklady kompenzéatort.
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Piiklad 2.8.2 Necht X,,,n € N jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veli¢iny. Definuyme S, = Z;; X;j. Urcete kompenzdtor K, procesu Sy,
vzhledem k filtraci F, =o(X1,...,X,) pro indexovou mnoZinu T = Ny.
Reseni: Pron € T dostaneme priristek kompenzdtoru K, jako projekci
prirustku procesu Spi1 — S, na o-algebru F,

Kn-i—l - Kn 2 E [STH-l - Snlfn] g E [Xn-i-l'fn] 2 EXn—H = W

Kompenzdator K,, nyni dostaneme nascitanim odpovidagicich prirustki

n—1

K,=Ky+» Kj—K;=Ky+np,

§=0
kde Ko € Ly (Fo) C L (Fo), nebot Fy = {0,Q}. Potoze Fy je trividlni o-
algebra, podminka Ky € 1L (Fy) 7ikd, Ze nahodnd velicina je konstantni,
coZ pri ztotozneni konstantnich funkci s odpovidajici redlnou hodnotou
lze psdt ve tvaru Ky € R. Pokud by T = N, pak by byl kompenzdator K,
obecné tvaru

K=K+ Kjp—Kj=Ki+(n—1)p kde K €Ly(F).
O

Ptiklad 2.8.3 Spoctéte kompenzdtor procesu N, = S2? z predchoziho
prikladu za predpokladu EX, = pu = 0 wvzhledem ke kanonické filtract
Fn=o0(Xy,...,X,) na indexové mnozine T = N.
Reseni: Protoze X, 1 je nezavislé na filtraci F,,, plati

K1 — Ky 2 E I:Sg/-i-l B 57%|~7:n]
E [XnJrl (2Sn + XnJrl) ‘fn]
28,E (Xt |F] + B [X0 4|7
28,EX, 1 +EXZ
25,0 + 02 = 2.

%y
<.

¥
<.

®
<.

@
<.

Pro i = 0 je tedy kompenzdtor tvaru K, = Ky+no? a pro u € R obecné
je kompenzator tvaru

n—1
Kn = K0+n02+2M'ZSj,
7=0
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kde Ky € R. ]

Piiklad 2.8.4 Spoététe kompenzdtor procesu N, = S? z predchoziho
prikladu za predpokladu EX, = p = 0 tentokrdt vzhledem k filtract
g,=0 (512, e S,%) C F,, na indexové mnoziné T = Nj.
Reseni: Protoze X,,.1 je nezdvislé na filtraci G, plati

= E[S71 — S3lG]

E[Xn1 (25, + Xni1) |Gyl
E[E (S = SulFn) 1G]
E [25, EXn+1 +EX2,|G,]
[2Snu +0°|G,]

0% 4+ 2uE [S,|G] -

}(n+1__]{n

»
S

®
.

@
>

»
<.

»
<.

Pro i = 0 je kompenzdtor tvaru K, = Ky + no?. Pro i1 € R obecné je
kompenzdtor tvaru

n—1 n—1
K,=Kot+) 0”4+ 2p-E[Sj|Ga]=Kotno’+ | Y "E(S;[[S1],- .., [Sal) | 2,
j=0 j=0
kde K, € R. O
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2.9 Submartingaly a supermartingaly

Bud 7' C R a (), filtrace na (2, A, P). Rekneme, 7e proces (S, t € T)
je Fi-submartingal, pokud pro kazdé t € T plati S; € Ly (2, F, P|F)
a pro s,t € t,s <t plati

E[S/|F,] > S, sij..

Tvrzeni 2.9.1 Bud (M), Fi-martingal nabyjvajici hodnot v intervalu
(a,b) C R a f : (a,b) — R konvexni takovd, Ze Sy = f (M) je inte-
grovatelny proces, pak (S¢),cr je Fi-submartingal.

Dikaz: Submartingalova vlastnost plyne z Jensenovy nerovnosti
E [St|~7:s] =E [f (Mt) ‘fs] Z f(E [Stl-,'ts]) - f (Ms) — SS SJ
U]

Véta 2.9.1 (Jensenova pro podminénou stiedni hodnotu)

Necht X = (X1,...,Xp)" € L1 (Q, A, P)*. Je redlny ndhodny vektor
s hodnotami v neprdzdné konvexni mnoziné D C R o F C A bud
o-algebra.

1. Pak E[X|F] € D skoro jiste.
2. Je-li f: D — R konvexni takovd, Ze f(X) € Ly (Q, A, P), pak plati

E[f(X)|F] = f(EX]F]) s (2.7)

Dikaz: Protoze X je borelovsky méritelnd ndhodna velicina s hod-
notami v dplném separabilnim metrickém prostoru R¥, existuje podle
véty 9.3 z [5] podminéné rozdéleni ndhodné veliciny X za podminky
Y :(QA) — (2,F), kde Y (w) = w je kanonickd ndhodn4 veli¢ina na €.
Protoze podminénd stfedni hodnota je podle véty 9.2 z [5] stfedni hod-
notou vzhledem k podminénému rozdéleni dostavame

1=P(X € D)=EP(X € DY) = Pxjy (D) a tedy Pyyy (D) =1 ..
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Specialné f je Px|y- skoro vsude definovana skoro jisté a plati dle vety
9.2 z [5], ze

EL (01 A =ELF (01 V] = [ )Py > 1 ( [ zaray <x>>
_JEXY) = FEXIF) s .

Poznadmka 2.9.1 Je-li (S¢),.; Fi-submartingal s hodnotami v inter-
valu (a,0) C R a f: (a,b) — R konvexni neklesajici takova, ze f(S;)
je integrovatelny proces, pak opét z vyse uvedené Jensenovy nerovnosti
dostaneme, ze f (S;) je Fi-submartingal, nebot pro s,t € T, s <t plati

Je-li proces (—S;),.r Fi-submartingal, pak fekneme, ze proces (St),cp Fi-
supermartingal. Ziejmé, pokud S; je Fi-supermartingal, F;-submar-
tingal, pak (S;),cp je Fr-martingal.

Tvrzeni 2.9.2 Je-li (Xy,t € T) Fi-submartingal s konstantni stredni hod-
notou EX;. Pak X; je Fi-martingal.

Dukaz: 7Z predpokladu, ze X; je F;-submartingal plyne, ze pro s,t €
T,s <t plati
Y = E[X3|Fs] — X5 > 0s.j. [P]

a podle predpokladu konstantni stiedni hodnoty EX; = EX plati EY =
0. Tedy Y = 0 skoro jisté, a tedy E [X;|F,] 2 X, s.j. O

Necht T je metricky prostor, T C T a t; € T\T hromadny bod T. Je-
i (X¢,t€T) redlny ndhodny proces na (2,4, P) a X € L(Q, A, P),
piseme X; ~» X pro T >t — ty, pokud pro kazdou posloupnost ¢, € T
konvergujici k ¢y plati X; — X skoro jiste.

Poznamka 2.9.2 7 vlastnosti konvergence v pravdépodobnosti a jejimu
vztahu ke konvergenci skoro jisté, plyne, ze X; ~» X proT >t — ¢ty im-
plikuje konvergenci X; ~ X pro T > t — ty v pravdépodobnosti. Dale
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pokud T' = N a ty5 = oo, pak X,, ~ X pro n — oo pravé tehdy, kdyz
X,, — X skoro jisté pro n — oo.

Lemma 2.9.1 Necht T C R (X;,t € T) je reding ndhodny proces na
(Q,A,P) a pro kazdé T > t, — ty € R\T ezistuje limita skoro jisté
posloupnosti X . Bud T >t, —ty€R pevné, oznacme Xoo=F (X; ,neN),
kde

F: (l’n, n e N) e RY — lim xnl[limn—mo 2, ezistuje vR]

Pak X; ~ X proT >t — ty. Je-lt navic proces X; adaptovany vzhledem
k filtraci (Fi),cr a to = supT ity = inf T, pak Xo € L(Q, Fx) resp.
Xoo € L(Q, F o).

Dukaz: Je-li t,, pevné zvoleno jako ve znéni lemmatu a velicina X, =
F (X ,n e N). Pak ziejmé X; — X skoro jiste. Déle je-li X; F;-
adaptovany proces a tg =sup 1 ¢ T, pak X, je Foo-méfitelnd ndhodnd
veli¢ina a podobné, pokud tg = inf T ¢ T, je X, F_-méfitelnd nahodn4
velicina. Je-li T > s, — tg,n — oo jina posloupnost, pak existuje
posloupnost T' > r, — ty a posloupnosti np ~ oo, m; oo takové,
7e Ty, = tp a 1y, = Sk. Podle predpokladu existuje X € L takovd, ze
X, — X skoro jisté pro n — oo. Pak

Xoo = lim Xz, = lim X, =X = lim X, = lim X sj.
k—o00 k—oo k k—00 k k—00
Plati tedy X;, — X« s.j. a tedy X; ~ X3, proT >t — . U]

Véta 2.9.2 Necht T C R a (S}),or Fi-submartingal.

1. Necht too = supT ¢ T a necht S;,t € T jsou stejnomérné inte-
grovatelné veliciny, pak existuje Sy € Ly (Q, Foo, P|Fs) takové, Ze
Sy~ S proT 5t — ty.

2. Necht t_o, = infT ¢ T, pak existuje S_o € L1 (0 F o, P|F o)
takovd, Ze Sy~ S_o proT >t — t_.

Dukaz:
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1. Podle véty 4.1 z [4] kdykoli T' 2 t,, — t, existuje S € LL; takova,
ze Sy, — S s.j. Podle lemmatu S := Fiy (S;,,n € N) € L(Q, F)
a plati Sy ~» S, navic také S, = lim,, . S;, = S € L; skoro jisté.
Tedy So € Ly (2, Foo, P|Fuo)-

2. Podle véty 4.1 z [4] kdykoli T 3 t,, — t_ existuje S € LL; takova,
ze Sy, — S s.j. Opét podle lemmatu S_o = Fy (S;,,neN) €
L (92, F_«) a plati Sy ~ S_, navic S_o = lim, .o S;, = S € 14
skoro jisté. Tedy S_ € L1 (Q, F_oo, P|F_o0)-

L]

Véta 2.9.3 Bud' T C R, (Sy),p stejnomérné integrovatelny Fy-submar-
tingal.

1. Necht'to, =supT & T, pak existuje velicina So € L1 (2, Fuo, P|Fo)
takova, Ze

E[Soo|Ft] > St~ Seo proT 5t — to i v L.

2. Necht't_o=inf T & T, pak existuje velicina S_oo €L1(Q, F o0, P|F o)
takova, Ze

S o SE[SHF o] S soproT st -t o ivly.

Dukaz:

1. Podle véty 2.9.2 existuje Sy € Lj (2, Foo, P|Fw) takova, ze S; ~~
Seo pro takové T' 5 t — t... Protoze proces (S, t € T) je stejnomérné
integrovatelny a Sy — S, v pravdépodobnosti, dostavame také kon-
vergenci v Ly, Je-li T' € t,, /' ty pevna posloupnost, existuje dle
vety 4.5 z [4] S € L, takova, ze S;, — S skoro jisté a navic plati
E[S|F,] > S; skoro jisté. Plat{ tedy S = Sy skoro jiste, nebot
S~ S proT 5t —ty. Jelit € T, pak existuje n € N takové, ze
t <t, aplati

E S| )] = E[S|F] = E[E[S|F,]| F] = E[S,|F] = S s..
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2. Podle véty 2.9.2 existuje S_o € L1 (Q,F o, P|F_«) takova, ze
Sy~ S proT 3t — t_o. Protoze je proces (St € T) opét
stejnomérné integrovatelny a S; — Sy v pravdépodobnosti, mame
S — Soo v L. Je-li T € t, \, t_o pevna posloupnost, existuje dle
vety 4.6 z [4] S € Ly takovd, ze S;, — S skoro jisté a S < E[S;, | F_o)
skoro jisté. Pak zfejmé S22 S € Ly. Je-li t € T, pak existuje n € N
takové, ze t > t,, a tak

E[Si|F ] = E[E[St| Fr]| Fooc) = E[Si,|F-oc] = 5 > Ss s.j.

[

Lemma 2.9.2 (Stejnomérnd integrovatelnost)
Submartingal X je na Z, stejnomerné integrovatelny prdvé tehdy, kdyz
stredni hodnota EX je omezend.

Dukaz: Necht EX je omezené. Zavedme si posloupnost
an = E[AX,|Foa] >0, n<0, kde AX := Xp — Xpi1
a poznamenejme, ze

EZan = lim EX, —EX_,, = EX, — %fo EX, < oo.

n—00
n<0

Tudiz ), o, <00 s.j., potom pro n € Z; muzeme definovat

Ap =) ar,  M,=X,— A,

Zde EAy < 00, Apy1 € L (F,). Ukdzeme, ze proces M, je F,-martingal.

E [MnJrlan];E [Xn+1‘fn] —E [An+1|fn]
EE [AXTH—l'fn] + Xn - An — O‘n+1;.Mn-
Proces M,, je tedy martingal s uzavérem M, a je tedy stejnomérné inte-
grovatelny. Proces A je majorizovan veli¢inou |Ag| € Ly, a je tedy ste-

jnomérné integrovatelny. Pak proces X, = M,, + A, je také stejnomérné
integrovatelny.
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Opacna implikace plyne z vlastnosti stejnomérné integrovatelnosti. [
Pro uplnost uvedeme Doobovu vétu z [3] o regularizaci submartingalu.

Véta 6.27 str. 11 v [3] (regularizace submartingalu, Doob)

Véta 2.9.4 Necht X; je Fi-submartingal na T = [0,00) na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P) a restrikci Y = (X;, t € TN Q).

1. Pak existuje P-nulovd mnozina A takovd, Ze ndsledujici proces

Z(t.w)= lim Y 1
( 7w) Q917I“{t (T7 w) (w¢ Al
je dobre definovany zprava spojity Gy -submartingal s trajektoriems,
které maji limity zleva, kde G; = o (FzUN) a kde N = {B €
A; P (B) = 0} je systém P-nulovijch mnozin, ktery obohacuge filtraci
Fi.

2. Je-li filtrace F; zprava spojitd, pak proces X; md zprava spojitou
modifikaci s trajektoriemi, které maji limity zleva pravé tehdy, kdyz
je funkce t € T — EX; zprava spojitd. Tato podminka je splnéna
napriklad, pokud proces X; je martingal.

Dikaz: Dukaz je uveden ve vété 6.27 v [3].
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Kapitola 3

Martingalové miry a reprezentacni
vlastnost

3.1 Martingalové miry

Je-li proces (M, t € T')) Fi-martingalem na pravdépodobnostnim pros-
toru (92, F, P), pak pravdépodobnostni miru P na F,, nazveme F;-
martingalovou mirou procesu M;.

Poznamka 3.1.1 Mnozina martingalovych mér je konvexni.
Diikaz: Necht P, Q jsou F;-martingalové miry procesu M;, pak pro kazdé
s <t, FeFplati

a tedy [ (My — M,)dR = 0 plati pro R = AP + (1 — \) @ kdykoli A €
(0,1). Protoze M; je Fi-adaptovany proces, je to Fy-martingal i pii mite
R, nebot

Lemma 3.1.1 Necht 0 < X € L (2, A, P). Pak

1. Xl[E[XU-"]:O] =0 S]

2. Oznacme Y = % pTi konvenci ,,%Oh =0". PakY €L, (2,4, P)

a E[Y|F] <1 sy
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3. Je-li Z € Ly (0, F, P|F), pak ZY € 1Ly (Q, A, P) a plat(
E[ZY|F]=Z- -E[Y|F].
Dukaz:
1. Oznactme 0 < U = X1y 7= € L1. Pak
E[U|F] = Lgxim=E [ X[|F] =0 s].,
a tedy EU = 0. Protoze U > 0, mame U = 0 skoro jisteé.

2. Podle bodu (1) je veli¢ina Y~ dobfe definovéna pfi konvenci ,,5 = 07
az na mnozinu miry 0. Konvence ,,% = 0”7 znamena, ze veli¢iny
Y dodefinovdvame nulou na mnoziné miry 0. Protoze E [X|F] >
0 skoro jisté, plati skoro jisté také, ze ¥ > 0. Oznacme F, =

[[E[X|F]| > 1] € F. Protoze 15,E[X|F] ™" € Ly (F), plati
E[lrY]=E [1FnE X! X]
—E [1FnE IX|F) ' E [X|}"]} — P(F,) <1.

Z Léviho véty o monoténni konvergenci dostaneme, ze E[1p Y] —
E[1pY] = EY, kde F = [E[X|F] # 0] € F, nebot 1Y =Y s.j. Pak
méme EY <1, a tedy Y € ;. Z véty 7.13 v [5] plyne, ze

E [Y|f] = E[X‘:F]_l = [X|f] = 1[E[X|.7—‘]7é0} <1 s.j.

3. Z veéty 7.13 viz [5] plyne, ze staci ukdzat ZY € L. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze Z > 0, jinak bychom pracovali
s |Z| misto se Z. Pron € N oznacime G,, = [Z < n|. Protoze 1¢,Z €
Lo (F), plati

Ellg, ZY] =E[lq, ZE[Y|F]] < E[lg,Z] — E[Z]

podle Léviho véty. Dostavame tak E[ZY] < E[Z] < oo, a tedy
Z2Y € l,. [l

Lemma 3.1.2 Necht P,Q jsou pravdépodobnosti na (2, A) a F C A je
o-algebra takovd, e P|F < Q|F a Q << P. Bud X € L (A), pak
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1. X € Ly (Q) prdvé tehdy, kdyz XdQ elL,(P)
2. Necht X € L1 (Q), pak

Eo [X|F] = % skoro jisté vzhledem k P, Q.

Dukaz:
1. EglX| = [1X|dQ = [ |X]|%4dP = E|X 32|

2. Bez 1jmy na obecnosti X > O skoro jisté, jinak X rozlozime na X =

X*—X". Podle 1. plati X % € Ly (P). Podobné bychom dostali, Ze

E[4|F] = ggii Protoze vsak P|F << Q|F je tato ndhodné veli¢ina
kladna skoro jisté vzhledem k [P]. Ozna¢me pravou stranu v rovnosti
v bodeé 2. jako ndhodnou velicinu 0 <Y € L (F), ktera je skoro jisté
dobfre definovana a skoro jisté nezaporna. Pak pro F' € F z definice

podminéné stiedni hodnoty dostaneme, ze

dQ| ] dP|F
/YdQ / Xd—P f_ dQ\}'dQlj:

/ X@ FldP|F = /X—dP

/Xd@ ‘

Dostaneme tak, ze Y € L; (Q,F,Q|F) a Eg [X|F] = Y @Q-skoro
jisté, ale protoze jsou obé veli¢iny F-métitelné a Q|F ~ P|F dosté-
vame také rovnost P-skoro jisté. [l

3.2 Reprezentacni vlastnost

Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a F C A o-algebra. Rekneme,
ze velicina AM € L (A) md reprezentaéni vlastnost o-algebry A
vzhledem k F, pokud

VXelo(A) IHCeL(F) X=C+H-AM sj.[P]. (3.1)
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Pozndmka 3.2.1 Pokud AM € L; a E[AM|F]Z0, pak AM m4
reprezentacni vlastnost.A vzhledem k F praveé tehdy, kdyz

VXelLyo(A) IHEL(F) XZE[X|F]+H -AM (3.2)

Dikaz: Jedna implikace je zrejméa. Dokazeme opacnou. Predpoklddejme,
ze AM ma reprezentacéni vlastnost A vzhledem k F. Oznac¢me Y = X —
E[X|F] € Ly (A). Pak E[Y|F] 2 0. Plati-li (3.1), pak Y 2 C+ H-AM,
kde H,C € L (F). Je-li F € F, pak

F,=FN[H| <nleF a Hn:H1[|H|§n]ELOO(.7:).
Pak

02/ YdP:/ (C+HAM)dP=/ C’dP+/Hn~AMdP.
F, F, F, F

(3.3)
Protoze E[H,AM|F] = H,E[AM|F] = 0 s.j. a F' € F, je posledni
clen (3.3) roven nule. Tedy pro kazdé F € F plati [, Clyg<,dP =
fF CdP = 0, coz znamend, ze Cljy|<, = 0 skoro jisté pro kazdé n € N
a tedy C = 0 s.j., nebof C' € L(F). Pak plati YZH - AM, a tedy
XZE[X|F]+ H-AM. O

Pozndmka 3.2.2 Pokud AM € L; a E[AM|F]Z0, pak AM m4
reprezentacni vlastnost na A vzhledem k F pravé tehdy, kdyz

VXeli(A) IHeL(F) XZEX|F]+H AM. (3.4)
Duikaz: Opét je jedna implikace ziejmd, nebot Ly, (A) C Ly (A). Pokud
plati (3.4), pak pro n € N plati X,, = X1jx|<n € L (A), a tedy

X, = E[X,|F] + H, - AM
pro néjaké H, € L (F). Ziejmé tedy

Hy1anr0 = W Liamo] =4 X—EE\?;IH Lam0) = q.

Bud u:z € R 2l € R, pak

H::u<limsupHn> eL(F) & HZH

n—oo
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a potom X ZE[X|F]+ H-AM. O

Bud (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor a F C A o-algebra. Rekneme,
ze mira P vyvazZuje veli¢inu N € L (A) na A vzhledem k F, pokud
N eL,(P)aE[N|F] =0

Poznamka 3.2.3 P je vyvazujici mira N na A vzhledem k F prave
tehdy, kdyz P je martingalovd mira procesu (0, N) vzhledem k filtraci
(F,A).

Tvrzeni 3.2.1 Necht existuji alespori dvé rizné vyvazujici miry Q, R
nahodné veliciny N € L (A), které se shoduji na o-algebre F (tj. Q|F =
R|F) a jsou ekvivalentni s mirou P, pak N nemd reprezentacni vlastnost
A vzhledem k F pri P.

Dukaz: Bud A € (0,1) a S = AQ + (1 — A) R. Pak S ~ P je vyvazujici
mira N, nebot mnozina vyvazujicich mér je konvexni dle pozndmky 3.1.1.
Plati tedy N € L;(S) a Eg[N|F] = 0. Oznatme X = %, pak X €
Lo (A), nebot X € [0, 5] skoro jiste [S], coz plyne z nerovnosti S > AQ.
Ozna¢me déle Y = X — E[X|F| € L (A). Protoze Q|F = S|F, plati

E[X|F]=E {%yf} =97 15 (3.5)

Sporem piredpokladejme, ze N ma reprezentacni vlastnost na A vzhledem
k F. Existuje tedy H € L (F) takové, ze Y 2 HN, nebot Eg [Y|F] 2 0.
Protoze Y2 HN € Ly (A) plati N, := N1y € Ly (A), kde F, =
[|H | > ﬂ € F. Protoze @, S jsou vyvazujici miry N na A vzhledem
k F, plati dle 3.5, ze

/ Y N,dS = Y NdS = N (dQ — dS) =0,
F FNF,

FNF,
kdykoli F € F. Tedy

0= Eg[YN,|F]2Es [HN|F| = H -Eg [N}|F].
Odtud dostavame, ze
0 = n|H|Es [N2|F] > Es [N2|F] > Es [ Na||FI* — Es [INI|F]* 1o
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skoro jiste. Tedy

0

H|1irz0)Es [|N|| F] = Eg [|[HN]|| 7],

atak EJHN| =0, tj. Y = HN = 0 skoro jisté. To znamen4d, ze X = 1
skoro jisté [S], a tak Q@ = S, coz dava, ze R = Q. O

Tvrzeni 3.2.2 Necht N € Ly, (A) a necht existuje prdvé jedna vyvazugici
mira Q veli¢iny N na A vzhledem k F ekvivalentni s P takovd, Ze Q|F =
P|F, pak N md reprezentacni vlastnost na A vzhledem k F.

Dikaz: Bud X € Ly (A) a oznacme Y = X — Eg [X|F] € L (F).

Oznacme

" E[YN|F]

- E[N2F]
pficemz pouzivame konvenci ,,cokoli/0 = 0”. Poznamenejme, ze podle
lemmatu 3.1.1 bodu 1 plati E[Y N|F] Lign2z=0 = (), coz znamena, ze
délime nenulovou hodnotu nulou pouze na mnoziné miry nula. Oznac¢me
Z =Y — HN. Necht K € (0,00) je takové, ze |Y],|N| < K skoro jisté.
Pak

ceL(F),

Z| < Y|+ |HN| < K (1+ |H|) < K (2+ |H|) skoro jiste.

Oznacme D = [K (2+ |H|)] " € Ly (F), pak |DZ| < 1 skoro jisté. Dale
definujme miru

R:Ac A [,(1+DZ)dQ.

Ukédzeme, ze jde o pravdépodobnost. Oznatme G, = [|[D| > 1| a D, =
Dlg,. Pak |Z1¢, | < |ZD|n € Ly pro n € N a podobné

|[HN1g,

<|Y|+1|Z|1¢, € L.
Pro n € N tak plati
Eq[Y|F]20 & Eg[HNlg, |F]ZHlg,Eg[N|F] 2 0.
Pak také
Eq[Z16,|F)#16,Eq [Y|F] — Eq[HN1g,|F] 20,
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a tedy Eq[DnZ|F] = DEg[Z1¢,|F] = 0 skoro jiste. Odtud limitnim
prechodem pro n — oo dostaneme, ze

02 Eq [D,.Z|F) 2Eq [DZ|F)
a tedy Eq [DZ|F] 2 0. Pak
R(Q)=Q(Q)+Eq(DZ) =1,

a tedy R je pravdépodobnostni mira. Navic ) = R na F, nebot pro
F e F plati

R(F)—-Q(F)=EqlEq[DZ1p|F]|| =Eq[lrEq [DZ|F]] = 0.

Ukazeme, ze R vyvazuje N vzhledem k F. Podle predpokladu N €
Ly (P) =Ly (Q) =Ly (R). Déle z definice H dostaneme, ze

Eo [ND,Z|F)2Eq [ND,Y|F] — Eg [N°D, H|F]
2D, (Eq [NY|F] — HEq [N?|F]) Z0.

Limitnim pifechodem pro n — oo dostaneme, ze
02 Eq[ND,Z|F])5Eg [NDZ|F). (3.6)

Protoze () = R na F, plati Eg {%UE] 2 % =1, Protoze N vyvazuje

Q na F, tj. Eg (N|F) 2 0, dostavdme podle lemmatu 3.1.2 a 3.6, ze
Er[N|F]=Eqg[N(1+DZ)|F]=Eg[NDZ|F] =0sj. [Q],[R]

Protoze R ~ @ ~ P, R|F = Q|F = P|F a protoze R vyvazuje N na
F, dostaneme podle predpokladu tvrzeni, ze R = (), coz znamena, ze
DZ =0 s.j., ale protoze D > 0 dostavame, ze Z = 0 s.j., coz znamena
Y2 HN, tj. X = E[X|F] + HN s.j. Velicina N ma tedy reprezentacn{
vlastnost na A vzhledem k F. O

Poznamka 3.2.4

1. Necht ndhodn4 velicina N : Q — {a,b}, kde a < 0 < b je nezdvisld
se o-algebrou F na (2, A, P). Budeme se zajimat o to, jak vypada
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mira Q ~ Pna A =0 (FUo (N)) takova, ze Q = P na F, ktera
vyvazuje nahodnou velicinu N vzhledem k F. Nutnou podminkou
Je, aby

02 Eg (N|F) 2 a(N =al|F) +bQ (N = b|F).

Odtud dostavame pozadavek

s.j. b sj. @

QIN=alF)=s—, QIN=0F)=— (3.7
Vidime tedy, ze mira Q) na A = o (F Uo (N)) je uréena podminkou
(3.7) spolu s pozadavkem Q|F = P|F urCena jednozna¢né. Vidime,
ze v tomto piipadé existuje pravé jedna mira Q ~ P s Q|F = P|F
vyvazujici ndhodnou velicinu N, a podle tvrzeni 3.2.4 ma veli¢ina
N vzhledem k F reprezentacni vlastnost i pfi mife P ovSem za
predpokladu, ze P (N = a) € (0,1). Potfebujeme totiz splnit poza-
davek P ~ Q.

2. Pokud nahodnd velicina N : Q — {a,b, ¢} nezavisla se o-algebrou
F na (2, A, P) nabyva alespon ti{ ruznych hodnot s kladnou prav-
dépodobnosti, pak bud

(a) neexistuje Q ~ P mira vyvazujici ndhodnou velicinu N vzh-
ledem k F na A = o (FUoc (N)). To nastava v piipade, ze
min{a, b, c} < 0 nebo pokud max{a,b,c} > 0.

(b) existuji alesponn dvé rizné miry @ ~ P ~ Rs Q|F = P|F =
R|F, které vyvazuji ndhodnou veli¢cinu N vzhledem k F.

Bud (9, A, P) pravdépodobnostni prostor s filtraci F, € A,n € Ny.
Rekneme, ze F,,-adaptovany proces X,,, N € Nma (prediktabilni) rep-
rezentacni vlastnost vzhledem k filtract F,,, pokud

VY €Ly (Fo) 3C €L(Fy) IH, €A(Fu) (3.8)
Y =C+ i H, (X, — Xo_1) s§.[P] (3.9)
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a zaroven proces

Y =C+Y Hy(X,—X,1) (3.10)

n=1

je omezeny, tj. sup,,en, |Ym| € Lo

Poznamka 3.2.5 Necht F C A je g-algebraa (92, A, P) je pravdépodob-
nostni prostor. Pak velicina N = AM € L (A) m4 reprezentacni vlast-

nost o-algebry A vzhledem k F prave tehdy, kdyz X,,n € Ny ma

reprezentacni vlastnost vzhledem k F,,, pokud Fy = F, F; = F,, = A pro

neN, Xy=0,X, =N,n € N,nebot ziejmé¢ C+> >~ | H, (X, — X,-1) =
C+ H|N.

Poznamka 3.2.6 Pokud proces X, je F,-martingal, pak X ma F,-
reprezentacni vlastnost prave tehdy, kdyz

VY € L (Fx) 3C €L (Fy) I H,€A(Fun) (3.11)

Y,, = E[Y|F,] 2Y, + Z H, (X, —X,_1) sj.[P], meN,. (3.12)
n=1

Dikaz: Pokud plati (3.11-3.12), plati i (3.8-3.9). Pokud C' € R je takové,
ze |Y| < C skoro jisté, pak totiz z definice Y;, plyne, ze také |Y,,| < C
skoro jisté. Proces Y, je tedy omezeny hodnotou C' az na mnozinu miry
0.

Necht plat{ (3.8-3.9). Je-li Z € L, (Fx), pak existuji C, H,, takové jako
v (3.8) takové, ze

Zp =C+> " H,(X,, — X,-1) = Z pro m — o
a sup{|Z,|,m € No} € L. Ztejmé tedy Z,, — Z—1 € Lo CL; a
E [Zm - m—1|fm—1] =E [Hm (Xm - m—l) |fm—1]

= HyE (X — Xt Fna] =0 sj., (3.13)

nebot predpokldddme, ze proces X, je martingal. Z podminky (3.13)
plyne, Ze proces Z,, je omezeny JF,,-martingal. Pak Z je uzavérem Z,,,
a tedy E[Z|F,] = Z,. O
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Tvrzeni 3.2.3 Necht X,,,n € Ny md F,- reprezentacni vlastnost vzhle-
dem k P a necht existuje martingalovd mira QQ ~ P. Pak pron € N md
velicina N,, = X,, — X,_1 reprezentacni vlastnost F,, vzhledem k F,_1.

Duikaz: Bez tijmy na obecnosti je P = Q. Necht Y € L, (F,), podle
predpokladu existuje C € L (Fy) a F,; adaptovany proces H,, takovy, ze
plati (3.12). Ziejmé pak

Hy, Ny 2 Y, — Y1 € Lo (Fn) CLy (Fn). (3.14)

Protoze N, je martingalova diference, plati pro m > n, ze

E[Y,, — Yo 1|Fn 2 E[HwNu|F] 2 HyE [N,|F] = 0. (3.15)
Pak 4 | |
YZE[Y|F,]Z lim E[Y,,|F]2Y,. (3.16)
Pak tedy

kde Y,,_1, H, € L (Fu1), tj. N, ma F,-reprezentacni vlastnost vzhledem
k Fn-1. O

Tvrzeni 3.2.4 Jsou-li R,Q ~ P dvé ruzné (F,)-martingalové miry pro-
cesu X,,n € Ny shodujici se na Fy, tj. Q|Fo = R|Fy, pak X, nemd
Fn-reprezentacni vlastnost vzhledem k F,, pri P, Q, R.

Dukaz: Protoze Q|Fy = R|Fy a Q|Fx # R|Fw, existuje n € N takové,
ze Q|F, = R|F,, ale Q|F,11 # R|F,i1. Jinak Q = R. Podle tvrzeni 3.2.1
Xp11 — X, nema reprezentacni vlastnost F,.1 vzhledem k F,, pii P pro

n € N. Potom X,, podle tvrzeni 3.2.3 nema F,- reprezentacni vlastnost
vzhledem k P. L]

Véta 3.2.1 Necht existuje prdvé jedna martingalovd mira QQ ~ P pro-
cesu X, takovd, Ze Q|Fy = P|Fy. Necht X, € Lo (P), n € N. Pak X,
md prediktabiini F,-reprezentacni vlastnost pri QQ, P.

Dikaz: Bez Ujmy na obecnosti P je martingalovd mira, v opa¢ném
piipadé volime P = (). Symbol () budeme v dikazu uzivat v jiné souvis-
losti.
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1. Pro kazdé n € Ny ukazeme, ze existuje prave jedna pravdépodobnost
R na F,.1 takova, ze R ~ P|F,.1 a R|F, = P|F, vyvazujici
nahodnou velicinu X,,.1 — X,, vzhledem k o-algebte F,. Ziejmeé
P|F,41 vyvazuje X, 11 — X, na F, 1 vzhledem k F,,. Déle ukdzeme
jednoznaénost vyvazujici miry. Bud R na F,; jako vyse, dale bud
() ~ P pravdépodobnost na F., takova, ze

dR
dQ) = ——dP
C=apEL
pak Q|F, = P|F, = R|F,. Ziejmé X,, € L (Q), nebot Q ~ P.
Ukézeme, ze Eq (Xi+1 — Xi|Fi) = (. Necht nejprve k > n, pak % c
L (Fui1) C L (Fr) a podle lemmatu 3.1.2 plati

i Ep[(Xnp1=X0) $2174] si dQ Ep[Xpi1—XilFe] si
Eq [Xin — Xyl = =g g = S gl s 2.0,

nebot X}, je Fp-martingal pii mife P dle predpokladu. Necht nyni
k=na B € Fp, pak

dR
X1 — X)) dQ = Xns1 — Xp) =——=—dP|F,
/laefk( T A /B( ) g A

:/ (X1 — X,)dR = 0,
B

nebot mira R je vyvazujici vzhledem k X, — X,, a B € F,,.
Necht k < n, potom podobné jako v pifpadé k& > n ukdzeme, Ze

d@ .
Ep | (Xgs1 — Xi) — =0. 3.17
P [( k1 — Xg) 1p ]:k] (3.17)
Protoze R = P na Fj,+1 C F,, plati jﬁ}i:i = 1s.j. [P]. Dostavéame

tak, ze levd strana (3.17) je rovna

Ep | (Xks1 — X)) Ep (%fkﬂ) fk} =Ep [(XkJrl — Xi) iﬁiiﬁi
2 Ep [Xp1 — XilFi] 2 0.

Podobné jako v pripadé k£ > n dostavame

— dQ
Eq [Xin1 — XilF] 2 o [(EX’CFQ;(]:) dP}
Plap|Yk

7]

0.




Ukazali jsme tedy, ze ) je martingalova mira procesu X,, a z predpo-
kladu jednoznacnosti martingalové miry plyne, ze () = P. To podle
definice miry @ znamend, ze R = P|F,.1. Tim jsme ukazali jed-
noznacnost vyvazujici miry veliciny X, ;1 — X,, vzhledem k F,.

2. Podle tvrzeni 3.2.1 ma velicina X,, .1 — X,, reprezentacni vlastnost
na F, 1 vzhledem k F,.

3. Necht Y € Ly (F,), potom podle 2. existuji H, € L (F,;) takové,
ze

Y, =E[Y|F]Z2Y, 1+ H, (X, — X,_1).
Déle podle Doobovy véty o konvergenci martingalu plati Y,, — Y
s.j. v L a tedy

Y =Y,+ Z Hy (X — Xj_1) s.j. vzhledem k mite P.

k=1
Necht K € R" je takové, ze |Y| < K s.j., pak také plati, ze |Y,| < K
s.j. Potom mame splnénu i definici reprezentacni vlastnosti. [l

Poznamka 3.2.7 Necht X,, ma prediktabilni reprezentaéni vlastnost
vzhledem k P a necht ) je martingalové mira ekvivalentni s P. Je-li
Z € Ly (Fx,Q), pak existuje adaptovany proces H, € A (F,;) takovy,
ze -
2= EQ[ZIFo) + ) Hy (X = Xom), (3.18)
n=1
aze Z,:E [Z‘fn] =5 Zy + ZZ:l H; (Xk; — Xk:—l)-
Dukaz: Bud Q ~ P martingalovd mira procesu (X,,n € Ny) a Z €
L; (Q). Pak Z"™ = Z-171<s) € Lo (Fxo) . Podle pozndmky 3.2.6 existuj
H™ € Fy takové, ze
Zm .= Eg [Z(m)|]—“n] SE, {Z<m>\fo} +Y BN, neN, (3.19)
k=1
kde N,, = X,, — X,,_1. Polozme v : z € R rlper) € R a
H,:=u (lim sup Hﬁm)> e L (Fup).

72



7 definice Zflm), Zm) 7. az vlastnost! podminéné stfedni hodnoty a kon-
vergence stejnomérné integrovatelného martingalu dostavame nasledujici
konvergence skoro jisté i v Iy

7 &= gim) = gm) nos g Sp (7| F) 23 2. (3.20)
Z rovnosti (3.19) tak dostavame, ze
(m) a3 23 -2 Zn—Zna
Hy L, 20= =5, Iivz0) = = Lo

S.j.

skoro jisté i v IL; pro m — oo. Z definice H,, tak dostavame, ze Z,= Z,,_1+
H, N,,. Z konvergence (3.20) pak plyne rovnost (3.18) skoro jiste. O

3.3 Financni interpretace

Xn ... Obchodovatelné aktivum (napi. diskontovand cena akcie).

H, € L(Fu) ... Pocet jednotek obchodovatelného aktiva v portfoliu v obdobi
n—1azn.

C ... Pocéatecni trzni hodnota portfolia.

Y el (Fro,®) ... (Planovany) finanéni tok v case T = oo.

Q ... Martingalova mira ekvivalentni s P (Bezrizikova mira).

Eo [Y]Fo] ... Spravedlivd cena planovaného finanéniho tokuY v ¢ase T'=o0.

Poznamka 3.3.1 Véta 3.2.1 zarucuje, ze pokud existuje pravé jedna
ekvivalentni martingalova mira (), pak skutetna mira P procesu X,
ktera se shoduje s mirou () na poc¢atecni o-algebre. Pak existuje strategie,
ktera replikuje planovany financéni tok v case T' = oo. Takova, ktera
respektuje princip primérenosti.

Poznamka 3.3.2 Abychom mohli viubec stanovit néco jako spravedli-
vou cenu budouciho finan¢niho toku, potfebujeme dodrzet nékteré zakla-
dni principy.

1. Pozadavek neexistence arbitraze v konecném horizontu
Tento pozadavek je mozné zajistit existenci ekvivalentni martin-
galové miry.
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2. PoZadavek neexistence arbitrdaze v nekonecném horizontu

Ke splnéni tohoto pozadavku nestaci existence ekvivalentni martin-
galové miry. Uvazujme proces M,, = 1—X,,, kde X;, = 2"-17<,,, Z —
1~ Ge (%) Pak M, je shora omezeny martingal, ktery neni (zdola)
stejnomeérné integrovatelny. Ziejmé My = 0 a M., = 1. Tento proces
dosahuje ¢istého bezrizikového zisku 1 v nekoneé¢ném casovém hor-
izontu. Abychom takovémuto jevu zamezili, potfebujeme se omezit
na martingaly, které budou stejnomérné integrovatelné. Pro rep-
likaci skoro jisté omezenych nahodnych veli¢in muzeme ekvivalentné
pozadovat, aby replikujici martingal byl také omezeny skoro jisté.
Vyhodou této formulace je, ze se nemusime ohlizet na stejnomérnou
integrovatelnost procesu vzhledem k ekvivalentni mite.

K zamezeni arbitraze v nekonecném horizontu je tieba, aby si investor
nemohl neomezené pujcovat. Takova podminka odpovida pozadavku ste-
jnomérné integrovatelnosti zdola procesu M,, v bodé 2., respektive poza-
davku omezenosti procesu M,, zdola.

Symetrickym pozadavkem ke stejnomérné integrovatelnosti ¢i omeze-
nosti zdola je pozadavek stejnomérné integrovatelnosti ¢i omezenosti ze
shora. Tento pozadavek odpovida prirozenému chovani hospodarnosti in-
vestora, ktery se chce vyhnout tomu, aby dopadl podobné jako proces
Xy, ktery je v ¢ase 0 na hodnoté 1 = X a v nekone¢ném horizontu na
hodnotée X,20.

V klasické teorii ocenovani opci se tento pozadavek neprosazuje for-
mou omezeni, ale formulaci tlohy v tom smyslu, Ze nas zajima minimalni
pocateéni hodnota portfolia, se kterou je mozné dosdhnout replikovani
stanoveného finan¢niho toku. Touto formulaci se vytadi vSechny nehos-
podarné strategie.

3.3.1 Markovské procesy

Definice 3.3.1 Necht X,,,n € Ny je F,-adaptovany proces s hodnotami
v koneéné mnozine S. Pak rekneme, Ze X, je F,-markovsky proces
s hodnotami v konecné mnoziné S, pokud

L (XnJrl‘fn) =L (Xn+1’Xn) .
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Umluva: Déle budeme bez ujmy na obecnosti predpokladat, ze S =
{1,...,m}. Je-li Y € Ly, pak vime, ze existuje funkce g : S — R takovi,
ze EIY|X,] = g (X,,). Tuto funkci g (z) bézné znacime E [Y'|X,, = z] pro
x € S. Abychom mohli pfejit k maticovému zapisu, budeme na funkci g
nahlizet jako na vektor g € R™, coz nam pravé umoznuje imluva S =
{1,...,m}. Vektorovy pfistup potlac¢ujici proménnou z € S vyzaduje
zavést nové oznaceni pro podminénou stiedni hodnotu g =: E,)Y, tedy

(EnY) (x) =E [Y|Xn = x] ;  Iesp. (EnY) (Xn) =E [Y‘Xn] :

Poznamka 3.3.3 Necht P,, je matice pfechodu fetézce X, mezi casy
nan+1,tj. P, € R™ je stochastickd matice takova, ze

P, (Xnaj) 2P()(nJrl - ]‘Xn)a J € S.
Je-li funkce f: S — R, tj. f € R™, pak
E[f (X)) a2 D F () - P (X1 = §|Fn)

jes
=N F () Po (X, ) = €k, Puf,
jes
kde e; € R™ je jednotkovy prvek, ktery ma na i-tém misté 1 a jinak samé
0.

Muzeme zavést definici: Rekneme, ze F,-markovsky proces X, je ho-
mogenni s matici prechodu (pravdépodobnosti) P, pokud P € R™*™
je stochastickd matice takova, ze P, (X,,,7) 2 P (X,,1 = j|X,) plati pro
kazdé 7 € S an € Ny, tj. pokud P vyhovuje pozadavkum kladenym na
matici prechodu P,, v obdobi (n,n + 1).

3.3.2 Linearni rizeni Markovovych retézcu

V této céasti budeme pracovat jen s homogennimi Markovovymi retézci
s kone¢né mnoha stavy. Nyni ke kazdému stavu s € .S uvazujme konecnou
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mnozinu pripustnych rozhodnuti R;. Homogennim fizenim tetézce X,
pak budeme rozumét jakykoli prvek

r=(rs)ses € R:= HseS Ry,

ktery ke kazdému stavu s € S pritfazuje rozhodnuti ry € R,.

Predpokladejme, ze prechod fetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu j € S
je spojen se ziskem ,z;; pokud jsme zvolili rozhodnuti p € R;. Ddle
predpokladejme, ze prechod fetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu j € S
nastane pii rozhodnuti p € R; s pravdépodobnosti ,p;;. Je-li tedy fetézec
X, ve stavu ¢ € S a my zvolili rozhodnuti p € R;, bude se hodnota
fetézce X, 41 v nésledujicim okamziku fidit rozdélenim ,p; := (,pij)ics-
Ziskané hodnoty odpovidajici jednotlivym pfechodum pak budeme za-
pisovat pomoci vektoru ocenéni ,z; := (,zi;)jcs.

Pro konkrétni homogenni fizeni r € R je pak X, homogennim Marko-
vovym Tetézcem s matici prechodu P a s ocenénim pfechodu danych
matici .Z, kde

P = (ripz)z'es = (ripij)z’,je& v L = (riZTi)iES = (rizij)z’,jeS-

Tyto rovnosti upravuji vztahy mezi maticovym, vektorovym a slozkovym
zapisem. Dale zavedeme vektor stfednich vynosu za jedno obdobi .q
odpovidajici riznym pocatecnim stavim a fizeni r € R pfedpisem

rq = (ri%)ies, kde pdi ‘= ppiTpZi

predstavuje stfedni vynos za jedno obdobi odpovidajici pocatecnimu
stavu ¢ € S Markovova tetézce X,, a rozhodnuti p € R;.

3.3.3 Homogenni Markovovy retézce s ocenénim piechodu

V této casti budeme predpokladat, ze fizeni r € R je pevné zvoleno a ze
je realizovano v kazdém case n € Nj. Vysledny proces X, tedy bude
homogenni Markovuv fetézec s matici prechodu P := P a vektorem
sttednich vynosu q := .q. Budeme také pro jednoduchost predpokladat,
ze uvedeny tetézec X,, je pfi fizeni r ergodicky, tj. nerozlozitelny a pe-
riodicky, kde vSechny stavy jsou trvalé nulové. Pro podrobnost tykajici
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se klasifikace stavu homogenniho Markovova fetézce ¢tenare odkazujeme
napiiklad na skripta [1],[6]. VySe uvedené predpoklady podle véty 3.
a poznamky na str. 115 z [1] zarucuji, ze limitni matice P* = lim,,_,o, P"
existuje a ma vsSechny radky stejné. Odtud ihned plyne, ze vektor c :=
P>*qjetvaruc=rcl,kde 1= (1,..., 1)T € R™. Podle véty 1 na str. 116
z [1] nésledujici maticova fada konverguje, a lze tedy zavést matici

e.¢]

A=) (PF-P™).

k=0

Interpretaci vektoru b = Aq € R™ a hodnoty ¢ € R nam dava véta 2 na
str. 117 z [1], ktera mj. iikd, ze vektorovy stiedni vynos za obdobi (0, n)
podminény pocatecni hodnotou retézce X,, v case n = 0 je tvaru

vin)=n-c-14+b+o(l) pro n— (3.21)

Pak ocekavany stiedni vynos lze psat ve tvaru v (n) = nc + b + o(1),
kde ¢ = ¢l reprezentuje dlouhodoby prirustek vektoru strednich vynosu
za jedno obdobi. Vektor b pak predstavuje korekce zohlednujici to, ze
kterého stavu tetézec vychazi.

Formélné muzeme zavést v (n) vztahem
v(n)=E,[V(n)], kde V(n)=3 "2 (Xi, Xps1)

je celkovy vynos za obdobi (0,n) pii fizeni r € R, ktery vznikne pos-
tupnym nascitanim zisku z (X, Xi.1) z prechodu Markovova fetézce X,
ze stavu X v ¢ase k do stavu X1 v case k + 1.

Tvrzeni 3.3.1 Za vyse uvedenyjch predpokladi. a znaceni v této sekci je
proces M, =V (n) — b (X,) — cn martingal vzhledem k filtraci F,.

Dikaz: Podle poznamky 3.3.3 plati
Eb (X,41) |, = e, Pb.
7 definice vektoru stfednich vynosu q za jedno obdobi plyne, ze
q (X)) ZE [z (X, Xos1) | Fal

7



Pak tedy
EV(n+1)|F]ZVn)+E[z(Xn X)) |Fu] 2V (0) +q(X,).

Abychom ukazali, ze proces M, je skuteéné F,-martingal, potfebujeme
ukézat, ze nasledujici veli¢ina je rovna nule skoro jisté

Vyse zminény pozadavek bude splnén, pokud ovéiime nasledujici rovnost
q+Pb—-b=c1.

Tato rovnost vsak plyne ihned z definice b a ¢ nasledujicim zptusobem

Pb=P) (P"-P¥)q=) (P"-P)q
k=0 k=1
=(A-I+P*®)gq=b—q+cl.

Proces M, je tedy JF,,-martingal. ]

Poznamka 3.3.4 O zapisu vynosu V (n) = M,, + b (X,,) + cn lze tici,

ze cn je linearni trend, b (X,,) je stacionarni slozka procesu V (n) a M,

je martingalova cast, kterd je vzhledem k linearni slozce zanedbateln4,

jak ndsledné uvidime ze SZVC pro martingalové diference 2.5.2.
Martingalové diference

AMn = M?H—l — M,
= (Vn+1 - Vn) +b (Xn+1) —-b (Xn) —C
= 2 (X Xup) £ b (X)) — b (X,) —

ziejmé nabyvaji hodnot z néjaké koneéné podmnoziny Z C R a jsou tedy
stejné omezené. Podle SZVC pro martingalové diference tak plati

M, =V (n) —b(X,) —cn=o; (by)

kdykoli
Zzozlé<oo a 0<b /.
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Specialné volbou naptiklad by = k dostavame
Vi(n)=b(X,)+cn+os, (n),

coz nam dava interpretaci hodnoty ¢ € R pomoci konvergence skoro jisté

; 1
c= lim —V (n).

n—oo 1,

3.3.4 Optimalni fizeni v Markovovych retézcich

Podle ¢asti Rizené Markovovy fetézce ve skriptech [1], existuje Ffzenf
r € R, které lze ziskat z Howardova algoritmu, takové, ze plati nasledujici
vztahy

GP-I);b=rcl—1q & ((P—-1);b<.cl—4q

kdykolis € R je jakékoli jiné homogenni tizeni. Pokud v ¢ase n pro ¢asovy
interval (n,n + 1) zvolime fizeni s € R, pak pro piirtstek procesu

Sp =V (n)+.:b(X,) —rcn
plati podobné jako v (3.22)
E[Sns1 — SulFa] 2 sq(Xy) 4 (sPrb) (X)) — b (X)) — e <0

skoro jisté. Celkem tak dostavame, ze proces S, je F,-submartingal a to
nezavisle na tom jaké zvolime tizeni s € R v kazdém case n € Ny, které
tfeba bude zaviset na hodnotach Xy, ..., X, ¢ obecnéji, pokud posloup-
nost Tizeni s, bude F,-adaptovany proces. Protoze veliciny S,.1 — Sp
mohou nabyvat pouze koneé¢né mnoha hodnot, budou prirustky F,,- kom-
penzatoru K, .1 — K, = E[S,.1 — S,|F,] < 0 skoro jisté stejné omezené
nahodné velic¢iny. Totéz lze tedy tvrdit o prirustcich

Mn+1 - Mn — On+l — Sn - (Kn—|—1 - Kn)
F,-martingalu M, = S, — K,,. Podobné jako v pfedchozi ¢dsti ndm SZVC

pro martingalové diference d4, ze M, = o, (n) pro n — oo a tedy

M, K
lim sup — < limsup —= + limsup — < 0
n

n—oo 1 n—00 n n—00
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skoro jisté. Pak vidime, ze fizeni r € R davaji asymptoticky trend ,c
optimalni v nasledujicim smyslu formulovanym v fe¢i konvergence skoro
jisté

lim sup
n—oo

<.c s.].

Tedy lepsiho asymptotického vysledku nez .c neni mozné dosahnout.
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