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2.1 Základńı definice a vlastnosti martingal̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.3.1 Markovské procesy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Úvod

Interpretace základńıch pojmů v pravděpodobnosti

Máme pokus, jehož výsledek neńı předem daný.
Dejme tomu, že si dokážeme představit, že výsledek pokusu může

být jakýkoli prvek ω ∈ Ω. Po provedeńı pokusu však dojde ke změně
naš́ı představy. Ne všechny ω ∈ Ω nyńı považujeme za možné ale pouze
některé ω ∈ Ω̃ ⊆ Ω. Potud tedy žádnou pravděpodobnost nepotřebujeme,
nepotřebujeme tedy v̊ubec nic, jsme čistě jen pozorovateli a vńımáme, co
možné se děje a představujeme si, co možné je a co nikoli.

Pokud Ω je jednoprvková množina, opět žádnou teorii nepotřebujeme.
Uvažujme tedy př́ıpad , kdy Ω obsahuje právě dva prvky tj. Ω = 2 =
{0, 1}. V praktickém životě jde např́ıklad o narozeńı chlapce 1, či d́ıvky 0.
V modelovém př́ıpadě p̊ujde o hod minćı s výsledky orel 1 a pana 0. Aby
mělo smysl se zaj́ımat o mı́ru očekáváńı jednotlivých výsledk̊u, je třeba,
aby výsledek pokusu měl zásadńı vliv na náš budoućı život, což v př́ıpadě
narozeńı d́ıtěte mı́t vliv může a v př́ıpadě hodu minćı pouze v př́ıpadě, že
jde o los, na jehož základě bude učiněno rozhodnut́ı s pro nás závažnými
d̊usledky. Závažnost d̊usledk̊u nás nut́ı k preventivńım opatřeńım, které
maj́ı formu pojištěńı se proti nepř́ıznivému výsledku. V tuto chv́ıli se
objevuje otázka mı́ry opatřeńı souvisej́ıćı s mı́rou obav, č́ımž se obje-
vuje potřeba poznáńı - ve formě představy o mı́̌re očekáváńı budoućıho
vývoje. Protože si každý člověk o budoućım vývoji vytvář́ı svou vlastńı
představu o mı́̌re toho, co je možné očekávat, tyto představy o mı́̌re
očekáváńı se r̊uzńı a r̊uzńı se tedy i představy o přiměřených opatřeńıch.
Různost těchto představ vede v př́ıpadě veřejného zájmu k potřebě tyto
představy sjednotit do jediné, která uspěje v konkurenci všech ostatńıch.
V př́ıpadě dvou nesmǐritelných představ o mı́̌re očekáváńı budoućıho
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vývoje se spor od dob starověkého Řecka řeš́ı sázkou . K množině
výsledk̊u nějakého pokusu Ω tedy potřebujeme systém jev̊u, o kterých
bude možné po skončeńı pokusu jednoznačně rozhodnout, zda nastaly, či
nikoli a na které bude možné si vsadit (tj. že se najde protistrana, nebo
se najde sázkař, který je ochoten na tuto událost vypsat kurz). Tuto
množinu jev̊u budeme značit A a budeme předpokládat uzavřenost na
pr̊uniky, rozd́ıly, atd. a v rámci možnosti provádět také limitńı přechody
i uzavřenost na spočetné sjednoceńı tj. A je σ-algebra , těmto množinám
je sázkař ochotný přǐradit kurz, který se odv́ıj́ı od jeho mı́ry očekáváńı,
že nastane jev A ∈ A, který budeme značit P (A), přičemž P (A) = 0
znamená, že sázkař plně spoléhá na to, že jev A nenastane a naopak
pokud P (A) = 1 sázkař plně spoléhá, že jev A nastane.

Pokud P (A) ∈ (0, 1), sázkař zvažuje obě možnosti, přičemž v př́ıpadě,
že P (A) je racionálńı č́ıslo p/q, pak šance k uskutečněńı jevu A dává
sázkař v poměru p : q. Tedy pokud P (A) = 1

2 , šance jsou vyrovnané
tj. 1 : 1 (hod symetrickou minćı) a pokud je P (A) = 2

3 , pak sázkař
jevu A dává 2-krát větš́ı šance, že nastane, než jevu Ω\A. Takové tro-
jici (Ω,A, P ) budeme ř́ıkat pravděpodobnostńı prostor , pokud ovšem
mı́ra P splňuje axiomy pravděpodobnosti.

Je-li X : Ω → E zobrazeńı, pak jev̊um B ∈ B dokážeme přǐradit
pravděpodobnost P , pokud {ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B} = X−1B ∈ A. Pokud
E je σ-algebra na E a je předchoźı podmı́nka splněna pro každé B ∈ E ,
ř́ıkáme, že X je náhodná veličina definovaná na (Ω,A) (či (Ω,A, P ))
s hodnotami v (E, E). Znač́ıme ji X : (Ω,A)→ (E, E).

Pokud se tedy sázky týkaj́ı pouze jev̊u [X ∈ B] , B ∈ E , pak sázkař
vystač́ı s mı́rou očekáváńı PX (B) = P (X ∈ B) a my se se svou po-
zornost́ı můžeme přesunout na jiný pravděpodobnostńı prostor (E, E , PX).
Mı́ru PX nazveme rozděleńım náhodné veličinyX. Abychom byli schop-
ni vytvořit pravděpodobnostńı prostor (E, E , PX) potřebujeme znát mı́ru
P minimálně na σ-algebře σ (X) = {[X ∈ B] ;B ∈ E}, kterou budeme
nazývat σ-algebrou generovanou náhodnou veličinou X.

Nyńı ukážeme, že v podstatě každá σ-algebra F ⊆ A je generovaná
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nějakou náhodnou veličinou, např́ıklad veličinou 1F , kde

1F : (Ω,A)→ ⊗F∈F (R,B (R))

ω ∈ Ω 7→ (1F (ω) , F ∈ F) .

Zde jsme použili speciálńı typ náhodné veličiny X = (Xt, t ∈ T ), která
má hodnoty v součinovém měřitelném prostoru ⊗t∈T (Et, Et) a kterou
budeme nazývat náhodný proces indexovaný T a také jsme použili
tzv. indikátorovou funkci 1F množiny F , která se rovná jedné na množině
F a je rovna nule na jej́ım doplňku. Pokud (Et, Et) = (E, E) pro každé
t ∈ T , budeme ř́ıkat, žeX je náhodný proces indexovaný T s hodno-
tami ve stavovém prostoru (E, E). O veličině 1F tedy můžeme mluvit
jako o náhodném procesu indexovaném F s hodnotami v (R,B (R)) či
stále jako o reálném náhodném procesu.

Pokud F = σ (X), kde X : (Ω,A) → (E, E) je náhodná veličina,
můžeme σ-algebru F interpretovat jako informaci, kterou lze źıskat po-
zorováńım náhodné veličiny X (ze zorného úhlu daného σ-algebrou E).
Abychom podpořili tuto interpretaci, připomeneme lemma 7.18 z [5]:
Necht’ Y ∈ L (Ω, σ (X)), pak existuje h : (E, E)→ (R,B (R)) takové, že
Y = h (X). Veličinu Y můžeme źıskat z informace o veličině X pomoćı
měřitelné funkce h. Pokud tedy F ⊆ A interpretujeme to tak, že infor-
mace obsažená v σ-algebře F je také obsažena v σ-algebře A.

V reálném světě se stane, že pozorujeme náhodný procesX=(Xt, t∈T )
indexovaný T ⊆ R, kde parametr t ∈ T interpretujeme jako časový
okamžik. Schopnost uchovávat nashromážděné informace s rostoućım
časem nás vede k tomu, že v čase t ∈ T jakoby pozorujeme veličiny
(Xs, s ∈ T, s ≤ t) a př́ıslušnou informaci vyjádř́ıme matematicky pomoćı
pojmu σ-algebry FX

t = σ (Xs, s ∈ T, s ≤ t).
V této souvislosti neklesaj́ıćı systém σ-algeber (Ft)t∈T , kde T ⊆ R

nazveme filtraćı a v př́ıpadě náhodného procesu (Xt, t ∈ T ) budeme fil-
traci FX

t označovat jako kanonickou (přirozenou) filtraci procesu X.
Pokud dojde mimo jiné k nějakému d́ılč́ımu pokusu, jehož výsledkem

bude informace, že nastal jev B (ne úplně neočekávaný tj. P (B) > 0).
Pak se změńı mı́ra očekáváńı sázkaře z P na mı́ru P|B, která jevu A ∈ A
přǐrad́ı hodnotu

P (A|B) = P (A∩B)
P (B) .
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Speciálně tedy se nezměńı množina všech jev̊u, na které je možno sázet.
Pouze se změńı kurzy, které se nyńı již odv́ıjej́ı od jiné mı́ry očekáváńı
sázkaře P|B. (Předpokládáme, že je možné sázet i na jevy s nulovou
pravděpodobnost́ı i na ty s jednotkovou pravděpodobnost́ı, ovšem bez
reálné možnosti na nějaký zisk).

Pro některé systémy jev̊u se však mı́ra očekáváńı nezměńı. Takové
jevy A ∈ A budeme považovat za stochasticky nezávislé na události
B ∈ A s P (B) > 0. Formálně tuto podmı́nku můžeme zapsat ve tvaru
P (A ∩B) = P (A)P (B) a zobecnit ji i na jevy B s P (B) = 0, které
považujeme za automaticky stochasticky nezávislé s jakýmikoli jinými
jevy, nebot’ jejich očekávańı se nemůže změnit př́ıchodem ne úplně neoče-
kávané události. Nyńı jsme už plynule přešli od nezávislosti jednoho jevu
na druhém k symetrické formuli a to, že jevy A,B jsou nezávislé.

Nyńı se zaměř́ıme na situaci, že sáźıme na události, které se odv́ıj́ı
od náhodné veličiny X : (Ω,A, P ) → (E, E , PX) a mimochodem sázkař
zpozoruje jev [Y ∈ B], kde Y : (Ω,A) → (H,H). Pokud jev [X ∈ B]
je nezávislý s jevy [X ∈ C] pro C ∈ E , pak zpozorováńı jevu [Y ∈ B]
kurzovńı ĺıstek sázkaře neovlivńı. Pokud sázkařovo očekáváńı týkaj́ıćı se
jev̊u σ (X) = {[X ∈ C] , C ∈ E} neovlivńı ne úplně neočekávaný jev
z σ (Y ) = {[Y ∈ B] , B ∈ H}, ř́ıkáme, že veličiny X, Y jsou nezávislé,
formálně

∀B ∈ H, C ∈ E : P (X ∈ C, Y ∈ B) = P (X ∈ C)P (Y ∈ B)

tj. jevy [X ∈ C], [Y ∈ B] jsou nezávislé, kdykoli C ∈ E , B ∈ H. V této
souvislosti také ř́ıkáme, že σ-algebry σ (X) , σ (Y ) jsou nezávislé. Tento
pojem nezávislosti veličin se dá rozš́ı̌rit na systém veličin (Xt, t ∈ T )
požadavkem, že pro každou konečnou podmnožinu T0 ⊆ T plat́ı

P

(∏
t∈T0

[Xt ∈ Bt]

)
=
∏
t∈T0

P (Xt ∈ Bt)

kdykoli Bt ∈ Et, kde Xt : (Ω,A)→ (Et, Et).
Zásadńı výhodou hodu minćı oproti porozeńı d́ıtěte je možnost pokus

nezávisle se stejným očekáváńım opakovat a to teoreticky až do nekonečna.
V takovém př́ıpadě se můžeme zaj́ımat (d́ıky σ-uzavřenosti na sjednoceńı
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σ-algebry) i o očekáváńı jev̊u týkaj́ıćı se celé nekonečné posloupnosti.
To dává novou interpretaci (či roli) mı́̌re p = P (A) a zpětnou vazbu.
Podle silného zákona velkých č́ısel (SZVČ) pro Bernoulliho posloupnost
nezávisle se opakuj́ıćıch alternativńıch pokus̊u 1An se stejnou pravděpo-
dobnost́ı zdaru p = P (An) ∈ [0, 1] plat́ı

P

(
1

n

n∑
k=1

1Ak → p

)
= 1.

Podobně, je-li výsledkem neustále se opakuj́ıćıho nezávislého pokusu reál-
ná náhodná veličina Xn vždy se stejným rozděleńım PXn

= µ s konečnou
středńı hodnotou E =

∫
xµ (dx) ∈ R, pak podle SZVČ plat́ı

P

(
1

n

n∑
k=1

Xk → E

)
= 1.

Tento zákon nás motivuje pracovat se středńı hodnotou reálné náhodné
veličiny s t́ım, že pro veličinu X nabývaj́ı pouze hodnot {0, 1} je EX =
P (X = 1). Tuto hodnotu interpretujeme jako očekávanou (či pr̊uměrně
očekávanou, či pr̊uměrnou) hodnotu veličiny X ve smyslu SZVČ a ve
skutečnosti jde o těžǐstě mı́ry PX , nemaj́ıćıho př́ılǐs souvislosti s očekává-
ńım jevu [X = EX].

Pokud sázkař obdrž́ı informaci, že nastal jev B ∈ A s P (B) > 0
přepoč́ıtá své očekáváńı a také pr̊uměrně očekávanou hodnotu veličiny
X z EX na

E [X|B] =

∫
XdPB =

1

P (B)
E [X1B] =

1

P (B)

∫
B

XdP.

Nyńı se budeme zaj́ımat o situaci, kdy sázkař nepozoruje pouze jev B ∈
A, ale celý systém jev̊u σ (Y ) = {[Y ∈ C] , C ∈ H}, kde Y : (Ω,A) →
(H,H) je náhodná veličina. Pak se změńı jeho očekáváńı i pr̊uměrně
očekávaná hodnota veličiny X náhodným zp̊usobem v závislosti na in-
formaci o hodnotě veličiny Y a to takovým, že
P (A|B) = E [P (A|Y ) |B], kdykoli B ∈ σ (Y ) a P (B) > 0. Abychom
si tuto podmı́nku v́ıce přibĺıžili, představme si na chv́ıli, že B je tvaru
B = [Y ∈ (y − ε, y + ε)]. Pak výše uvedená podmı́nka je tvaru

P (A| |Y − y| < ε) = E [P (A|Y ) | |Y − y| < ε] ,
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což je v pr̊uměru očekávaná pravděpodobnost jevu A za podmı́nky, že
nastane jev |Y − y| < ε. My chceme, aby tato pr̊uměrně očekávaná hod-
nota (na pravé straně) byla rovna mı́̌re očekávańı při informaci, že nastal
jev |Y −y| < ε. Existenci a jednoznačnost skoro jistě dostaneme z Radon-
Nikodymovy věty a podobně dostaneme existenci a jednoznačnost skoro
jistě veličiny Z = E [X|Y ] ∈ L1 (Ω, σ (Y ) , P ) takové,že (pro X ∈ L1 (P ))

E [X|Y ∈ C] = E [Z|Y ∈ C] ,

kdykoli C ∈ H s P (Y ∈ C) > 0. Podobně jako u nezávislosti jev̊u
uvedeme definici, která připoušt́ı možnost P (Y ∈ C) = 0. Veličinu Z =
E [X|Y ] ∈ L1 (Ω, σ (Y ) , P ) nazveme podmı́něnou středńı hodnotou
reálné náhodné veličiny X ∈ L1 (P ) za podmı́nky Y (či σ (Y )), pokud

∀ C ∈ H
∫

[Y ∈C]
XdP =

∫
[Y ∈C]

ZdP.

Poznamenejme, že náhodná veličina Z je určená s.j. jednoznačně a na Y
záviśı pouze prostřednictv́ım σ (Y ) = {[Y ∈ C] , C ∈ H} a že připoušt́ıme
i možnost, že Y je identické zobrazeńı na Ω (tj. Y může být kanonickou
náhodnou veličinou). Podobně jako máme pro mı́ru P (A) očekáváńı
sázkaře, že nastane jev A ∈ A, interpretaci v podobě Silného zákona
velkých č́ısel máme i pro podmı́něnou středńı hodnotu náhodné veličiny
X ∈ L1 (Ω,F∞, P ), kde F∞ = σ (

⋃
nFn) je limitńı σ-algebra filtrace

Fn, n ∈ N, interpretaci v podobě limitńı věty

E [X|Fn]→ E [X|F∞] = X s.j.

Abychom tuto limitńı větu byli schopni uvažovat jako interpretaci, je
třeba, abychom byli schopni interpretovat E [X|Fn]. K tomu nám poslouž́ı
věta 7.9 z [5]. Pokud σ (Y ) je generovaná atomy s kladnou pravděpodob-
nost́ı Bn, n ∈ N ⊆ N, pak

E [X|Y ] (ω) = E [X|Bn]

pro ω ∈ Bn. Tedy E [X|Y ] se shoduje s pr̊uměrně očekávanou hodno-
tou E [X|Bn], že nastal atomárńı jev Bn v př́ıpadě, že nastal jev Bn =
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[Y = bn]. Tato situace nastává např́ıklad pokud veličina Y je diskrétńı.
Výše uvedená věta nám tak dává interpretaci podmı́něné středńı hodnoty

E [X|Y ] =
s.j.

lim
n→∞

E [X|Yn] ,

kde např. Yn = bX · 2nc · 2−n je zaokrouhleńı náhodné veličiny Y dol̊u
vzhledem k dyadickému ekvidistantńımu děleńı s krokem 2−n.
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Kapitola 1

Markovské časy

1.1 Markovský čas

V této části budeme vždy předpokládat, že T ⊆ R je množina př́ıpustných
časových okamžik̊u. Připomeňme, že filtraćı (Ft)t∈T , rozumı́me nekle-
saj́ıćı posloupnost σ-algeber na měřitelném prostoru (Ω,A), přičemž σ-
algebru Ft interpretujeme jako informaci dostupnou v čase t ∈ T . Předpo-
klad, že systém σ-algeber (Ft, t ∈ T ) je neklesaj́ıćı znamená, že v pr̊uběhu
času t ∈ T nedocháźı ke ztrátě informace. Dále připomeňme, že systém
měřitelných veličin (Xt, t ∈ T ) na daném pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P ) označujeme jako náhodný proces a informaci

FX
t = σ (Xs, s ∈ T, s ≤ t)

založenou na jeho pozorováńı jako kanonickou (přirozenou) filtraci
tohoto procesu (filtrace generovaná procesem X). Symbolem

L (Ω,A) = L (A) = {X : (Ω,A)→ (R,B (R))}
rozumı́me systém všech reálných náhodných veličin na měřitelném pros-
toru (Ω,A). Je-li Yt ∈ L (Ft) , t ∈ T a (Ft, t ∈ T ) filtrace, pak ř́ıkáme, že
proces (Yt, t ∈ T ) je (Ft)t∈T -adaptovaný , zkáceně ṕı̌seme (Yt, t ∈ T ) ∈
A (Ft). Představujeme si, že proces Yt v čase t je zkonstruován na základě
informace Ft.

Abychom si tuto situaci lépe představili, budeme předpokládat, že fil-
trace (Ft)t∈T je generovaná procesem (Xt, t ∈ T ), kde Xt : (Ω,A) →
(Et, Et). Pak podle věty 2.1 z [5] existuje systém měřitelných funkćı

ht :
⊗

T3s≤t (Es, Es)→ (R,B (R))
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takový, že
Yt = h (Xs, s ≤ t, s ∈ T ) , t ∈ T .

Připomeňme, že každá σ-algebra je generovaná nějakou náhodnou veliči-
nou, a tedy každá filtrace je generovaná nějakým náhodným procesem.

O náhodném čase τ : Ω→ T ∪ {∞} řekneme, že je markovský, pokud
[τ ≤ t] ∈ Ft plat́ı pro každý čas t ∈ T , tj. informace o tom zda v čase
t ∈ T nastal jev [τ ≤ t] či ne, je obsažena v informaci Ft.
Analogicky můžeme ř́ıci, že čas τ je markovský, pokud př́ıslušný č́ıtaćı
proces 1[τ≤t] je Ft- adaptovaný. Podobně jako máme σ-algebru σ (Ft) vy-
jadřuj́ıćı informaci dostupnou v čase t tak i pro markovský čas můžeme
vytvořit podobně Fτ , σ-algebru událost́ı do času τ , kterou definu-
jeme předpisem

Fτ = {A ∈ F∞ : ∀t ∈ T,A ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft}, kde F∞ = σ
(⋃

t∈T Ft
)

tj. jev A ∈ F∞, o kterém v nekonečném čase dokážeme rozhodnout zda
nastal či nikoli, je prvkem Fτ tehdy, když

1A∩[τ≤t] = 1[τ≤t] · 1A je Ft-adaptovaný. (1.1)

Obrázek 1.1: Možnosti rozhodnut́ı.

Pro objasněńı podmı́nky (1.1) uvedeme př́ıklad ze soudńıho prostřed́ı.
Okamžik τ bude okamžik vyneseńı rozsudku o vině či nevině a jev A
bude značit vinu. Pokud je obžalovaný nevinen [ω ∈ Ω\A] nebo je-
li propuštěn pro nedostatek d̊ukaz̊u [τ(ω) = ∞], pak proces (1.1) je
identická nula. V opačném př́ıpadě proces (1.1) skoč́ı z hodnoty nula na
hodnotu 1 právě v okamžiku vyneseńı verdiktu o vině. Do té doby je
podle práva považován za nevinného.
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Obrázek 1.2: Možnosti rozhodnut́ı o vině.

Podobně při testováńı hypotéz, dokud neprokážeme platnost alternativńı
hypotézy oproti nulové, setrváváme v představě, že nulová hypotéza
plat́ı. Okamžik rozhodnut́ı o platnosti alternativńı hypotézy pak bude
markovským časem.

Lemma 1.1.1 Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na pravděpodobnostńı prostor
(Ω,A, P ). Necht’ τ a ν jsou Ft-markovské časy. Potom

1. τ je Fτ -měřitelná náhodná veličina

2. ν ∧ τ, ν ∨ τ a ν + τ je Ft-markovský čas

3. τ ∧ t je Ft- měřitelná náhodná veličina pro nějaké t ∈ R+

4. F ∈ Fν ⇒ F ∩ [ν ≤ τ ] ∈ Fτ

5. ν ≤ τ ⇒ Fν ⊆ Fτ

6. [ν < τ ] , [ν ≤ τ ] , [ν = τ ] ∈ Fτ ∩ Fν

7. Fν ∩ Fτ = Fν∧τ .

Důkaz: Důkaz je uveden v lemmatu 1.3.1 [2]. Poznamenejme jen, že
d̊ukaz (1),(2),(3) se provád́ı př́ımo a dále se v [2] ukazuje, že (3)⇒(4),
což př́ımo dává (5).

Př́ıklad 1.1.1 Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a B
je borelovská podmnožina R. Pak čas prvńıho výstupu Sn z množiny B,
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tj. τ = min{n ∈ N : Sn /∈ B}, je markovský čas vzhledem k filtraci
(Ft, t ∈ T ). Použ́ıváme úmluvu, že min{∅} =∞.
Zřejmě

[τ = n] = [S1 ∈ B] ∩ [S2 ∈ B] ∩ . . . ∩ [Sn−1 ∈ B] ∩ [Sn /∈ B] ∈ Fn,

a tedy [τ ≤ n] =
⋃
j≥n [τ = j] ∈ Fn.

Př́ıklad 1.1.2 Necht’ T = Ω = [0, 1], A = B ([0, 1]) a P = λ|[0,1], kde
λ je Lebesgueova mı́ra. Necht’ dále A ⊆ [0, 1] neńı borelovská množina.
Definujme tedy

Xt (ω) = 1 pokud t = ω ∈ A
= 0 jinak.

Uvažujme τ čas prvńıho výstupu procesu Xz jednobodové množiny {0}.
Pak

τ (ω) = min{t ∈ [0, 1] : Xt 6= 0} = ω pokud ω ∈ A
=∞ jinak.

[τ ≤ 1] = A neńı borelovská množina, a proto čas τ neńı A měřitelné
zobrazeńı vzhledem k jakékoli filtraci na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P ). Potom tedy neńı náhodnou veličinou a ani markovským časem.

Př́ıklad 1.1.3 Máme množinu T = [0, 1] a proces Xt (ω) = 1[t=ω]. Dále
σ (Xt) = {0, {t},Ω\{t},Ω}. Potom FX

t = {N,Ω\N : N ⊆ [0, t] spočetná}
a τ (ω) = ω neńı

(
FX
t

)
-markovský čas.

Tvrzeńı 1.1.1 Necht’ τ : Ω → T ∪ {∞} je markovský čas vzhledem
k filtraci (Ft, t ∈ T ). Pak Fτ je σ-algebra a τ je Fτ -měřitelná náhodná
veličina.

Důkaz: tvrzeńı 1.22 viz [4]

Poznámka 1.1.1 Dále je-li ρ ≥ τ Fτ -měřitelná veličina s hodnotami
v T ∪{∞}, pak je ρ Ft-markovský čas, nebot’ [ρ ≤ t] = [ρ ≤ t]∩ [τ ≤ t] ∈
Ft dle definice, protože [ρ ≤ t] ∈ Fτ . Intuitivně si ρ můžeme představit
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jako událost jej́ıž datum je stanoven nejpozději v čase události τ . Protože
τ je bezprostředně pozorovatelná událost na základě dostupného toku
informaćı (Ft)t∈T (formálně τ je Ft-markovský čas), můžeme totéž ř́ıci
i o času ρ.

Často potřebujeme aproximovat markovský čas, který nabývá hodnot
v nespočetné množině pomoćı markovského času, který nabývá pouze
spočetně hodnot. Vezmeme-li si př́ıklad Poissonova procesu, pak nemáme
šanci nalézt spočetně hodnotové markovské časy, které aproximuj́ı tyto
časy zespodu. Následuj́ıćı lemma z [4] nám však ukazuje, že lze zamýšle-
nou aproximaci vždy provést shora.

Lemma 1.1.2 1. Necht’ T ⊆ R a ε > 0. Pak existuje lokálně konečná
podmnožina S ⊆ T taková, že S∩ [t, t+ε) 6= ∅ plat́ı pro každé t ∈ T .
V tomto př́ıpadě zavád́ıme následuj́ıćı označeńı

dteS = inf{s ∈ S; s ≥ t},

pak pro každé t ∈ T ∪ {∞} plat́ı t ≤ dteS ≤ t + ε. Tuto hodnotu
dteS nazveme zaokrouhleńı t ∈ T ∪{∞} nahoru vzhledem k (lokálně
konečnému) děleńı S množiny T .

2. Je-li T ⊆ R, ε > 0 a S jako v 1. a je-li τ : Ω → T ∪ {∞} Ft-
markovský čas, pak dτeS : Ω → S ∪ {∞} je také Ft-markovský
čas nabývaj́ıćı hodnot ve spočetné množině S ∪ {∞} takový, že τ ≤
dtes ≤ τ + ε.

Důkaz: Lemma 1.30 o aproximaci shora (pro (1.)) a tvrzeńı 1.24 (pro
(2.)) viz [4].
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1.2 Progresivńı (postupná) měřitelnost

V daľśım textu budeme dost často potřebovat, abychom mohli do nějaké-
ho procesu dosazovat konečný markovský čas, popř. nějaký proces za-
konzervovat v okamžiku, kdy nastane nějaká událost (myšleno: markovský
čas). Rádi bychom, aby takovýto proces byl opět adaptovaný na p̊uvodńı
filtraci a aby zastaveńı procesu byla náhodná veličina, která je měřitelná
vzhledem k σ-algebře událost́ı do tohoto markovského času tak, jak to
plat́ı pro deterministické markovské časy u adaptovaného procesu.

Pro T ⊆ R řekneme, že proces X = (X (t) , t ∈ T ) definovaný na prav-
děpodobnostnim prostoru (Ω,A, P ) je F-měřitelný , kde F ⊆ A je
σ-algebra, pokud X : (T × Ω,B (T )⊗F) → (R,B (R)) je měřitelná
veličina. V této souvislosti budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı

[[X ∈ B]] := X−1B = {(t, ω) ∈ T × Ω, X (t, ω) ∈ B} pro B ∈ B (R)

a podobně
[[X < c]] := X−1 (−∞, c) pro c ∈ R.

Proces X = (X (t) , t ∈ T ) je tedy F -měřitelný právě tehdy, když pro
každé c ∈ R plat́ı [[X < c]] ∈ B (T )⊗F .

Poznámka 1.2.1 Je-li proces X = (X (t) , t ∈ T ) F -měřitelný, pak je
veličina Y (t, ω) = (X (t, ω) , ω) měřitelná v následuj́ıćım smyslu:

Y : (T × Ω,B (T )⊗F)→ (R× Ω,B (R)⊗F) .

Důkaz: Protože součinová σ-algebra B (R)⊗F je generována systémem
{(−∞, c)× F ; c ∈ R, F ∈ F} stač́ı si uvědomit, že

{(t, ω) ∈ T×Ω, Y (t, ω) ∈ (−∞, c)×F} = [[X < c]]∩(T × F ) ∈ B (T )⊗F ,

nebot’ proces X je podle předpokladu F -měřitelný. �

Dále budeme předpokládat, že (Ft, t ∈ T ) je filtrace na (Ω,A, P ). Připo-
meneme si, že proces Y = (Yt, t ∈ T ) na (Ω,A, P ) je F -měřitelný právě
tehdy, když [[X<c]]∈B(T )⊗ F . Řekneme, že proces X = (X (t) , t ∈ T )
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je postupně (či progresivně) Ft-měřitelný , pokud postupně pro
každé t ∈ T je restringovaný proces X|t = (X (s) , s ∈ Tt) Ft-měřitelný,
kde Tt = {s ∈ T, s ≤ t}. Ekvivalentńı podmı́nka odpov́ıdá následuj́ıćımu
tvaru [[X|t < c]] ∈ B (Tt)⊗Ft, kdykoli t ∈ T, c ∈ R.

Mohli bychom také ř́ıkat, že proces X je postupně měřitelný vzhle-
dem k filtraci (Ft, t ∈ T ), což vyjadřuje myšlenku, že postupně každá
restrikce tohoto procesu je měřitelná .

Pro ilustraci si můžeme představovat, že filtrace Ft je generována
nějakým procesem, řekněme (Yt, t ∈ T ). Pak proces (Xt, t ∈ T ) je pro-
gresivně (postupně) Ft-měřitelný právě, když pro každé t ∈ T existuje
B (Tt)⊗ E|t-měřitelná funkce ht taková, že

Xt = ht (t, Y |t) = h
(
t, (Ys)s≤t

)
,

kde
E|t =

⊗
s∈Tt Es a Yt : (Ω,A)→ (Et, Et).

Na začátku si uvedeme př́ıklad procesu, který neńı progresivně (pos-
tupně) měřitelný vzhledem ke své kanonické filtraci, pod́ıváme se jak vy-
padaj́ı markovské časy vzhledem k této filtraci a ukážeme si, že i v tomto
př́ıpadě zastavený proces bude opět adaptovaný. To znamená, že požada-
vek progresivńı měřitelnosti pro naše účely neńı nutný, ale je postačuj́ıćı,
jak dále uvid́ıme a je také dostatečně obecný.

Př́ıklad 1.2.1 Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor, kde Ω = [0, 1],
A = B [0, 1] a P je Lebesgueova mı́ra na [0, 1]. Pro t ∈ T = [0, 1] polož́ıme
Xt (ω) = 1[t=ω].
Pak FX

t = σ ({s}; s ≤ t) = St ∪ Nt, kde St je systém všech spočetných
podmnožin množiny [0, t] a Nt je systém všech (nespočetných) doplňk̊u
množin ze systému St, tj. Nt = {[0, 1] \S, S ∈ St}.
Nyńı ukážeme, že proces X = (Xt, t ∈ T ) neńı FX

t -progresivně měřitelný.
Stač́ı uvažovat libovolné t ∈ (0, 1). Pak

[[X|t = 1]] = {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω;X (s, ω) = 1}
= {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω; s = ω}
= {(s, s) , s ∈ [0, t]} = diag [0, t]
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je diagonála čtverce [0, t]2, která neńı B [0, t]⊗FX
t -měřitelná. Pro názor-

nost si ukážeme, jak taková součinová σ-algebra vypadá. Opět se skládá
ze dvou část́ı.

B [0, t]⊗FX
t = BSt ∪BNt, kde BNt = {[0, t]× Ω\D,D ∈ BSt}

je systém doplňk̊u množin z BSt, kde

BSt = {
⋃
s∈S Bs × {s};Bs ∈ B [0, t] , s ∈ S, S ⊆ [0, t] je spočetná}.

Daľśı otázkou, o kterou se zaj́ımáme, je, jak vypadaj́ı markovské časy vzh-
ledem k filtraci FX

t . Je-li τ FX
t -markovský čas, pak {[τ ≤ t] , t ∈ [0, 1]} je

neklesaj́ıćı zprava spojitý systém množin, přičemž [τ ≤ t] ∈ FX
t . Každá

taková množina muśı být bud’ spočetná, nebo jej́ı doplněk muśı být
spočetný. Existuje tedy t0 ∈ [0, 1] takové, že pro t ∈ [0, t0) je množina
[τ ≤ t] spočetná a pro t ∈ (t0, 1] je spočetná naopak množina [τ > t]. Pak
ovšem i [τ > t0] je spočetným sjednoceńım spočetných množin, a je tedy
také spočetná. Je-li tedy t ∈ [0, t0), pak [τ ≤ t] ∈ St a je-li t ∈ [t0, 1],
pak [τ > t] ∈ St. Do času t0 ostře tedy τ nabývá pouze spočetně hodnot
či sṕı̌se existuje spočetná podmnožina S ⊆ [0, t0) taková, že pouze pro
ω ∈ S může nastat τ (ω) ∈ [0, t0) přičemž požadujeme, aby τ (ω) ≥ ω.
V opačném př́ıpadě τ (ω) < ω bychom pro t ∈ [τ (ω) , ω) dostali spor
s požadavkem [τ ≤ t] ∈ Ft. Je-li t = t0, pak z dř́ıve uvedených argu-
ment̊u a závěr̊u plyne, že [τ = t0] je doplňkem spočetné množiny. Plat́ı
tedy, že [τ > t0] ∈ Ft0 je spočetná množina S ⊆ [0, t0].

Shrneme-li naše poznatky, pak existuje spočetná podmnožina S ⊆ [0, t0]
taková, že pro každé ω ∈ [0, 1] \S plat́ı τ (ω) = t0 a pro ω ∈ S plat́ı
τ (ω) ≥ ω.
Speciálně tedy každý FX

t -markovský čas je spočetně hodnotový. Pak pro
konečný FX

t -markovský čas τ je vždy X (τ) měřitelná náhodná veličina.

Poznámka 1.2.2 Bud’ T ⊆ R a (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A, P ). Proces
X=(Xt,t∈T ) je Ft-progresivně měřitelný právě tehdy, když tento proces
je jako veličina PM (Ft)t∈T -měřitelný, kde PM (Ft)t∈T =

⋂
t∈T PM (Ft) je

σ-algebra, kterou budeme nazývat σ-algebra všech Ft-progresivńıch
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množin , kde

PM (Ft) = {A ∈ T × Ω; A ∩ Tt ∈ B (Tt)⊗Ft}, kde Tt = Tt × Ω.

Obecněji pro τ : Ω→ T ∪ {∞} budeme značit

Tτ = {(t, ω) ∈ T × Ω; t ≤ τ (ω)}.

Důkaz: Důkaz je okamžitým d̊usledkem následuj́ıćı rovnosti [[X < c]] ∩
Tt = [[X|t < c]] pro t ∈ T, c ∈ R. �

Tvrzeńı 1.2.1 Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A, P ), kde T ⊆ R.

1. Je-li (Xt, t ∈ T ) Ft-adaptovaný proces se zprava spojitými trajekto-
riemi, pak je to Ft-progresivńı proces.

2. Necht’ τ : Ω→ T∪{∞} je Ft-markovský čas a necht’ X = (Xt, t ∈ T )
je Ft-progresivńı. Pak

(a) t ∧ τ,X (t ∧ τ) jsou Ft-progresivńı procesy.

(b) Xτ1[τ<∞] je Fτ -měřitelná náhodná veličina.

Důkaz:

1. Bud’ t ∈ T pevné a Sn ⊆ T bud’ neklesaj́ıćı posloupnost lokálně
konečných děleńı obsahuj́ıćıch t takových, že Sn ∩ [s, s + 2−n) 6= ∅
kdykoli s ∈ T a n ∈ N. Pro n ∈ N položme Xn (s) = X

(
dseSn

)
. Pak

X|t = limn→∞Xn|t nebot’X je zprava spojitý proces dle předpokladu.
Zobrazeńı Xn|t jsou B (Tt)⊗Ft-měřitelná a měřitelné je tedy i limitńı
zobrazeńı X|t vzhledem k B (Tt)⊗Ft. Protože t ∈ T bylo libovolné,
dostáváme, že proces X je Ft-progresivńı.

2. (a) Proces t∧τ je zřejmě spojitý, a tedy i zprava spojitý. Ukážeme,
že je Ft-adaptovaný. Bud’ c ∈ R. Je-li c ≥ t, pak [t ∧ τ ≤ c] =
Ω ∈ Ft. Necht’ nyńı c < t. Bud’ S ⊆ Tt ∩ (c,∞) spočetná hustá
podmnožina taková, že maxS = t. Pak

[t ∧ τ ≤ c] = [τ ≤ c] =
⋂
s∈S

[τ ≤ s] ∈ Ft.
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Podle bodu 1. tak dostáváme, že Zt = t∧τ je Ft-progresivńı pro-
ces. Podle poznámky 1.2.1 je veličina Yt (s, ω) = (Z|t (s, ω) , ω)
měřitelná v následuj́ıćım smyslu

Yt : (Tt × Ω,B (Tt)⊗Ft)→ (R× Ω,B (R)⊗Ft)

Pak V (t, ω) = X (t ∧ τ (ω) , ω) = X|t◦Yt je B (Tt)⊗Ft-měřitelná
funkce, nebot’ X|t : (Tt × Ω,B (Tt)⊗Ft)→ (R,B (R)). Pro ilus-
traci toto složeńı měřitelných zobrazeńı znázorńıme graficky

(Tt × Ω, B (Tt)⊗Ft)→
Yt (Tt × Ω, B (Tt)⊗Ft)→

X|t (R, B (R)) .

Tedy postupně pro všechna t ∈ T je Z|t Ft-měřitelný proces,
a tedy Z je postupně Ft-měřitelný proces.

(b) Stač́ı ukázat, že pro každé c ∈ R je [X (τ) < c] ∩ [τ <∞] ∈ Fτ .
To však plyne z definice σ-algebry událost́ı do času τ , nebot’

[X (τ) < c] ∩ [τ <∞] ∩ [τ ≤ t] = [X (t ∧ τ) < c] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft

pro každé t ∈ T, c ∈ R. �

Poznámka 1.2.3

1. Je-li (Xt, t ∈ T ) progresivně Ft-měřitelný, pak je Ft-adaptovaný.

2. Je-li (Xt, t ∈ T ) Ft-adaptovaný proces a T ⊆ R spočetná, pak Xt je
Ft-progresivńı proces.

Důkaz:

1. Je-li c ∈ R, t ∈ T , pak podle předpokladu [[X|t < c]] ∈ B (Tt) ⊗ Ft.
A tedy jej́ı řez [Xt < c] v bodě t je Ft-měřitelný. Formálně, že jde
o řez lze ověřit z rovnosti

[[X|t < c]] ∩ ({t} × Ω) = {t} × [Xt < c] .

2. Bud’ t ∈ T a c ∈ R. Protože T je podle předpokladu spočetná
množina, je spočetná i množina Tt. Pak

[[X|t < c]] =
⋃
s∈Tt

{s} × [Xs < c] ∈ B (Tt)⊗Ft.
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Lemma 1.2.1 Předpokládejme, že Z ∈ L1 a τ, ν jsou Ft-markovské
časy. Potom

1. E [Z|Fν] 1[ν≤τ ]=
s.j.

E [Z|Fν∧τ ] 1[ν≤τ ]

2. EFνEFτZ = EFν∧τZ skoro jistě.

Důkaz: str. 246 lemma 1.3.5 viz [2]

Nyńı uvedeme několik základńıch př́ıklad̊u na markovské časy.

Př́ıklad 1.2.2 Necht’ X1, . . . jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné ve-
ličiny s alternativńım rozděleńım Alt(p), označme

Sn =
∑n

i=1Xi, Fn = σ (X1, . . . , Xn), T = N0.

1. Ukažte, že τ = inf{n ∈ N, Sn = 5} je Fn-markovský čas.
Řešenı́: D̊ukaz provedeme z definice markovského času nebo z věty
o markovských časech. Tı́m ověř́ıme, že se jedná o markovský čas.
Protože Sn je Ft-adaptovaný proces dostáváme, že

[τ ≤ n] =

[
max
k≤n

Sk ≥ 5

]
∈ Fn.

2. Rozhodněte, zda ν = τ + 1 je markovský čas.
Řešenı́:

(a) Z definice:

[ν ≤ n] = [τ + 1 ≤ n] = [τ ≤ n− 1] ∈ Fn−1 ⊆ Fn pro n ≥ 1

∅ ∈ Fn pro n = 0

(b) Protože ν ≥ τ, σ (ν) ⊆ σ (τ) ⊆ Fτ , z poznámky 1.1.1 plyne, že
ν je (Fn)-markovský čas.

3. Rozhodněte, zda ρ = (τ − 1)+ je markovský čas.
Řešenı́: Ukážeme, že ρ neńı markovský čas, tj. ukážeme, že n ∈ N0

takové, že [ρ ≤ n] = [τ ≤ n+ 1] /∈ Fn. Pro n = 0, 1, 2, 3 plat́ı

[τ ≤ n+ 1] = ∅ ∈ Fn.
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Pro n = 5 lze očekávat, že [τ ≤ 5] = [τ = 5] ∈ F5\F4. Dále budeme
sporem předpokládat, že [τ ≤ 5] ∈ F4. Pak

1[τ=5] ∈ L (σ (X1, . . . , X5)) = L (F5)

a podle věty 2.1 z [5] existuje měřitelná funkce taková, že

f (X1, . . . , Xn) = 1[τ=5].

Abychom ukázali spor 1 = f (1, 1, 1, 1, 1) = f (1, 1, 1, 1, 0) = 0,
ukážeme, že existuj́ı

ω1 ∈ Ω takové, že (X1, . . . , X5)
(
ω1) = (1, . . . , 1, 1)

ω2 ∈ Ω takové, že (X1, . . . , X5)
(
ω2) = (1, . . . , 1, 0) .

Tato dvě ω existuj́ı, protože

P (X1 = 1, . . . , X4 = 1, X5 = 1) = 2−5 > 0,

P (X1 = 1, . . . , X4 = 1, X5 = 0) = 2−5 > 0.

4. Rozhodněte, zda κ = 2ρ je Fn-markovský čas.
Řešenı́: Podobně jako v bodě 2. plat́ı σ (κ) ⊆ σ (τ) ⊆ Fτ , a protože
τ ≥ 2, plat́ı

κ = 2ρ = 2 (τ − 1) = 2τ − 2 ≥ τ

Podle poznámky 1.1.1 je κ markovský čas.

5. Rozhodněte, zda λ = τ ∧ 10 je Fn-markovský čas.
Řešenı́: Protože minimum z markovských čas̊u je opět markovský
čas, je λ také Fn-markovský čas.

6. Rozhodněte, jestli µ = τ ∨ 20 je markovský čas.
Řešenı́: Protože maximum z markovských čas̊u je opět markovský
čas, je µ také Fn-markovský čas. Podobně bychom jako v bodě 2.
a 4. dostali stejný závěr i z poznámky 1.1.1, nebot’ µ ≥ τ a σ (µ) ⊆
σ (τ) ⊆ Fτ .

7. Rozhodněte, zda γ = λ+ µ je markovský čas.
Řešenı́: Čas γ si m̊užeme rozepsat pomoćı dvou markovských čas̊u
λ ∧ µ a λ ∨ µ. Potom dostáváme, že

γ = λ ∧ µ+ λ ∨ µ ≥ λ ∨ µ
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přičemž σ (γ) = σ (λ+ µ) ⊆ Fλ∨µ. podobně jako v bodech 2., 4. a 6.
dostáváme, že γ je Fn-markovský čas.
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Kapitola 2

Martingaly

2.1 Základńı definice a vlastnosti martingal̊u

Bud’ T ⊆ R a (Ft)t∈T filtrace na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ).
Řekneme, že proces (Xt, t ∈ T ) je Ft-martingal , pokud pro každé s, t ∈
T, s ≤ t plat́ı Xt ∈ L1 (Ω,Ft, P |Ft) a

E [Xt|Fs] =
s.j.
Xs. (2.1)

Velmi d̊uležitý př́ıklad martingalu je Xt = E [Y |Ft] , t ∈ T , kde Y ∈
L1 (Ω,A, P ). Snadno se ukáže, viz lemma 4.7 [4], že tento systém veličin je
stejnoměrně integrovatelný. Je-li (Xt, t ∈ T ) stejnoměrně integrovatelný
systém náhodných veličin tvoř́ıćı (Ft)t∈T -martingal, pak řekneme, že tento
systém (Xt, t ∈ T ) je stejnoměrně integrovatelný (Ft)t∈T -martingal .

Pro představu, uvedeme větu 4.8 z [4], která ř́ıká, že (Fn, n ∈ N) adap-
tovaný proces S = (Sn, n ∈ N) je stejnoměrně integrovatelný (Fn, n ∈ N)-
martingal právě tehdy, když existuje S ∈ L1 taková, že E [S|Fn] =

s.j.
Sn. pro

každé n ∈ N, tj. právě tehdy, když je proces S tvaru zmı́něném ve výše
uvedeném př́ıkladě.

Pokud existuje veličina Y ∈ L1 (Ω,F∞, P ) taková, žeXt = E [Y |Ft] , t ∈
T , pak řekneme, že veličina Y je uzávěrem Ft-martingalu (Xt, t ∈ T ).
Je-li X = (Xt, t ∈ T ) Ft-martingal a existuje-li maximálńı t∞ ∈ T , tj.
t∞ = maxT , pak zřejmě XT je uzávěrem Ft-martingalu X.

Tvrzeńı 2.1.1 Je-li (Xt, t ∈ T ) stejnoměrně integrovatelný (Ft, t ∈ T )-
martingal, pak má uzávěr X∞ ∈ L1 (Ω,F∞, P |F∞), tj. Xt = E [X∞|Ft],
t ∈ T .

25



Důkaz: Pokud existuje t∞ maximálńı prvek T , voĺıme X∞ = Xt∞, nebot’

F∞ = Ft∞. V opačném př́ıpadě existuje tn ↗ t∞ = supT . Pak Xtn

je (Ftn, n ∈ N) stejnoměrně integrovatelný Ftn-martingal a podle výše
uvedené věty 4.8 z [4] existuje S ∈ L1 taková, že Xtn = E [S|Ftn] , n ∈ N.
Pak X∞ = E [S|F∞] je uzávěrem Ftn-martingalu Xtn. Zbývá tedy ukázat,
že je také uzávěrem (Ft, t ∈ T )-martingalu Xt. Je-li t ∈ T , pak existuje
n ∈ N takové, že tn ≥ t. Odtud plyne vztah

E [X∞|Ft] =
s.j.

E [E [X∞|Ftn] |Ft] =
s.j.

E [Xtn|Ft] =
s.j.
Xt �

Je-li (Xt, t ∈ T ) Ft-martingal a Xt ∈ L2 pro každé t ∈ T , pak řekneme, že
Xt je (L2,Ft)-martingal . Stručně budeme ř́ıkat, že proces (Xt, t ∈ T )
je L2-martingal , pokud existuje filtrace (Ft, t ∈ T ) taková, že Xt je
(L2,Ft)-martingal, což je právě tehdy, když X je

(
L2,FX

t

)
-martingal.

V takovém př́ıpadě jsou př́ır̊ustky proces Xt ortogonálńı v L2 (F∞), tj.
pro r < u < s < t z indexové množiny T plat́ı

cov (Xt −Xs, Xu −Xr) = E (Xt −Xs) (Xu −Xr) = 0.

O procesu s konečnými druhými momenty splňuj́ıćı předchoźı podmı́nku
ortogonality př́ır̊ustk̊u hovoř́ıme jako o ortogonálńım př́ır̊ustkovém
procesu .

Poznámka 2.1.1 Je-li indexová množina T lokálně konečná, stač́ı ově-
řovat rovnost (2.1) pro sousedńı body s, t ∈ T, s ≤ t. Speciálně, je-li
množina T ekvidistantńı s krokem δ, stač́ı ověřovat podmı́nku

E [Xs+δ|Fs] =
s.j.
Xs

pro s, s+δ ∈ T . V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme tuto podmı́nku mlčky
ověřovat pro δ = 1.

Př́ıklad 2.1.1 Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se středńı hodnotou µ ∈ R. Definujme Sn =

∑n
j=1Xj. Ukažte, že

Mn = Sn − nµ je martingal pro T = N0.
Řešenı́: Pro n ∈ N0 položme

Fn = σ (X1, X2, . . . Xn) = σ (S1, . . . Sn) = σ (M1, . . . ,Mn) .
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Pak Fn je kanonická filtrace procesu Mn. Zřejmě Mn ∈ L1 (Fn). Abychom
ukázali, že proces Mn je Fn-martingal stač́ı ukázat, že pro každé n ∈ N0

plat́ı rovnost E [Mn+1 −Mn|Fn] =
s.j.

0 přičemž plat́ı Mn+1−Mn = Xn+1−µ.
Dostáváme tedy

E [Mn+1 −Mn|Fn] =
s.j.

E [Xn+1 − µ|Fn] =
s.j.

EXn+1 − µ = 0,

nebot’ Xn+1 − µ je náhodná veličina nezávislá se σ-algebrou Fn. �

Př́ıklad 2.1.2 Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se středńı hodnotou EX1 = 0 a rozptylem varX1 = σ2, σ2 <∞.
Definujme Sn=

∑n
j=1Xj. Ukažte, že Mn = Sn

2 − nσ2 ∈ L1 (Fn) je mar-
tingal pro T = N0.
Řešenı́: Vezměme filtraci Fn = σ (X1, X2, . . . , Xn). Pokud ověř́ıme vlast-
nosti v̊uči této filtraci, pak źıskáme martingalovou vlastnost také v̊uči
kanonické filtraci. Poznamenejme, že F0 = {0,Ω}. Nyńı ověřme martin-
galovou vlastnost s pomoćı vztahu

Mn+1 −Mn = S2
n+1 − S2

n − σ2 = −σ2 + (Sn+1 − Sn) (Sn+1 + Sn) ,

kde Sn+1−Sn odpov́ıdá Xn+1, což je nezávislé se σ-algebrou Fn a Sn+1+Sn
odpov́ıdá 2Sn +Xn+1, kde Sn je měřitelné. Potom tedy dostáváme

E [Mn+1 −Mn|Fn]=s.j. − σ2 + E [Xn+1 (2Sn +Xn+1) |Fn]
=
s.j. − σ2 + E [Xn+12Sn|Fn] + E

[
X2
n+1|Fn

]
=
s.j. − σ2 + 2SnE [Xn+1|Fn] + E

[
X2
n+1|Fn

]
=
s.j. − σ2 + 2SnEXn+1 + EX2

n+1

= −σ2 + 2Sn · 0 + varXn+1 = 0.

Tı́mto jsme ověřili martingalovou vlastnost Mn a m̊užeme tvrdit, že Mn

je Fn-martingal. �

Př́ıklad 2.1.3 Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se středńı hodnotou EX1 = 1

β . Ukažte, že βnΠn := βn
∏n

j=1Xj je
martingal pro T = N0.
Řešenı́: Označme Fn = (X1, . . . , Xn). Protože Xj jsou nezávislé inte-
grovatelné veličiny, je jejich součin Πn podle věty 5.10 (ii) [5] také in-
tegrovatelná veličina. Dostáváme tak, že βnΠn ∈ L1 (Fn). Protože Πn ∈

27



L (Fn) a Xn+1 je nezávislé s Fn, dostáváme

E
[
βn+1Πn+1|Fn

]
=
s.j.
βn+1E [ΠnXn+1|Fn]

=
s.j.
βn+1ΠnE [Xn+1|Fn]

=
s.j.
βn+1ΠnEXn+1 = βn+1Πn

1
β = βnΠn.

Proces βnΠn je tedy Fn-martingal. �

Př́ıklad 2.1.4 Necht’ Xn, n ∈ N jsou reálné náhodné veličiny a pro každé
n ∈ N má náhodný vektor (X1, X2, . . . , Xn) spojité rozděleńı s hustotou
fn : Rn → R+, která je všude kladná. Dále je dán konzistentńı systém
hustot gn : Rn → R+, t.j.∫ +∞

−∞
gn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ) dξ = gn (x1, x2, . . . , xn)

pro skoro všechna (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn a g0 = 1 (aby to byly hustoty). Pro

n ∈ N označme Sn = gn(x1,x2,...,xn)
fn(x1,x2,...,xn). Ukažte, že (Sn, n ∈ N) je martingal.

Řešenı́: Zda je Sn martingal ověř́ıme př́ımým výpočtem podmı́něné stře-
dńı hodnoty. Pro připomenut́ı definic a základńıch vlastnosti podmı́něné
středńı hodnoty a podmı́něného rozděleńı m̊uže čtenář nahlédnout do [5].
Zda se jedná o martingal ověř́ıme následovně

E [Sn+1|X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn]

=

∫ +∞

−∞

gn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)
PXn+1|X1,...,Xn

(dξ|x1, x2, . . . , xn)

=

∫ +∞

−∞

gn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)
fXn+1|X1,...,Xn

(ξ|x1, x2, . . . , xn) dξ

=

∫ +∞

−∞

gn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ) fn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ) fn (x1, x2, . . . , xn, ξ)
dξ

=

∫ +∞

−∞

gn+1 (x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn (x1, x2, . . . , xn)
dξ =

gn (x1, x2, . . . , xn)

fn (x1, x2, . . . , xn)

pro skoro všechna (x1, x2, . . . , xn, ξ) ∈ Rn. Zpětným dosazeńım, dostaneme

E [Sn+1|X1, X2, . . . , Xn] = Sn s.j.

Ověřili jsme, že (Sn, n ∈ N) je (σ (X1, . . . , Xn) , n ∈ N)-martingal, potom
(Sn,n∈N) je martingal. Tedy věrohodnostńı poměr je nezáporný martin-
gal startuj́ıćı z jedničky. �
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Následuj́ıćı př́ıklad je zobecněńım př́ıkladu 2.1.4.

Př́ıklad 2.1.5 Necht’ Xn : (Ω,A) → (Sn,S) , n ∈ N je posloupnost
náhodných veličin. Bud’ P pravděpodobnostńı mı́ra na (Ω,A). Bud’ dále
νn, n ∈ N konzistentńı posloupnost pravděpodobnostńıch měr takových, že
νn << PX1,...,Xn

=: µn. Ukažte, že následuj́ıćı věrohodnostńı poměr Tn =
dνn
dµn

(X1, . . . , Xn) mezi H1 : (X1, . . . , Xn)
T ∼ νn a H0 : (X1, . . . , Xn)

T ∼ µn
je σ (X1, . . . , Xn)-martingal za platnosti nulové hypotézy H0.
Řešenı́: Podle předpokladu νn je marginálńı mı́ra pravděpodobnosti νn+1

odpov́ıdaj́ıćı prvńım n souřadnićım. Zřejmě Tn ∈ L (Fn), kde Fn =
σ (X1, . . . , Xn). Dále Tn ≥ 0 skoro jistě. Abychom ukázali, že Tn ∈
L1, spočteme jeho středńı hodnotu a ukážeme, že je konečná. Protože
předpokládáme, že plat́ı nulová hypotéza H0 : (X1, . . . , Xn)

T ∼ µn, dostá-
váme, že

ETn =

∫
TndP =

∫
dνn
dµn

(X1, . . . , Xn) dP

=

∫
dνn
dµn

dPX1,...,Xn
=

∫
dνn = 1 <∞.

Nyńı ověř́ıme, že E [Tn+1|Fn] =
s.j.
Tn. Bud’ B ∈ Sn, pak∫

[(X1,...,Xn)T∈B]
Tn dP =

∫
B

dνn
dµn

dPX1,...,Xn
= νn (B) = νn+1 (B × S)

=

∫
B×S

dνn+1

dµn+1
dPX1,...,Xn+1

=

∫
[(X1,...,Xn)T∈B]

Tn+1 dP .

�

Př́ıklad 2.1.6 PÓLYOVO URNOVÉ SCHÉMA:

V osud́ı je na počátku v čase n = 0 celkem b b́ılých a c černých kuliček.
V časovém obdob́ı (n, n+ 1) pro n ∈ N0 vždy náhodně z osud́ı vytáhneme
jednu kuličku, zaznamenáme jej́ı barvu, vrát́ıme ji zpět do osud́ı a sńı
celkem daľśıch ∆ ∈ N0 kuliček téže barvy. Označme Xn indikátorovou
náhodnou veličinu, která indikuje, že v n-tém tahu byla tažená b́ılá koule
a Tn bude označovat relativńı počet b́ılých kouĺı v osud́ı v čase n pro
n ∈ N0.
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1. Ukažte, že posloupnost Tn je martingal vzhledem ke kanonické filtraci
Fn = σ(T1, . . . , Tn) = σ(X1, . . . , Xn).

2. Ukažte, že existuje limita T = limn Tn pro n → ∞ skoro jistě
a zjistěte rozděleńı limitńı veličiny.

Řešenı́:

1. Zřejmě

Tn =
b+ ∆

∑n
k=1Xk

b+ c+ n∆
.

Odsud ihned vid́ıme, že σ(T1, . . . , Tn) ⊆ σ(X1, . . . , Xn). Opačnou
inkluzi lze také snadno odvodit z výše uvedené formule. Protože pro-
ces Tn nabývá hodnot v intervalu [0, 1], je integrovatelný. Dále

E[Tn+1|Fn]=s.j.
b+ ∆(

∑n
k=1Xk + E(Xn+1|Fn)

b+ c+ (n+ 1)∆
. (2.2)

Abychom mohli spoč́ıst pravou stranu (2.2), potřebujeme nejdř́ıve
vyjádřit

E(Xn+1|Fn)=s.j.P (Xn+1 = 1|Fn)=s.j.Tn.
Tuto rovnost lze od̊uvodnit intuitivńı představou, že v čase n je
(podmı́něná) pravděpodobnost, že v následuj́ıćım tahu bude tažena
b́ılá koule daná právě relativńım počtem b́ılých kuliček v urně. Celkem
tak dostáváme rovnost

E[Tn+1|Fn]=s.j.
b+ ∆(

∑n
k=1Xk + Tn

b+ c+ (n+ 1)∆
=
s.j.
b+ ∆(

∑n
k=1Xk +

b+∆
∑n
k=1Xk

b+c+n∆

b+ c+ (n+ 1)∆

=
s.j. (b+ ∆(

∑n
k=1Xk)(b+ c+ n∆) + b+ ∆

∑n
k=1Xk

(b+ c+ n∆)(b+ c+ (n+ 1)∆)
=
s.j.
Tn.

Ověřili jsme tak, že proces Tn je Fn-martingal.

2. Protože je proces Tn omezený, existuje podle věty 4.1 z [4] veličina
T ∈ L1(F∞) taková, že Tn → T skoro jistě a jistě také v L1.

(a) Z vyjádřeńı

Tn =
b+ ∆

∑n
k=1Xk

b+ c+ ∆n

ihned plyne, že Tn = 1
n

∑n
k=1Xk + o (1) pro n→∞.
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(b) Veličiny X1, . . . , Xn jsou zřejmě permutovatelné, nebot’ plat́ı

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =

∏m−1
k=0 (a+ k∆)

∏n−m−1
k=0 (b+ k∆)∏m−1

k=0 (a+ b+ k∆)
,

kde m =
∑n

k=1 xk, pokud x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. Pak zřejmě

EX1 · . . . ·Xk = P (X1 = 1, . . . , Xk = 1)

=
a

a+ b
· . . . · a+ ∆ (k − 1)

a+ b+ ∆ (k − 1)

=
Γ
(
k + a

∆

)
Γ
(
a+b
∆

)
Γ
(
a
∆

)
Γ
(
k + a+b

∆

)
(c) Z martingalové vlastnosti Tn plyne, že ETn = ET0 = b

b+c. Dále

ET 2
n = o (1) + E

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)2

=
1

n2

E
n∑

k 6=j=1

X2
k +

n∑
k=1

XkXj


= o (1) +

n (n− 1)

n2 EX1X2.

Plat́ı tedy, že ET 2
n → EX1X2 pro n → ∞. Podobně bychom

dostali pro k ∈ N, že ET kn → EX1 · . . . ·Xk pro n→∞.

(d) Protože Tn → T skoro jistě, plat́ı, že

ET k = lim
n→∞

ET kn =
Γ
(
k + a

∆

)
Γ
(
a+b
∆

)
Γ
(
a
∆

)
Γ
(
k + a+b

∆

) .
Protože náhodná veličina T je omezená, je jej́ı rozděleńı určeno
výše uvedenými momenty, které odpov́ıda beta rozděleńı B

(
a
∆ ,

b
∆

)
.
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2.2 Martingaly a markovské časy

V př́ıkladech předchoźı části jsme využ́ıvali toho, že každý martingal má
konstantńı středńı hodnotu. Neńı to však postačuj́ıćı podmı́nka, ale pouze
nutná.

V této části budeme martingal interpretovat jako výši výplaty mezi
dvěma hráči hraj́ıćı spolu tzv. spravedlivou hru. Filtraci (Ft, t ∈ T ) bude-
me interpretovat jako postupný př́ısun informace např. pro prvńıho hráče,
který má možnost hru kdykoli ukončit. Protože požadujeme, aby se náš
hráč rozhodoval na základě dostupné informace Ft v čase t, budeme
předpokládat, že doba ukončeńı hry τ bude Ft-markovský čas. V tom
př́ıpadě výše výplaty našeho hráče bude Xτ , která bude za určitých tech-
nických předpoklad̊u popsaných ke konci prvńı kapitoly Fτ -měřitelná
náhodná veličina.

Tvrzeńı 2.2.1 Bud’ (Xt, t∈ T ) integrovatelný Ft-adaptovaný proces. Pak
(Xt, t ∈ T ) je Ft-martingal právě tehdy, když

EXτ = EXu pro každý τ : Ω→ {s, u} ⊆ T (2.3)

dvouhodnotový Ft-markovský čas.

Dukaz: Necht’ plat́ı (2.3), ukážeme, že proces Xt je Ft-martingal. Necht’

s < u, F ∈ Fs, s, u ∈ T . Dále zaved’me τ = s na F a τ = u na Ω\F . Pak
pro

1. r < s plat́ı [τ ≤ r] = ∅ ∈ Fr,

2. r ≥ u plat́ı [τ ≤ r] = Ω ∈ Fr

3. s ≤ r < n plat́ı [τ ≤ r] = F ∈ Fs ⊆ Fr.

Čas τ je tedy Ft-markovský čas. Podle (2.3) plat́ı EXτ = EXu, což zna-
mená, že

E
[
Xs1F +Xu1Ω\F

]
= EXτ = EXu = E

[
Xu1F +Xu1Ω\F

]
.

Tedy E [Xs1F ] = E [Xu1F ] pro každé F ∈ F , a tak E [Xu|Fs] =
s.j.
Xs. Proces

X je tedy Ft-martingal.
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Opačná implikace plyne okamžitě z Optional Sampling Theorem pro mar-
tingaly pro markovské časy nabývaj́ıćı konečně mnoha hodnot viz tvrzeńı
2.2.2. �

Podobné tvrzeńı plat́ı pokud bychom mı́sto požadavku, že τ nabývá
maximálně dvě hodnoty z T , požadovali, aby τ nabývalo konečně mnoho
hodnot. Zřejmě, pokud podmı́nka (2.3) z tvrzeńı 2.2.1 plat́ı pro Ft-
markovské časy nabývaj́ıćı konečně mnoha hodnot z T , pak (2.3) plat́ı
i pro dvouhodnotové konečné Ft-markovské časy a tedy (Xt, t ∈ T ) je
Ft-martingal.

Opačná implikace je d̊usledkem obecněǰśı věty, kterou označujeme jako
Optional Sampling Theorem pro martingaly.

Tvrzeńı 2.2.2 (Optional Sampling Theorem pro martingaly a markovské
časy nabývaj́ıćı konečně mnoha hodnot, jednodimenzionálńı př́ıpad:)

Necht’ (Sn, n ∈ N0) je (Fn)n∈N0
-martingal a τ, ρ : Ω → N0 ∪ {+∞} jsou

markovské časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N0). Když existuje k ∈ N0

tak, že ρ ≤ τ ≤ k, pak

Sτ , Sρ ∈ L1 a E [Sτ |Fρ] = Sρ s.j.

Dukaz: Tvrzeńı je okamžitým d̊usledkem tvrzeńı 2.1 a 2.5 z [4].

Poznámka 2.2.1

1. V souvislosti s předchoźım tvrzeńım bychom rádi interpretovali mar-
tingal jako proces jehož př́ır̊ustky se daj́ı interpretovat jako spravedli-
vá hra (tj. očekávaný zisk měřený podmı́něnou středńı hodnotou při
vstupu do hry je nulový.) Podle Optional Sampling Theorem tutéž
vlastnost maj́ı za určitých okolnost́ı i př́ır̊ustky martingalu, pokud
okamžik vstupu do hry a okamžik ukončeńı hry jsou markovské časy.

2. Pokud očekávaný zisk budeme měřit čistě středńı hodnotou, pak
tvrzeńı 2.2.1 nám ř́ıká, že integrovatelný adaptovaný proces je mar-
tingal právě tehdy, když středńı zisk každé hry zač́ınaj́ıćı v pevně
zvoleném čase a konč́ıćı v dvouhodnotovém (či konečně hodnotovém)
markovském čase je nulový.
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Čas ρ můžeme interpretovat jako okamžik, kdy se náš hráč rozhodne
vstoupit do hry a čas τ ≤ k čas, kdy hru opust́ı.

Protipř́ıklad 2.2.0 Uvedené tvrzeńı neplat́ı bez předpokladu τ ≤ k.
Necht’Xk jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rovnoměrným
rozděleńımR{−1, 1} na dvou prvkové množině. Zavedeme Sn =

∑n
k=1Xk.

Bud’ τ prvńı okamžik vstupu Sn do jednoprvkové množiny obsahuj́ıćı 1.
Podle př́ıkladu (princip zrcadleńı) τ < ∞ skoro jistě, a tedy Sτ = 1 s.j.
Pak ESτ = 1 6= 0 = ES0.

Naopak pokud (Xn, n ∈ N) je stejnoměrně integrovatelný martingal, pak
výše uvedené tvrzeńı plat́ı i pro neomezené konečné časy.

Tvrzeńı 2.2.3 Necht’ (Xn, n ∈ N) je stejnoměrně integrovatelný Fn-mar-
tingal a τ, ρ : Ω→ N jsou markovské časy, pak

E [Xτ |Fρ] =
s.j.
Xρ pokud ρ ≤ τ .

Dukaz: Zřejmě Xρ∧n→s.j.Xρ a podobně pro τ předpoklad stejnoměrné in-
tegrovatelnosti dává konvergenci skoro jistě Xτ∧n →

L1Xτ . Podle lemmatu
1.2.1 (2) plat́ı

E [Xn|Fτ ] =
s.j.

E [E [Xn|Fn] Fτ ] =
s.j.

E [Xn|Fτ∧n] =
s.j.
Xτ∧n.

Podobně pro ρ plat́ı E [Xn|Fρ] =
s.j.
Xρ∧n. Pak

E [Xτ∧n|Fρ] =
s.j.

E [E [Xn|Fτ ] Fρ] =
s.j.

E [Xn|Fρ] =
s.j.
Xn∧ρ→s.j.Xρ,

nebot’ Fρ ⊆ Fτ , a protože E [Xτ∧n|Fρ]→
L1 E [Xτ |Fρ] dostáváme rovnost

Xρ=
s.j.

E [Xτ |Fρ].

�

Poznámka 2.2.2 Tvrzeńı 2.2.3 plat́ı i za mı́rněǰśıho předpokladu, že
proces (Xn∧τ , n ∈ N), je stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal.
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2.2.1 Princip zrcadleńı

Budeme pracovat se symetrickou náhodnou procházkou Sn (ω) =
∑n

j=1 ωj
na Ω = {−1, 1}n. Volme k > 0 a dále n ∈ N pevné. Pro jednoduchost
předpokládejme, že je n+ k liché, což implikuje Sn 6= k. Potom plat́ı, že
počet trajektoríı, které skonč́ı v bodě β > k v čase n se rovná počtu tra-
jektoríı, které v pr̊uběhu času dosáhnou úrovně k a skonč́ı v zrcadleném
bodě 2k − β v čase n,

Obrázek 2.1: Znázorněńı trajektorie rozhodnut́ı při principu zrcadleńı.

neboli pro β ≥ k > 0 plat́ı

#{ω ∈ Ω;Sn (ω) = β} = #{ω ∈ Ω, Sn (ω) = 2k − β; max
j≤n

Sj (ω) ≥ k},

což se dá také zapsat

#{ω ∈ Ω; max
j≤n

Sj (ω) ≥ k} = 2 ·#{ω ∈ Ω;Sn (ω) ≥ k}.

Aplikace principu zrcadleńı na symetrické náhodné procházce

Pro k = 1 a n sudé plat́ı

P (τ ≤ n) = P

(
max
j≤n

Sj ≥ 1

)
= 2P (Sn ≥ 1) = 2P

(
Sn√
n
≤ 1√

n

)
→ 1
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podle centrálńı limitńı věty (CLV) pro n →∞ v následuj́ıćım tvaru.

sup
X∈R
|FSn (X)− FN(0,1) (X) | → 0 pro n→∞.

Potom 1 = P (τ <∞).
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2.3 Waldovy rovnosti

Věta 2.3.1 (Waldovy rovnosti pro markovské časy)
Necht’ Xk, k ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené reálné náhodné veličiny
a položme Sn =

∑n
k=1Xk. Necht’ pro každé n ∈ N je σ (Xn) ⊆ Fn a σ-

algebry Fn a σ (Xn+1) jsou nezávislé a τ, ρ : Ω→ N∪{∞} jsou markovské
časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N) , ρ ≤ τ .

1. Když X1, τ ∈ L1 a EX1 = 0, pak E [Sτ Fρ] =
s.j.
Sρ.

2. Necht’ X1 ∈ L2, τ ∈ L1,EX1 = 0 a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N}.
Označme Vn = S2

n − nVar (X1), pak E [Vτ Fρ] =
s.j.
Vρ.

3. Když X1 ∈ L2, τ ∈ L1, EX1 = 0 a

lim sup
n→∞

1[τ>n] · |Sn| ∈ L∞, (2.4)

potom E [Vτ Fρ] =
s.j.
Vρ.

4. Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když P (τ <∞) = 1
a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N}. Označme En = eαSn/E

(
eαSn

)
, potom

E [Eτ Fρ] =
s.j.Eρ.

5. Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1 a X1, τ ∈ L1. Když

lim sup
n→∞

1[τ>n] · |Sn − nE [X1] | ∈ L∞, (2.5)

potom E [Eτ Fρ] =
s.j.Eρ.

Věta 2.3.2 (Waldovy rovnosti)
Necht’ Xk, k ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené reálné náhodné veličiny
a položme Sn =

∑n
k=1Xk. Dále necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adapto-

vaný proces, přičemž pro každé n ∈ N jsou σ-algebry Fn a σ (Xi, i > n)
nezávislé a τ : Ω → N ∪ {∞} je markovský čas vzhledem k filtraci
(Fn, n ∈ N).

1. Necht’ X1, τ ∈ L1 a necht’ E [X1] = 0.

(a) Pak E [Sτ ] = 0.
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(b) Pokud nav́ıc X1 ∈ L2 a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N}, potom
Var (Sτ) = ES2

τ = E [τ ] · Var (X1).

(c) Necht’ plat́ı (2.4), pak Var (Sτ) = ES2
τ = E [τ ] · Var (X1).

2. Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když P (τ <∞) = 1
a τ je nazávislý s {Xk, k ∈ N}, potom E [Eτ ] = 1.

3. Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když X1, τ ∈ L1 a plat́ı
(2.5), potom E [Eτ ] = 1.

Poznámka 2.3.1 Věty 2.3.1 a 2.3.2 okamžitě plynou z vět 2.18 a 2.19
v [4]. Větu 2.18 z [4] lze naopak snadno odvodit z věty 2.3.1. Podobně lze
snadno odvodit z věty 2.3.2 zněńı věty 2.19 z [4] až na části využ́ıvaj́ıćı
předpokladu τ ∈ L2 a na bod (i) E [Sτ ] = E [τ ] ·E [X1], pokud X1, τ ∈ L1.

Př́ıklad 2.3.1 Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé veličiny s rovnoměrným
rozděleńım na dvoubodové množině {−1, 1}. Označme odpov́ıdaj́ıćı ná-
hodnou procházku Sn =

∑n
k=1Xk, kanonickou filtraci Fn = σ (X1, . . . , Xn)

a čas
τa,b = inf{n ∈ N0 : Sn ∈ {a, b}}.

Rozhodněte, zda ν = τ−3,5 − 1 je markovský čas vzhledem ke kanonické
filtraci Fn.
Řešenı́: Zřejmě τ = τ−3,5 je Fn-markovský čas. Protože proces Sn je do
času τ omezený, plat́ı

0 = ESτ−3,5
= −3P (Sτ = −3) + 5P (Sτ = 5) .

Odtud plyne, že P (Sν = 4) = P (Sτ = 5) = 3
8 a podobně P (Sν = −2) =

P (Sτ = −3) = 5
8.

Ukážeme, že ν neńı Fn-markovský čas. Mohli bychom zvolit postup ob-
dobný jako v př́ıkladu 1.2.2 v bodě 3. Takový postup necháme čtenáři jako
cvičeńı. Mı́sto toho ukážeme, že plat́ı nerovnost ESν 6= ES0 = 0, a to

ESν = 4P (Sν = 4)− 2P (Sν = −2)

= 4P (Sτ = 5)− 2P (Sτ = −3)

= 4
3

8
− 2

5

8
=

6− 5

4
=

1

4
6= 0.
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Dostaneme t́ımto spor s E [Sν|F0] = S0 = 0, nebot’ Sν∧n je omezený,
a tedy stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal.
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2.4 Lokálńı martingaly

Necht’ (Xt, t ∈ T ) je Ft-adaptovaný proces a T ⊆ R. Pokud existuje nek-
lesaj́ıćı posloupnost markovských čas̊u τn ↗ ∞ s.j. pro n → ∞ taková,
že

∀ n ∈ N, s ∈ T proces (Xt∧τn −Xs∧τn, s ≤ t) je Ft-martingal,

pak ř́ıkáme, že proces Xt je lokálńı Ft-martingal a posloupnost τn
označujeme jako lokalizačńı posloupnost procesu Xt.

Poznámka 2.4.1 Ft-adaptovaný proces (Xt, t ∈ T ) je lokálńı Ft-mar-
tingal s lokalizačńı posloupnost́ı τn (neklesaj́ıćı posloupnost Ft-markov-
ských čas̊u s τn ↗ ∞ s.j. pro n → ∞) právě tehdy, když pro každé
n ∈ N, s, r ∈ T a markovský čas ν : Ω → {s, r} ⊆ T je veličina
Xν∧τn − Xr∧τn centrovaná, tj. jej́ı středńı hodnota existuje a je rovna
0.

Budeme-li se snažit interpretovat posloupnost markovských čas̊u τn, může-
me ř́ıci, že se jedná o posloupnost varováńı, či o varovné události.

Poznámka 2.4.2 Každý martingal je také lokálńım martingalem. Pro
ověřeńı platnosti stáč́ı volit lokalizačńı posloupnost τn =∞.

Pokud T = N a X1 ∈ L1, pak každý integrovatelný lokálńı (Ft)t∈T -
martingal je Ft-martingal. Což je d̊uvod, proč se již v́ıce nebudeme
zabývat lokálńımi martingaly.

Pokud T = [0,∞), pak existuje dokonce stejnoměrně integrovatelný spo-
jitý lokálńı Ft-martingal, který neńı martingal.

Zafixujme d ≥ 2, d ∈ N, w0 ∈ Rd a W d-dimenzionálńı Ft-Wiener̊uv
proces. Ř́ıkáme, že proces R = (Rt, t ≥ 0), kde Rt = ||w0 +Wt||, nazveme
Ft-Bessel̊uv proces s dimenźı d startuj́ıćı z r0 = ||w0||, kde ||w0||
znač́ı euklidovskou normu vektoru w0 ∈ Rd.
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Tvrzeńı 2.4.1 (Nedosažitelnost počátku pomoćı Brownova po-
hybu v d-dimenzionálńım prostoru pro d ≥ 2:) Necht’ d ≥ 2, d ∈ N
a r ≥ 0. Potom Bessel̊uv proces R s dimenźı d startuj́ıćı z r má následuj́ıćı
vlastnost

P [Rt > 0;∀ 0 < t <∞] = 1. (2.6)

Důkaz: str. 161 tvrzeńı 3.22 viz [3]

Dále necht’ R je Bessel̊uv proces s dimenźı d ≥ 3 startuj́ıćı v r ≥ 0. Pak
také plat́ı, že

P [limt→∞Rt =∞] = 1.

Což znamená spolu s (2.6), že P (inft≥0Rt > 0) = 1 pokud r > 0. Po-
dle cvičeńı 3.36 str. 168 [3] lze ukázat, že takto definovaný proces je
stejnoměrně integrovatelný lokálńı martingal, který neńı martingal.
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2.5 Martingalové diference

Necht’ T ⊆ R je ekvidistantńı množina I ⊆ N0 s krokem d = 11. Je-
li (Xti, t ∈ T ) (Fti)t∈T -adaptovaný proces a Xt ∈ L1 pro každé t ∈ T ,
pak ř́ıkáme, že (Xt, t ∈ T ) jsou (Ft, t ∈ T )-martingalové diference ,
jestliže

E [Xt|Ft−1] = 0 s.j. pro každé t ∈ T takové, že t− 1 ∈ T .

Dále budeme ř́ıkat, že (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference ,
jestliže (Xt, t ∈ T ) jsou (St, t ∈ T )-martingalové diference pro přirozenou
filtraci St = σ (Xs, s ≤ t, s ∈ T ).

Martingalové diference jsou až na počátečńı hodnotu zobecněné posloup-
nosti nezávislých veličin s nulovou středńı hodnotou. Pro přehled uvedeme
některé limitńı věty pro martingalové diference, které zobecňuj́ı př́ıslušné
limitńı věty pro nezávislé veličiny.

Věta 2.5.1 Necht’ (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference a Xn ∈ L2 pro
každé n ∈ N. Když

∑∞
k=1 Var (Xk) <∞, pak je řada

∑∞
k=1Xk sč́ıtatelná

s.j. i v L2.

Důkaz: str. 41 věta 4.13 viz [4]

Věta 2.5.2 (SZVČ pro martingalové diference)
Necht’ (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference a Xn ∈ L2 pro každé n ∈
N. Když 0 < bn ↗∞ a

∑∞
k=1

Var(Xk)
b2k

<∞, potom

1

bn

n∑
k=1

Xk −→n→∞s.j. 0 a
1

bn

n∑
k=1

Xk −→n→∞L2 0.

Důkaz: str. 41 věta 4.14 viz [4]

Věta 2.5.3 (CLV Brown)
Necht’ pro každé n ∈ N je dáno kn ∈ N, dále reálné náhodné veličiny
X1,n, X2,n, . . . , Xkn,n ∈ L1 a σ-algebry F0,n ⊆ F1,n ⊆ F2,n ⊆ . . . ⊆ Fkn,n ⊆
An. Necht’ dále

1tj. pokud a, b ∈ T jsou takové, že a < b a b− a ∈ Z, pak také a+ 1, b− 1 ∈ T .
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1. (Xk,n, k = 1, 2, . . . kn) jsou (Fk,n, k = 1, 2, . . . , kn)-martingalové difer-
ence pro každé n ∈ N.

2. Je pro každé ε > 0 splněna podmı́nka

PLn (ε) =

kn∑
k=1

E
[
X2
k,nI[|Xk,n|≥ε] Fk−1,n

]
−→
n→∞
P 0.

3. Necht’ Vn =
∑kn

k=1 Var (Xk,n|Fk−1,n) =
∑kn

k=1 E
[
X2
k,n|Fk−1,n

]
, potom

plat́ı Vn −→n→∞P 1.

Potom
∑kn

k=1Xk,n −→n→∞D X a L (X) = N (0, 1).

Důkaz: str. 45 věta 5.7 viz [4]

Martingalové diference budeme interpretovat jako př́ır̊ustky martingal̊u,
což můžeme také chápat jako elementárńı spravedlivou hru mezi dvěma
hráči. Tato hra je založena na tom, že v jednom okamžiku začneme
a v druhém ihned skonč́ıme.
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2.6 Prediktabilńı filtrace, spojitost filtraćı

Nejprve si pro filtraci (Ft, t ∈ T ) definujme

Ft↑ := σ

 ⋃
s<t,s∈T

Fs

 když t > inf T,

:= Ft když t = inf T.

Nyńı rozepǐsme definici filtrace Ft↑ pro konkrétńı indexové množiny.
Je-li T = [0,∞), pak

Ft↑ =

{
Ft− ; t ∈ (0,∞) . . . informace před časem t

F0 ; t = 0 . . . nejmenš́ı možná informace

Pro diskrétńı indexovou množinu T = N0 je

Fn↑ =

{
Fn−1 ; n ∈ N . . . informace do času n− 1
F0 ; n = 0 . . . nejmenš́ı možná informace

Nyńı se vrat’me ke zmı́něnému sázeńı. Jak již bylo zmı́něno, sáźıme pouze
na př́ır̊ustek martingalu Xt a velikosti Xt = ∆Mt = Mt −Mt−1 v čase
t − 1. Velikost sázky označme Kt ∈ L (Ft−1) = L (Ft↑)t∈N. Pak zisk je
Kt · Xt = Kt (Mt −Mt−1). Potom Kt · Xt je opět posloupnost martin-
galových diferenćı za předpokladu, že KtXt ∈ L1 viz věta 7.13 [5]. Za
výše uvedeného předpokladu plat́ı, že

Sn =
∑n

t=1KtXt =
∑n

t=1Kt (Mt −Mt−1) je Ft-martingal.

Můžeme ř́ıci, že Sn udává vývoj spravedlivé hry, kdy v čase t− 1 sáźıme
Kt na elementárńı hru.
Necht’ je Ft↑ prediktabilńı filtrace , potom Kt ∈ A (Ft↑) je proces adap-
tovaný a prediktabilńı filtraci, což budeme stručně označovat, že Kt je
predikovatelný proces.
Pokud máme predikovatelný proces, můžeme si představit, že hodnotu
v čase t dokážeme stanovit na základě informace źıskané v čase t− 1.
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2.7 Wiener̊uv a Poisson̊uv proces

Nejprve si definujme Wiener̊uv proces , nebot’ jej budeme potřebovat
v následuj́ıćım př́ıkladu. Stochastický proces W = (Wt, t ≥ 0) se nazývá
Wiener̊uv, jestliže

1. W0 = 0 s.j. a má spojité trajektorie

2. proces má nezávislé př́ır̊ustky; plat́ı ∀ 0 ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 . . .
Wt2k −Wt2k−1

jsou stochasticky nezávislé pro k = 1, 2, . . .

3. L (Wt −Ws) = N (0, |t− s|) , t, s ≥ 0

Ekvivalentně: Wiener̊uv proces je centrovaný gaussovský spojitý proces
s kovariancemi EWtWs = t ∧ s t, s ≥ 0.

Př́ıklad 2.7.1 Necht’ T = [0,∞), Wt je Wiener̊uv proces a FW
t je kanon-

ická filtrace Wienerova procesu, potom Wt je FW
t -prediktabilńı proces.

Wt = lim
n→∞

W

(
t− 1

n

)
∈ L (Ft−) = L (Ft↑) , t > 0

W0 = 0 ∈ L (F0) = L{∅,Ω}.

Př́ıklad 2.7.2 Poissonovým procesem s intenzitou λ > 0 rozumı́me pro-
ces

Nt =
∞∑
k=1

1[νk≤t], kde νk =
k∑
i=1

Xi

a kde Xn, n ∈ N jsou nezávislé kladné náhodné veličiny s hustotou f(x) =
λ e−λx · 1(x>0).

1. Pro n ∈ N ukažte, že fν1,...,νn(y1, . . . , yn) = λne−λyn · 1(0<y1<...<yn).

Řešenı́: Plyne př́ımo z věty o transformaci, nebot’ Jakobián |J |=1.

2. Pro k ∈ N ukažte, že fνk,νk+1
(y, z) = λk+1 yk−1

(k−1)! e
−λz · 1(0<y<z).

Řešenı́: Bez újmy na obecnosti je n = k + 1, integrujeme výsledek
z 1. v daných meźıch přes zbylé proměnné, t́ım źıskám marginálńı
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hustotu a plat́ı tedy vztah

fνk,νk+1
(y, z) =

∫
λk+1e−λz1[0<y1<...<yk−1<y<z]dy1 . . . dyk−1

= λk+1e−λz
yk−1

(k − 1)!
· 1[0<y<z].

3. Pro k ∈ N0 ukažte, že P (Nt = k) = P (νk ≤ t < νk+1) = (λt)n

n! e−λt,
tj. Nt ∼ Po(λt).

Řešenı́: K výslednému vztahu dojdeme prostou integraćı.

P (Nt = k) = P (νk ≤ t < νk+1) =

∫
fνk, νk+1 (y, z) 1[y≤t<z]dydz

=

∫
λk+1e−λz

yk−1

(k − 1)!
· 1[0<y≤t<z]dydz

=
λk

(k − 1)!

∫ t

0
yk−1dy

∫ ∞
t

λe−λzdz

=
(λt)k

k!
e−λz = P (Po (λt) = k) ; k ≥ 1

Pro k = 0 se jedná o dopočet do 1 nebo př́ımo z P (Nt = 0) =
P (ν1 > t) = e−λt.

4. Pro n > k ukažte, že

fν1,...,νn|Nt=k(y1, . . . , yn) = k!λn−kt−ke−λ(yn−t)·1(0<y1<...<yk≤t<yk+1<...<yn).

Řešenı́: P̊uvodńı sdruženou hustotu z 1. podmiňujeme [Nt = k]

fν1,...,νn|Nt=k(y1, . . . , yn) =
fν1,...,νn(y1, . . . , yn)1(yk≤t<yk+1)

P (Nt = k)

=
λne−λyn1[0<y1<...<yk≤t<yk+1<...<yn]

(λt)k

k! e
−λz

= λn−kt−kk!e−λ(yn−t)1[0<y1<...<yk≤t]1[t<yk+1<...<yn]

Výsledná hustota je tvořena součinem dvou hustot. Jedná se tedy o 2
nezávislé vektory. Přitom využ́ıváme

[Nt = k] = [νk ≤ t < νk+1] ∈ σ (X1, . . . , Xn) = σ (ν1, . . . , νn).
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5. Pro n > k ukažte, že fν1,...,νk|Nt=k(y1, . . . , yk) = k! t−k1(0<y1<...<yk≤t).

Řešenı́: Jedná se o rovnoměrné rozděleńı na simplexu. Výsledek je
okamžitě vypozorovatelný z (4).

6. Pro n > k ukažte, že

fνk+1,...,νn|Nt=k(yk+1, . . . , yn) = λn−ke−λ(yn−t) · 1(t<yk+1<...<yn).

Řešenı́: Jedná se o hustotu druhého vektoru a uvedený výsledek je
tedy opět vidět z výsledku 4.

7. Ukažte, že (ν1, . . . , νk)
T a (νn)

∞
n=k+1 jsou nezávislé při mı́ře P|Nt=k.

Řešenı́: Při řešeńı tohoto úkolu se explicitně využ́ıvá věta 4.4 z [5]
o nezávislosti σ-algeber.

(a) Nezávislost (ν1, . . . , νk) ⊥⊥ (νk+1, . . . , νn) při mı́ře P |Nt=k plyne
z tvaru hustoty v bodě 4. a plat́ı pro všechna n > k.

(b) Zbytek plyne př́ımo z věty 4.4 z [5].

8. Ukažte, že Pνk+j−t,j∈N|Nt=k = P(νn,n∈N).

Řešenı́: Necht’ yn = ỹn + t a νn = ν̃n − t+ t, potom

fνk+1−t,...,νn−t|Nt=k (ỹk+1, . . . , ỹn) = λn−k exp−λỹn 1[0<ỹk+1<...<ỹn]

= fν1,...,νn−k (ỹk+1, . . . , ỹn) ,

tj. Pνk+1−t,...,νn−t|Nt=k = Pνn,...,νn−k a z tohoto plyne bod 8. okamžitě.

9. Ukažte, že N
[t]
s = Nt+s − Nt, s ≥ 0 je Poisson̊uv proces při mı́ře

P|Nt=k, kdykoli k ∈ N0.

Řešenı́: N
[t]
s je Poisson̊uv proces při mı́ře P|Nt=k. Potom na množině

[Nt = k] plat́ı

N [t]
s = Nt+s −Nt

=
∞∑
j=1

1[νj≤t+s] −
∞∑
j=1

1[νj≤t] =
∞∑
j=1

1[t<νj≤t+s]

=
∞∑
j=1

1[0<νj−t≤s] =
∞∑

j=k+1

1[νj−t≤s].
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Zbytek řešeńı plyne př́ımo z bodu 8.

10. Ukažte, že proces N [t] je nezávislý s (ν1, . . . , νk)
T při mı́ře P|Nt=k.

Řešenı́: Posloupnost (ν1, . . . , νk)
T je nezávislá s procesem∑∞

k=j+1 1[νk−t≤s] při mı́ře P|Nt=k,

což plyne z bodu 9. Potom nezávislost N [t] plyne ze 7.

11. Ukažte, že Poisson̊uv proces (Nt, t ≥ 0) má nezávislé př́ır̊ustky.

Řešenı́:

(a) Ukážeme, že Nt⊥⊥N [t]. To plyne ihned z bodu 9., nebot’ podmı́něné
rozděleńı

L
(
N [t]|Nt = k

)
= P|Nt=k

(
N [t]
)−1

= PN

nezáviśı na hodnotě k ∈ N0.

(b) Postupně z 1. dostáváme, že Nt1⊥⊥N [t1], dále

Nt2 −Nt1 = N
[t1]
t2−t1⊥⊥

(
N [t1]

)[t2−t1]
= N [t2] atd.

Dále už si jen stač́ı uvědomit, že

σ
(
N [t1]

)
⊇ Nt2 −Nt1, . . . , Ntk −Ntk−1

σ
(
N [t2]

)
⊇ Nt3 −Nt2, . . . , Ntk −Ntk−1

atd.

12. Ukažte, že P(Ns,s≤t)|Nt nezáviśı na λ > 0, tj. Nt je postačuj́ıćı statis-
tika pro systém (Ns, s ≤ t).

Řešenı́: Plyne okamžitě z bodu 5.

Ekvivalentně lze Poisson̊uv proces definovat pomoćı následuj́ıćıch ax-
iomů. Poisson̊uv proces je náhodný proces s celoč́ıselnými nezápornými
hodnotami ve spojitém čase {Nt, t ≥ 0}, kde

1. N0 = 0;

2. Nt2 −Nt1, . . . , Ntn −Ntn−1
jsou nezávislé pro libovolnou posloupnost

0 ≤ t1 < . . . < tn;
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3. Nt−Ns má Poissonovo rozděleńı s intenzitou λ (t− s) pro libovolné
0 ≤ s < t.

Přičemž Nt udává v čase t ≥ 0 počet výskyt̊u náhodné události v časovém
horizontu [0, t]. Proces se už́ıvá pro modelováńı výskyt̊u tzv. ř́ıdkých jev̊u
(např. otřesy burzy). Speciálně, počet Nt výskyt̊u dané události do času
t má Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou λ · t. Potom délky inter-
val̊u mezi jednotlivými událostmi jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotu 1

λ .

Lemma 2.7.1 Necht’ X, Y jsou náhodné veličiny na (Ω,A) s hodnotami
v postupně měřitelných prostorech (S,S), (H,H) a necht’ Y = f (X),
kde f : (S,S) → (H,H). Bud’te P,Q pravděpodobnosti na (Ω,A) a dále
předpokládejme, že pro každé F ∈ S plat́ı P (X ∈ F |Y ) =

s.j.
Q (X ∈ F |Y )

vzhledem k P . Necht’ QY << PY , pak

1. QX << PX

2. dQX
dPX

(X) =
s.j. dQY

dPY
(Y ) při [P ].

Poznámka 2.7.1 Druhý bod lemmatu ř́ıká, že věrohodnostńı poměr Q
v̊uči P při pozorováńı X se rovná věrohodnostńımu poměru Q vzhledem
k P při pozorováńı Y .

Důkaz: Vı́me, že existuje Radon-Nikodymova derivace f (y) = dQY
dPY

(y)

a ukážeme, že g = dQY
dPY
◦f je Radon-Nikodymova derivace mı́ry QX podle

PX . T́ım dostaneme 1. i 2. Bud’ F ∈ S, pak∫
F

gdPX =

∫
F

dQY

dPY
(f) dPX = EP

[
dQY

dPY
(f (X)) 1[X∈F ]

]
= EP

[
1[X∈F ]

dQY

dPY
(Y )

]
= EP

[
P (X ∈ F |Y )

dQY

dPY
(Y )

]
=

∫
P (X ∈ F |Y = y)

dQY

dPY
(y) dPY

=

∫
P (X ∈ F |Y = y) dQY (y) =

∫
P (X ∈ F |Y ) dQ

=

∫
Q (X ∈ F |Y ) dQ = Q (X ∈ F ) = QX (P ) ,
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nebot’ P (X ∈ F |Y ) =
s.j.
Q (X ∈ F |Y ).

Př́ıklad 2.7.3 Wiener̊uv proces s driftem
Spočtěte věrohodnostńı poměr H1 : ν = ν1 oproti H0 : ν = ν0 v modelu
Bt = Wt + νt na základě pozorováńı procesu Bs do času t.

Poznámka 2.7.2 Necht’ W je Wiener̊uv proces a t > 0. Pak proces
W 0 =

(
Ws − s

tWt, s ≤ t
)

je nezávislý s veličinou Wt.

Důkaz: Proces
(
W 0

s ,Wt, s ≤ t
)

je zřejmě gaussovský a pro s ≤ t plat́ı

cov
(
W 0

s ,Wt

)
= cov (Ws,Wt)−

s

t
cov (Wt,Wt) = s ∧ t− s

t
t = 0.

Konečně rozměrné podvektory procesu W 0 jsou tedy nezávislé s veličinou
Wt. Zbytek plyne př́ımo z věty 4.4 v [5]. �

Poznámka 2.7.3 Ukážeme, že Bt je postačuj́ıćı statistika B|t, kde Bt =
Wt + νt. Označme

B0
s = Bs −

s

t
Bt, s ≤ t.

Protože B0
s = Ws + sν − s

t (Wt + tν) = Ws − s
tWt = W 0

s , dostáváme, že

L (B|t Bt) = L
(
B0 +Bt|Bt

)
= L

(
W 0 +Bt|Bt

)
= L

(
W 0 + b|Bt

)
|b=Bt

a vid́ıme, že toto podmı́něné rozděleńı nezáviśı na hodnotě ν. Tedy Bt je
postačuj́ıćı statistika pro systém (Bs, s ≤ t) = B|t.

Řešenı́: Věrohodnostńı poměr H1 : ν = ν1 oproti H0 : ν = ν0 na základě
informace B|t m̊užeme podle lemmatu 2.7.1 spoč́ıtat tak, že spočteme
věrohodnostńı poměr H1 : ν = ν1 oproti H0 : ν = ν0 na základě informace
Bt. Protože Bt ∼ N (ν1t, t) při H1 a Bt ∼ N (ν0t, t) při H0 je odpov́ıdaj́ıćı
věrohodnostńı poměr tvaru Lt = l (Bt), kde

l (x) =

1√
t
ϕ
(
x−ν1t√

t

)
1√
t
ϕ
(
x−ν0t√

t

) = exp

{
−1

2

(
x− ν1t√

t

)2

+
1

2

(
x− ν0t√

t

)2
}

= exp{− 1

2t

[
2x (ν1 − ν0) t+

(
ν2

0 − ν2
1
)
t2
]
},
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potom věrohodnostńı poměr

Lt = l (Bt) = exp{− 1

2t

[
2Bt (ν1 − ν0) t+

(
ν2

0 − ν2
1
)
t2
]
}.

�

Poznámka 2.7.4 Dále se budeme zaj́ımat o to, zda i v tomto př́ıpadě
je věrohodnostńı poměr Lt Ft-martingalem při platnosti H0. Za platnosti
H0 plat́ı

Lt = exp{−ν1 − ν0

2
[2 (Wt + ν0t)− (ν0 + ν1) t]}

= exp{−ν1 − ν0

2
[2Wt + (ν1 − ν0) t]}

= exp{λWt −
1

2
λ2t}; λ = ν0 − ν1.

Tento proces je Ft-martingalem viz př́ıklad 1.7 bod 3. z [4].
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2.8 Kompenzátory

Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft)t∈T -adaptovaný proces. Řekneme, že náhodný
proces (Kt, t ∈ T ) je kompenzátor procesu (St, t ∈ T ) vzhledem k fil-
traci (Ft, t∈T ), jestliže (St−Kt,t∈T ) je (Ft, t∈T )-martingal a (Kt, t∈T )
je (Ft↑, t ∈ T )-adaptovaný proces.

Nyńı uvedeme tvrzeńı k jednoznačnosti kompenzátor̊u.

Tvrzeńı 2.8.1 Necht’ (St, t ∈ N) je integrovatelný (Ft, t ∈ N)-adaptovaný
proces je (Kt, t ∈ N) je (Ft↑, t ∈ N)-adaptovaný proces. Pak (Kt, t∈N) je
kompenzátor procesu (St, t∈N) vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ N) tehdy a jen
tehdy, když existuje X ∈ L1 (F1) taková, že

Kt = X +
t−1∑
j=1

(E [Sj+1|Fj]− Sj) s.j.

Důkaz: Viz tvrzeńı 1.17 v [4].

Př́ıklad 2.8.1 Necht’ Xn je Fn-adaptovaný integrovatelný proces s kom-
penzátorem Kn a necht’ Hn je omezený proces adaptovaný na filtraci Fn↑.
Spočtěte kompenzátor procesu Sn =

∑n
t=1Ht (Xt −Xt−1), kde X0 := 0.

Řešenı́: Proces Sn je zřejmě integrovatelný a Fn-adaptovaný. Podle tvr-
zeńı 2.8.1 spoč́ıtáme př́ır̊ustek kompenzátoru Kn vzorcem

∆Kn = Kn −Kn−1 =
s.j.

E [Sn − Sn−1|Fn−1]

=
s.j.

E [Hn (Xn −Xn−1) |Fn−1]

=
s.j.
HnE [Xn −Xn−1|Fn−1]

=
s.j.
Hn (Kn −Kn−1) .

M̊užeme tedy ř́ıct, že kompenzátor procesu Sn =
∑n

k=1Hk (Xk −Xk−1) je

Kn = K1 +
∑n

k=2Hk (Kk −Kk−1),

kde K1 ∈ L1 (F1).

Uved’me ještě některé př́ıklady kompenzátor̊u.
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Př́ıklad 2.8.2 Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny. Definujme Sn =

∑n
j=1Xj. Určete kompenzátor Kn procesu Sn

vzhledem k filtraci Fn = σ(X1, . . . , Xn) pro indexovou množinu T = N0.
Řešenı́: Pro n ∈ T dostaneme př́ır̊ustek kompenzátoru Kn jako projekci
př́ır̊ustku procesu Sn+1 − Sn na σ-algebru Fn

Kn+1 −Kn =
s.j.

E [Sn+1 − Sn|Fn] =
s.j.

E [Xn+1|Fn] =
s.j.

EXn+1 = µ.

Kompenzátor Kn nyńı dostaneme nasč́ıtáńım odpov́ıdaj́ıćıch př́ır̊ustk̊u

Kn = K0 +
n−1∑
j=0

Kj+1 −Kj = K0 + nµ,

kde K0 ∈ L1 (F0) ⊆ L (F0), nebot’ F0 = {∅,Ω}. Potože F0 je triviálńı σ-
algebra, podmı́nka K0 ∈ L (F0) ř́ıká, že náhodná veličina je konstantńı,
což při ztotožněńı konstantńıch funkćı s odpov́ıdaj́ıćı reálnou hodnotou
lze psát ve tvaru K0 ∈ R. Pokud by T = N, pak by byl kompenzátor Kn

obecně tvaru

Kn = K1 +
∑n−1

j=1 Kj+1 −Kj = K1 + (n− 1)µ, kde K1 ∈ L1 (F1).

�

Př́ıklad 2.8.3 Spočtěte kompenzátor procesu Nn = S2
n z předchoźıho

př́ıkladu za předpokladu EXn = µ = 0 vzhledem ke kanonické filtraci
Fn = σ (X1, . . . , Xn) na indexové množině T = N0.
Řešenı́: Protože Xn+1 je nezávislé na filtraci Fn, plat́ı

Kn+1 −Kn =
s.j.

E
[
S2
n+1 − S2

n|Fn
]

=
s.j.

E [Xn+1 (2Sn +Xn+1) |Fn]
=
s.j.

2SnE [Xn+1|Fn] + E
[
X2
n+1|Fn

]
=
s.j.

2SnEXn+1 + EX2
n+1

=
s.j.

2Sn0 + σ2 = σ2.

Pro µ = 0 je tedy kompenzátor tvaru Kn = K0 +nσ2 a pro µ ∈ R obecné
je kompenzátor tvaru

Kn = K0 + nσ2 + 2µ ·
n−1∑
j=0

Sj,
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kde K0 ∈ R. �

Př́ıklad 2.8.4 Spočtěte kompenzátor procesu Nn = S2
n z předchoźıho

př́ıkladu za předpokladu EXn = µ = 0 tentokrát vzhledem k filtraci
Gn = σ

(
S2

1 , . . . , S
2
n

)
⊆ Fn na indexové množině T = N0.

Řešenı́: Protože Xn+1 je nezávislé na filtraci Gn, plat́ı

Kn+1 −Kn =
s.j.

E
[
S2
n+1 − S2

n|Gn
]

=
s.j.

E [Xn+1 (2Sn +Xn+1) |Gn]
=
s.j.

E
[
E
(
S2
n+1 − S2

n|Fn
)
|Gn
]

=
s.j.

E
[
2SnEXn+1 + EX2

n+1|Gn
]

=
s.j.

E
[
2Snµ+ σ2|Gn

]
=
s.j.
σ2 + 2µE [Sn|Gn] .

Pro µ = 0 je kompenzátor tvaru Kn = K0 + nσ2. Pro µ ∈ R obecné je
kompenzátor tvaru

Kn=K0+
n−1∑
j=0

σ2 + 2µ·E [Sj|Gn]=K0+nσ
2+

[
n−1∑
j=0

E (Sj |S1|, . . . , |Sn|)

]
2µ,

kde K0 ∈ R. �
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2.9 Submartingaly a supermartingaly

Bud’ T ⊆ R a (Ft)t∈T filtrace na (Ω,A, P ). Řekneme, že proces (St, t ∈ T )
je Ft-submartingal, pokud pro každé t ∈ T plat́ı St ∈ L1 (Ω,Ft, P |Ft)
a pro s, t ∈ t, s ≤ t plat́ı

E [St|Fs] ≥ Ss s.j..

Tvrzeńı 2.9.1 Bud’ (Mt)t∈T Ft-martingal nabývaj́ıćı hodnot v intervalu
(a, b) ⊆ R a f : (a, b) → R konvexńı taková, že St = f (Mt) je inte-
grovatelný proces, pak (St)t∈T je Ft-submartingal.

Důkaz: Submartingalová vlastnost plyne z Jensenovy nerovnosti

E [St|Fs] = E [f (Mt) |Fs] ≥ f (E [St|Fs]) = f (Ms) = Ss s.j.

�

Věta 2.9.1 (Jensenova pro podmı́něnou středńı hodnotu)
Necht’ X = (X1, . . . , Xk)

T ∈ L1 (Ω,A, P )k. Je reálný náhodný vektor
s hodnotami v neprázdné konvexńı množině D ⊆ Rk a F ⊆ A bud’

σ-algebra.

1. Pak E [X|F ] ∈ D skoro jistě.

2. Je-li f : D → R konvexńı taková, že f (X) ∈ L1 (Ω,A, P ), pak plat́ı

E [f (X) |F ] ≥ f (E [X|F ]) s.j. (2.7)

Důkaz: Protože X je borelovsky měřitelná náhodná veličina s hod-
notami v úplném separabilńım metrickém prostoru Rk, existuje podle
věty 9.3 z [5] podmı́něné rozděleńı náhodné veličiny X za podmı́nky
Y : (Ω,A)→ (Ω,F), kde Y (ω) = ω je kanonická náhodná veličina na Ω.
Protože podmı́něná středńı hodnota je podle věty 9.2 z [5] středńı hod-
notou vzhledem k podmı́něnému rozděleńı dostáváme

1 = P (X ∈ D) = EP (X ∈ D|Y ) = PX|Y (D) a tedy PX|Y (D) = 1 s.j.
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Speciálně f je PX|Y - skoro všude definovaná skoro jistě a plat́ı dle věty
9.2 z [5], že

E [f (X) F ] = E [f (X) Y ] =

∫
f (x)dPX|Y ≥ f

(∫
xdPX|Y (x)

)
= f (E [X Y ]) = f (E [X F ]) s.j. �

Poznámka 2.9.1 Je-li (St)t∈T Ft-submartingal s hodnotami v inter-
valu (a, b) ⊆ R a f : (a, b) → R konvexńı neklesaj́ıćı taková, že f (St)
je integrovatelný proces, pak opět z výše uvedené Jensenovy nerovnosti
dostaneme, že f (St) je Ft-submartingal, nebot’ pro s, t ∈ T, s ≤ t plat́ı

E [f (St) Fs] ≥ f (E [St Fs]) ≥ f (Ss) s.j.

Je-li proces (−St)t∈T Ft-submartingal, pak řekneme, že proces (St)t∈T Ft-
supermartingal . Zřejmě, pokud St je Ft-supermartingal, Ft-submar-
tingal, pak (St)t∈T je Ft-martingal.

Tvrzeńı 2.9.2 Je-li (Xt, t ∈ T ) Ft-submartingal s konstantńı středńı hod-
notou EXt. Pak Xt je Ft-martingal.

Důkaz: Z předpokladu, že Xt je Ft-submartingal plyne, že pro s, t ∈
T, s < t plat́ı

Y = E [Xt|Fs]−Xs ≥ 0 s.j. [P ]

a podle předpokladu konstantńı středńı hodnoty EXt = EXs plat́ı EY =
0. Tedy Y = 0 skoro jistě, a tedy E [Xt|Fs] =

s.j.
Xs s.j. �

Necht’ T je metrický prostor, T ⊆ T a t0 ∈ T\T hromadný bod T . Je-
li (Xt, t ∈ T ) reálný náhodný proces na (Ω,A, P ) a X ∈ L (Ω,A, P ),
ṕı̌seme Xt  X pro T 3 t → t0, pokud pro každou posloupnost tn ∈ T
konverguj́ıćı k t0 plat́ı Xtn → X skoro jistě.

Poznámka 2.9.2 Z vlastnost́ı konvergence v pravděpodobnosti a jej́ımu
vztahu ke konvergenci skoro jistě, plyne, že Xt  X pro T 3 t→ t0 im-
plikuje konvergenci Xt  X pro T 3 t → t0 v pravděpodobnosti. Dále
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pokud T = N a t0 = ∞, pak Xn  X pro n → ∞ právě tehdy, když
Xn → X skoro jistě pro n→∞.

Lemma 2.9.1 Necht’ T ⊆ R (Xt, t ∈ T ) je reálný náhodný proces na
(Ω,A, P ) a pro každé T 3 tn → t0 ∈ R\T existuje limita skoro jistě
posloupnosti Xtn. Bud’ T 3 tn→ t0∈R pevné, označme X∞=F (Xtn, n∈N),
kde

F : (xn, n ∈ N) ∈ RN 7→ lim
n→∞

xn1[limn→∞ xn existuje v R]

Pak Xt  X∞ pro T 3 t→ t0. Je-li nav́ıc proces Xt adaptovaný vzhledem
k filtraci (Ft)t∈T a t0 = supT či t0 = inf T , pak X∞ ∈ L (Ω,F∞) resp.
X∞ ∈ L (Ω,F−∞).

Dukaz: Je-li tn pevně zvoleno jako ve zněńı lemmatu a veličina X∞ =
F (Xtn, n ∈ N). Pak zřejmě Xtn → X∞ skoro jistě. Dále je-li Xt Ft-
adaptovaný proces a t0 = supT /∈ T , pak X∞ je F∞-měřitelná náhodná
veličina a podobně, pokud t0 = inf T /∈ T , je X∞ F−∞-měřitelná náhodná
veličina. Je-li T 3 sn → t0, n → ∞ jiná posloupnost, pak existuje
posloupnost T 3 rn → t0 a posloupnosti nk ↗ ∞,mk ↗ ∞ takové,
že rnk = tk a rmk

= sk. Podle předpokladu existuje X ∈ L taková, že
Xrn → X skoro jistě pro n→∞. Pak

X∞ = lim
k→∞

Xtk = lim
k→∞

Xrnk
= X = lim

k→∞
Xrmk

= lim
k→∞

Xsk s.j..

Plat́ı tedy Xsk → X∞ s.j. a tedy Xt  Xt0 pro T 3 t→ t0. �

Věta 2.9.2 Necht’ T ⊆ R a (St)t∈T Ft-submartingal.

1. Necht’ t∞ = supT /∈ T a necht’ S+
t , t ∈ T jsou stejnoměrně inte-

grovatelné veličiny, pak existuje S∞ ∈ L1 (Ω,F∞, P |F∞) takové, že
St  S∞ pro T 3 t→ t∞.

2. Necht’ t−∞ = inf T /∈ T , pak existuje S−∞ ∈ L1 (Ω,F−∞, P |F−∞)
taková, že St  S−∞ pro T 3 t→ t−∞.

Dukaz:

57



1. Podle věty 4.1 z [4] kdykoli T 3 tn → t∞ existuje S ∈ L1 taková,
že Stn → S s.j. Podle lemmatu S∞ := F∞ (Stn, n ∈ N) ∈ L (Ω,F∞)
a plat́ı St  S∞, nav́ıc také S∞ = limn→∞ Stn = S ∈ L1 skoro jistě.
Tedy S∞ ∈ L1 (Ω,F∞, P |F∞).

2. Podle věty 4.1 z [4] kdykoli T 3 tn → t−∞ existuje S ∈ L1 taková,
že Stn → S s.j. Opět podle lemmatu S−∞ := F∞ (Stn, n ∈ N) ∈
L (Ω,F−∞) a plat́ı St  S−∞, nav́ıc S−∞ = limn→∞ Stn = S ∈ L1

skoro jistě. Tedy S−∞ ∈ L1 (Ω,F−∞, P |F−∞).

�

Věta 2.9.3 Bud’ T ⊆ R, (St)t∈T stejnoměrně integrovatelný Ft-submar-
tingal.

1. Necht’ t∞ = supT /∈ T , pak existuje veličina S∞ ∈ L1 (Ω,F∞, P |F∞)
taková, že

E [S∞|Ft] ≥ St  S∞ pro T 3 t→ t∞ i v L1.

2. Necht’ t−∞=inf T /∈T, pak existuje veličina S−∞∈L1(Ω,F−∞,P |F−∞)
taková, že

S−∞ ≤ E [St|F−∞] S−∞ pro T 3 t→ t−∞ i v L1.

Dukaz:

1. Podle věty 2.9.2 existuje S∞ ∈ L1 (Ω,F∞, P |F∞) taková, že St  
S∞ pro takové T 3 t→ t∞. Protože proces (St, t ∈ T ) je stejnoměrně
integrovatelný a St → S∞ v pravděpodobnosti, dostáváme také kon-
vergenci v L1. Je-li T ∈ tn ↗ t∞ pevná posloupnost, existuje dle
věty 4.5 z [4] S ∈ L1 taková, že Stn → S skoro jistě a nav́ıc plat́ı
E [S|Ftn] ≥ Stn skoro jistě. Plat́ı tedy S = S∞ skoro jistě, nebot’

St  S∞ pro T 3 t→ t∞. Je-li t ∈ T , pak existuje n ∈ N takové, že
t ≤ tn a plat́ı

E [S∞ Ft] = E [S Ft] = E [E [S Ftn] Ft] ≥ E [Stn|Ft] ≥ St s.j.
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2. Podle věty 2.9.2 existuje S−∞ ∈ L1 (Ω,F−∞, P |F−∞) taková, že
St  S−∞ pro T 3 t → t−∞. Protože je proces (St, t ∈ T ) opět
stejnoměrně integrovatelný a St → S∞ v pravděpodobnosti, máme
St → S∞ v L1. Je-li T ∈ tn ↘ t−∞ pevná posloupnost, existuje dle
věty 4.6 z [4] S ∈ L1 taková, že Stn → S skoro jistě a S ≤ E [Stn|F−∞]
skoro jistě. Pak zřejmě S∞=

s.j.
S ∈ L1. Je-li t ∈ T , pak existuje n ∈ N

takové, že t ≥ tn, a tak

E [St F−∞] = E [E [St Ftn] F−∞] ≥ E [Stn|F−∞] ≥ S ≥ S∞ s.j.

�

Lemma 2.9.2 (Stejnoměrná integrovatelnost)
Submartingal X je na Z−0 stejnoměrně integrovatelný právě tehdy, když
středńı hodnota EX je omezená.

Dukaz: Necht’ EX je omezená. Zaved’me si posloupnost

αn = E [∆Xn|Fn−1] ≥ 0, n ≤ 0, kde ∆X := Xn −Xn+1

a poznamenejme, že

E
∑
n≤0

αn = lim
n→∞

EX0 − EX−n = EX0 − inf
n≤0

EXn<∞.

Tud́ıž
∑

n αn<∞ s.j., potom pro n ∈ Z−0 můžeme definovat

An =
∑
k≤n

αk, Mn = Xn − An.

Zde EA0 <∞, An+1 ∈ L∗ (Fn). Ukážeme, že proces Mn je Fn-martingal.

E [Mn+1|Fn]=s.j.E [Xn+1|Fn]− E [An+1|Fn]
=
s.j.

E [∆Xn+1|Fn] +Xn − An − αn+1=
s.j.
Mn.

Proces Mn je tedy martingal s uzávěrem M0 a je tedy stejnoměrně inte-
grovatelný. Proces A je majorizován veličinou |A0| ∈ L1, a je tedy ste-
jnoměrně integrovatelný. Pak proces Xn = Mn +An je také stejnoměrně
integrovatelný.
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Opačná implikace plyne z vlastnosti stejnoměrné integrovatelnosti. �

Pro úplnost uvedeme Doobovu větu z [3] o regularizaci submartingalu.

Věta 6.27 str. 11 v [3] (regularizace submartingalu, Doob)

Věta 2.9.4 Necht’ Xt je Ft-submartingal na T = [0,∞) na pravděpo-
dobnostńım prostoru (Ω,A, P ) a restrikćı Y = (Xt, t ∈ T ∩Q).

1. Pak existuje P -nulová množina A taková, že následuj́ıćı proces

Z (t, ω) = lim
Q3r↘t

Y (r, ω) · 1[ω/∈A]

je dobře definovaný zprava spojitý Gt+-submartingal s trajektoriemi,
které maj́ı limity zleva, kde Gt = σ (Ft ∪N ) a kde N = {B ∈
A; P (B) = 0} je systém P -nulových množin, který obohacuje filtraci
Ft.

2. Je-li filtrace Ft zprava spojitá, pak proces Xt má zprava spojitou
modifikaci s trajektoriemi, které maj́ı limity zleva právě tehdy, když
je funkce t ∈ T 7→ EXt zprava spojitá. Tato podmı́nka je splněna
např́ıklad, pokud proces Xt je martingal.

Důkaz: Důkaz je uveden ve větě 6.27 v [3].
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Kapitola 3

Martingalové mı́ry a reprezentačńı
vlastnost

3.1 Martingalové mı́ry

Je-li proces (Mt, t ∈ T ) Ft-martingalem na pravděpodobnostńım pros-
toru (Ω,F∞, P ), pak pravděpodobnostńı mı́ru P na F∞ nazveme Ft-
martingalovou mı́rou procesu Mt.

Poznámka 3.1.1 Množina martingalových měr je konvexńı.

Důkaz: Necht’ P,Q jsou Ft-martingalové mı́ry procesu Mt, pak pro každé
s ≤ t, F ∈ Fs plat́ı∫

F (Mt −Ms) dP = 0 =
∫
F (Mt −Ms) dQ

a tedy
∫
F (Mt −Ms) dR = 0 plat́ı pro R = λP + (1− λ)Q kdykoli λ ∈

(0, 1). Protože Mt je Ft-adaptovaný proces, je to Ft-martingal i při mı́̌re
R, nebot’ ∫

|Mt|dR = λ

∫
|Mt|dP + (1− λ)

∫
|Mt|dQ <∞.

Lemma 3.1.1 Necht’ 0 ≤ X ∈ L1 (Ω,A, P ). Pak

1. X1[E[X|F ]=0] = 0 s.j.

2. Označme Y = X
E[X|F ] při konvenci ,,cokoli

0 = 0”. Pak Y ∈ L1 (Ω,A, P )

a E [Y |F ] ≤ 1 s.j.
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3. Je-li Z ∈ L1 (Ω,F , P |F), pak ZY ∈ L1 (Ω,A, P ) a plat́ı

E [ZY |F ] = Z · E [Y |F ] .

Důkaz:

1. Označme 0 ≤ U = X1[E[X|F ]=0] ∈ L1. Pak

E [U |F ] = 1[E[X|F ]=0]E [X|F ] = 0 s.j.,

a tedy EU = 0. Protože U ≥ 0, máme U = 0 skoro jistě.

2. Podle bodu (1) je veličina Y dobře definována při konvenci ,,0
0 = 0”

až na množinu mı́ry 0. Konvence ,,cokoli
0 = 0” znamená, že veličiny

Y dodefinováváme nulou na množině mı́ry 0. Protože E [X|F ] ≥
0 skoro jistě, plat́ı skoro jistě také, že Y ≥ 0. Označme Fn =[
|E [X|F ] | ≥ 1

n

]
∈ F . Protože 1FnE [X|F ]−1 ∈ L∞ (F), plat́ı

E [1FnY ] = E
[
1FnE [X|F ]−1X

]
= E

[
1FnE [X|F ]−1 E [X|F ]

]
= P (Fn) ≤ 1.

Z Léviho věty o monotónńı konvergenci dostaneme, že E [1FnY ] →
E [1FY ] = EY , kde F = [E [X|F ] 6= 0] ∈ F , nebot’ 1FY = Y s.j. Pak
máme EY ≤ 1, a tedy Y ∈ L1. Z věty 7.13 v [5] plyne, že

E [Y |F ] = E [X|F ]−1 · E [X|F ] = 1[E[X|F ]6=0] ≤ 1 s.j.

3. Z věty 7.13 viz [5] plyne, že stač́ı ukázat ZY ∈ L1. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokladat, že Z ≥ 0, jinak bychom pracovali
s |Z| mı́sto se Z. Pro n ∈ N označ́ıme Gn = [Z ≤ n]. Protože 1GnZ ∈
L∞ (F), plat́ı

E [1GnZY ] = E [1GnZE [Y |F ]] ≤ E [1GnZ]→ E [Z]

podle Léviho věty. Dostáváme tak E [ZY ] ≤ E [Z] < ∞, a tedy
ZY ∈ L1. �

Lemma 3.1.2 Necht’ P,Q jsou pravděpodobnosti na (Ω,A) a F ⊆ A je
σ-algebra taková, že P |F << Q|F a Q << P . Bud’ X ∈ L (A), pak
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1. X ∈ L1 (Q) právě tehdy, když X dQ
dP ∈ L1 (P )

2. Necht’ X ∈ L1 (Q), pak

EQ [X|F ] =
E[X dQ

dP |F]
EQ[dQ

dP |F]
skoro jistě vzhledem k P,Q.

Důkaz:

1. EQ|X| =
∫
|X|dQ =

∫
|X|dQdP dP = E|X dQ

dP |

2. Bez újmy na obecnosti X ≥ 0 skoro jistě, jinak X rozlož́ıme na X =
X+−X−. Podle 1. plat́ı X dQ

dP ∈ L1 (P ). Podobně bychom dostali, že

E[dQ
dP |F ] = dQ|F

dP |F . Protože však P |F << Q|F je tato náhodná veličina

kladná skoro jistě vzhledem k [P ]. Označme pravou stranu v rovnosti
v bodě 2. jako náhodnou veličinu 0 ≤ Y ∈ L (F), která je skoro jistě
dobře definovaná a skoro jistě nezáporná. Pak pro F ∈ F z definice
podmı́něné středńı hodnoty dostaneme, že∫

F

Y dQ =

∫
F

E

[
X

dQ

dP
F
]

dP |F
dQ|F

dQ|F

=

∫
F

E

[
X

dQ

dP
F
]

dP |F =

∫
F

X
dQ

dP
dP

=

∫
F

XdQ.

Dostaneme tak, že Y ∈ L1 (Ω,F , Q|F) a EQ [X|F ] = Y Q-skoro
jistě, ale protože jsou obě veličiny F -měřitelné a Q|F ∼ P |F dostá-
váme také rovnost P -skoro jistě. �

3.2 Reprezentačńı vlastnost

Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor a F ⊆ A σ-algebra. Řekneme,
že veličina ∆M ∈ L (A) má reprezentačńı vlastnost σ-algebry A
vzhledem k F , pokud

∀X ∈ L∞ (A) ∃H,C ∈ L (F) X = C +H ·∆M s.j. [P ] . (3.1)
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Poznámka 3.2.1 Pokud ∆M ∈ L1 a E [∆M |F ] =
s.j.

0, pak ∆M má
reprezentačńı vlastnostA vzhledem k F právě tehdy, když

∀X ∈ L∞ (A) ∃H ∈ L (F) X =
s.j.

E [X|F ] +H ·∆M (3.2)

Důkaz: Jedna implikace je zřejmá. Dokážeme opačnou. Předpokládejme,
že ∆M má reprezentačńı vlastnost A vzhledem k F . Označme Y = X −
E [X|F ] ∈ L∞ (A). Pak E [Y |F ] =

s.j.
0. Plat́ı-li (3.1), pak Y =

s.j.
C+H ·∆M ,

kde H,C ∈ L (F). Je-li F ∈ F , pak

Fn = F ∩ [|H| ≤ n] ∈ F a Hn = H1[|H|≤n] ∈ L∞ (F).

Pak

0 =

∫
Fn

Y dP =

∫
Fn

(C +H∆M) dP =

∫
Fn

CdP +

∫
F

Hn ·∆M dP .

(3.3)
Protože E [Hn∆M |F ] = HnE [∆M |F ] = 0 s.j. a F ∈ F , je posledńı
člen (3.3) roven nule. Tedy pro každé F ∈ F plat́ı

∫
F C1[|H|≤n]dP =∫

Fn
CdP = 0, což znamená, že C1[|H|≤n] = 0 skoro jistě pro každé n ∈ N

a tedy C = 0 s.j., nebot’ C ∈ L (F). Pak plat́ı Y=
s.j.
H · ∆M , a tedy

X=
s.j.

E [X|F ] +H ·∆M . �

Poznámka 3.2.2 Pokud ∆M ∈ L1 a E [∆M |F ] =
s.j.

0, pak ∆M má
reprezentačńı vlastnost na A vzhledem k F právě tehdy, když

∀ X ∈ L1 (A) ∃ H ∈ L (F) X =
s.j.

E [X|F ] +H ·∆M. (3.4)

Důkaz: Opět je jedna implikace zřejmá, nebot’ L∞ (A) ⊆ L1 (A). Pokud
plat́ı (3.4), pak pro n ∈ N plat́ı Xn = X1[|X|≤n] ∈ L∞ (A), a tedy

Xn = E [Xn|F ] +Hn ·∆M

pro nějaké Hn ∈ L (F). Zřejmě tedy

Hn1[∆M 6=0] =
s.j. Xn−E[Xn|F ]

∆M · 1[∆M 6=0] →
s.j. X−E[X|F ]

∆M · 1[∆M 6=0] =: H̃.

Bud’ u : x ∈ R̄ 7→ x1[x∈R] ∈ R, pak

H := u

(
lim sup
n→∞

Hn

)
∈ L (F) & H =

s.j.
H̃
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a potom X =
s.j.

E [X|F ] +H ·∆M . �

Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor a F ⊆ A σ-algebra. Řekneme,
že mı́ra P vyvažuje veličinu N ∈ L (A) na A vzhledem k F , pokud
N ∈ L1 (P ) a E [N |F ] = 0.

Poznámka 3.2.3 P je vyvažuj́ıćı mı́ra N na A vzhledem k F právě
tehdy, když P je martingalová mı́ra procesu (0, N) vzhledem k filtraci
(F ,A).

Tvrzeńı 3.2.1 Necht’ existuj́ı alespoň dvě r̊uzné vyvažuj́ıćı mı́ry Q,R
náhodné veličiny N ∈ L (A), které se shoduj́ı na σ-algebře F (tj. Q|F =
R|F) a jsou ekvivalentńı s mı́rou P , pak N nemá reprezentačńı vlastnost
A vzhledem k F při P .

Důkaz: Bud’ λ ∈ (0, 1) a S = λQ + (1− λ)R. Pak S ∼ P je vyvažuj́ıćı
mı́ra N , nebot’ množina vyvažuj́ıćıch měr je konvexńı dle poznámky 3.1.1.
Plat́ı tedy N ∈ L1 (S) a ES [N |F ] = 0. Označme X = dQ

dS , pak X ∈
L∞ (A), nebot’ X ∈

[
0, 1

λ

]
skoro jistě [S], což plyne z nerovnosti S ≥ λQ.

Označme dále Y = X − E [X|F ] ∈ L∞ (A). Protože Q|F = S|F , plat́ı

E [X|F ] = E
[

dQ
dS |F

]
= dQ|F

dS|F = 1 s.j. (3.5)

Sporem předpokládejme, že N má reprezentačńı vlastnost naA vzhledem
k F . Existuje tedy H ∈ L (F) takové, že Y =

s.j.
HN , nebot’ ES [Y |F ] =

s.j.
0.

Protože Y=
s.j.
HN ∈ L∞ (A) plat́ı Nn := N1Fn ∈ L∞ (A), kde Fn =[

|H| > 1
n

]
∈ F . Protože Q,S jsou vyvažuj́ıćı mı́ry N na A vzhledem

k F , plat́ı dle 3.5, že∫
F

Y NndS =

∫
F∩Fn

Y NdS =

∫
F∩Fn

N (dQ− dS) = 0,

kdykoli F ∈ F . Tedy

0 = ES [Y Nn|F ] =
s.j.

ES
[
HN 2

n|F
]

=
s.j.
H · ES

[
N 2
n|F
]
.

Odtud dostáváme, že

0 = n|H|ES
[
N 2
n|F
]
≥ ES

[
N 2
n|F
]
≥ ES [|Nn| F ]2 → ES [|N | F ]2 1[H 6=0]
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skoro jistě. Tedy

0 =
s.j. |H|1[H 6=0]ES [|N | F ] =

s.j.
ES [|HN | F ] ,

a tak E|HN | = 0, tj. Y = HN = 0 skoro jistě. To znamená, že X = 1
skoro jistě [S], a tak Q = S, což dává, že R = Q. �

Tvrzeńı 3.2.2 Necht’ N ∈ L∞ (A) a necht’ existuje právě jedna vyvažuj́ıćı
mı́ra Q veličiny N na A vzhledem k F ekvivalentńı s P taková, že Q|F =
P |F , pak N má reprezentačńı vlastnost na A vzhledem k F .

Důkaz: Bud’ X ∈ L∞ (A) a označme Y = X − EQ [X|F ] ∈ L∞ (F).
Označme

H =
E [Y N |F ]

E [N 2|F ]
∈ L (F) ,

přičemž použ́ıváme konvenci ,,cokoli/0 = 0”. Poznamenejme, že podle
lemmatu 3.1.1 bodu 1 plat́ı E [Y N |F ] 1[E[N2|F ]=0] =

s.j.
0, což znamená, že

děĺıme nenulovou hodnotu nulou pouze na množině mı́ry nula. Označme
Z = Y −HN . Necht’ K ∈ (0,∞) je takové, že |Y |, |N | ≤ K skoro jistě.
Pak

|Z| ≤ |Y |+ |HN | ≤ K (1 + |H|) < K (2 + |H|) skoro jistě.

Označme D = [K (2 + |H|)]−1 ∈ L∞ (F), pak |DZ| < 1 skoro jistě. Dále
definujme mı́ru

R : A ∈ A 7→
∫
A (1 +DZ) dQ.

Ukážeme, že jde o pravděpodobnost. Označme Gn =
[
|D| > 1

n

]
a Dn =

D1Gn. Pak |Z1Gn| ≤ |ZD|n ∈ L∞ pro n ∈ N a podobně

|HN1Gn| ≤ |Y |+ |Z|1Gn ∈ L∞.

Pro n ∈ N tak plat́ı

EQ [Y |F ] =
s.j.

0 & EQ [HN1Gn|F ] =
s.j.
H1GnEQ [N |F ] =

s.j.
0.

Pak také

EQ [Z1Gn|F ] =
s.j.

1GnEQ [Y |F ]− EQ [HN1Gn|F ] =
s.j.

0,
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a tedy EQ [DnZ|F ] = DEQ [Z1Gn|F ] = 0 skoro jistě. Odtud limitńım
přechodem pro n→∞ dostaneme, že

0 =
s.j.

EQ [DnZ|F ]→s.j.EQ [DZ|F ]

a tedy EQ [DZ|F ] =
s.j.

0. Pak

R (Ω) = Q (Ω) + EQ (DZ) = 1,

a tedy R je pravděpodobnostńı mı́ra. Nav́ıc Q = R na F , nebot’ pro
F ∈ F plat́ı

R (F )−Q (F ) = EQ [EQ [DZ1F |F ]] = EQ [1FEQ [DZ|F ]] = 0.

Ukážeme, že R vyvažuje N vzhledem k F . Podle předpokladu N ∈
L∞ (P ) = L∞ (Q) = L∞ (R). Dále z definice H dostaneme, že

EQ [NDnZ|F ]=
s.j.

EQ [NDnY |F ]− EQ
[
N 2DnH|F

]
=
s.j.
Dn

(
EQ [NY |F ]−HEQ

[
N 2|F

])
=
s.j.

0.

Limitńım přechodem pro n→∞ dostaneme, že

0 =
s.j.

EQ [NDnZ|F ]→s.j.EQ [NDZ|F ]. (3.6)

Protože Q = R na F , plat́ı EQ
[

dR
dQ|F

]
=
s.j. dR|F

dQ|F =
s.j.

1. Protože N vyvažuje

Q na F , tj. EQ (N |F) =
s.j.

0, dostáváme podle lemmatu 3.1.2 a 3.6, že

ER [N |F ] = EQ [N (1 +DZ) |F ] = EQ [NDZ|F ] = 0 s.j. [Q] , [R].

Protože R ∼ Q ∼ P , R|F = Q|F = P |F a protože R vyvažuje N na
F , dostaneme podle předpokladu tvrzeńı, že R = Q, což znamená, že
DZ = 0 s.j., ale protože D > 0 dostáváme, že Z = 0 s.j., což znamená
Y=

s.j.
HN , tj. X = E [X|F ] + HN s.j. Veličina N má tedy reprezentačńı

vlastnost na A vzhledem k F . �

Poznámka 3.2.4

1. Necht’ náhodná veličina N : Ω → {a, b}, kde a < 0 < b je nezávislá
se σ-algebrou F na (Ω,A, P ). Budeme se zaj́ımat o to, jak vypadá
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mı́ra Q ∼ P na A = σ (F ∪ σ (N)) taková, že Q = P na F , která
vyvažuje náhodnou veličinu N vzhledem k F . Nutnou podmı́nkou
je, aby

0 =
s.j.

EQ (N |F) =
s.j.
a (N = a|F) + bQ (N = b|F) .

Odtud dostáváme požadavek

Q (N = a|F) =
s.j. b

b− a
, Q (N = b|F) =

s.j. a

a− b
(3.7)

Vid́ıme tedy, že mı́ra Q na A = σ (F ∪ σ (N)) je určena podmı́nkou
(3.7) spolu s požadavkem Q|F = P |F určena jednoznačně. Vid́ıme,
že v tomto př́ıpadě existuje právě jedna mı́ra Q ∼ P s Q|F = P |F
vyvažuj́ıćı náhodnou veličinu N , a podle tvrzeńı 3.2.4 má veličina
N vzhledem k F reprezentačńı vlastnost i při mı́̌re P ovšem za
předpokladu, že P (N = a) ∈ (0, 1). Potřebujeme totiž splnit poža-
davek P ∼ Q.

2. Pokud náhodná veličina N : Ω → {a, b, c} nezávislá se σ-algebrou
F na (Ω,A, P ) nabývá alespoň tř́ı r̊uzných hodnot s kladnou prav-
děpodobnost́ı, pak bud’

(a) neexistuje Q ∼ P mı́ra vyvažuj́ıćı náhodnou veličinu N vzh-
ledem k F na A = σ (F ∪ σ (N)). To nastává v př́ıpadě, že
min{a, b, c} ≤ 0 nebo pokud max{a, b, c} ≥ 0.

(b) existuj́ı alespoň dvě r̊uzné mı́ry Q ∼ P ∼ R s Q|F = P |F =
R|F , které vyvažuj́ı náhodnou veličinu N vzhledem k F .

Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor s filtraćı Fn ⊆ A, n ∈ N0.
Řekneme, že Fn-adaptovaný proces Xn, N ∈ N má (prediktabilńı) rep-
rezentačńı vlastnost vzhledem k filtraci Fn, pokud

∀ Y ∈ L∞ (F∞) ∃C ∈ L (F0) ∃Hn ∈ A (Fn↑) (3.8)

Y = C +
∞∑
n=1

Hn (Xn −Xn−1) s.j. [P ] (3.9)
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a zároveň proces

Ym = C +
m∑
n=1

Hn (Xn −Xn−1) (3.10)

je omezený, tj. supm∈N0
|Ym| ∈ L∞.

Poznámka 3.2.5 Necht’ F ⊆ A je σ-algebra a (Ω,A, P ) je pravděpodob-
nostńı prostor. Pak veličina N = ∆M ∈ L (A) má reprezentačńı vlast-
nost σ-algebry A vzhledem k F právě tehdy, když Xn, n ∈ N0 má
reprezentačńı vlastnost vzhledem k Fn, pokud F0 = F ,F1 = Fn = A pro
n ∈ N,X0 = 0, Xn = N, n ∈ N, nebot’ zřejmě C+

∑∞
n=1Hn (Xn −Xn−1) =

C +H1N .

Poznámka 3.2.6 Pokud proces Xn je Fn-martingal, pak X má Fn-
reprezentačńı vlastnost právě tehdy, když

∀ Y ∈ L∞ (F∞) ∃C ∈ L (F0) ∃Hn ∈ A (Fn↑) (3.11)

Ym := E [Y |Fm] =
s.j.
Y0 +

m∑
n=1

Hn (Xn −Xn−1) s.j. [P ] , m ∈ N0. (3.12)

Důkaz: Pokud plat́ı (3.11-3.12), plat́ı i (3.8-3.9). Pokud C ∈ R je takové,
že |Y | ≤ C skoro jistě, pak totiž z definice Ym plyne, že také |Ym| ≤ C
skoro jistě. Proces Ym je tedy omezený hodnotou C až na množinu mı́ry
0.
Necht’ plat́ı (3.8-3.9). Je-li Z ∈ L∞ (F∞), pak existuj́ı C,Hn takové jako
v (3.8) takové, že

Zm := C +
∑m

n=1Hn (Xn −Xn−1)→ Z pro m→∞

a sup{|Zm|,m ∈ N0} ∈ L∞. Zřejmě tedy Zm − Zm−1 ∈ L∞ ⊆ L1 a

E [Zm − Zm−1|Fm−1] = E [Hm (Xm −Xm−1) |Fm−1]

= HmE [Xm −Xm−1|Fm−1] = 0 s.j., (3.13)

nebot’ předpokládáme, že proces Xn je martingal. Z podmı́nky (3.13)
plyne, že proces Zm je omezený Fm-martingal. Pak Z je uzávěrem Zm,
a tedy E [Z|Fm] =

s.j.
Zm. �
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Tvrzeńı 3.2.3 Necht’ Xn, n ∈ N0 má Fn- reprezentačńı vlastnost vzhle-
dem k P a necht’ existuje martingalová mı́ra Q ∼ P . Pak pro n ∈ N má
veličina Nn = Xn −Xn−1 reprezentačńı vlastnost Fn vzhledem k Fn−1.

Důkaz: Bez újmy na obecnosti je P = Q. Necht’ Y ∈ L∞ (Fn), podle
předpokladu existuje C ∈ L (F0) a Fn↑ adaptovaný proces Hn takový, že
plat́ı (3.12). Zřejmě pak

HmNm =
s.j.
Ym − Ym−1 ∈ L∞ (Fm) ⊆ L1 (Fm) . (3.14)

Protože Nm je martingalová diference, plat́ı pro m > n, že

E [Ym − Ym−1|Fn] =
s.j.

E [HmNm|Fn] =
s.j.
HmE [Nm|Fn] = 0. (3.15)

Pak
Y=

s.j.
E [Y |Fn] =

s.j.
lim
m→∞

E [Ym|Fn] =
s.j.
Yn. (3.16)

Pak tedy
Y=

s.j.
Yn=

s.j.
Yn−1 +HnNn,

kde Yn−1, Hn ∈ L (Fn↑), tj. Nn má Fn-reprezentačńı vlastnost vzhledem
k Fn−1. �

Tvrzeńı 3.2.4 Jsou-li R,Q ∼ P dvě r̊uzné (Fn)-martingalové mı́ry pro-
cesu Xn, n ∈ N0 shoduj́ıćı se na F0, tj. Q|F0 = R|F0, pak Xn nemá
Fn-reprezentačńı vlastnost vzhledem k Fn při P,Q,R.

Důkaz: Protože Q|F0 = R|F0 a Q|F∞ 6= R|F∞, existuje n ∈ N takové,
že Q|Fn = R|Fn, ale Q|Fn+1 6= R|Fn+1. Jinak Q = R. Podle tvrzeńı 3.2.1
Xn+1 −Xn nemá reprezentačńı vlastnost Fn+1 vzhledem k Fn při P pro
n ∈ N. Potom Xn podle tvrzeni 3.2.3 nemá Fn- reprezentačńı vlastnost
vzhledem k P . �

Věta 3.2.1 Necht’ existuje právě jedna martingalová mı́ra Q ∼ P pro-
cesu Xn taková, že Q|F0 = P |F0. Necht’ Xn ∈ L∞ (P ), n ∈ N. Pak Xn

má prediktabilńı Fn-reprezentačńı vlastnost při Q,P .

Důkaz: Bez újmy na obecnosti P je martingalová mı́ra, v opačném
př́ıpadě voĺıme P = Q. Symbol Q budeme v d̊ukazu už́ıvat v jiné souvis-
losti.
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1. Pro každé n ∈ N0 ukážeme, že existuje právě jedna pravděpodobnost
R na Fn+1 taková, že R ∼ P |Fn+1 a R|Fn = P |Fn vyvažuj́ıćı
náhodnou veličinu Xn+1 − Xn vzhledem k σ-algebře Fn. Zřejmě
P |Fn+1 vyvažuje Xn+1−Xn na Fn+1 vzhledem k Fn. Dále ukážeme
jednoznačnost vyvažuj́ıćı mı́ry. Bud’ R na Fn+1 jako výše, dále bud’

Q ∼ P pravděpodobnost na F∞ taková, že

dQ =
dR

dP |Fn+1
dP,

pak Q|Fn = P |Fn = R|Fn. Zřejmě Xn ∈ L∞ (Q), nebot’ Q ∼ P .
Ukážeme, že EQ (Xk+1 −Xk|Fk) =

s.j.
0. Necht’ nejprve k > n, pak dQ

dP ∈
L (Fn+1) ⊆ L (Fk) a podle lemmatu 3.1.2 plat́ı

EQ [Xk+1 −Xk|Fk] =
s.j. EP [(Xk+1−Xk)dQ

dP |Fk]
EP [dQ

dP |Fk]
=
s.j. dQ

dP
EP [Xk+1−Xk|Fk]

EP [dQ
dP |Fk]

=
s.j.

0,

nebot’ Xk je Fk-martingal při mı́̌re P dle předpokladu. Necht’ nyńı
k = n a B ∈ Fk, pak∫

B∈Fk
(Xk+1 −Xk) dQ =

∫
B

(Xn+1 −Xn)
dR

dP |Fn+1
dP |Fn+1

=

∫
B

(Xn+1 −Xn) dR = 0,

nebot’ mı́ra R je vyvažuj́ıćı vzhledem k Xn+1 −Xn a B ∈ Fn.
Necht’ k < n, potom podobně jako v př́ıpadě k > n ukážeme, že

EP

[
(Xk+1 −Xk)

dQ

dP
Fk
]

=
s.j.

0. (3.17)

Protože R = P na Fk+1 ⊆ Fn, plat́ı dR|Fk+1

dP |Fk+1
= 1 s.j. [P ]. Dostáváme

tak, že levá strana (3.17) je rovna

EP
[
(Xk+1 −Xk) EP

(
dQ
dP Fk+1

)
Fk
]
=
s.j.

EP
[
(Xk+1 −Xk)

dR|Fk+1

dP |Fk+1
Fk
]

=
s.j.

EP [Xk+1 −Xk|Fk] =
s.j.

0.

Podobně jako v př́ıpadě k > n dostáváme

EQ [Xk+1 −Xk|Fk] =
s.j.

EP
[
(Xk+1 −Xk)

dQ
dP

]
EP
[

dQ
dP Fk

] =
s.j.

0.
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Ukázali jsme tedy, že Q je martingalová mı́ra procesu Xn a z předpo-
kladu jednoznačnosti martingalové mı́ry plyne, že Q = P . To podle
definice mı́ry Q znamená, že R = P |Fn+1. T́ım jsme ukázali jed-
noznačnost vyvažuj́ıćı mı́ry veličiny Xn+1 −Xn vzhledem k Fn.

2. Podle tvrzeńı 3.2.1 má veličina Xn+1 − Xn reprezentačńı vlastnost
na Fn+1 vzhledem k Fn.

3. Necht’ Y ∈ L∞ (Fn), potom podle 2. existuj́ı Hn ∈ L (Fn↑) takové,
že

Yn := E [Y |Fn] =
s.j.
Yn−1 +Hn (Xn −Xn−1).

Dále podle Doobovy věty o konvergenci martingal̊u plat́ı Yn → Y

s.j. v L1 a tedy

Y = Y0 +
∞∑
k=1

Hk (Xk −Xk−1) s.j. vzhledem k mı́̌re P .

Necht’ K ∈ R+ je takové, že |Y | ≤ K s.j., pak také plat́ı, že |Yn| ≤ K
s.j. Potom máme splněnu i definici reprezentačńı vlastnosti. �

Poznámka 3.2.7 Necht’ Xn má prediktabilńı reprezentačńı vlastnost
vzhledem k P a necht’ Q je martingalová mı́ra ekvivalentńı s P . Je-li
Z ∈ L1 (F∞, Q), pak existuje adaptovaný proces Hn ∈ A (Fn↑) takový,
že

Z =
s.j.

EQ [Z|F0] +
∞∑
n=1

Hn (Xn −Xn−1), (3.18)

a že Zn : E [Z|Fn] =
s.j.
Z0 +

∑n
k=1Hk (Xk −Xk−1).

Důkaz: Bud’ Q ∼ P martingalová mı́ra procesu (Xn, n ∈ N0) a Z ∈
L1 (Q). Pak Z(m) = Z ·1[|Z|≤m] ∈ L∞ (F∞) . Podle poznámky 3.2.6 existuj́ı

H
(m)
k ∈ Fk↑ takové, že

Z(m)
n := EQ

[
Z(m)|Fn

]
=
s.j.

EQ
[
Z(m)|F0

]
+

n∑
k=1

H
(m)
k Nk, n ∈ N, (3.19)

kde Nn = Xn −Xn−1. Položme u : x ∈ R̄ 7→ x1[x∈R] ∈ R a

Hn := u

(
lim sup
m→∞

H(m)
n

)
∈ L (Fn↑) .
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Z definice Z
(m)
n , Z(m), Zn a z vlastnost́ı podmı́něné středńı hodnoty a kon-

vergence stejnoměrně integrovatelného martingalu dostáváme následuj́ıćı
konvergence skoro jistě i v L1

Z ←−m→∞
Z(m) ←−n→∞

Z(m)
n −→m→∞ Zn =

s.j.
EQ[Z|Fn] −→n→∞ Z. (3.20)

Z rovnosti (3.19) tak dostáváme, že

H
(m)
n 1[Nn 6=0]=

s.j. Z
(m)
n −Z(m)

n−1

Nn
· 1[Nn 6=0] → Zn−Zn−1

Nn
· 1[Nn 6=0]

skoro jistě i v L1 prom→∞. Z definiceHn tak dostáváme, že Zn=
s.j.
Zn−1+

HnNn. Z konvergence (3.20) pak plyne rovnost (3.18) skoro jistě. �

3.3 Finančńı interpretace

Xn . . . Obchodovatelné aktivum (např. diskontovaná cena akcie).
Hn ∈ L (Fn↑) . . . Počet jednotek obchodovatelného aktiva v portfoliu v obdob́ı

n− 1 až n.
C . . . Počátečńı tržńı hodnota portfolia.
Y ∈ L1 (F∞, Q) . . . (Plánovaný) finančńı tok v čase T =∞.
Q . . . Martingalová mı́ra ekvivalentńı s P (Bezriziková mı́ra).
EQ [Y |F0] . . . Spravedlivá cena plánovaného finančńıho tokuY v čase T =∞.

Poznámka 3.3.1 Věta 3.2.1 zaručuje, že pokud existuje právě jedna
ekvivalentńı martingalová mı́ra Q, pak skutečná mı́ra P procesu Xn,
která se shoduje s mı́rou Q na počátečńı σ-algebře. Pak existuje strategie,
která replikuje plánovaný finančńı tok v čase T = ∞. Taková, která
respektuje princip přiměřenosti.

Poznámka 3.3.2 Abychom mohli v̊ubec stanovit něco jako spravedli-
vou cenu budoućıho finančńıho toku, potřebujeme dodržet některé zákla-
dńı principy.

1. Požadavek neexistence arbitráže v konečném horizontu
Tento požadavek je možné zajistit existenćı ekvivalentńı martin-
galové mı́ry.
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2. Požadavek neexistence arbitráže v nekonečném horizontu
Ke splněńı tohoto požadavku nestač́ı existence ekvivalentńı martin-
galové mı́ry. Uvažujme proces Mn = 1−Xn, kde Xn = 2n ·1[Z≤n], Z−
1 ∼ Ge

(1
2

)
. Pak Mn je shora omezený martingal, který neńı (zdola)

stejnoměrně integrovatelný. Zřejmě M0 = 0 a M∞ = 1. Tento proces
dosahuje čistého bezrizikového zisku 1 v nekonečném časovém hor-
izontu. Abychom takovémuto jevu zamezili, potřebujeme se omezit
na martingaly, které budou stejnoměrně integrovatelné. Pro rep-
likaci skoro jistě omezených náhodných veličin můžeme ekvivalentně
požadovat, aby replikuj́ıćı martingal byl také omezený skoro jistě.
Výhodou této formulace je, že se nemuśıme ohĺıžet na stejnoměrnou
integrovatelnost procesu vzhledem k ekvivalentńı mı́̌re.

K zamezeńı arbitráže v nekonečném horizontu je třeba, aby si investor
nemohl neomezeně p̊ujčovat. Taková podmı́nka odpov́ıdá požadavku ste-
jnoměrné integrovatelnosti zdola procesu Mn v bodě 2., respektive poža-
davku omezenosti procesu Mn zdola.

Symetrickým požadavkem ke stejnoměrné integrovatelnosti či omeze-
nosti zdola je požadavek stejnoměrné integrovatelnosti či omezenosti ze
shora. Tento požadavek odpov́ıdá přirozenému chováńı hospodárnosti in-
vestora, který se chce vyhnout tomu, aby dopadl podobně jako proces
Xn, který je v čase 0 na hodnotě 1 = X0 a v nekonečném horizontu na
hodnotě X∞=

s.j.
0.

V klasické teorii oceňováńı općı se tento požadavek neprosazuje for-
mou omezeńı, ale formulaćı úlohy v tom smyslu, že nás zaj́ımá minimálńı
počátečńı hodnota portfolia, se kterou je možné dosáhnout replikováńı
stanoveného finančńıho toku. Touto formulaćı se vyřad́ı všechny nehos-
podárné strategie.

3.3.1 Markovské procesy

Definice 3.3.1 Necht’ Xn, n ∈ N0 je Fn-adaptovaný proces s hodnotami
v konečné množině S. Pak řekneme, že Xn je Fn-markovský proces
s hodnotami v konečné množině S, pokud

L (Xn+1|Fn) =
s.j.L (Xn+1|Xn) .
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Úmluva: Dále budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že S =
{1, . . . ,m}. Je-li Y ∈ L1, pak v́ıme, že existuje funkce g : S → R taková,
že E [Y |Xn] = g (Xn). Tuto funkci g (x) běžně znač́ıme E [Y |Xn = x] pro
x ∈ S. Abychom mohli přej́ıt k maticovému zápisu, budeme na funkci g
nahĺıžet jako na vektor g ∈ Rm, což nám právě umožňuje úmluva S =
{1, . . . ,m}. Vektorový př́ıstup potlačuj́ıćı proměnnou x ∈ S vyžaduje
zavést nové označeńı pro podmı́něnou středńı hodnotu g =: EnY , tedy

(EnY ) (x) = E [Y |Xn = x] , resp. (EnY ) (Xn) = E [Y |Xn] .

Poznámka 3.3.3 Necht’ Pn je matice přechodu řetězce Xn mezi časy
n a n+ 1, tj. Pn ∈ Rm×m je stochastická matice taková, že

Pn (Xn, j) =
s.j.
P (Xn+1 = j|Xn) , j ∈ S.

Je-li funkce f : S → R, tj. f ∈ Rm, pak

E [f (Xn+1) |Fn]=s.j.
∑
j∈S

f (j) · P (Xn+1 = j|Fn)

=
s.j.
∑
j∈S

f (j) ·Pn (Xn, j) = e
T

Xn
Pnf,

kde ei ∈ Rm je jednotkový prvek, který má na i-tém mı́stě 1 a jinak samé
0.

Můžeme zavést definici: Řekneme, že Fn-markovský proces Xn je ho-
mogenńı s matićı přechodu (pravděpodobnost́ı) P, pokud P ∈ Rm×m

je stochastická matice taková, že Pn (Xn, j) =
s.j.
P (Xn+1 = j|Xn) plat́ı pro

každé j ∈ S a n ∈ N0, tj. pokud P vyhovuje požadavk̊um kladeným na
matici přechodu Pn v obdob́ı (n, n+ 1).

3.3.2 Lineárńı ř́ızeńı Markovových řetězc̊u

V této části budeme pracovat jen s homogenńımi Markovovými řetězci
s konečně mnoha stavy. Nyńı ke každému stavu s ∈ S uvažujme konečnou
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množinu př́ıpustných rozhodnut́ı Rs. Homogenńım ř́ızeńım řetězce Xn

pak budeme rozumět jakýkoli prvek

r = (rs)s∈S ∈ R :=
∏

s∈S Rs,

který ke každému stavu s ∈ S přǐrazuje rozhodnut́ı rs ∈ Rs.
Předpokládejme, že přechod řetězce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S

je spojen se ziskem ρzij pokud jsme zvolili rozhodnut́ı ρ ∈ Ri. Dále
předpokládejme, že přechod řetězce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S
nastane při rozhodnut́ı ρ ∈ Ri s pravděpodobnost́ı ρpij. Je-li tedy řetězec
Xn ve stavu i ∈ S a my zvolili rozhodnut́ı ρ ∈ Ri, bude se hodnota
řetězce Xn+1 v následuj́ıćım okamžiku ř́ıdit rozděleńım ρpi := (ρpij)i∈S.
Źıskané hodnoty odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým přechod̊um pak budeme za-
pisovat pomoćı vektoru oceněńı ρzi := (ρzij)j∈S.

Pro konkrétńı homogenńı ř́ızeńı r ∈ R je pak Xn homogenńım Marko-
vovým řetězcem s matićı přechodu rP a s oceněńım přechod̊u daných
matićı rZ, kde

rP = (ripi
T
)i∈S = (ripij)i,j∈S, rZ = (rizi

T
)i∈S = (rizij)i,j∈S.

Tyto rovnosti upravuj́ı vztahy mezi maticovým, vektorovým a složkovým
zápisem. Dále zavedeme vektor středńıch výnos̊u za jedno obdob́ı rq
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným počátečńım stav̊um a ř́ızeńı r ∈ R předpisem

rq := (riqi)i∈S, kde ρqi := ρpi
T

ρzi

představuje středńı výnos za jedno obdob́ı odpov́ıdaj́ıćı počátečńımu
stavu i ∈ S Markovova řetězce Xn a rozhodnut́ı ρ ∈ Ri.

3.3.3 Homogenńı Markovovy řetězce s oceněńım přechodu

V této části budeme předpokládat, že ř́ızeńı r ∈ R je pevně zvoleno a že
je realizováno v každém čase n ∈ N0. Výsledný proces Xn tedy bude
homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı přechodu P := rP a vektorem
středńıch výnos̊u q := rq. Budeme také pro jednoduchost předpokládat,
že uvedený řetězec Xn je při ř́ızeńı r ergodický, tj. nerozložitelný a pe-
riodický, kde všechny stavy jsou trvalé nulové. Pro podrobnost týkaj́ıćı
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se klasifikace stav̊u homogenńıho Markovova řetězce čtenáře odkazujeme
např́ıklad na skripta [1],[6]. Výše uvedené předpoklady podle věty 3.
a poznámky na str. 115 z [1] zaručuj́ı, že limitńı matice P∞ = limn→∞Pn

existuje a má všechny řádky stejné. Odtud ihned plyne, že vektor c :=
P∞q je tvaru c = c1, kde 1 = (1, . . . , 1)

T ∈ Rm. Podle věty 1 na str. 116
z [1] následuj́ıćı maticová řada konverguje, a lze tedy zavést matici

A :=
∞∑
k=0

(
P k − P∞

)
.

Interpretaci vektoru b = Aq ∈ Rm a hodnoty c ∈ R nám dává věta 2 na
str. 117 z [1], která mj. ř́ıká, že vektorový středńı výnos za obdob́ı (0, n)
podmı́něný počátečńı hodnotou řetězce Xn v čase n = 0 je tvaru

v (n) = n · c · 1 + b + o (1) pro n→∞ (3.21)

Pak očekávaný středńı výnos lze psát ve tvaru v (n) = nc + b + o(1),
kde c = c1 reprezentuje dlouhodobý př́ır̊ustek vektoru středńıch výnos̊u
za jedno obdob́ı. Vektor b pak představuje korekce zohledňuj́ıćı to, ze
kterého stavu řetězec vycháźı.

Formálně můžeme zavést v (n) vztahem

v (n) = En [V (n)], kde V (n) =
∑∞

k=0 z (Xk, Xk+1)

je celkový výnos za obdob́ı (0, n) při ř́ızeńı r ∈ R, který vznikne pos-
tupným nasč́ıtáńım zisk̊u z (Xk, Xk+1) z přechodu Markovova řetězce Xn

ze stavu Xk v čase k do stavu Xk+1 v čase k + 1.

Tvrzeńı 3.3.1 Za výše uvedených předpoklad̊u a značeńı v této sekci je
proces Mn = V (n)− b (Xn)− cn martingal vzhledem k filtraci Fn.

Důkaz: Podle poznámky 3.3.3 plat́ı

E [b (Xn+1) |Fn] = e
T

Xn
Pb.

Z definice vektor̊u středńıch výnos̊u q za jedno obdob́ı plyne, že

q (Xn) =
s.j.

E [z (Xn, Xn+1) |Fn] .
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Pak tedy

E [V (n+ 1) |Fn] =
s.j.
V (n) + E [z (Xn, Xn+1) |Fn] =

s.j.
V (n) + q (Xn) .

Abychom ukázali, že proces Mn je skutečně Fn-martingal, potřebujeme
ukázat, že následuj́ıćı veličina je rovna nule skoro jistě

E [Mn+1 −Mn|Fn] =
s.j.

q (Xn) + (Pb) (Xn)− b (Xn)− c. (3.22)

Výše zmı́něný požadavek bude splněn, pokud ověř́ıme následuj́ıćı rovnost

q + Pb− b = c1.

Tato rovnost však plyne ihned z definice b a c následuj́ıćım zp̊usobem

Pb = P
∞∑
k=0

(
Pk −P∞

)
q =

∞∑
k=1

(
Pk −P∞

)
q

= (A− I + P∞) q = b− q + c1.

Proces Mn je tedy Fn-martingal. �

Poznámka 3.3.4 O zápisu výnosu V (n) = Mn + b (Xn) + cn lze ř́ıci,
že cn je lineárńı trend, b (Xn) je stacionárńı složka procesu V (n) a Mn

je martingalová část, která je vzhledem k lineárńı složce zanedbatelná,
jak následně uvid́ıme ze SZVČ pro martingalové diference 2.5.2.

Martingalové diference

∆Mn = Mn+1 −Mn

= (Vn+1 − Vn) + b (Xn+1)− b (Xn)− c

= z (Xn, Xn+1) + b (Xn+1)− b (Xn)− c

zřejmě nabývaj́ı hodnot z nějaké konečné podmnožiny Z ⊆ R a jsou tedy
stejně omezené. Podle SZVČ pro martingalové diference tak plat́ı

Mn = V (n)− b (Xn)− cn = os.j. (bn)

kdykoli ∑∞
k=1

1
b2k
<∞ a 0 < bk ↗∞.
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Speciálně volbou např́ıklad bk = k dostáváme

V (n) = b (Xn) + cn+ os.j. (n) ,

což nám dává interpretaci hodnoty c ∈ R pomoćı konvergence skoro jistě

c=
s.j.

lim
n→∞

1

n
V (n).

3.3.4 Optimálńı ř́ızeńı v Markovových řetězćıch

Podle části Ř́ızené Markovovy řetězce ve skriptech [1], existuje ř́ızeńı
r ∈ R, které lze źıskat z Howardova algoritmu, takové, že plat́ı následuj́ıćı
vztahy

(rP− I) rb = rc1− rq & (sP− I) rb ≤ rc1− sq

kdykoli s ∈ R je jakékoli jiné homogenńı ř́ızeńı. Pokud v čase n pro časový
interval (n, n+ 1) zvoĺıme ř́ızeńı s ∈ R, pak pro př́ır̊ustek procesu

Sn = V (n) + rb (Xn)− rcn

plat́ı podobně jako v (3.22)

E [Sn+1 − Sn|Fn] =
s.j.

sq (Xn) + (sPrb) (Xn)− rb (Xn)− rc ≤ 0

skoro jistě. Celkem tak dostáváme, že proces Sn je Fn-submartingal a to
nezávisle na tom jaké zvoĺıme ř́ızeńı s ∈ R v každém čase n ∈ N0, které
třeba bude záviset na hodnotách X1, . . . , Xn či obecněji, pokud posloup-
nost ř́ızeńı sn bude Fn-adaptovaný proces. Protože veličiny Sn+1 − Sn
mohou nabývat pouze konečně mnoha hodnot, budou př́ır̊ustky Fn- kom-
penzátoru Kn+1 −Kn = E [Sn+1 − Sn|Fn] ≤ 0 skoro jistě stejně omezené
náhodné veličiny. Totéž lze tedy tvrdit o př́ır̊ustćıch

Mn+1 −Mn = Sn+1 − Sn − (Kn+1 −Kn)

Fn-martingalu Mn = Sn−Kn. Podobně jako v předchoźı části nám SZVČ
pro martingalové diference dá, že Mn = os.j. (n) pro n→∞ a tedy

lim sup
n→∞

Sn
n
≤ lim sup

n→∞

Mn

n
+ lim sup

n→∞

Kn

n
≤ 0
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skoro jistě. Pak vid́ıme, že ř́ızeńı r ∈ R dávaj́ı asymptotický trend rc
optimálńı v následuj́ıćım smyslu formulovaným v řeči konvergence skoro
jistě

lim sup
n→∞

V (n)

n
≤ rc s.j.

Tedy lepš́ıho asymptotického výsledku než rc neńı možné dosáhnout.
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