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Abstrakt: V této praci je fesen nasledujici problém: Je dan graf G netuplny k-strom
vnoritelny do nékteré plochy. Je mozné jej doplnit tak, aby vznikl dplny k-strom,
ktery je do dané plochy stale vnotitelny? Jak je ukazano, pro mala & (< 2) to jde
na libovolné plose. Naopak, pro k > 4 lze na kazdé plose najit graf, ktery doplnit
nelze a pro dostatecné velké k jiz nelze doplnit zadny. Piipad, kdy & = 3, je hranic¢ni,
nebot existuje nekoneéné mnoho vnofitelnych tplnych 3-stromt, ale nejsou vnoritelné
vSechny. Vi se, ze takto rozsitovat lze 3-stromy v roviné, zde je pro uplnost uveden
prozatim nepublikovany dukaz prof. Kratochvila a prof. Thomase. V této praci je dukaz
rozsiten na projektivni rovinu. Dalsi plochy zatim prozkoumané nejsou.
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Abstract: This work is solving the following problem: A graph G, a partial k-tree
embeddable into some surface, is given. Is it possible to complete it to a k-tree in such
a way that it is still embeddable? We show that this is always possible for small k (< 2)
on any surface. On the contrary, for k& > 4, one can find a partial k-tree that is not
possible to complete in this way, and for k& large enough, there is no partial k-tree that
could be completed. The case k£ = 3 makes the border case, because there is an infinite
list of complete 3-trees embeddable into any surface, but not every 3-tree is embeddable.
It is known that every partial 3-tree can be completed in the plane. To keep the thesis
self-contained we present here the so far unpublished proof of prof. Kratochvil and
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1 Uvod

Tato prace se zabyva vnotitelnosti ttidy grafi do ploch. Dostaneme netuplny k-strom,
ktery je do plochy vnoritelny. Zajisté jde doplnit na uplny k-strom, otazkou je, jestli
takovym zpusobem, ze se vnoritelnost zachova.

V kapitole 3 je vytesen ptipad k < 2. Takto ,,izké* grafy (ve smyslu stromové sitky) lze
doplnit na tplny k-strom trividlné na libovolné plose. Naopak, pro £ > 4 a libovolnou
plochu existuje netplny vnoritelny k-strom, ktery nelze doplnit na zadny uplny k-strom
vnotitelny na danou plochu. Pro nékteré plochy a k dokonce neexistuje zadny tuplny
vnotitelny k-strom. Toto je feseno v kapitole 4.

Zbyvajici ptipad pro k = 3 je feSen v kapitole 5. V ni je rozebrana rovina (5.2) a
projektivni rovina (5.3). Pro obé lze najit pro kazdy vnoritelny neiplny 3-strom néktery
vnoritelny uplny 3-strom, na ktery lze doplnit. Dalsi plochy zatim vyfeseny nejsou.
Lze si vS§imnout, ze ve vSech ptripadech, kdy doplnéni 1ze provést a pocet vrcholu grafu
je alespon k, tak lze doplnéni provést bez pridani dalsich vrcholu.

V kapitole 6 je pro zajimavost uveden jeden netplny 4-strom, ktery nelze doplnit
na zadny uplny vnofitelny do projektivni roviny.

Pro tplnost jsou uvadény dukazy i u vétsiny tvrzeni a vét, ktera jsou jiz znama.



2 Pouzité znaceni a terminologie

V nésledujicim textu jsou pouzivany nékteré terminy a znaceni, které bud nejsou zcela
obvyklé nebo zndmé. Seznam téchto termint je zde.

2.1 Klasifikace grafti

Zvolme si néjaké & € N*t. V nultém kroku si vezméme uplny graf na k& vrcholech
Go := K. V kazdém nésledujicim (i-tém) kroku si zvolme uplny podgraf grafu G; 4
na k vrcholech a ozna¢me ho C;. Graf G; dostaneme tak, ze ke grafu G, ; pridame
novy vrchol a spojime jej hranami se vSemi vrcholy C;.

Obrazek 1: Druhy krok stavby 3-stromu

Kazdy takovy graf GG; nazveme k-stromem nebo uplnym k-stromem. Kazdy podgraf
nékterého k-stromu nazveme neuplnygm k-stromem.

Definici k-stromu lze nalézt napt. v ivodu [1] od Arnborga, Proskurowského a Corneila.

Necht G je graf a H vznikne z G nahrazenim nékterych jeho hran za cesty. Potom se
H nazyva podrozdéleni GG. Tyto cesty budou oznacovany jako podrozdélené hrany
a vrcholy na nich jako podrozdélitka. Pokud budeme mluvit o velikosti podrozdélent,
bude tim myslen pocet podrozdélitek.

Graf GG je vnofitelny do plochy, pokud existuje nakresleni na danou plochu takové, ze
se zadné hrany nektizi. Graf je rovinng, pokud je vnotitelny do roviny, a projektivné
rovinny, pokud je vnofitelny do projektivni roviny.

Presnou definici nakresleni 1ze nalézt naptiklad v [2] od J. Matouska a J. Nesetfila,
na strané 168.

Definici ploch lze nalézt v kapitole 3.1 v [3] od Mohara a Thomassena (strana 77 a
dale).

Projektivni rovina je plocha s jednim kiizitkem (bodem, ve kterém je kiizeni hran
povolené, ale nesmi v ném ,zahybat“). Euleruv rod této plochy je 1.



2.2 Obvyklé proménné a symboly

10

G — graf.
V(G) — vrcholy grafu G
E(G) — hrany grafu G

n — pocet vrcholu grafu n = |V (G)|
m — pocet hran grafu m = |E(G)]

f — pocet stén nakresleni grafu

g — rod plochy

degg(a) — stupen vrcholu a v grafu G

G C H — pro G, H grafy znaci, ze G je podgraf H, tj:

vie cvim s e s (Vi)

nebo ze existuje graf G’ isomorfni s G, pro ktery tato formule plati



3 Mala k

Tvrzeni 1. KazZdy neiuplny k-strom, pro k = 1,2, G lze doplnit na uplny k-strom
vnoritelny do libovolné plochy. Pokud G md alespon k wvrcholu, lze doplnéni provést
bez pridavani vrcholi.

Pro takto mala £ jsou vSechny uplné k-stromy rovinné a tedy vnofitelné i do libovolné
jiné plochy (veskeré janomélie“ — usi, kiizitka — lze obejit a nevyuzit). Potom je kazdy
neuiplny k-strom podgrafem nékterého tplného a tedy vnoritelného.

3.1 Stromy

Pokud je k = 1, jedna se o obycejné stromy. Kazdy strom je rovinny. Kazdy neuiplny
I-strom je les, ktery lze doplnit na strom spojenim komponent (tedy jen doplnénim
hran).

Rovinnost stromu lze nahlédnout naptiklad z konstrukce. Jediny vrchol K; je trividlné
rovinny. Necht méame nakresleny strom z pfedchozich kroku algoritmu a piiddvame
novy vrchol. Vrchol w, ke kterému hodlame novy vrchol v ptipojit, sousedi s alespon
jednou sténou nakresleného grafu, feknéme s. Umistime v do stény s a spojime s w.

Obrazek 2: Pfipojeni vrcholu ke stromu

Proto lze kazdy neuplny 1-strom doplnit na uplny, ktery je vnoritelny.

3.2 2-stromy

Obdobné, vsechny 2-stromy jsou také rovinné. Graf K, je rovinny (je to jedna hrana
s vrcholy). Opét, pii pripojovani dalstho vrcholu v budeme predpoklddat, ze dosavadni
graf GG je uz nakresleny.

Vybereme si nékteré jiz existujici K5. To je jedna hrana e. Ta musi sousedit s néjakou
sténou s. Umistime tedy vrchol v do s a spojime s konci e. Vysledek je opét rovinny,
toto je nakresleni, pti kterém se nektizi hrany.

11
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Obréazek 3: Pripojeni vrcholu k hrané

K dukazu, ze nemusime pridat zadny vrchol, pokud vstupni graf G ma alespon dva
vrcholy, pouzijeme Lemma 4, které dokazeme az v kapitole 5.1.

Tedy, kazdy neiplny 2-strom lze doplnit na tiplny vnoritelny do roviny a tedy i do kazdé
jiné plochy.
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4 Velka k

Tvrzeni 2. Pro k > 4 a kaZdou plochu 7 lze najit neiuplny k-strom vnotitelny do této
plochy, ktery nelze doplnit na Zddny uplny k-strom vnoritelny do plochy .

4.1 Konecné mnoho vnotitelnych k-stromu

Lemma 1 (O koneéné mnoziné). Necht mnoZina k-stromi vnoritelngjch na plochu
je konecénda. Poté pro dané k a w existuje neuplny k-strom vnoritelny do w, ktery nelze
doplnit na uplny k-strom vnoritelny do 7.

Diukaz. Ozna¢me si mnozinu téchto k-stromu jako G. Déle si oznacme s maximalni
pocet vrcholu pres tyto grafy:

s = r(r;lgé<|V(G)|

Vezméme si P,y cestu o s + 1 vrcholech. Tato cesta zirejmé neni podgrafem zadného
grafu z G, nebot m4 vice vrcholt nez libovolny z nich. OvSem urcité existuje néjaky
k-strom, jehoz podgrafem tato cesta je. Lze jej zkonstruovat napiiklad takto:

1. Zacneme s K.

2. Zvolime jeden vrchol existujiciho grafu jako jeden konec cesty a oznac¢ime ho py.

3. V i-tém kroku ptridame vrchol p; a spojime s k jiz existujicimi vrcholy tvoticimi
K. Téchto k vrcholu zvolime tak, aby jeden z nich byl p;_;. Toto zajisté lze
udeélat, protoze v minulém kroku po ptidani p; 1 vznikl Kj.1, z néj staci jeden
néktery vrchol nepouzit. Tento bod opakujeme celkem sx

Tedy cesta Ps.q je onen graf. O]

Lemma 2 (O koneéném poctu kroku). Necht je pocet kroki na stavbu k-stromu
pro dané k shora omezeny néjakym Spma.. Potom je mmnoZina takto sestrojitelnych k-
stroma konecnd.

Dikaz. Pti kazdém kroku je jen konecné mnoho moznosti, jak vybrat Ky v jiz exis-

tujicim grafu. Tento pocet lze zajisté shora omezit po¢tem zpusobu na vybér k vrcholu
v existujicim grafu. V s-tém kroku ma graf k + s vrcholu, pocet ruznych K}, tedy neni

veétsi nez:
k-+s
k

Celkove lIze tedy shora odhadnout pocet ruznych k-stromt na s+ k vrcholech vyrazem:

13
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4.2 Prvni krok

Jiz v prvnim kroku algoritmu vznikne Kj ;. Pokud jiz tento nejde vnorit, vnotitelny
k-strom je maximalné 1 a to z nultého kroku. V takovém piipadé je splnén predproklad
Lemmatu 1 a existuje nedoplnitelny k-strom.

Dle zobecnéné Euklidovy formule ([3], strana 85), pokud je graf G vnoreny do plochy
m, potom plati:

n+f>m+2—g

Pokud tuto nerovnost nelze splnit, graf do plochy nakreslit nelze.

U prvniho kroku méame k& + 1 vrcholu a w hran.

Nyni je tteba odhadnout pocet stén. Protoze chceme horni odhad na k, kdy jesté graf
lze vnorit, je tfeba omezit f shora. Nejvice stén bude, pokud budou nejmensi mozné.
A kazda sténa, pokud se nejednéd o multigraf, musi sousedit s alespon 3 vrcholy. Kazdy
vrchol sousedi s maximdlné k sténami (nebot jeho stupen je k). Maximdln{ pocet stén
je tedy:

(k+1) -k

fmaz‘ = 3

) .
Dosadme tedy do nerovnosti a upravme:

(k+1)-k (k+1)-k

E+1+ 5 > 5 +2—g (1)
6k +6+2k+1)-k > 3(k+1)-k+12—6g (2)
8k +2k* > 3k* +3k+6 — 6g (3)

5k +2k* > 3k*+6— 6g (4)

0 > k*—5k+6—6g (5)

k se tedy musi nachazet mezi hodnotami:

54 I+ 24g
2
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Pokud bychom dosadili g = 0, dolni hranice by nam vysla 2, tedy by nemélo vyhovovat
k = 1. Ovsem kvuli predpokladu odhadu (k > 2, stromy maji jen jednu sténu) je
v tomto piipadé rovnice neplatna. Pro vétsi g je dolni hranice jiz pod zajimavymi
hodnotami (pro g = 1 je to 0 a pro vyssi je jiz zadpornd).

Pokud je k£ vétsi nez horni hranice, potom nelze do dané plochy rodu ¢g vnofit ani
k-strom po prvnim kroku algoritmu a mnozina vnotitelnych k-stromu je konecnd, tedy
existuje neuplny vnotitelny k-strom, ktery v této plose nelze doplnit.

Pokud zvétsime k jesté o 1 nad hranici, nepujde jiz vnofit ani K}, tedy neexistuje
zadny k-strom vnotitelny do této plochy.

4.3 Vice kroku

Nyni se podivejme, jaka je situace po s krocich. Spoc¢itat vrcholy a hrany je jednoduché,
v kazdém kroku priddvame 1 vrchol a k hran, tedy:

ne = k+s

ms = (S)—I—k-s

Sice nezname stupné jednotlivych vrcholu, ale pro spoc¢itani maximélniho poctu stén
potiebujeme pouze celkovy stupen grafu. Ten je vzdy roven dvojnasobku poctu hran,
tedy k- (k—1) 4+ 2- k- s. Maximélni pocet stén je tedy:

ko(k—1)+2-k-s

fs: 3

Nyni dosadme do nerovnice:

k-(k—1)+2-k- k

k+ s+ ( ;+ ® > (2)+k-5+2—g (6)
(k=1 2.

k+%+s~¥ > <§)—|—2—g+s-k’ (7)

Rozdélme si nerovnost na dveé, jednu, ktera se neméni s rostoucim s, a druhou, ktera
se méni. Prvni tedy bude:

k- (k—1)

k
k4 ——— = 2-g+0
+—3 (2)+ g+

kde 0 je jakasi ,rezerva‘ vnoritelnosti. Pokud je rezerva zaporna, je situace nezajimava,
protoze toto k bylo vylou¢eno jiz odhadem v 4.2. Predpokladejme tedy, Ze deZ .

15



Nyni uvazme, jak rychle porostou strany nerovnosti s s. Obé strany rostou linedrneé.
Pokud bude koeficient levé strany I’ > koeficient pravé strany 7/, rezerva se bude
po kazdém kroku zvySovat nebo alespon zustavat stejnd. Pokud ovsem bude I' < 77/,
rezerva se v kazdém kroku stavéni k-stromu snizi o I’ — 1" a nejdéle po Lﬁj +1 krocich
jiz. k-strom nepujde vnofit na danou plochu.

Spocitejme, pro ktera k£ k tomu dojde:

2.
y k (8)
3+2-k < 3-k (9)
3 < k (10)

Kazdy k-strom pro k& > 4 prestane byt vnofitelny na libovolnou plochu po koneéné
mnoha krocich (tedy, neuvazujeme-li plochy nekoneéného rodu, ale na takové lze zase
vnorit libovolny konecny graf). Dle Lemmat 2 a 1 tedy existuje neiplny k-strom, ktery
nelze doplnit.
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5 3-stromy

Zbyvaji nam tedy rozebrat 3-stromy. Protoze existuji jak nevnotitelné 3-stromy, tak
libovolné velké vnoritelné, néjaké pocitani hran a vrcholi nepomuze (vSechny k-stromy
pro dané k a pevny pocet kroku maji stejny pocet vrcholu i hran).

5.1 Obecna pozorovani a Lemmata

Dokazme si nékolik Lemmat, ktera nam budou uzitecnd na libovolné plose, pripadné
i pro libovolné k. Napred jedno, které pomuze dokazat, ze néjaky graf G je 3-strom
za predpokladu, ze jsou 3-stromy nékteré jeho podgrafy.

Lemma 3 (O zacatku). Konstrukci libovolného 3-stromu lze zacit ktergmkoliv jeho
trojuhelnikem.

Toto je specidlni piipad tvrzeni 1.3. z [4] od Proskurowského.

Dikaz. Samotny trojuhelnik zfejmé muzeme vytvorit v nultém kroku. Problém by tedy
mohl byt s nékterym dalsim vrcholem.

Vyjdeme z predpokladu, ze graf je 3-strom, tedy existuje alespon jedno potadi, kterym
Ize vrcholy vytvaret. Necht se v tomto postupu (ffkejme mu puvodni) piipojoval vrchol
v na vrcholy x, y, z, které tvortily trojuhelnik. Dohromady tedy ve vysledném grafu tvori
Ky. Pokud tedy jiz existuji BUNO vrcholy v, x, y, lze vytvorit i z.

Dale si vS§imnéme, ze pokud lze v dany okamzik vytvortit z vysledného grafu vice vrcholu
a jeden si vybereme, zbylé pujdou vytvorit i nadale. Tedy, jediny problém by mohl
nastat, pokud by z jesté nevytvorenych vrcholiu zadny nemél alespon 3 jiz vytvorené
sousedy, které tvori trojuhelnik.

Oznacéme tedy V mnozinu jiz vytvorenych vrcholu a C' mnozinu vrcholu, které na vy-
tvoreni teprve ¢ekaji. Vyberme takovy trojihelnik z V', ktery byl v puvodnim postupu
vytvoreny jako prvni (zfejmé néjaky existuje, V' obsahuje alesponn ten trojuhelnik,
kterym jsme zacali) a ozna¢me jeho vrcholy jako T'. Toto je bud trojihelnik, kterym
jsme v puvodnim postupu zacali, v tom ptipadé jiz sta¢i projit puvodni postup a
vytvaret jesté nevytvorené vrcholy, protoze vSechny, které byly v puvodnim postupu
v té dobé jiz vytvorené jsou vytvorené takeé.

Necht to tedy neni onen piivodni trojihelnik. Vyberme tedy jeho nejmladsi vrchol
a oznatme y (takovy, ktery byl v puvodnim postupu v 7" vytvofen jako posledni).
Pti vytvareni v puvodnim postupu byl pfipojovan k dvéma vrcholum z V' a jed-
nomu z C. Protoze zbyvajici dva vrcholy T jsou starsi, musel byt v puvodnim postupu
pripojen k nim, tedy nasli jsme dva vrcholy z V. Pokud by ale tieti vrchol, ke kterému
byl pripojen, byl také z V', nebyl by T nejstarsi trojihelnik, protoze tyto tii vrcholy
musely existovat jesté pred vznikem y. Oznac¢me tento vrchol z C' jako x.

17



Celé T je ve V a tvori trojihelnik. Stac¢i tedy nahlédnout, ze x je spojeno se vSemi jeho
vrcholy. V dobé vzniku y muselo byt = spojeno s obéma vrcholy T\ {y}. Vrchol y byl
na x pripojen, tedy tato hrana existuje také. O

Déle néco pro zahozeni nevyuzitych vrcholi.

Lemma 4 (O zbyteéném vrcholu). Méjme G netplny k-strom o alesporni k vrcholech.
Potom jej lze doplnit na tiplny k-strom H bez priddavdni vrcholi.

Dikaz. G je neiplny k-strom, tedy musi existovat néjaky H’ uplny k-strom takovy,
ze obsahuje G jako podgraf. Dokazme indukei podle rozdilu poctu vrcholu |V (H')| —
|[V(G)|. Pokud |V (G)| = |V (H")|, pak je splnéno pro H := H'.

Predpokladejme tedy, ze Lemma plati az do rozdilu poctu vrcholu §,, a chceme dokazat
pro rozdil 9,, + 1. Protoze 9,, + 1 je kladné, existuje néjaky vrchol z, ktery neni v G
obsazen — , zbyteény ¢ vrchol. Pokud na néj pii tvorbé H' nebyl jiz zaddny dalsi napojen,
Ize jej jednoduse vynechat a ziskdme H”, ktery ma o jeden vrchol méné, tedy dle
indukcéniho predpokladu pro néj tvrzeni plati.

Déle predpokladejme, Ze na néj bylo pozdéji néco pripojeno, situace je znazornéna
na obrazku 4.

Obrazek 4: Zbytecny vrchol

Tedy, nové pripojeny vrchol (¢erveny) je pripojen k z (Sedy) a mnoziné dalsich vrchola
(na obrazku zndzornéna dvéma ¢ernymi). z a Cerné vrcholy musi tvorit tplny graf,
jinymi slovy, z je spojeno se vSemy cernymi.

Pokud by bylo z pii tvorbé vynechano, vyskytl by se problém, kde vzit dalsi vr-
chol, na ktery novy pfipojit (protoze bez z mame k dispozici jen k — 1 vrcholu).
Ale pfi ptipojeni z do puvodniho H’' musel byt tento problém jiz vyfeSen, musel byt
ptipojen jesté na néktery dalsi vrchol (na obrdzku modry). Tedy pii piipojeni nového
vrcholu 1ze situaci vyresit stejnym zpusobem. Timto postupem opét ziskame néjaké
H" ktery m& méné vrcholu a pro néj Lemma plati. O

Nakonec pridame dvé Lemmata, ktera zaruc¢uji uzavienost netuplnych 3-stromu na mi-
nory a podrozdéleni.
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Lemma 5 (O nevytvoritelném minoru). Necht G je 3-strom o alespon 4 vrcholech.
Potom 1 graf H vznikly kontrakei libovolné jeho hrany je netuplny 3-strom.

Toto 1ze najit napriklad v ¢lanku S. Arnborga, A. Proskurowského a D. G. Corneila
[1], strana 2.

Diikaz. Podminka na 4 vrcholy je zfejma, zarucuje, ze po kontrakei hrany zbude alespon
trojihelnik.

Mame tedy hranu e mezi vrcholy u,v € V(G), kterou chceme kontrahovat. Konstrukei
dle Lemmatu 3 lze zacit od néjakého trojihelniku, ktery neobsahuje e. BUNO bud
tedy u vytvorené diive nez v.

Graf H konstruujme az do vzniku v stejné, jako predtim. Vznik v vynechame a béhem
dalsitho postupu budeme misto k v pripojovat k u. Mohlo by se stat, ze néktera hrana
chybéla do poctu 3 (protoze néjaky vrchol w byl v G pripojovan k w i k v), ale kazda
existujici hrana je soucasti nékterého trojuhelniku, tedy néjaky vrchol ,,do poctu® se
vzdy najde.

Je si tfeba jesté vSimnout, ze nebude chybét zaddna hrana, ktera by byla vytvorena
spolecné s v. Takova hrana v G vede mezi v a néjakym vrcholem x. Ale v dobé vzniku
v uz musela néjaka hrana vést mezi = a u, tedy chybét nebude (protoze v je pripojené
jak k u, tak k z). O

Lemma 6 (O podrozdéleni). Necht G je graf a H je jeho libovolné podrozdéleni a
necht H je neiplny k-strom. Potom i G je neiplnyj k-strom.

Dikaz. Toto ptimocate plyne z Lemmatu 5 — podrozdélitka v H vkontrahujeme do vr-
cholu na koncich cest a dostaneme G. O]

5.2 Rovina

Tvrzeni 3. Libovolny neuplny 3-strom G wvnotitelny do roviny lze rozsirit na uplny
3-strom H wvnoritelny do roviny. Pokud ma G alespon 3 vrcholy, lze najit takovy graf
H, ktery bude mit stejny pocet vrchol.

Pokud je zaddno nakresleni G, potom existuje H, které muze nakresleni zachovat.

Zde je uveden prozatim nepublikovany dukaz prof. Kratochvila a prof. Thomase.

Lemma 7 (O triangulaci). Kazdé nakresleni iplného 3-stromu je triangulace roviny.

Diikaz. Pocet vrcholt je po s krocich ng = 3+ s, pocet hran je my = 3+ 3-s. Dosadme
do Euklidovy formule a vyjadieme odhad pro pocet stén (vime, ze graf je nakresleny).

19



neg+ fs > mg+2 (11)
3+s+fs > 3+3-5+2 (12)
fo > 2-(s+1) (13)

Pocet stén 1ze odhadnout shora podobné, jako v 4.3 a po dosazeni nam vyjde, ze bude
fs <2-(s+1). Tedy vime, kolik stén presné mame.

Pokud bychom méli nékterou sténu delsi, nez 3, tak by z celkového stupné grafu
,spotfebovala“ vice a na nékterou jinou by jiz nezbylo. Sténa kratsi nez 3 ale exis-
tovat nemuze (tedy, s vyjimkou grafi bez hran, s 1 hranou a podobné, coz oviem neni
nés piipad). ]

Predpokladejme, ze GG je netplny rovinny 3-strom a mame néjaké jeho nakresleni.

Dukaz provedeme indukci podle poc¢tu vrcholu. V pripadé, ze G mé nejvyse 4 vrcholy,
pak tvrzeni plati trividlné — K3, resp. K4 je vytvoreno v nultém, resp. prvnim kroku
tvorby a jsou rovinné.

Necht tedy tvrzeni plati pro vSechny grafy na nejvyse n vrcholech a dostaneme graf G
s n + 1 vrcholy. Pokud je I netuplny rovinny 3-strom na nejvyse n vrcholech, I bude
znacit uplny rovinny 3-strom, ktery I obsahuje jako podgraf.

Prvni moznosti je, ze G je nesouvisly. Oddélme tedy jednu komponentu od zbytku,
dostaneme grafy GG; a GGo, G1 budiz ten s mensim poc¢tem vrcholu. Na chvili ponechme
stranou situaci, kdy G; ma méné nez 3 vrcholy. Oba maji mensi pocet vrcholu, nez n+1,
dle indukéniho predpokladu pro né 1ze najit rovinné 3-stromy, které je obsahuji jako
podgrafy. Protoze tyto 3-stromy jsou triangulacemi roviny (dle Lemmatu 7), jejich
vnéjsi stény jsou trojuhelniky. Napted zkonstruujeme tyto dva trojuhelniky postupem
naznacenym na obrazku 5, Sedé hrany nejsou v GG obsazeny, ¢isla udavaji krok kon-
strukee, kdy vrchol vznikl. Podle Lemmatu 3 miizeme nakonec zkonstruovat zbytky G
a Gy uvnitt téchto trojihelnik.

0 2

Obrézek 5: Konstrukce dvou trojihelnika
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Pokud mé Gy méné, nez 3 vrcholy, pak vynechame pri konstrukci druhého trojihelniku
treti, pripadné i druhy vrchol. VSechny potiebné hrany, které muze G; obsahovat budou
k dispozici. V pripadé, ze i Go ma méné nez 3 vrcholy, pak celé G mé nejvyse 4 vrcholy
a tato situace je jiz osetfena v pripadu pro malé grafy.

Dalsi moznosti je, ze graf obsahuje artikulaci v. Odebranim by se graf rozpadl na nékolik
komponent. Vezméme jednu komponentu spoleéné s v (a hranami z v do této kompo-
nenty) a oznacme G1. Obdobné vezmeme zbylé komponenty, opét pridame v a oznac¢ime
jako Gs. Jak G, tak G5 maji nejvyse n vrcholu, tedy pro né tvrzeni plati. Sténu,
se kterou sousedi v lze prohlésit za vnéjsi. Vytvoime tedy vnéjsi sténu G; v nultém
kroku. Stejné tak, G5 bude mit v ve vnéjsi sténé. Muzeme tedy po vytvoreni vnéjstho
trojtihelniku G vytvofit zbylé dva vrcholy vnéjsi stény Gy, jak je naznaceno na obrazku
6, a zbytky G a Gy dokoncit dovniti takto vzniklych trojihelniki (diky Lemmatu 3).
Opét, hrany navic jsou sedivé a ¢isla udavaji poradi vzniku vrcholu. Vrchol v je ¢erveny,
vrcholy Gy jsou modré.

Obrazek 6: Konstrukce zbylych dvou vrcholu vnéjsiho trojihelniku Go

Opét, v pripadé, ze jeden z grafu bude mit méné, nez 3 vrcholy (BUNO je to Gg, jinak
muzeme preznacit), muzeme konstrukci posledniho vrcholu vynechat (jeden z grafu
musi mit alespon 3 vrcholy, jeden alespon 2).

Pokud je graf souvisly i vrcholové 2-souvisly, muzZe obsahovat 2-fez. Nechf tedy jsou
u, v vrcholy tohoto fezu. Rozdélme si komponenty, které by vznikly po odebrani u, v
do dvou neprazdnych mnozin C7, Cy. Muzeme kazdou komponentu Cy zkontrahovat
do jednoho vrcholu a ten poté vkontrahovat do v. Tim zajisté vznikne hrana (u,v).
Takto vznikly graf ozna¢me G;. Diky tomu, Ze G je netuplny 3-strom, a diky Lemmatu
5, je 1 G neuplny 3-strom. Obdobné muzeme zkontrahovat i C; a dostaneme Gbs.

Protoze jak G, tak G5, maji nejvyse n vrcholu, tvrzeni pro né plati a nalezneme
tedy nakresleni G, a G,. Prohlasime nékterou sténu kazdého z nich, kterd sousedi
s hranou (u, v), za vnéjsi. Muzeme tedy vytvorit tento vnéjsi trojihelnik jednoho grafu,
doplnit tieti vrchol vnéjsiho trojiuhelniku druhého grafu a oba poté dokoncit uvniti.
Konstrukce téchto dvou trojuhelniku je zndzornéna na obrazku 7, barvy jsou obdobné
jako v minulém ptipadeé.
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Obréazek 7: Vytvoteni trojihelniku spojenych hranou

Jiz nemuze nastat pripad, ze by néktery z mensich grafu mél ptilis malo vrcholu. Kazdéa
z C7 a Cy m4 alespon jeden vrchol, pridanim (u,v) méme alespon 3.

Posledni moznost, kterd muze nastat je, ze G obsahuje vrcholovy 3-fez (4-souvisly uz
byt nemuze, to by obsahoval K5 a nebyl rovinny). Necht tedy jsou vrcholy u, v, w fez
vybrany dle Lemmatu 8. Po jejich odebrani se graf rozpadne na 2 komponenty (kdyby
se rozpadl na vic, pak u, v, w tvoif jednu partitu podrozdéleni K33 a libovolny vrchol
z kazdé komponenty druhou a graf G neni rovinny).

Lemma 8. Je ddin G rovinny neuplny 3-souvisly 3-strom o alespon 5 vrcholech a je
ddano néjaké jeho nakrelsleni. Potom v ném lze nalézt takovy 3-rez u, v, w, Ze po priddni
trojuhelniku u,v,w vznikne G', ktery je stdle rovinniy neiuplny 3-strom a zachovd na-
kresleni stdvagicich hran a vrcholi.

Dikaz. Ziejmé musi obsahovat alespon néjaky 3-tez, jinak by byl 4-souvisly, tedy
obsahoval K3, které jednak nelze vytvorit v 3-stromu a jednak neni rovinné. Nyni
potfebujeme pridat trojihelnik.

Vezméme néjaky postup konstrukce tplného 3-stromu obsahujictho G a vezméme vr-
chol z, ktery byl vytvoren jako posledni. Ziejmé deg.(x) < 3, protoze dostal 3 hrany
pri vytvoreni a po ném uz se nic dalstho nevytvarelo. Ale protoze je G' 3-souvisly, tak
deg.(z) > 3 (jinak by jeho sousedé tvorili 2-fez). Oznaéme u, v, w jeho sousedy. Kdyz
x vznikal, tito sousedé museli tvorit trojuhelnik. Protoze vsak jsou sousedé jen 3, musi
kazda dvojice mit spolecnou sténu, tedy do této lze prikreslit hranu tuto dvojici spo-
jujici (pokud jiz neexistuje). Lze tedy do G tento trojuhelnik doplit tak, aby byl stale
rovinny a stale to byl neiplny 3-strom. [

Muzeme tedy graf, stejné jako v minulych ptipadech, rozdélit na dvé casti, Gy, Gs.
Protoze G1\ {u,v,w} je souvislé, musi byt nakreslené jen do jedné stény trojihelniku
u, v, w. S Gz obdobné. Konstrukei grafu lze tedy zacit od tohoto trojihelniku a zbytky

G1, G4 nakreslit do vnéjsi, resp. vnitini stény tohoto trojuhelniku.
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5.3 Projektivni rovina

Tvrzeni 4. Méjme G neuplny 3-strom vnotitelny do projektivni roviny. Lze nalézt
uplny 3-strom H vnoritelny do projektioni roviny obsahujici G jako podgraf. Pokud md
G alespon 3 vrcholy, lze nalézt takové H, které bude mit stejny pocet vrcholi.

Pokud by byl G rovinny, potom je i H rovinny dle 5.2 a tedy vnoritelny do projektivni
roviny. Déle nas tedy budou zajimat pouze takova GG, ktera rovinna nejsou. Podle Ku-
ratovského véty ([3], strana 30) obsahuj{ bud podrozdéleni K33 nebo K5 jako podgraf.

Protoze ale podle [1], strana 3, je K5 zakdzany minor pro 3-stromy, dle Lemmatu 6 ani
zadné podrozdéleni K5 nelze vytvorit. Tedy, G obsahuje podrozdéleni K ;.

5.3.1 Nepodrozdéleny K3

Na chvili predpokladdejme, ze G obsahuje nepodrozdélené K33, podrozdéleni vyiesime
pozdéji.

Podivejme se na algoritmus nalezeni nakresleni do projektivni roviny popsany W. My-
rvoldovou a J. Rothem v [5] na strandch 8-10. Napfed najde podrozdéleni K5 nebo
K3 3, ten umisti do projektivni roviny a poté rozmisti zbylé ¢asti do vzniklych , lokalné
rovinnych “ stén za pomoci algoritmu pro rovinné nakresleni.

Nas graf GG neobsahuje zadné podrozdéleni K5 a protoze algoritmus nalezne libovolné
podrozdéleni K3 3, muzeme mu nékteré vybrat. Vezméme tedy ono nepodrozdélené K 5
a nakresleme jej dle algoritmu. Toto rozdéli celou projektivni rovinu na 3 stény velikosti
4 a jednu velikosti 6.

Obrazek 8: Nakresleni K335 do projektivni roviny

Meéjme tedy takovéto nakresleni do projektivni roviny (z korektnosti tohoto programu
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plyne, ze pokud je graf projektivné rovinny, takové nakresleni ndm nalezne). Nyni se
podivame, co lze o takovém grafu predpokladat.

Lemma 9 (O trojihelniku). KaZdy dplny 3-strom obsahujici Ks3 jako podgraf md
jednu jeho partitu spojenou do trojuhelniku.

Diikaz. Oznacme vrcholy Ks 3 jako ay,as, as a by, bo, by (tvorici partity A, resp. B).

K3 3 lze sestrojit tak, ze zacneme s jednou partitou (napiiklad s aq, aq,as). K tomuto
trojihelniku potom ptipojime jednotlivé vrcholy druhé partity. Vysledek tohoto je
na obrazku 9, vrcholy partity A jsou ¢erné, vrcholy partity B sedé.

Obréazek 9: Uplny graf obsahujici Ks 3

Nyni, proc¢ je tento trojuhelnik nutny? K33 ma prilis vrcholi na to, aby byl vytvoren
najednou. Tedy, jeden vrchol musi byt pfipojovany jako posledni (v dobé, kdy jiz
ostatnich 5 existuje). Necht je to tieba vrchol bs.

Protoze vsechny vrcholy a; uz existuji, musi byt rovnou ptripojen ke vSem tiem v tomto
kroku (nové hrany vznikaji jen s novym vrcholem, pokud dva vrcholy uz existuji, neni
zaddnd moznost, jak je spojit pozdéji). Proto partita A musi tvorit trojihelnik, aby b3
mohl byt pfipojeny. O

Lemma 10 (O rozpojené partité). Zatimco jedna partita tvori trojihelnik (oznacme
g1 A), mezi vrcholy druhé (B) nevede Zddnd cesta, kterd by neobsahovala vrchol partity

A,

Dikaz. Napred dokazme, ze nevede zadnd hrana , pfimo* mezi vrcholy partity B. 3-
strom o 6 vrcholech ma presné 12 hran (v prvnim kroku vzniknou 3 vrcholy a 3 hrany,
v kazdém dalsim kroku 1 vrchol a 3 hrany). A graf z obrazku 9 m4a ptresné 12 hran.
Kdyby vedla hrana mezi vrcholy B, mél by tento graf ptilis mnoho hran.
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Jesté by mohla vést cesta pres néjaky dalsi vrchol ¢i vrcholy. Predpokladejme, ze tato
cesta vede mezi vrcholy b; a by a na cesté mezi nimi se vyskytuji vrcholy ¢q,...,c,,
z nichz zadny neni z partity A, ¢; pripojeny k by, ¢, k by. Vezméme nejkratsi takovou
cestu. Pokud konstrukei takového grafu zac¢neme od trojuhelniku v partité A (muzeme,
dle Lemmatu 3), musi diive vzniknout by nez ¢; (s by a ¢, obdobné). Kdyby vznikl az
poté, musel by pti vytvoreni mit stupen alespon 4 (musel by se pripojit k celé partité
Aakce).

Tedy, néktery c¢; vznika jako posledni z celé cesty a pripojuje se na dvé ,polocesty*,
jedna, ktera vede k b; a jedna, ktera vede k by a spojuje je dohromady. Protoze je ale
k nim pfipojen, musi uz tyto dva vrcholy (konce vétvi) byt spojeny hranou, potom by
ale cesta bez tohoto ¢; byla kratsi a to je spor s tim, ze jsme vzali nejkratsi takovou
cestu. O

Kdyz dostaneme graf GG, vezméme nakresleni s K3 3 podle obrazku 8 a doplnime do néj
trojuhelnik z Lemmatu 9.

Lemma 11. Pokud podle Lemmatu 9 doplnime G na G’ pridanim trojihelniku mezi
vrcholy sprdavné partity (k jedné to musi jit), tak G' bude stale vnotitelné do projektioni
TOVINY.

Dikaz. Podivejme se na stény fs, ..., fi dle obrazku 8. Dva z hrani¢nich vrcholu jsou
z partity A, dva z partity B, vrcholy ze stejné partity jsou proti sobé na thlopiickach
(viz. obrézek 10). Mezi vrcholy z B nevede zadna cesta , vnitikem“ stény (podle Lem-
matu 10). Proto je mozné nakreslit hranu mezi vrcholy z A dovniti této stény.

Obrazek 10: Sténa se 4 vrcholy a hrana v partité A

Pro kazdou hranu tohoto trojihelniku se najde jedna z téchto tii stén, do které ji 1ze
nakreslit. u

Tyto dokreslené hrany nam rozdéli ti ¢tytuhelnikové stény na Sest trojihelnikovych.

Nyni kazdy takovy trojihelnik vezméme, véetné jeho obsahu, a umistéme jej do ro-
viny. Tento trojuhelnik, véetné obsahu, je zfejmé rovinny (uz jednotlivé stény vzniklé
umisténim K3 byly ,lokdlné“ rovinné). Pomoci 5.2 zkonstruujme tplny rovinny 3-
strom. Protoze zachovavé i nakresleni toho, co jiz existuje, zadny vrchol (a tedy ani
zadna hrana) se nedostane ven z tohoto trojihelniku. Proto je mozné tyto ,ztiplnéné*
trojuhelniky vratit do puvodniho G a pri konstrukei 3-stromu postupovat od tohoto
trojihelniku a vyrobit vnittek.
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Jesté zbyva vyrtesit, co s vnittkem fi.

Lemma 12 (Dvé hrany). Z trojuhelniku v partité A lze alespori dvé hrany nakreslit
dovnitr Sestivhelnikové steny fi.

Dikaz. Pokud jdou nakreslit vSechny t7i, je vSe v poradku. Déle tedy predpokladejme,
ze jednu nakreslit nelze. BUNO to bude hrana (ay, as), viz obrazek 11.

by

a2 (1

b3 b2

asz

Obrazek 11: Nenakreslitelnd hrana v Sestithelniku

To, ze nelze nakreslit, muze byt zpusobeno jen tim, ze existuje cesta, ktera ji krizi.
Takova musi byt mezi vrcholy na jedné a druhé strané od (aq, az), na obrazku to jsou
mnoziny vrcholu {b;} a {as, by, b3}. Protoze podle Lemmatu 10 mezi vrcholy z partity B
nevede cesta (mimo téch vedoucich pres A), jedina takova mozna cesta je mezi vrcholy
by a as.

Nyni predpokladejme, Ze nelze nakreslit jesté néjakou dalsi hranu, feknéme (aq, ag). To
musi byt zpusobeno tim, ze jiz existuje cesta mezi as a by. Ta protina cestu mezi by a as.
Hranou ji protinat nemuze, protoze by jiz nemohly byt nakreslené. Maji tedy spolecny
vrchol. Potom ale existuje cesta mezi vrcholy b, a by, coz je ve sporu s Lemmatem
10. O

Pokud 1ze vsechny tii hrany trojuhelniku z partity A nakreslit dovnitf této stény (to, ze
je pouzijeme dvakrat nijak nevadi, pii vysledném nakresleni prosté jen jeden z vyskytu
vynechame), rozdéli tento Sestithelnik opét na trojihelniky a muzeme pouzit stejny
postup k nalezeni vnoritelného nakresleni.

Druhou moznosti je, ze 1ze nakreslit pouze dvé hrany z tohoto trojuhelniku. Potom je
mozné vzit jednu hranu, kterou jsme az dosud kreslili vnéjskem mezi partitami A a
B (v piipadé obrazku 11 to je hrana (as, b)) a nakreslit ji dovnitt Sestitthelniku. Bud
jiz to je ona cesta, kterd prekdazi tfeti hrané trojuhelniku, a nebo ji 1ze umistit z jedné
strany podél této cesty.

Kdyby tomu tak nebylo, pak je tato cesta spojend jak s ap, tak s as (tedy, lze se z této
cesty do toho vrcholu dostat, aniz by byl navstiven jiny vrchol Sestitthelniku). Do by
ani by urc¢ité nevede.
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V takovém piipadé ale tento graf obsahuje minor isomorfni s K5 (jeho vrcholy budou
a1, as, az, by a néktery ¢ vznikly kontrakcemi cesty). Ale dle [1] zadny 3-strom neobsa-
huje K5 jako minor. Muzeme tedy hranu (ag, b;) nakreslit dovniti Sestitthelniku.

Nyni dvé hrany trojihelniku a tato hrana ,z vnéjsku® déli Sestitthelnikovou f; opét
na trojihelniky, 1ze tedy pouzit stejny postup s vytazenim trojihelnikt ven, nalezenim
rovinného 3-stromu a vracenim zpét. Libovolny netplny 3-strom G vnotitelny do pro-
jektivni roviny, ktery obsahuje nepodrozdélené Kj3 je podgrafem néjakého uplného
3-stromu vnotitelného do projektivni roviny.

5.3.2 Podrozdéleny Kj3

Nyni mame néjaky G, ktery neobsahuje K33 jako svij podgraf, ale obsahuje nékteré
jeho podrozdéleni. Dokazme si pro préci s podrozdélenym K3 3 nékolik Lemmat.

Lemma 13 (O spojeni K33). Necht G je neiplny 3-strom a obsahugje podgraf isomorfni
s néejakym podrozdélenim K3 3. Potom kaZdy uplny 3-strom H obsahujici G jako podgraf
obsahuje 1 nepodrozdélené K 3.

Dikaz. Dokazeme indukei podle poctu podrozdélitek. Vezméme [ nejmensi podgraf
G isomorfni s n¢jakym podrozdélenim K3 3. Pokud je I nepodrozdélené Kj 3, Lemma
trividlné plati.

Predpokladejme tedy, ze Lemma plati pro n podrozdélitek a chceme jej dokazat pro n+
1. Necht tedy obsahuje alespoii jedno podrozdélitko. Pti konstrukei mohly nastat dva
pripady. Pokud posledni vytvoreny vrchol z I bylo nékteré podrozdélitko p, potom
v dobé jeho vzniku musela existovat hrana, ktera spojovala jeho nejblizsi dva sousedy
na hrané, kterou p podrozdéluje. VSechny grafy, které byly takto vytvorené tedy obsa-
huji néjaké I, které neobsahuje p, ale misto néj obsahuje hranu spojujici jeho nejblizsi
sousedy. I’ ma jen n podrozdélitek.

Obrazek 12: Doplnéni hrany k podrozdélitku

Druhou moznosti je, ze posledni vrchol neni podrozdélitko, BUNO to tedy je b3. Jeho
tTi nejblizsi sousedé v dobé jeho vzniku jiz museli existovat a tvorit trojihelnik.

Pokud je alespon jeden z nich podrozdélitko, muzeme situaci opét prevést na mensi
pripad tim, ze vynechame b3 a jeho roli pfevezme jedno z podrozdélitek. Tim se pocet
podrozdélitek opét snizi.
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Zbyva tedy moznost, ze by uz ma vSechny hrany do sousedni partity nepodrozdélené.
V takovém piipadé tvoii partita A trojihelnik (ze stejného duvodu, jako je v dikazu
Lemmatu 9) a konstrukei tohoto 3-stromu lze zacit od tohoto trojihelniku (Lemma
3). Potom si vybereme vrchol, ktery ma alespon jednu z hran podrozdélenou. Protoze
podrozdélené hrany jsou disjunktni, lze s jeho konstrukei bez zmény tohoto 3-stromu
pockat az po konstrukei vrcholu b3 a tudiz stejny graf ziskdme z nékterého jiného
postupu, ktery jiz situaci zmensi.

Obrazek 13: Doplnéni trojuhelniku k b3

]

Miuzeme tedy pridat hrany tak, aby G byl stale neiplny 3-strom, ale obsahoval ne-
podrozdélené Kj 3. Ted je tedy tfeba dokézat, ze existuje zpusob, jak graf rozsfiit tak,
aby byla zachovana vnotitelnost.

Lemma 14. Hranu z proniho pripadu dikazu Lemmatu 13 lze vidy dokreslit (a nevy-
nechat p) bez poruseni vnotitelnosti.

Dikaz. Dokazeme sporem. Hranu nelze dokreslit, protoze v kazdém nakresleni (pred
dokreslenim hrany) vede z podrozdélitka p na obé strany néjaka cesta. Tato cesta musi
koncit nékde ve zbytku podrozdéleného K3 3 (pokud by predstavovala most, el by cely
,druhy konec“ nakreslit dovniti trojihelniku vzniklého po pridédni nové hrany).

Pro piehlednost si udélejme obrézek 14. Vrchol p je éerveny, jeho sousedé modii (mohly
by to byt i vrcholy ay a by). Zelené jsou ony prekéazejici cesty.

Zadna prekazejici cesta nevede do zadného vrcholu podrozdélené hrany (ay,by) — v ta-
kovém piipadé bychom nepracovali s nejmensim podrozdélenim. Tedy musi vést nékam
do podrozdélené hrany (ag,by) (resp. (as, bs) v piipadé druhé cesty) nebo hran (bs, a;)
a (ag,by) (resp. (bs,a1) a (as, b)), ale bez krajnich vrcholu aq, by.

Nyni zkontrahujme tsek aq, s9, usek by, sy, oblast as, by a jednu (pfislusnou) zelenou
cestu tak, aby vznikly vrchol od p délila jedina hrana, s a3, b3 a druhou cestou obdobneé.
Timto jsme ziskali K5. K5 ale neni, jak jsme jiz dokézali, (ani neiplny) 3-strom, tedy,
dle Lemmatu 5 ani graf na obrazku nemuze byt 3-strom. Tedy alespon jedna ze zelenych
cest neexistuje a hranu dokreslit 1ze. O]
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Obréazek 14: Dokresleni hrany

Lemma 15. Trojuhelnik z druhého pripadu dukazu Lemmatu 13 lze vidy dokreslit
bez poruseni vnotitelnosti.

Dikaz. Obdobné, jako v minulém Lemmatu, predpoklddejme opak, tedy nékterou
hranu dokreslit nelze. To muze nastat jen proto, ze z by vede cesta nékam ,,ven* z to-
hoto trojihelniku a nékterou z jeho hran kiizi. Protoze to, do ¢eho tato cesta vede,
nejde prekreslit dovniti, musi to byt spojené se zbytkem podrozdéleného K 3.

Situace je zndzornéna na obrazku 15. Cerveny je bs, modif jsou jeho sousedé. Sa-
mozirejmeé, nékteii ze sousedu mohou byt primo vrcholy Sestitthelniku. Prekéazejici cesta
(zelend) vede z bs do nékterého ¢erného vrcholu (nebo podrozdélené hrany) a neobsa-
huje zadny modry vrchol.

Obrazek 15: Dokresleni trojihelniku
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Pokud ale vSechny ¢erné vrcholy a vrcholy cesty zkontrahujeme, dostaneme K. Ten
ale nelze vytvorit jako 3-strom, tedy ani tento graf neni 3-strom (dle Lemmatu 5).
Ale protoze trojihelnik (dle Lemmatu 13) v tomto grafu existuje, dana cesta existovat
nemuze. O]

Lze tedy dokreslit hrany tak, aby vznikly nedplny 3-strom byl stale jesté vnoritelny,

ale obsahoval nepodrozdélené Ks 3. Tedy dle 5.3.1 lze libovolny netplny projektivne
rovinny 3-strom rozsitit na iplny projektivné rovinny.
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6 Projektivni rovina a 4-stromy

Dle 4.3 existuje nerozsititelny neiplny 4-strom. Zde je jen pro zajimavost jeden takovy
uveden s jinym dukazem jeho nerozsititelnosti.

Bude jim nesouvisly graf o dvou komponentach. Jednu komponentu tvoti K5, druhou
K5 bez jedné hrany (nazvéme jej Js). Tento graf je vnoritelny do projektivni roviny,
jak 1ze ovérit na obrazku 16.

Obrazek 16: G vnoteny do projektivni roviny

Je tfeba dokazat, ze existuje néjaky uplny 4-strom, jehoz je G podgrafem a déle, ze
zadny uplny 4-strom obsahujici G neni vnoritelny do projektivni roviny.

Existenci takového 4-stromu lze dokéazat jeho konstrukei, ktera je zobrazena na obrazku
17. Cisla udavaji krok algoritmu, ve kterém byl vrchol pfidan, hrany neobsazené v G

jsou Sedé.

Obrazek 17: Konstrukce 4-stromu obsahujicitho GG

Lemma 16 (O chybeéjici hrané Js). Kazdy dplny 4-strom obsahugici jako svuj podgraf
graf Js obsahuje také jako svij podgraf graf Ks. Tyto dva podgrafy maji alespon 4
spolecné vrcholy.
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Dikaz. V nultém kroku generovani vznikly maximalné 4 vrcholy J5, tedy k vygene-
rovani J; je potieba alespon jeden opravdovy krok. Tedy jeden z vrcholu je pridavéan
jako posledni. Ozna¢me si tento vrchol jako v, ostatni jako w, x,y, 2.

Pokud deg,, (v) = 4, pak je v tomto kroku algoritmu pfipojovan ke vSem ctyfem
hranu vytvorit a difve to také neslo, nebot v neexistoval). Abychom si ale mohli vybrat
tyto ¢tyti vrcholy, musi jiz v tuto chvili tvorit K. Pridanim vrcholu v a spojenim se
vsemi tedy vznikne K5 na vrcholech v ...z, tedy maji spole¢nych vsech 5 vrcholu.

Ve zbytku dukazu tedy muzeme predpoklddat, ze degy, (v) = 3 (takové tam jsou dva,
necht ten druhy je z). Kdyz pfipojujeme v ke grafu, musime mit vybrané 4 vrcholy,
které tvoii K4. Protoze v je ve vysledném J5 spojeno s vrcholy w, z,y (ty maji vsechny
stupen 4, tedy musi byt spojeny se vSemi ostatnimi v J5), toto K, obsahuje vrcholy
w, x,y. Tedy po pridani v vznikne K5 obsahujici vrcholy v, w, x,y a néjaky dalsi. Tento
K5 ma tedy s nasim J; spolecné alespon 4 vrcholy (onen dalsi muze byt z, ale nemusi).

Obrazek 18: Ptipojeni vrcholu v

]

Necht je H libovolny tplny 4-strom obsahujici G jako podgraf. ProtoZe jedna z kompo-
nent GG je K5, musi byt tento K5 obsazen jako podgraf v H. Dle Lemmatu 16 obsahuje
jesté nejaké Ky které ma alespon 4 vrcholy spolecné s J; z G. Tedy, tyto dva Kj se
lis{ v alespon 4 vrcholech — jsou to bud dva disjunktni K, nebo sdileji prave jeden
spolecny vrchol.

Dle B. Mohara a C. Thomassena, [3], strana 247, je kazda tato moznost zakdzany
podgraf pro projektivni rovinu. H tedy nelze vnofit do projektivni roviny.

Taktéz si lze v§imnout, ze J5 je protipiikladem v roviné.
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