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LATEX.
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4.2 Prvńı krok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.3 Vı́ce krok̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5 3-stromy 17
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1 Úvod

Tato práce se zabývá vnořitelnost́ı tř́ıdy graf̊u do ploch. Dostaneme neúplný k-strom,
který je do plochy vnořitelný. Zajisté jde doplnit na úplný k-strom, otázkou je, jestli
takovým zp̊usobem, že se vnořitelnost zachová.

V kapitole 3 je vyřešen př́ıpad k ≤ 2. Takto
”
úzké“ grafy (ve smyslu stromové š́ı̌rky) lze

doplnit na úplný k-strom triviálně na libovolné ploše. Naopak, pro k ≥ 4 a libovolnou
plochu existuje neúplný vnořitelný k-strom, který nelze doplnit na žádný úplný k-strom
vnořitelný na danou plochu. Pro některé plochy a k dokonce neexistuje žádný úplný
vnořitelný k-strom. Toto je řešeno v kapitole 4.

Zbývaj́ıćı př́ıpad pro k = 3 je řešen v kapitole 5. V ńı je rozebrána rovina (5.2) a
projektivńı rovina (5.3). Pro obě lze naj́ıt pro každý vnořitelný neúplný 3-strom některý
vnořitelný úplný 3-strom, na který lze doplnit. Daľśı plochy zat́ım vyřešeny nejsou.

Lze si všimnout, že ve všech př́ıpadech, kdy doplněńı lze provést a počet vrchol̊u grafu
je alespoň k, tak lze doplněńı provést bez přidáńı daľśıch vrchol̊u.

V kapitole 6 je pro zaj́ımavost uveden jeden neúplný 4-strom, který nelze doplnit
na žádný úplný vnořitelný do projektivńı roviny.

Pro úplnost jsou uváděny d̊ukazy i u většiny tvrzeńı a vět, která jsou již známá.
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2 Použité značeńı a terminologie

V následuj́ıćım textu jsou použ́ıvány některé termı́ny a značeńı, které bud’ nejsou zcela
obvyklé nebo známé. Seznam těchto termı́n̊u je zde.

2.1 Klasifikace graf̊u

Zvolme si nějaké k ∈ N
+. V nultém kroku si vezměme úplný graf na k vrcholech

G0 := Kk. V každém následuj́ıćım (i-tém) kroku si zvolme úplný podgraf grafu Gi−1

na k vrcholech a označme ho Ci. Graf Gi dostaneme tak, že ke grafu Gi−1 přidáme
nový vrchol a spoj́ıme jej hranami se všemi vrcholy Ci.

Obrázek 1: Druhý krok stavby 3-stromu

Každý takový graf Gi nazveme k-stromem nebo úplným k-stromem. Každý podgraf
některého k-stromu nazveme neúplným k-stromem.

Definici k-stromu lze nalézt např. v úvodu [1] od Arnborga, Proskurowského a Corneila.

Necht’ G je graf a H vznikne z G nahrazeńım některých jeho hran za cesty. Potom se
H nazývá podrozděleńı G. Tyto cesty budou označovány jako podrozdělené hrany

a vrcholy na nich jako podrozděĺıtka. Pokud budeme mluvit o velikosti podrozděleńı,
bude t́ım myšlen počet podrozděĺıtek.

Graf G je vnořitelný do plochy, pokud existuje nakresleńı na danou plochu takové, že
se žádné hrany nekř́ıž́ı. Graf je rovinný, pokud je vnořitelný do roviny, a projektivně

rovinný, pokud je vnořitelný do projektivńı roviny.

Přesnou definici nakresleńı lze nalézt např́ıklad v [2] od J. Matouška a J. Nešetřila,
na straně 168.

Definici ploch lze nalézt v kapitole 3.1 v [3] od Mohara a Thomassena (strana 77 a
dále).

Projektivńı rovina je plocha s jedńım kř́ıž́ıtkem (bodem, ve kterém je kř́ıžeńı hran
povolené, ale nesmı́ v něm

”
zahýbat“). Euler̊uv rod této plochy je 1.
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2.2 Obvyklé proměnné a symboly

• G – graf.

• V (G) – vrcholy grafu G

• E(G) – hrany grafu G

E(G) ⊆
(

V (G)
2

)

• n – počet vrchol̊u grafu n = |V (G)|

• m – počet hran grafu m = |E(G)|

• f – počet stěn nakresleńı grafu

• g – rod plochy

• degG(a) – stupeň vrcholu a v grafu G

• G ⊆ H – pro G,H grafy znač́ı, že G je podgraf H, tj:

V (G) ⊆ V (H) ∧ E(G) ⊆ E(H) ∩
(

V (G)
2

)

nebo že existuje graf G′ isomorfńı s G, pro který tato formule plat́ı
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3 Malá k

Tvrzeńı 1. Každý neúplný k-strom, pro k = 1, 2, G lze doplnit na úplný k-strom
vnořitelný do libovolné plochy. Pokud G má alespoň k vrchol̊u, lze doplněńı provést
bez přidáváńı vrchol̊u.

Pro takto malá k jsou všechny úplné k-stromy rovinné a tedy vnořitelné i do libovolné
jiné plochy (veškeré

”
anomálie“ – uši, kř́ıž́ıtka – lze obej́ıt a nevyuž́ıt). Potom je každý

neúplný k-strom podgrafem některého úplného a tedy vnořitelného.

3.1 Stromy

Pokud je k = 1, jedná se o obyčejné stromy. Každý strom je rovinný. Každý neúplný
1-strom je les, který lze doplnit na strom spojeńım komponent (tedy jen doplněńım
hran).

Rovinnost stromu lze nahlédnout např́ıklad z konstrukce. Jediný vrchol K1 je triviálně
rovinný. Necht’ máme nakreslený strom z předchoźıch krok̊u algoritmu a přidáváme
nový vrchol. Vrchol w, ke kterému hodláme nový vrchol v připojit, soused́ı s alespoň
jednou stěnou nakresleného grafu, řekněme s. Umı́st́ıme v do stěny s a spoj́ıme s w.

w v

s

Obrázek 2: Připojeńı vrcholu ke stromu

Proto lze každý neúplný 1-strom doplnit na úplný, který je vnořitelný.

3.2 2-stromy

Obdobně, všechny 2-stromy jsou také rovinné. Graf K2 je rovinný (je to jedna hrana
s vrcholy). Opět, při připojováńı daľśıho vrcholu v budeme předpokládat, že dosavadńı
graf G je už nakreslený.

Vybereme si některé již existuj́ıćı K2. To je jedna hrana e. Ta muśı sousedit s nějakou
stěnou s. Umı́st́ıme tedy vrchol v do s a spoj́ıme s konci e. Výsledek je opět rovinný,
toto je nakresleńı, při kterém se nekř́ıž́ı hrany.
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e v
s

Obrázek 3: Připojeńı vrcholu k hraně

K d̊ukazu, že nemuśıme přidat žádný vrchol, pokud vstupńı graf G má alespoň dva
vrcholy, použijeme Lemma 4, které dokážeme až v kapitole 5.1.

Tedy, každý neúplný 2-strom lze doplnit na úplný vnořitelný do roviny a tedy i do každé
jiné plochy.

¥
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4 Velká k

Tvrzeńı 2. Pro k ≥ 4 a každou plochu π lze naj́ıt neúplný k-strom vnořitelný do této
plochy, který nelze doplnit na žádný úplný k-strom vnořitelný do plochy π.

4.1 Konečně mnoho vnořitelných k-stromů

Lemma 1 (O konečné množině). Necht’ množina k-strom̊u vnořitelných na plochu π

je konečná. Poté pro dané k a π existuje neúplný k-strom vnořitelný do π, který nelze
doplnit na úplný k-strom vnořitelný do π.

D̊ukaz. Označme si množinu těchto k-stromů jako G. Dále si označme s maximálńı
počet vrchol̊u přes tyto grafy:

s := max
G∈G

|V (G)|

Vezměme si Ps+1 cestu o s + 1 vrcholech. Tato cesta zřejmě neńı podgrafem žádného
grafu z G, nebot’ má v́ıce vrchol̊u než libovolný z nich. Ovšem určitě existuje nějaký
k-strom, jehož podgrafem tato cesta je. Lze jej zkonstruovat např́ıklad takto:

1. Začneme s Kk.

2. Zvoĺıme jeden vrchol existuj́ıćıho grafu jako jeden konec cesty a označ́ıme ho p0.

3. V i-tém kroku přidáme vrchol pi a spoj́ıme s k již existuj́ıćımi vrcholy tvoř́ıćımi
Kk. Těchto k vrchol̊u zvoĺıme tak, aby jeden z nich byl pi−1. Toto zajisté lze
udělat, protože v minulém kroku po přidáńı pi−1 vznikl Kk+1, z něj stač́ı jeden
některý vrchol nepouž́ıt. Tento bod opakujeme celkem s×

Tedy cesta Ps+1 je onen graf.

Lemma 2 (O konečném počtu krok̊u). Necht’ je počet krok̊u na stavbu k-stromu
pro dané k shora omezený nějakým smax. Potom je množina takto sestrojitelných k-
strom̊u konečná.

D̊ukaz. Při každém kroku je jen konečně mnoho možnost́ı, jak vybrat Kk v již exis-
tuj́ıćım grafu. Tento počet lze zajisté shora omezit počtem zp̊usob̊u na výběr k vrchol̊u
v existuj́ıćım grafu. V s-tém kroku má graf k + s vrchol̊u, počet r̊uzných Kk tedy neńı
větš́ı než:

(

k + s

k

)

Celkově lze tedy shora odhadnout počet r̊uzných k-stromů na s+k vrcholech výrazem:
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s
∏

i=1

(

k + i

k

)

4.2 Prvńı krok

Již v prvńım kroku algoritmu vznikne Kk+1. Pokud již tento nejde vnořit, vnořitelný
k-strom je maximálně 1 a to z nultého kroku. V takovém př́ıpadě je splněn předproklad
Lemmatu 1 a existuje nedoplnitelný k-strom.

Dle zobecněné Euklidovy formule ([3], strana 85), pokud je graf G vnořený do plochy
π, potom plat́ı:

n + f ≥ m + 2 − g

Pokud tuto nerovnost nelze splnit, graf do plochy nakreslit nelze.

U prvńıho kroku máme k + 1 vrchol̊u a (k+1)·k
2

hran.

Nyńı je třeba odhadnout počet stěn. Protože chceme horńı odhad na k, kdy ještě graf
lze vnořit, je třeba omezit f shora. Nejv́ıce stěn bude, pokud budou nejmenš́ı možné.
A každá stěna, pokud se nejedná o multigraf, muśı sousedit s alespoň 3 vrcholy. Každý
vrchol soused́ı s maximálně k stěnami (nebot’ jeho stupeň je k). Maximálńı počet stěn
je tedy:

fmax =
(k + 1) · k

3

Dosad’me tedy do nerovnosti a upravme:

k + 1 +
(k + 1) · k

3
≥ (k + 1) · k

2
+ 2 − g (1)

6k + 6 + 2(k + 1) · k ≥ 3(k + 1) · k + 12 − 6g (2)

8k + 2k2 ≥ 3k2 + 3k + 6 − 6g (3)

5k + 2k2 ≥ 3k2 + 6 − 6g (4)

0 ≥ k2 − 5k + 6 − 6g (5)

k se tedy muśı nacházet mezi hodnotami:

5 ±
√

1 + 24g

2
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Pokud bychom dosadili g = 0, dolńı hranice by nám vyšla 2, tedy by nemělo vyhovovat
k = 1. Ovšem kv̊uli předpokladu odhadu (k ≥ 2, stromy maj́ı jen jednu stěnu) je
v tomto př́ıpadě rovnice neplatná. Pro větš́ı g je dolńı hranice již pod zaj́ımavými
hodnotami (pro g = 1 je to 0 a pro vyšš́ı je již záporná).

Pokud je k větš́ı než horńı hranice, potom nelze do dané plochy rodu g vnořit ani
k-strom po prvńım kroku algoritmu a množina vnořitelných k-stromů je konečná, tedy
existuje neúplný vnořitelný k-strom, který v této ploše nelze doplnit.

Pokud zvětš́ıme k ještě o 1 nad hranici, nep̊ujde již vnořit ani Kk, tedy neexistuje
žádný k-strom vnořitelný do této plochy.

4.3 Vı́ce krok̊u

Nyńı se pod́ıvejme, jaká je situace po s kroćıch. Spoč́ıtat vrcholy a hrany je jednoduché,
v každém kroku přidáváme 1 vrchol a k hran, tedy:

ns = k + s

ms =

(

k

2

)

+ k · s

Sice neznáme stupně jednotlivých vrchol̊u, ale pro spoč́ıtáńı maximálńıho počtu stěn
potřebujeme pouze celkový stupeň grafu. Ten je vždy roven dvojnásobku počtu hran,
tedy k · (k − 1) + 2 · k · s. Maximálńı počet stěn je tedy:

fs =
k · (k − 1) + 2 · k · s

3

Nyńı dosad’me do nerovnice:

k + s +
k · (k − 1) + 2 · k · s

3
≥

(

k

2

)

+ k · s + 2 − g (6)

k +
k · (k − 1)

3
+ s · 3 + 2 · k

3
≥

(

k

2

)

+ 2 − g + s · k (7)

Rozdělme si nerovnost na dvě, jednu, která se neměńı s rostoućım s, a druhou, která
se měńı. Prvńı tedy bude:

k +
k · (k − 1)

3
=

(

k

2

)

+ 2 − g + δ

kde δ je jakási
”
rezerva“ vnořitelnosti. Pokud je rezerva záporná, je situace nezaj́ımavá,

protože toto k bylo vyloučeno již odhadem v 4.2. Předpokládejme tedy, že δǫZ+
0 .
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Nyńı uvažme, jak rychle porostou strany nerovnosti s s. Obě strany rostou lineárně.
Pokud bude koeficient levé strany l′ ≥ koeficient pravé strany r′, rezerva se bude
po každém kroku zvyšovat nebo alespoň z̊ustávat stejná. Pokud ovšem bude l′ < r′,
rezerva se v každém kroku stavěńı k-stromu sńıž́ı o l′−r′ a nejdéle po

⌊

δ
r′−l′

⌋

+1 kroćıch
již k-strom nep̊ujde vnořit na danou plochu.

Spoč́ıtejme, pro která k k tomu dojde:

3 + 2 · k
3

< k (8)

3 + 2 · k < 3 · k (9)

3 < k (10)

Každý k-strom pro k ≥ 4 přestane být vnořitelný na libovolnou plochu po konečně
mnoha kroćıch (tedy, neuvažujeme-li plochy nekonečného rodu, ale na takové lze zase
vnořit libovolný konečný graf). Dle Lemmat 2 a 1 tedy existuje neúplný k-strom, který
nelze doplnit.

¥
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5 3-stromy

Zbývaj́ı nám tedy rozebrat 3-stromy. Protože existuj́ı jak nevnořitelné 3-stromy, tak
libovolně velké vnořitelné, nějaké poč́ıtáńı hran a vrchol̊u nepomůže (všechny k-stromy
pro dané k a pevný počet krok̊u maj́ı stejný počet vrchol̊u i hran).

5.1 Obecná pozorováńı a Lemmata

Dokažme si několik Lemmat, která nám budou užitečná na libovolné ploše, př́ıpadně
i pro libovolné k. Napřed jedno, které pomůže dokázat, že nějaký graf G je 3-strom
za předpokladu, že jsou 3-stromy některé jeho podgrafy.

Lemma 3 (O začátku). Konstrukci libovolného 3-stromu lze zač́ıt kterýmkoliv jeho
trojúhelńıkem.

Toto je speciálńı př́ıpad tvrzeńı 1.3. z [4] od Proskurowského.

D̊ukaz. Samotný trojúhelńık zřejmě můžeme vytvořit v nultém kroku. Problém by tedy
mohl být s některým daľśım vrcholem.

Vyjdeme z předpokladu, že graf je 3-strom, tedy existuje alespoň jedno pořad́ı, kterým
lze vrcholy vytvářet. Necht’ se v tomto postupu (ř́ıkejme mu p̊uvodńı) připojoval vrchol
v na vrcholy x, y, z, které tvořily trojúhelńık. Dohromady tedy ve výsledném grafu tvoř́ı
K4. Pokud tedy již existuj́ı BÚNO vrcholy v, x, y, lze vytvořit i z.

Dále si všimněme, že pokud lze v daný okamžik vytvořit z výsledného grafu v́ıce vrchol̊u
a jeden si vybereme, zbylé p̊ujdou vytvořit i nadále. Tedy, jediný problém by mohl
nastat, pokud by z ještě nevytvořených vrchol̊u žádný neměl alespoň 3 již vytvořené
sousedy, které tvoř́ı trojúhelńık.

Označme tedy V množinu již vytvořených vrchol̊u a C množinu vrchol̊u, které na vy-
tvořeńı teprve čekaj́ı. Vyberme takový trojúhelńık z V , který byl v p̊uvodńım postupu
vytvořený jako prvńı (zřejmě nějaký existuje, V obsahuje alespoň ten trojúhelńık,
kterým jsme začali) a označme jeho vrcholy jako T . Toto je bud’ trojúhelńık, kterým
jsme v p̊uvodńım postupu začali, v tom př́ıpadě již stač́ı proj́ıt p̊uvodńı postup a
vytvářet ještě nevytvořené vrcholy, protože všechny, které byly v p̊uvodńım postupu
v té době již vytvořené jsou vytvořené také.

Necht’ to tedy neńı onen p̊uvodńı trojúhelńık. Vyberme tedy jeho nejmladš́ı vrchol
a označme y (takový, který byl v p̊uvodńım postupu v T vytvořen jako posledńı).
Při vytvářeńı v p̊uvodńım postupu byl připojován k dvěma vrchol̊um z V a jed-
nomu z C. Protože zbývaj́ıćı dva vrcholy T jsou starš́ı, musel být v p̊uvodńım postupu
připojen k nim, tedy našli jsme dva vrcholy z V . Pokud by ale třet́ı vrchol, ke kterému
byl připojen, byl také z V , nebyl by T nejstarš́ı trojúhelńık, protože tyto tři vrcholy
musely existovat ještě před vznikem y. Označme tento vrchol z C jako x.
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Celé T je ve V a tvoř́ı trojúhelńık. Stač́ı tedy nahlédnout, že x je spojeno se všemi jeho
vrcholy. V době vzniku y muselo být x spojeno s oběma vrcholy T\ {y}. Vrchol y byl
na x připojen, tedy tato hrana existuje také.

Dále něco pro zahozeńı nevyužitých vrchol̊u.

Lemma 4 (O zbytečném vrcholu). Mějme G neúplný k-strom o alespoň k vrcholech.
Potom jej lze doplnit na úplný k-strom H bez přidáváńı vrchol̊u.

D̊ukaz. G je neúplný k-strom, tedy muśı existovat nějaký H ′ úplný k-strom takový,
že obsahuje G jako podgraf. Dokažme indukćı podle rozd́ılu počtu vrchol̊u |V (H ′)| −
|V (G)|. Pokud |V (G)| = |V (H ′)|, pak je splněno pro H := H ′.

Předpokládejme tedy, že Lemma plat́ı až do rozd́ılu počtu vrchol̊u δn a chceme dokázat
pro rozd́ıl δn + 1. Protože δn + 1 je kladné, existuje nějaký vrchol z, který neńı v G

obsažen –
”
zbytečný“ vrchol. Pokud na něj při tvorbě H ′ nebyl již žádný daľśı napojen,

lze jej jednoduše vynechat a źıskáme H ′′, který má o jeden vrchol méně, tedy dle
indukčńıho předpokladu pro něj tvrzeńı plat́ı.

Dále předpokládejme, že na něj bylo později něco připojeno, situace je znázorněna
na obrázku 4.

Obrázek 4: Zbytečný vrchol

Tedy, nově připojený vrchol (červený) je připojen k z (šedý) a množině daľśıch vrchol̊u
(na obrázku znázorněna dvěma černými). z a černé vrcholy muśı tvořit úplný graf,
jinými slovy, z je spojeno se všemy černými.

Pokud by bylo z při tvorbě vynecháno, vyskytl by se problém, kde vźıt daľśı vr-
chol, na který nový připojit (protože bez z máme k dispozici jen k − 1 vrchol̊u).
Ale při připojeńı z do p̊uvodńıho H ′ musel být tento problém již vyřešen, musel být
připojen ještě na některý daľśı vrchol (na obrázku modrý). Tedy při připojeńı nového
vrcholu lze situaci vyřešit stejným zp̊usobem. T́ımto postupem opět źıskáme nějaké
H ′′, který má méně vrchol̊u a pro něj Lemma plat́ı.

Nakonec přidáme dvě Lemmata, která zaručuj́ı uzavřenost neúplných 3-stromů na mi-
nory a podrozděleńı.
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Lemma 5 (O nevytvořitelném minoru). Necht’ G je 3-strom o alespoň 4 vrcholech.
Potom i graf H vzniklý kontrakćı libovolné jeho hrany je neúplný 3-strom.

Toto lze naj́ıt např́ıklad v článku S. Arnborga, A. Proskurowského a D. G. Corneila
[1], strana 2.

D̊ukaz. Podmı́nka na 4 vrcholy je zřejmá, zaručuje, že po kontrakci hrany zbude alespoň
trojúhelńık.

Máme tedy hranu e mezi vrcholy u, v ∈ V (G), kterou chceme kontrahovat. Konstrukci
dle Lemmatu 3 lze zač́ıt od nějakého trojúhelńıku, který neobsahuje e. BÚNO bud’

tedy u vytvořené dř́ıve než v.

Graf H konstruujme až do vzniku v stejně, jako předt́ım. Vznik v vynecháme a během
daľśıho postupu budeme mı́sto k v připojovat k u. Mohlo by se stát, že některá hrana
chyběla do počtu 3 (protože nějaký vrchol w byl v G připojován k u i k v), ale každá
existuj́ıćı hrana je součást́ı některého trojúhelńıku, tedy nějaký vrchol

”
do počtu“ se

vždy najde.

Je si třeba ještě všimnout, že nebude chybět žádná hrana, která by byla vytvořena
společně s v. Taková hrana v G vede mezi v a nějakým vrcholem x. Ale v době vzniku
v už musela nějaká hrana vést mezi x a u, tedy chybět nebude (protože v je připojené
jak k u, tak k x).

Lemma 6 (O podrozděleńı). Necht’ G je graf a H je jeho libovolné podrozděleńı a
necht’ H je neúplný k-strom. Potom i G je neúplný k-strom.

D̊ukaz. Toto př́ımočaře plyne z Lemmatu 5 – podrozděĺıtka v H vkontrahujeme do vr-
chol̊u na konćıch cest a dostaneme G.

5.2 Rovina

Tvrzeńı 3. Libovolný neúplný 3-strom G vnořitelný do roviny lze rozš́ıřit na úplný
3-strom H vnořitelný do roviny. Pokud má G alespoň 3 vrcholy, lze naj́ıt takový graf
H, který bude mı́t stejný počet vrchol̊u.

Pokud je zadáno nakresleńı G, potom existuje H, které m̊uže nakresleńı zachovat.

Zde je uveden prozat́ım nepublikovaný d̊ukaz prof. Kratochv́ıla a prof. Thomase.

Lemma 7 (O triangulaci). Každé nakresleńı úplného 3-stromu je triangulace roviny.

D̊ukaz. Počet vrchol̊u je po s kroćıch ns = 3+s, počet hran je ms = 3+3 ·s. Dosad’me
do Euklidovy formule a vyjádřeme odhad pro počet stěn (v́ıme, že graf je nakreslený).
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ns + fs ≥ ms + 2 (11)

3 + s + fs ≥ 3 + 3 · s + 2 (12)

fs ≥ 2 · (s + 1) (13)

Počet stěn lze odhadnout shora podobně, jako v 4.3 a po dosazeńı nám vyjde, že bude
fs ≤ 2 · (s + 1). Tedy v́ıme, kolik stěn přesně máme.

Pokud bychom měli některou stěnu deľśı, než 3, tak by z celkového stupně grafu

”
spotřebovala“ v́ıce a na některou jinou by již nezbylo. Stěna kratš́ı než 3 ale exis-

tovat nemůže (tedy, s výjimkou graf̊u bez hran, s 1 hranou a podobně, což ovšem neńı
náš př́ıpad).

Předpokládejme, že G je neúplný rovinný 3-strom a máme nějaké jeho nakresleńı.

Důkaz provedeme indukćı podle počtu vrchol̊u. V př́ıpadě, že G má nejvýše 4 vrcholy,
pak tvrzeńı plat́ı triviálně – K3, resp. K4 je vytvořeno v nultém, resp. prvńım kroku
tvorby a jsou rovinné.

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro všechny grafy na nejvýše n vrcholech a dostaneme graf G

s n + 1 vrcholy. Pokud je I neúplný rovinný 3-strom na nejvýše n vrcholech, I bude
značit úplný rovinný 3-strom, který I obsahuje jako podgraf.

Prvńı možnost́ı je, že G je nesouvislý. Oddělme tedy jednu komponentu od zbytku,
dostaneme grafy G1 a G2, G1 budiž ten s menš́ım počtem vrchol̊u. Na chv́ıli ponechme
stranou situaci, kdy G1 má méně než 3 vrcholy. Oba maj́ı menš́ı počet vrchol̊u, než n+1,
dle indukčńıho předpokladu pro ně lze naj́ıt rovinné 3-stromy, které je obsahuj́ı jako
podgrafy. Protože tyto 3-stromy jsou triangulacemi roviny (dle Lemmatu 7), jejich
vněǰśı stěny jsou trojúhelńıky. Napřed zkonstruujeme tyto dva trojúhelńıky postupem
naznačeným na obrázku 5, šedé hrany nejsou v G obsaženy, č́ısla udávaj́ı krok kon-
strukce, kdy vrchol vznikl. Podle Lemmatu 3 můžeme nakonec zkonstruovat zbytky G1

a G2 uvnitř těchto trojúhelńık̊u.

0

0

0 1

2

3

Obrázek 5: Konstrukce dvou trojúhelńık̊u
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Pokud má G1 méně, než 3 vrcholy, pak vynecháme při konstrukci druhého trojúhelńıku
třet́ı, př́ıpadně i druhý vrchol. Všechny potřebné hrany, které může G1 obsahovat budou
k dispozici. V př́ıpadě, že i G2 má méně než 3 vrcholy, pak celé G má nejvýše 4 vrcholy
a tato situace je již ošetřena v př́ıpadu pro malé grafy.

Daľśı možnost́ı je, že graf obsahuje artikulaci v. Odebráńım by se graf rozpadl na několik
komponent. Vezměme jednu komponentu společně s v (a hranami z v do této kompo-
nenty) a označme G1. Obdobně vezmeme zbylé komponenty, opět přidáme v a označ́ıme
jako G2. Jak G1, tak G2 maj́ı nejvýše n vrchol̊u, tedy pro ně tvrzeńı plat́ı. Stěnu,
se kterou soused́ı v lze prohlásit za vněǰśı. Vytvořme tedy vněǰśı stěnu G1 v nultém
kroku. Stejně tak, G2 bude mı́t v ve vněǰśı stěně. Můžeme tedy po vytvořeńı vněǰśıho
trojúhelńıku G1 vytvořit zbylé dva vrcholy vněǰśı stěny G2, jak je naznačeno na obrázku
6, a zbytky G1 a G2 dokončit dovnitř takto vzniklých trojúhelńık̊u (d́ıky Lemmatu 3).
Opět, hrany nav́ıc jsou šedivé a č́ısla udávaj́ı pořad́ı vzniku vrchol̊u. Vrchol v je červený,
vrcholy G2 jsou modré.

0

0

0 1

2

Obrázek 6: Konstrukce zbylých dvou vrchol̊u vněǰśıho trojúhelńıku G2

Opět, v př́ıpadě, že jeden z graf̊u bude mı́t méně, než 3 vrcholy (BÚNO je to G2, jinak
můžeme přeznačit), můžeme konstrukci posledńıho vrcholu vynechat (jeden z graf̊u
muśı mı́t alespoň 3 vrcholy, jeden alespoň 2).

Pokud je graf souvislý i vrcholově 2-souvislý, může obsahovat 2-̌rez. Necht’ tedy jsou
u, v vrcholy tohoto řezu. Rozdělme si komponenty, které by vznikly po odebráńı u, v

do dvou neprázdných množin C1, C2. Můžeme každou komponentu C2 zkontrahovat
do jednoho vrcholu a ten poté vkontrahovat do v. T́ım zajisté vznikne hrana (u, v).
Takto vzniklý graf označme G1. Dı́ky tomu, že G je neúplný 3-strom, a d́ıky Lemmatu
5, je i G1 neúplný 3-strom. Obdobně můžeme zkontrahovat i C1 a dostaneme G2.

Protože jak G1, tak G2, maj́ı nejvýše n vrchol̊u, tvrzeńı pro ně plat́ı a nalezneme
tedy nakresleńı G1 a G2. Prohláśıme některou stěnu každého z nich, která soused́ı
s hranou (u, v), za vněǰśı. Můžeme tedy vytvořit tento vněǰśı trojúhelńık jednoho grafu,
doplnit třet́ı vrchol vněǰśıho trojúhelńıku druhého grafu a oba poté dokončit uvnitř.
Konstrukce těchto dvou trojúhelńık̊u je znázorněna na obrázku 7, barvy jsou obdobné
jako v minulém př́ıpadě.
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Obrázek 7: Vytvořeńı trojúhelńık̊u spojených hranou

Již nemůže nastat př́ıpad, že by některý z menš́ıch graf̊u měl př́ılǐs málo vrchol̊u. Každá
z C1 a C2 má alespoň jeden vrchol, přidáńım (u, v) máme alespoň 3.

Posledńı možnost, která může nastat je, že G obsahuje vrcholový 3-̌rez (4-souvislý už
být nemůže, to by obsahoval K5 a nebyl rovinný). Necht’ tedy jsou vrcholy u, v, w řez
vybraný dle Lemmatu 8. Po jejich odebráńı se graf rozpadne na 2 komponenty (kdyby
se rozpadl na v́ıc, pak u, v, w tvoř́ı jednu partitu podrozděleńı K3,3 a libovolný vrchol
z každé komponenty druhou a graf G neńı rovinný).

Lemma 8. Je dán G rovinný neúplný 3-souvislý 3-strom o alespoň 5 vrcholech a je
dáno nějaké jeho nakrelsleńı. Potom v něm lze nalézt takový 3-řez u, v, w, že po přidáńı
trojúhelńıku u, v, w vznikne G′, který je stále rovinný neúplný 3-strom a zachová na-
kresleńı stávaj́ıćıch hran a vrchol̊u.

D̊ukaz. Zřejmě muśı obsahovat alespoň nějaký 3-̌rez, jinak by byl 4-souvislý, tedy
obsahoval K5, které jednak nelze vytvořit v 3-stromu a jednak neńı rovinné. Nyńı
potřebujeme přidat trojúhelńık.

Vezměme nějaký postup konstrukce úplného 3-stromu obsahuj́ıćıho G a vezměme vr-
chol x, který byl vytvořen jako posledńı. Zřejmě degG(x) ≤ 3, protože dostal 3 hrany
při vytvořeńı a po něm už se nic daľśıho nevytvářelo. Ale protože je G 3-souvislý, tak
degG(x) ≥ 3 (jinak by jeho sousedé tvořili 2-̌rez). Označme u, v, w jeho sousedy. Když
x vznikal, tito sousedé museli tvořit trojúhelńık. Protože však jsou sousedé jen 3, muśı
každá dvojice mı́t společnou stěnu, tedy do této lze přikreslit hranu tuto dvojici spo-
juj́ıćı (pokud již neexistuje). Lze tedy do G tento trojúhelńık doplit tak, aby byl stále
rovinný a stále to byl neúplný 3-strom.

Můžeme tedy graf, stejně jako v minulých př́ıpadech, rozdělit na dvě části, G1, G2.
Protože G1\ {u, v, w} je souvislé, muśı být nakreslené jen do jedné stěny trojúhelńıku
u, v, w. S G2 obdobně. Konstrukci grafu lze tedy zač́ıt od tohoto trojúhelńıku a zbytky
G1, G2 nakreslit do vněǰśı, resp. vnitřńı stěny tohoto trojúhelńıku.

¥
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5.3 Projektivńı rovina

Tvrzeńı 4. Mějme G neúplný 3-strom vnořitelný do projektivńı roviny. Lze nalézt
úplný 3-strom H vnořitelný do projektivńı roviny obsahuj́ıćı G jako podgraf. Pokud má
G alespoň 3 vrcholy, lze nalézt takové H, které bude mı́t stejný počet vrchol̊u.

Pokud by byl G rovinný, potom je i H rovinný dle 5.2 a tedy vnořitelný do projektivńı
roviny. Dále nás tedy budou zaj́ımat pouze taková G, která rovinná nejsou. Podle Ku-
ratovského věty ([3], strana 30) obsahuj́ı bud’ podrozděleńı K3,3 nebo K5 jako podgraf.

Protože ale podle [1], strana 3, je K5 zakázaný minor pro 3-stromy, dle Lemmatu 6 ani
žádné podrozděleńı K5 nelze vytvořit. Tedy, G obsahuje podrozděleńı K3,3.

5.3.1 Nepodrozdělený K3,3

Na chv́ıli předpokládejme, že G obsahuje nepodrozdělené K3,3, podrozděleńı vyřeš́ıme
později.

Pod́ıvejme se na algoritmus nalezeńı nakresleńı do projektivńı roviny popsaný W. My-
rvoldovou a J. Rothem v [5] na stranách 8-10. Napřed najde podrozděleńı K5 nebo
K3,3, ten umı́st́ı do projektivńı roviny a poté rozmı́st́ı zbylé části do vzniklých

”
lokálně

rovinných“ stěn za pomoci algoritmu pro rovinné nakresleńı.

Náš graf G neobsahuje žádné podrozděleńı K5 a protože algoritmus nalezne libovolné
podrozděleńı K3,3, můžeme mu některé vybrat. Vezměme tedy ono nepodrozdělené K3,3

a nakresleme jej dle algoritmu. Toto rozděĺı celou projektivńı rovinu na 3 stěny velikosti
4 a jednu velikosti 6.

f1f2 f2

f3

f3 f4

f4

Obrázek 8: Nakresleńı K3,3 do projektivńı roviny

Mějme tedy takovéto nakresleńı do projektivńı roviny (z korektnosti tohoto programu
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plyne, že pokud je graf projektivně rovinný, takové nakresleńı nám nalezne). Nyńı se
pod́ıváme, co lze o takovém grafu předpokládat.

Lemma 9 (O trojúhelńıku). Každý úplný 3-strom obsahuj́ıćı K3,3 jako podgraf má
jednu jeho partitu spojenou do trojúhelńıku.

D̊ukaz. Označme vrcholy K3,3 jako a1, a2, a3 a b1, b2, b3 (tvoř́ıćı partity A, resp. B).

K3,3 lze sestrojit tak, že začneme s jednou partitou (např́ıklad s a1, a2, a3). K tomuto
trojúhelńıku potom připoj́ıme jednotlivé vrcholy druhé partity. Výsledek tohoto je
na obrázku 9, vrcholy partity A jsou černé, vrcholy partity B šedé.

Obrázek 9: Úplný graf obsahuj́ıćı K3,3

Nyńı, proč je tento trojúhelńık nutný? K3,3 má př́ılǐs vrchol̊u na to, aby byl vytvořen
najednou. Tedy, jeden vrchol muśı být připojovaný jako posledńı (v době, kdy již
ostatńıch 5 existuje). Necht’ je to třeba vrchol b3.

Protože všechny vrcholy a? už existuj́ı, muśı být rovnou připojen ke všem třem v tomto
kroku (nové hrany vznikaj́ı jen s novým vrcholem, pokud dva vrcholy už existuj́ı, neńı
žádná možnost, jak je spojit později). Proto partita A muśı tvořit trojúhelńık, aby b3

mohl být připojený.

Lemma 10 (O rozpojené partitě). Zat́ımco jedna partita tvoř́ı trojúhelńık (označme
ji A), mezi vrcholy druhé (B) nevede žádná cesta, která by neobsahovala vrchol partity
A.

D̊ukaz. Napřed dokažme, že nevede žádná hrana
”
př́ımo“ mezi vrcholy partity B. 3-

strom o 6 vrcholech má přesně 12 hran (v prvńım kroku vzniknou 3 vrcholy a 3 hrany,
v každém daľśım kroku 1 vrchol a 3 hrany). A graf z obrázku 9 má přesně 12 hran.
Kdyby vedla hrana mezi vrcholy B, měl by tento graf př́ılǐs mnoho hran.
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Ještě by mohla vést cesta přes nějaký daľśı vrchol či vrcholy. Předpokládejme, že tato
cesta vede mezi vrcholy b1 a b2 a na cestě mezi nimi se vyskytuj́ı vrcholy c1, . . . , cn,
z nichž žádný neńı z partity A, c1 připojený k b1, cn k b2. Vezměme nejkratš́ı takovou
cestu. Pokud konstrukci takového grafu začneme od trojúhelńıku v partitě A (můžeme,
dle Lemmatu 3), muśı dř́ıve vzniknout b1 než c1 (s b2 a cn obdobně). Kdyby vznikl až
poté, musel by při vytvořeńı mı́t stupeň alespoň 4 (musel by se připojit k celé partitě
A a k c1).

Tedy, některý ci vzniká jako posledńı z celé cesty a připojuje se na dvě
”
polocesty“,

jedna, která vede k b1 a jedna, která vede k b2 a spojuje je dohromady. Protože je ale
k nim připojen, muśı už tyto dva vrcholy (konce větv́ı) být spojeny hranou, potom by
ale cesta bez tohoto ci byla kratš́ı a to je spor s t́ım, že jsme vzali nejkratš́ı takovou
cestu.

Když dostaneme graf G, vezměme nakresleńı s K3,3 podle obrázku 8 a doplńıme do něj
trojúhelńık z Lemmatu 9.

Lemma 11. Pokud podle Lemmatu 9 doplńıme G na G′ přidáńım trojúhelńıku mezi
vrcholy správné partity (k jedné to muśı j́ıt), tak G′ bude stále vnořitelné do projektivńı
roviny.

D̊ukaz. Pod́ıvejme se na stěny f2, . . . , f4 dle obrázku 8. Dva z hraničńıch vrchol̊u jsou
z partity A, dva z partity B, vrcholy ze stejné partity jsou proti sobě na úhlopř́ıčkách
(viz. obrázek 10). Mezi vrcholy z B nevede žádná cesta

”
vnitřkem“ stěny (podle Lem-

matu 10). Proto je možné nakreslit hranu mezi vrcholy z A dovnitř této stěny.

Obrázek 10: Stěna se 4 vrcholy a hrana v partitě A

Pro každou hranu tohoto trojúhelńıku se najde jedna z těchto tř́ı stěn, do které ji lze
nakreslit.

Tyto dokreslené hrany nám rozděĺı tři čtyřúhelńıkové stěny na šest trojúhelńıkových.

Nyńı každý takový trojúhelńık vezměme, včetně jeho obsahu, a umı́stěme jej do ro-
viny. Tento trojúhelńık, včetně obsahu, je zřejmě rovinný (už jednotlivé stěny vzniklé
umı́stěńım K3,3 byly

”
lokálně“ rovinné). Pomoćı 5.2 zkonstruujme úplný rovinný 3-

strom. Protože zachovává i nakresleńı toho, co již existuje, žádný vrchol (a tedy ani
žádná hrana) se nedostane ven z tohoto trojúhelńıku. Proto je možné tyto

”
zúplněné“

trojúhelńıky vrátit do p̊uvodńıho G a při konstrukci 3-stromu postupovat od tohoto
trojúhelńıku a vyrobit vnitřek.
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Ještě zbývá vyřešit, co s vnitřkem f1.

Lemma 12 (Dvě hrany). Z trojúhelńıku v partitě A lze alespoň dvě hrany nakreslit
dovnitř šestiúhelńıkové stěny f1.

D̊ukaz. Pokud jdou nakreslit všechny tři, je vše v pořádku. Dále tedy předpokládejme,
že jednu nakreslit nelze. BÚNO to bude hrana (a1, a2), viz obrázek 11.

b1

b2b3

a1a2

a3

Obrázek 11: Nenakreslitelná hrana v šestiúhelńıku

To, že nelze nakreslit, může být zp̊usobeno jen t́ım, že existuje cesta, která ji kř́ıž́ı.
Taková muśı být mezi vrcholy na jedné a druhé straně od (a1, a2), na obrázku to jsou
množiny vrchol̊u {b1} a {a3, b2, b3}. Protože podle Lemmatu 10 mezi vrcholy z partity B

nevede cesta (mimo těch vedoućıch přes A), jediná taková možná cesta je mezi vrcholy
b1 a a3.

Nyńı předpokládejme, že nelze nakreslit ještě nějakou daľśı hranu, řekněme (a1, a3). To
muśı být zp̊usobeno t́ım, že již existuje cesta mezi a2 a b2. Ta prot́ıná cestu mezi b1 a a3.
Hranou ji prot́ınat nemůže, protože by již nemohly být nakreslené. Maj́ı tedy společný
vrchol. Potom ale existuje cesta mezi vrcholy b1 a b2, což je ve sporu s Lemmatem
10.

Pokud lze všechny tři hrany trojúhelńıku z partity A nakreslit dovnitř této stěny (to, že
je použijeme dvakrát nijak nevad́ı, při výsledném nakresleńı prostě jen jeden z výskyt̊u
vynecháme), rozděĺı tento šestiúhelńık opět na trojúhelńıky a můžeme použ́ıt stejný
postup k nalezeńı vnořitelného nakresleńı.

Druhou možnost́ı je, že lze nakreslit pouze dvě hrany z tohoto trojúhelńıku. Potom je
možné vźıt jednu hranu, kterou jsme až dosud kreslili vněǰskem mezi partitami A a
B (v př́ıpadě obrázku 11 to je hrana (a3, b1)) a nakreslit ji dovnitř šestiúhelńıku. Bud’

již to je ona cesta, která překáž́ı třet́ı hraně trojúhelńıku, a nebo ji lze umı́stit z jedné
strany podél této cesty.

Kdyby tomu tak nebylo, pak je tato cesta spojená jak s a1, tak s a2 (tedy, lze se z této
cesty do toho vrcholu dostat, aniž by byl navšt́ıven jiný vrchol šestiúhelńıku). Do b2

ani b3 určitě nevede.
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V takovém př́ıpadě ale tento graf obsahuje minor isomorfńı s K5 (jeho vrcholy budou
a1, a2, a3, b1 a některý c vzniklý kontrakcemi cesty). Ale dle [1] žádný 3-strom neobsa-
huje K5 jako minor. Můžeme tedy hranu (a3, b1) nakreslit dovnitř šestiúhelńıku.

Nyńı dvě hrany trojúhelńıku a tato hrana
”
z vněǰsku“ děĺı šestiúhelńıkovou f1 opět

na trojúhelńıky, lze tedy použ́ıt stejný postup s vytažeńım trojúhelńık̊u ven, nalezeńım
rovinného 3-stromu a vráceńım zpět. Libovolný neúplný 3-strom G vnořitelný do pro-
jektivńı roviny, který obsahuje nepodrozdělené K3,3 je podgrafem nějakého úplného
3-stromu vnořitelného do projektivńı roviny.

5.3.2 Podrozdělený K3,3

Nyńı máme nějaký G, který neobsahuje K3,3 jako sv̊uj podgraf, ale obsahuje některé
jeho podrozděleńı. Dokažme si pro práci s podrozděleným K3,3 několik Lemmat.

Lemma 13 (O spojeńı K3,3). Necht’ G je neúplný 3-strom a obsahuje podgraf isomorfńı
s nějakým podrozděleńım K3,3. Potom každý úplný 3-strom H obsahuj́ıćı G jako podgraf
obsahuje i nepodrozdělené K3,3.

D̊ukaz. Dokážeme indukćı podle počtu podrozděĺıtek. Vezměme I nejmenš́ı podgraf
G isomorfńı s nějakým podrozděleńım K3,3. Pokud je I nepodrozdělené K3,3, Lemma
triviálně plat́ı.

Předpokládejme tedy, že Lemma plat́ı pro n podrozděĺıtek a chceme jej dokázat pro n+
1. Necht’ tedy obsahuje alespoň jedno podrozděĺıtko. Při konstrukci mohly nastat dva
př́ıpady. Pokud posledńı vytvořený vrchol z I bylo některé podrozděĺıtko p, potom
v době jeho vzniku musela existovat hrana, která spojovala jeho nejbližš́ı dva sousedy
na hraně, kterou p podrozděluje. Všechny grafy, které byly takto vytvořené tedy obsa-
huj́ı nějaké I ′, které neobsahuje p, ale mı́sto něj obsahuje hranu spojuj́ıćı jeho nejbližš́ı
sousedy. I ′ má jen n podrozděĺıtek.

p

Obrázek 12: Doplněńı hrany k podrozděĺıtku

Druhou možnost́ı je, že posledńı vrchol neńı podrozděĺıtko, BÚNO to tedy je b3. Jeho
tři nejbližš́ı sousedé v době jeho vzniku již museli existovat a tvořit trojúhelńık.

Pokud je alespoň jeden z nich podrozděĺıtko, můžeme situaci opět převést na menš́ı
př́ıpad t́ım, že vynecháme b3 a jeho roli převezme jedno z podrozděĺıtek. T́ım se počet
podrozděĺıtek opět sńıž́ı.
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Zbývá tedy možnost, že b3 už má všechny hrany do sousedńı partity nepodrozdělené.
V takovém př́ıpadě tvoř́ı partita A trojúhelńık (ze stejného d̊uvodu, jako je v d̊ukazu
Lemmatu 9) a konstrukci tohoto 3-stromu lze zač́ıt od tohoto trojúhelńıku (Lemma
3). Potom si vybereme vrchol, který má alespoň jednu z hran podrozdělenou. Protože
podrozdělené hrany jsou disjunktńı, lze s jeho konstrukćı bez změny tohoto 3-stromu
počkat až po konstrukci vrcholu b3 a tud́ıž stejný graf źıskáme z některého jiného
postupu, který již situaci zmenš́ı.

p

Obrázek 13: Doplněńı trojúhelńıku k b3

Můžeme tedy přidat hrany tak, aby G byl stále neúplný 3-strom, ale obsahoval ne-
podrozdělené K3,3. Ted’ je tedy třeba dokázat, že existuje zp̊usob, jak graf rozš́ı̌rit tak,
aby byla zachována vnořitelnost.

Lemma 14. Hranu z prvńıho př́ıpadu d̊ukazu Lemmatu 13 lze vždy dokreslit (a nevy-
nechat p) bez porušeńı vnořitelnosti.

D̊ukaz. Dokážeme sporem. Hranu nelze dokreslit, protože v každém nakresleńı (před
dokresleńım hrany) vede z podrozděĺıtka p na obě strany nějaká cesta. Tato cesta muśı
končit někde ve zbytku podrozděleného K3,3 (pokud by představovala most, šel by celý

”
druhý konec“ nakreslit dovnitř trojúhelńıku vzniklého po přidáńı nové hrany).

Pro přehlednost si udělejme obrázek 14. Vrchol p je červený, jeho sousedé modř́ı (mohly
by to být i vrcholy a1 a b1). Zelené jsou ony překážej́ıćı cesty.

Žádná překážej́ıćı cesta nevede do žádného vrcholu podrozdělené hrany (a1, b1) – v ta-
kovém př́ıpadě bychom nepracovali s nejmenš́ım podrozděleńım. Tedy muśı vést někam
do podrozdělené hrany (a2, b2) (resp. (a3, b3) v př́ıpadě druhé cesty) nebo hran (b2, a1)
a (a3, b1) (resp. (b3, a1) a (a3, b1)), ale bez krajńıch vrchol̊u a1, b1.

Nyńı zkontrahujme úsek a1, s2, úsek b1, s1, oblast a2, b2 a jednu (př́ıslušnou) zelenou
cestu tak, aby vzniklý vrchol od p dělila jediná hrana, s a3, b3 a druhou cestou obdobně.
T́ımto jsme źıskali K5. K5 ale neńı, jak jsme již dokázali, (ani neúplný) 3-strom, tedy,
dle Lemmatu 5 ani graf na obrázku nemůže být 3-strom. Tedy alespoň jedna ze zelených
cest neexistuje a hranu dokreslit lze.
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Obrázek 14: Dokresleńı hrany

Lemma 15. Trojúhelńık z druhého př́ıpadu d̊ukazu Lemmatu 13 lze vždy dokreslit
bez porušeńı vnořitelnosti.

D̊ukaz. Obdobně, jako v minulém Lemmatu, předpokládejme opak, tedy některou
hranu dokreslit nelze. To může nastat jen proto, že z b3 vede cesta někam

”
ven“ z to-

hoto trojúhelńıku a některou z jeho hran kř́ıž́ı. Protože to, do čeho tato cesta vede,
nejde překreslit dovnitř, muśı to být spojené se zbytkem podrozděleného K3,3.

Situace je znázorněna na obrázku 15. Červený je b3, modř́ı jsou jeho sousedé. Sa-
mozřejmě, někteř́ı ze soused̊u mohou být př́ımo vrcholy šestiúhelńıku. Překážej́ıćı cesta
(zelená) vede z b3 do některého černého vrcholu (nebo podrozdělené hrany) a neobsa-
huje žádný modrý vrchol.

Obrázek 15: Dokresleńı trojúhelńıku
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Pokud ale všechny černé vrcholy a vrcholy cesty zkontrahujeme, dostaneme K5. Ten
ale nelze vytvořit jako 3-strom, tedy ani tento graf neńı 3-strom (dle Lemmatu 5).
Ale protože trojúhelńık (dle Lemmatu 13) v tomto grafu existuje, daná cesta existovat
nemůže.

Lze tedy dokreslit hrany tak, aby vzniklý neúplný 3-strom byl stále ještě vnořitelný,
ale obsahoval nepodrozdělené K3,3. Tedy dle 5.3.1 lze libovolný neúplný projektivně
rovinný 3-strom rozš́ı̌rit na úplný projektivně rovinný.

¥
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6 Projektivńı rovina a 4-stromy

Dle 4.3 existuje nerozšǐritelný neúplný 4-strom. Zde je jen pro zaj́ımavost jeden takový
uveden s jiným d̊ukazem jeho nerozšǐritelnosti.

Bude j́ım nesouvislý graf o dvou komponentách. Jednu komponentu tvoř́ı K5, druhou
K5 bez jedné hrany (nazvěme jej J5). Tento graf je vnořitelný do projektivńı roviny,
jak lze ověřit na obrázku 16.

Obrázek 16: G vnořený do projektivńı roviny

Je třeba dokázat, že existuje nějaký úplný 4-strom, jehož je G podgrafem a dále, že
žádný úplný 4-strom obsahuj́ıćı G neńı vnořitelný do projektivńı roviny.

Existenci takového 4-stromu lze dokázat jeho konstrukćı, která je zobrazena na obrázku
17. Č́ısla udávaj́ı krok algoritmu, ve kterém byl vrchol přidán, hrany neobsažené v G

jsou šedé.

00
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Obrázek 17: Konstrukce 4-stromu obsahuj́ıćıho G

Lemma 16 (O chyběj́ıćı hraně J5). Každý úplný 4-strom obsahuj́ıćı jako sv̊uj podgraf
graf J5 obsahuje také jako sv̊uj podgraf graf K5. Tyto dva podgrafy maj́ı alespoň 4
společné vrcholy.
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D̊ukaz. V nultém kroku generováńı vznikly maximálně 4 vrcholy J5, tedy k vygene-
rováńı J5 je potřeba alespoň jeden opravdový krok. Tedy jeden z vrchol̊u je přidáván
jako posledńı. Označme si tento vrchol jako v, ostatńı jako w, x, y, z.

Pokud degJ5
(v) = 4, pak je v tomto kroku algoritmu připojován ke všem čtyřem

vrchol̊um w . . . z (ve výsledném J5 je s nimi spojen, později již nebude možnost tuto
hranu vytvořit a dř́ıve to také nešlo, nebot’ v neexistoval). Abychom si ale mohli vybrat
tyto čtyři vrcholy, muśı již v tuto chv́ıli tvořit K4. Přidáńım vrcholu v a spojeńım se
všemi tedy vznikne K5 na vrcholech v . . . z, tedy maj́ı společných všech 5 vrchol̊u.

Ve zbytku d̊ukazu tedy můžeme předpokládat, že degJ5
(v) = 3 (takové tam jsou dva,

necht’ ten druhý je z). Když připojujeme v ke grafu, muśıme mı́t vybrané 4 vrcholy,
které tvoř́ı K4. Protože v je ve výsledném J5 spojeno s vrcholy w, x, y (ty maj́ı všechny
stupeň 4, tedy muśı být spojeny se všemi ostatńımi v J5), toto K4 obsahuje vrcholy
w, x, y. Tedy po přidáńı v vznikne K5 obsahuj́ıćı vrcholy v, w, x, y a nějaký daľśı. Tento
K5 má tedy s naš́ım J5 společné alespoň 4 vrcholy (onen daľśı může být z, ale nemuśı).

w

x

y

z

v

?

Obrázek 18: Připojeńı vrcholu v

Necht’ je H libovolný úplný 4-strom obsahuj́ıćı G jako podgraf. Protože jedna z kompo-
nent G je K5, muśı být tento K5 obsažen jako podgraf v H. Dle Lemmatu 16 obsahuje
ještě nějaké K5 které má alespoň 4 vrcholy společné s J5 z G. Tedy, tyto dva K5 se
lǐśı v alespoň 4 vrcholech – jsou to bud’ dva disjunktńı K5, nebo sd́ılej́ı právě jeden
společný vrchol.

Dle B. Mohara a C. Thomassena, [3], strana 247, je každá tato možnost zakázaný
podgraf pro projektivńı rovinu. H tedy nelze vnořit do projektivńı roviny.

Taktéž si lze všimnout, že J5 je protipř́ıkladem v rovině.
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