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ke koncentraci tézkych hvézd v jaddrech hvézdokup. V této praci prinasime analy-
ticky odhad rychlosti tohoto procesu. Vzhledem k jeho slozitosti jsme se pokusili
o odhad zalozeny na studiu vybranych - radialnich a kruhovych - drah. Nase
vysledky byly porovnany s vystupy numerickych modelti. S jejich pomoci jsme
identifikovali drahy, které lze oznacit za charakteristické pro podsystém tézkych
hvézd, tj. takové, jejichz polomeér klesa priblizné stejné rychle, jako polomér ob-
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Kapitola 1
Uvod

Dynamické tieni je proces pii kterém dochazi vlivem gravitacni interakce s vétsim
poctem hvézd ke zpomalovani zkoumaného objektu. Tento proces ovliviiuje vyvoj
velkého mnozstvi systémi. Znaény vliv hraje napiiklad (viz [1]) pfi spirdlovani
kulovych hvézdokup do center galaxii. Podili se na brzdéni Magellanovych mra-
¢en v halu Galaxie, ktera potom padaji k jejimu centru. U velkych eliptickych
galaxii, které pohlcuji své mensi souputniky nazyvame obdobny jev ,galakticksy
kanibalismus“. Dynamické tieni je vSak natolik univerzalni, Ze se podstatné po-
dili i na vyvoji hvézdokup, tj. objekt o nékolik fad mensich nez vyse uvedené
priklady.

Pocatecni stav hvézdokupy, ktery lze v nékterych pripadech popsat plum-
merovym modelem, vykazuje v prtibéhu casu vyrazné zmeény. Tézsi hvézdy se
soustfedi v centru hvézdokupy kde vytvofi husté jadro, zatimco leh¢i se vzdali
vice od centra. Tento stav se nazyva hmotové prerozdéleni. V pozdéjsich fazich
vyvoje dojde v centralnich ¢astech hvézdokupy dle [2] k poklesu hustoty leh¢ich
hvézd a rozpinani jadra tézsich hvézd. Pfitom nékteré hvézdy (i velmi hmotné)
ziskavaji energii potfebnou k opusténi hvézdokupy. Vyvoj realnych hvézdokup
je velmi slozity a nemame k dispozici vzorec, kterym bychom jej mohli charak-
terizovat.

V této praci se pokusime ucinit analyticky odhad ¢asu potfebného pro hmo-
tové prerozdéleni, ktery porovname s vyvojem N-cCasticovych numerickych mo-
delit poskytnutych vedoucim prace. Kvili zjednodusSeni sestavaji modelované
hvézdokupy pouze ze dvou typt hvézd. Pribéh procesu hmotového prerozdéleni
1ze charakterizovat chovanim poloméru r;,, pod kterym se nachazi polovina hmot-
nosti tézsich hvézd. Odtud urcime ¢as hmotového prerozdéleni, ktery jiz bude
mozné porovnat s analytickymi odhady. Analytické odhady provedeme podle



pocatecniho chovani tézsich hvézd na radidlnich a kruhovych drahach.

Kapitola 2 obsahuje zakladni fakta tykajici se dynamického tieni a plumme-
rova modelu. V kapitole 3 odhadneme c¢as potiebny pro usazeni hvézdy v centru
hvézdokupy jak pro radialni, tak kruhové drahy, v obou ptipadech se pokusime
udélat odhad v pripadé konstantni i prostorové zavislé disperze rychlosti v uva-
zované hvézdokupé. V kapitole 4 porovname tyto odhady s numerickymi modely
a odhadem uéinénym jinymi autory [3].



Kapitola 2

Prehled dulezZitych vztaht

2.1 Chandrasekharova rovnice dynamického treni

V tomto oddile ukdzeme odvozeni vztahu pro dynamické tieni, které ptivodné
odvodil Chandrasekhar [4]. Vétsina krokt v této kapitole je prevzata z prace [1],
str.418-425.

U hvézd budeme po celou dobu odvozeni zanedbavat jejich prostorové roz-
meéry, vzdy je budeme povazovat za hmotné body. Nejprve odvodime vztah pro
zménu rychlosti dvou rtzné hmotnych hvézd po jejich vzdjemném priblizeni.
Tento vysledek déle uplatnime na zménu rychlosti jedné hvézdy, ktera zakousi
fadu prichodi kolem hvézd, rozmisténych v prostoru s hustotou p.

Uvazujme nejprve hvézdu s hmotnosti M, ktera se ptiblizuje ke hvézdé hmotné
m s ndmérnym parametrem b (viz obrazek 2.1). Necht jsou (237, var) resp. (., Um)
polohy a rychlosti hvézdy hmotné M resp. m. Zavedenim vektord 7= x,, — a3
a V =7 ziskdme vztah

r 2.1
m+ M 72 ¢ (2.1)

< mM )F— _GMm?

ktery je ekvivalentni pohybové rovnici ¢astice v Keplerovském potencidlu buze-
ném hmotnosti m + M. Pokud oznac¢ime Awv,, a Avy; zménu rychlosti hvézdy
hmotné m a M béhem ptiblizeni, ziskame

Ay, — Avgp = AV. (2.2)

Vv

mAv, + MAvy = 0. (2.3)



Obrazek 2.1: Geometrické usporadani pfi odvozeni vztahu pro dvoucasticovou
interakci. Pfevzato z [1].

Vyjadfenim Av,, ze vztahi (2.2) a (2.3) ziskdme

A@:-( m )AV. (2.4)

Ze zakona zachovani momentu hybnosti plyne
L = bV, (2.5)

kde L znac¢i moment hybnosti na jednotkovou hmotnost a V; je velikost pocatecni

rychlosti hvézdy M vci hvézdé m, tj. ‘70 = V(t = —o0). Trajektorii ¢astice
pohybujici se dle (2.1) je kuzelosecka, kterda mé v polarnich souradnicich tvar

E = Ccos(vp — ) + G(m + M)

r b2%2 9 (26)

kde r =| 7|, dhly ¥ a 1y jsou vyznaceny na obrazku 2.1. Konstanty C' a vy
jsou ddny pocatecnimi podminkami. Casovou derivaci rovnice (2.6) a ze zékona
zachovani momentu hybnosti ziskame

f; = Cr¥sin( — 1) = OV sin(y) — th). (2.7)

7 asymptotického chovani pro t — —oo kdy je ¢ — 0, ziskdme dosazenim do
(2.7)
—Vo = CbVy sin(—1y). (2.8)



Analogicky ziskdme dosazenim ¢t — —oo (potom jde r — +00) v (2.6) vztah

G(m+ M)
0= Ccos Qﬂo + W (29)
Vyjadienim konstanty C' z (2.8) a jejim dosazenim do (2.9) dostaneme
bVy®
t = 2.10

Z (2.6) je zfejmé, Ze se obé hvézdy k sobé nejvice pfiblizi v okamziku kdy je
¥ = 1)y. Protoze draha hvézdy M je vzhledem ke druhé hvézdé symetricka kolem
thlu 1y, nalétavajici hvézda se od ptivodniho sméru drahy odkloni o thel 0405 =
21y — m, jak je patrné z obrazku 2.1. Ze zédkona zachovani energie plyne rovnost
vzajemné rychlosti obou hvézd ve velmi dlouhém case pred priletem i po ném,
tj. V(t = —o0) = V(t = 00). Nyni mizeme vyjadiit slozku vektoru AV, AVT‘ a
AV1 rovnobéznou a kolmou na smér vektoru ‘76

B _ 2y [tg Yo 23 A
AV 1= Vi sin 0 o — _ __ "% 2.11
[AVL|= VosinOep 1+tg2vy  G(m+ M) G2(m+ M)2| ( )
ﬁ 2V, vy 1
AVy|= 1— 0 = =2 1+ — . 2.12
| V||| Vol 08 O e 1) 1+ te2 VO[ + G2(m + M)? ( )

Dosazenim (2.11) a (2.12) do (2.4) ziskame slozky vektoru Avy; zmény rychlosti
béhem priletu hvézdy hmotné M,

2mbV3 B2V A -
Avjjil= =200 14— 0 2.1
[Avai] G(m+M)2[ +G’Z(m—I—M)Q] ’ (2.13)
2mVy Vg 1
Avjji|= 2.14
| UMH| m+M[ +G2(m+M)2 ( )

Vektor AVh mifi vzdy v opa¢ném sméru nez Vo, proto podle (2.4) mifi Avyyy ve
stejném sméru jako Vo.

Dosud jsme uvazovali ptiblizeni dvou hvézd. Nyni uvazujeme hvézdu hmot-
nou M, ktera se pohybuje nekonecné rozlehlym a homogennim prostiedim vy-
plnénym hvézdami hmotnosti m. Zatimco soucet zmén rychlosti Av,;, je po



vétsim poctu piiblizeni nulovy, zmény rychlosti ve sméru Avyy se naopak scitaji

a zpusobuji trvalé zpomalovani hvézdy M, které se nazyva dynamické tieni.
Pokud oznac¢ime rozdélovaci funkei rychlosti hvézd f(¥),potom je mira kterou

hvézda M potkava hvézdy v elementu rychlosti d3v,, s ndmérnym parametrem

mezi b a b+ db dana 2rbdbV; f (vy,)d3v,,. Odtud lze urcit zrychleni hvézdy M
zpusobené priblizenimi ke hvézdam pohybujicich se rychlostmi v,

dvas
dt

= bmaz 92 b2 4
= V(e [ 2 Yo

-1
2 2.1
i m+M[ + Gz(m+M)2] xbdb,  (2.15)

—

kde b4, je nejvyssi mozny zamérny parametr. Integraci (2.15) ptes b ziskdme

dvy,  — Ui
EMIE —orn (1 + A%)G2m(M + m)f(v?n)d?’vﬁl(lii%, (2.16)
at |, [, — vt |
kde ; )
maac%
A= _mael0 2.17
G(m+ M) (217)

Clen In A se nazyva Coulombiiv logaritmus. V typickych piipadech je A velmi
velké, proto piiblizné plati In(1 + A?) ~ InA. Déle tedy ¢len §In(1 4+ A?)
nahradime ¢lenem In A. Za rychlost V, v A budeme brat typickou rychlost vy,,. V
(2.17) vystupujici ¢leny by,q, a vy, nejsou presné definované. Vzhledem k tomu,
ze se logaritmuji, jejich pfipadna relativni chyba o se pfenese do Coulombova
logaritmu jako relativni chyba ﬁ, ktera je obecné mnohem mensi nez J.

V pripadé omezeného systému s celkovou hmotnosti My miizeme predpokla-
dat, Ze mezi typickou rychlosti hvézd vy, a nejvétsim uvazovanym namérnym
parametrem b,,,, plati vztah vfyp ~ GMy/bpae = GmNy/bpaz, kde Ny znadi
pocet hvézd o hmotnosti m. Potom lze (2.17) vyjadiit jako

- mN()

(2.18)

Pokud v (2.16) aproximujeme In A konstantou, lze ve shodé s (2.16) tvrdit,
7e na hvézdu hmotnosti M pisobi ostatni hvézdy silami ve smérech v,, — vy,
které jsou nepfimo imérné druhé mocniné velikosti téchto rychlosti. Je zde tedy
patrna analogie ke gravitacni sile, kdy roli polohového vektoru 7 prebira vektor
rychlosti ¢. V nasi tloze potom hleddme obdobu intenzity gravitacniho pole v
bodé vy buzeném hustotou p(vy,) = 4w In AGm(m + M) f(v,,,). Za pfedpokladu
sféricky symetrického rozdéleni hustoty rychlosti f(v,,), mame analogii k inten-
zité gravitacniho pole sféricky symetrického objektu. V takovém ptipadé prispiva
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k intenzité gravitacniho pole pouze hmota uzaviena uvnitt poloméru, na kterém
se testovaci ¢astice nachazi, v nasem piipadé vy;. Proto jen hvézdy pomalejsi
nez vy prispivaji k tfeci sile, coz se projevi v mezich integralu v (2.19). Celkové
zrychleni hvézdy M je tmérné % krat ,celkova hmotnost“ uvnitt poloméru v,,,
tedy

— UM 2
d;;w = 167 In AG*m(M + m)™® f(vm)vmdvmvﬁ'
Vztah (2.19) se nazyva Chandrasekharova rovnice dynamického t¥eni. Dilezitym
disledkem plynoucim z (2.19) je, Ze sila dynamického tfeni piisobi vzdy proti
sméru pohybu hvézdy M.

Tvar rovnice (2.19) v konkrétnim pf¥ipadé zavisi na rozdéleni rychlosti f(vy,).
Predpokladejme maxwellovské rozdéleni rychlosti s disperzi o

(2.19)

Uiy

No v?

/= (2mo2)3/2 P (_TFQ

), (2.20)

kde ng zna¢i pocet hvézd v jednotkovém objemu. Dosazenim (2.20) do (2.19) a
naslednou integraci ziskame

- 2
dupy :_47r111AG (]\34+m)n0m erf(X)—%e’XQ vir, (2.21)
dt v, VT
kde v
X=—. 2.22
NG (2.22)

Za predpokladu, ze hmotnost hvézdy M je mnohem vétsi nez hmotnost hvézd
prost¥edi m, lze s oznafenim p = ngm, vztah (2.21) pfepsat na

dvyy _4mln AG?pM

2X

A N erf(X) — ﬁe*XQ Upg- (2.23)
Tento vztah plati i v obecnéjsim pripadé pro prostiedi tvorené hvézdami riiz-
nych hmotnosti, ale s hustotou p. Ze vztahu (2.23) rovnéz plyne, Ze zrychleni
zpusobené tteci silou je imérné hmotnosti brzdéné hvézdy M, proto je tieci sila
imérna M?2.

Vztah (2.19) poskytuje navzdory provedenym aproximacim pomérné piesné
odhady i pro nehomogenni a konec¢na prostiedi. V pripadé, kdy hmotnost M
presahuje o vice nez 20 % hmotnost celého systému nebo se téleso M pohybuje
uvnitt centra systému nebo naopak za jeho vnéjsimi hranicemi obvykle nelze
vztah (2.19) pouzit.
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2.2 Plummeruv model

Rozdéleni hvézd v kulovych hvézdokupéach byva casto aproximovano plummero-
vym modelem [5], ktery ma analyticky profil hustoty
(r) 3M, 1
)=
P = drad (1 (2)2)572

(2.24)

kde M, znaci hmotnost hvézdokupy, a charakteristicky polomér a r vzdalenost od
stfedu hvézdokupy. Dosazenim do Newtonova gravitacniho zadkona V2U = 47Gp
se 1ze presvédcit ze hustoté (2.24) odpovida potencial
GM,
Ulr) =——, 2.25

" ==VEr e (225)
kde G je gravitacni konstanta. Dale budeme predpokladat, ze je hvézdokupa jako
celek ve viridlové rovnovaze. Z tohoto pozadavku vyjadiime kinetickou energii
hvézdokupy na jednotku hmotnosti

~ 3mr GM,
kin — 674 a
Integraci hustoty (2.24) pres cely prostorovy thel od centra az do poloméru r
ziskdme vztah pro hmotnost hvézd M. (r) uzavienych uvnitt koule o poloméru
r, jejiz stied je totozny se stfedem plummerovy sféry
M, r3

M. (r) = ————. (2.27)
(a® + r?)3

(2.26)

Pii studiu hmotového prerozdéleni bude hrat velmi dilezitou tlohu polomér
r, pod kterym je obsazena polovina hmotnosti tézsich hvézd ve hvézdokupé.
Vypoctéme proto polomeér r,9, pod kterym se nachéazi polovina hmotnosti hvézd
v plummerové sféfe. Ze vztahu (2.27) lze FeSenim rovnice

3
M.y, M.

= — (2.28)
@+ 2
ziskat velmi jednoduché vyjadfeni pro tento polomér
¢ -1 3a (2.29)

I

Plummeriv model je diky své snadné implementaci velmi ¢asto pouzivany
jako pocatecni stav hvézdokup v numerickych modelech.
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Kapitola 3

Semianalyticky odhad doby
hmotového prerozdéleni

V této kapitole se pokusime odhadnout cas potiebny k veskeré ztraté kinetické
energie hvézdy procesem dynamického tfeni, v jehoz diisledku se zastavi v centru
hvézdokupy. Vzhledem k velmi komplikovanym podminkam v realnych hvézdo-
kupach bude treba pouzit fadu aproximaci. Pfedné uvazujeme, Ze se testovaci
¢astice v pritbéhu celého déje pohybuje v plummeroveé potencidlu. Pfipomenme,
ze vztah (2.23), ktery pouzijeme pro odhad t¥eci sily byl odvozen pro homo-
genni prostiedi, coz plummerova sféra samoziejmé nespliuje. Pro jednoduchost
budeme detailné studovat dva typy drah, kruhové a radialni. Dale budeme pted-
pokladat, Ze se charakter uvazovanych orbit neméni, t.j. Ze radialni drahy ztsta-
vaji radidlnimi a kruhové kruhovymi. Dle numerickych modelt jsou pro dalsi
vyvoj hvézdokupy podstatné interakce mezi tézsimi hvézdami v centralni c¢asti
hvézdokupy, oproti tomu zde nechdme vsechny tézsi hvézdy ,spadnout” piimo
do centra, coZ v redlnych hvézdokupach nenastava (viz vyvoj r;, poloméru tézsich
hvézd na obrazku 4.1). Cas potfebny pro usazeni hvézdy v centru hvézdokupy
odhadneme pro oba studované typy drah porovnanim rozdilu energie potiebné
k usazeni v centru a pocateénimu ubytku energie.

3.1 Radialni drahy

Uvazujme hvézdu hmotnosti M, na c¢isté radialni draze s celkovou mechanickou
energii . Ozna¢me W ztratu energie hvézdy za jednu periodu 7,. Pro dalsi
uvahy bude uzitecné pocitat se specifickou energii E a ztratou specifické energie

13



- E
E= 3.1
Ms ? ( )

- w
W = : 3.2
i 32)

Pocatecni ubytek specifické energie za c¢as t odhadneme jako
dE W

— = —. 3.3
dt |,_, Tr (3:3)

Neuvazujeme tedy zménu rychlosti v disledku dynamického tieni, ktera by opé-
tovné ovlivnila velikost tfeci sily béhem jedné periody. Potom jiz mtizeme od-
hadnout cas 7,.p potiebny k usazeni hvézdy v centru hvézdokupy jako pomér
specifickych energetickych ztrat k celkové specifické energii AE, kterou hvézda
musi svému okoli odevzdat aby se mohla zastavit v centru hvézdokupy, tj.

= VTéE (3.4)
=0 /T

_ AE
|dE/dt|

TrE

Ze zékona zachovani mechanické energie 1ze snadno ziskat rychlost v télesa
pohybujiciho se po radidlni draze v potencidlu (2.25) ve vzdalenosti r od stiedu
hvézdokupy

2G M,
S uvazenim, ze v bodé obratu ry se bude hvézda pohybovat nulovou rychlosti,
lze opét ze zakona zachovani energie ziskat

ro = $ <ch>2 —a’. (3.6)

Specifickou energii hvézdy lze potom zavedenim

n="0 a k(n) = V1+n?, (3.7)

a

v(r) = |2F + (3.5)

vyjadiit podle (2.25) jako funkei bodu obratu 7

s GM. G, 38)

Va2 +rd -~ ak(n)
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Protoze mezi elementem drahy dr, ktery hvézda urazi za element casu dt a
rychlosti v plati vztah

dr
t) = — 3.9
o (1) = 5 (39)
mtizeme periodu prichodu 7, pres stted hvézdokupy urcit integraci
T 7 d
dt = 4/ Ca (3.10)
0 o v(r)

Integral na pravé strané rovnice (3.10) sta¢i vypocitat pouze pfes ¢tvrtinu pe-
riody z divodu sférické symetrie hvézdokupy (pokud vylouc¢ime zmény celkové
energie hvézdy a potencidlu hvézdokupy béhem jedné periody). Dosazenim (3.5)
do (3.10) ziskdme s vyuzitim (3.8) vztah pro periodu hvézdy na radilni draze

4al’?  ro dr
T’“:\/WMC 0 L 1 (8:11)
VTR
Substituci u = = piejde (3.11) na
4a3/2
kde 4
n u
L(n) = ; - —. (3.13)
Vitu? ~ k(n)

V (3.13) je zfejmé, ze L(n) (n mize byt obecné redlné nezdporné ¢islo) nezdvisi
na parametrech hvézdokupy, ale pouze na maximalni dosazitelné vzdalenosti
hvézdy od stiedu hvézdokupy.

Abychom mohli vyjadiit 7,5 dle (3.4), je tieba v dalsim kroku vyjadfit ztratu
specifické energie hvézdy W béhem jedné periody. Na hvézdu M, pohybujici se v
plummerové potencidlu ptisobi gravitacni a tteci sila. Plisobi-li na téleso sila F ,V
jejimz dtsledku urazi infitezimalni vzdéalenost d;, vykona tato sila infiteziméalni
praci dI/W danou

AW = F ds. (3.14)
Protoze uvazujeme hvézdu na radialni draze, ptisobi na ni jak gravitacni, tak
tfeci sila bud ve sméru jejiho pohybu nebo ve sméru presné opacném, prejde
skalarni sou¢in v (3.14) v obycejny soucin absolutni hodnoty vektort F a ds.
Prace vykonana gravitacni silou je béhem jedné periody nulova (sila ptsobi jak
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ve sméru, tak proti sméru pohybu hvézdy v symetrickém potencidlu). Naopak
tfeci sila pisobi vzdy proti sméru pohybu hvézdy. Ubytek energie hvézdy tedy
ztotoznime s praci vykonanou tfeci silou. Absolutni hodnotu tfeci sily budeme
déle znacit F. Pokud nalezneme vyjadieni absolutni hodnoty tfeci sily (2.23)
na vzdalenosti r od centra hvézdokupy, tj. F' = F(r), ziskame dle (3.14) ubytek
energie hvézdy béhem jedné periody integraci

W= 4/TOF(r)dr — 167 In AG2M?
0

o v3(r) VT

Integral (3.15) mizeme pofidit jen ptes 1/4 periody z divodu symetrie obdobné
jako v pripadé vypoctu periody 7.

K provedeni integrace (3.15) je tfeba znét rychlost v a ¢len X v misté r. Do-
sazenim (3.7) do (3.5) ziskdme vyjadieni rychlosti hvézdy na jeji vzdalenosti od
centra hvézdokupy a pocatec¢ni energii vyjadienou v nasobcich charakteristického

poloméru n
2GM, 1 1
v(r) =4/ - J ) ~E ) (3.16)

Pro vyjadfeni ¢lenu X ve vztahu (3.15) je t¥eba znat disperzi rychlosti o
hvézd ve hvézdokupé. Pokusime se vyjadrit odhad jak v pripadé aproximace,
kdy povazujeme disperzi v celé hvézdokupé za konstantni, tak pokud budeme
uvazovat jeji prostorovou zavislost dle (A.6). V druhém piipadé bude hvézda pii
pohybu po radidlni draze v riznych vzdalenostech od centra hvézdokupy pro-
chéazet prostfedimi s riznou disperzi. Zde provedeme odvozeni pro o konstantni,
analogické odvozeni pro proménné o lze nalézt v priloze A.

Ze vztahu (2.26) muzeme urcit stfedni kvadratickou rychlost vSech hvézd ve
hvézdokupé

e er(X(T)) - 2X<T)67X2(T) dr. (3.15)

3G M.
(v*) = 7T32a '

Stiedné kvadraticka rychlost (v?) hvézd s maxwellovskym rozdélenim rychlosti
(2.20) je dana vztahem

v fo)dd Ar < 422
)= N fwar (27T02)3/2/0 vl dv. (3.18)

(3.17)

Integraci (3.18) ziskdme vztah mezi stiedni kvadratickou rychlosti (v?) hvézd s
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rozdélenim (2.20) a disperzi o,

(3.19)

Budeme-li predpokladat, ze rozdéleni rychlosti leh¢i slozky hvézd ve hvézdokupé
lze aproximovat jako maxwellovské (2.20), ziskdme porovnanim (3.17) s (3.19)
vyjadieni disperze o pomoci veli¢in M, a a charakterizujicich hvézdokupu

TG Me
— ) 2
o=/ 390 (3.20)

Funk¢ni zavislost X na poloméru r se lisi pro pripad konstantni a prostoroveé
zavislé disperze. Proto budeme dale veliciny tykajici se konstantni disperze znacit
dolnim indexem 0, prostorové zéavislé 1. Dosazenim (3.16) a (3.20) do (2.22)
vyjadiime clen X,

32 1 1
Xo(r) = ”J pvaEee (3.21)

a z rovnic (2.22), (3.16), (A.6) ¢len Xj,

1+ (£)2
X =6 |1 - 3.22
Odhady cleni X, a X; tedy nezavisi na celkové hmotnosti hvézdokupy M..
V nésledujicich vypoctech se bude objevovat ¢len erf(X) — %e*X * ze vztahu
(2.23). Ozna¢me proto
2X
C(X) = erf(X) — Z=e X", (3.23)

N

Pribéh funkce C'(X) je vynesen v obrazku 3.1. Z (3.23) je zfejmé, Ze s rostoucim
X se funkce C'(X) blizi k jedné. Dosazenim vztaht (2.24), (3.16), (3.21) resp.

(3.22) do (3.15) a néslednou substituci u = £ ziskdme

i — BIAGMZE, (n)

a

, (3.24)

kde
C(X;(u))

noo
K;(n) = ; :
/0 Va+eP (i — i)
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du, (3.25)




08 -

0.6 |-

C(X)

04

0.2 -

Obrazek 3.1: Pribéh funkce C'(X) v intervalu < 0,3 >.

kde je t¥eba rozlisovat ¢len X; (j = 0,1) pro oba uvazované piipady disperze,

\/¥\/\/1}i—u2 ~ e P j=0
i(u) = : (3.26)
V6 /1 — \/%ZQ pro j=1.

Netrivialni zavislost integrali K;(n) a L(n) na parametru n je znazornéna na
obrazku 3.2. Numericka integrace byla provedena v programu Wolfram Mathe-
matica 6.0.

Ze vztahu (3.8) snadno uréime specifickou energii AE vystupujici v (3.4)

= = ~ GM, 1
AFE = FE(n)— E(0) = 11— —). 3.27
=80 = (1 ) 820
Nyni jiz mtzeme dosadit (3.27), (3.12) a (3.24) (s vyuzitim (3.2)) do (3.4), ¢imz
nalezneme odhad casu 7,.p,

- ,/“3M6<1—1> (3.28)
" 3K, (n) MyIn A\ 2 k(n) ) '

Dalsi zptisob jak vyjadrit odhad doby potfebné pro usazeni v centru hvézdo-
kupy je podle tbytku maximalni vzdalenosti od centra, tj. (3.29). Hvézda na
radidln{ dréze s po¢ateéni specifickou energii £ se miize vzdalit od st¥edu hvézdo-
kupy na maximéalni vzdalenost danou (3.6). Predpoklddejme, Ze hvézda z této
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L(n), Ky (n), Ky (n)

Obréazek 3.2: Zéavislost integrala L(n) (plnd ¢ara). Ko(n) (pferusovana ¢ara) a
Ki(n) (teckovand ¢ara) na parametru n.

vzdalenosti ztraci energii vySe popsanym zpisobem. Potom muizeme cas 7., za
ktery se usadi v centru hvézdokupy odhadnout

To

Topr = ———F— . 3.29
|dro/dt]|,_, (3:29)

Podle (3.6) zavisi zména maximélni mozné vzdalenosti hvézdy pouze na speci-
fické energii, protoze ostatni veli¢iny v tomto vztahu povazujeme béhem procesu
za konstanty. Potom lze psat

d'f’o 87”0 dE
—_— = —— 3.30
dt oF dt ( )
Parcialni derivaci (3.6) a dosazenim spoleéné s (3.3) do (3.30) ziskame
d V G2M? 1
% - —VTVGE?) S (3.31)
t=0 r (%) —a

Nyni jiz muzeme z (3.12) a (3.24) (s pomoci (3.2)) dosadit do (3.31) a odtud
dalsim dosazenim do (3.29) vyjadrit

_ 2L(n) 1 a*M. (k(n)? —1
W_Mmmume<kw3> (3:32)
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3.2 Kruhové drahy

Uvazujme nyni hvézdu M, kterd se pohybuje po kruhové draze o polomeéru r.
Z rovnosti odstiedivé a gravitacni sily ziskdme s pouzitim vztahu (2.27) vyjadieni

jeji rychlosti v
|GM.(r) GM._.r?
V=) = | ——, (3.33)
2r /(a2 +r2)

kde M.(r) zna¢i hmotnost ¢asti hvézdokupy uzaviené uvnit¥ poloméru r, protoze
na hvézdu ptisobi gravitacni silou pouze ta ¢ast hvézdokupy, kterd se nachazi
uvnitt jeji drahy a jeji ptisobeni je ekvivalentni ptisobeni hmotného bodu stejné
hmotnosti (tj. M.(r)) umisténém ve stiedu hvézdokupy (prvni a druhy Newtontuv
teorém).

Ze vztahtt (2.25) a (3.33) snadno ziskdme celkovou specifickou energii £ této

hvézdy,
E = GM3<1_|_702> (3.34)
aJ(L+ (223N 202) |

Specifickou silu F, kterou na hvézdu ptisobi dynamické tfeni uréime dosazenim
(2.24) a (3.33) do (2.23), t;.

3G In AM,C(X)
P+ ()

F=— (3.35)
kde C'(X) je dano vztahem (3.23). Obdobné se jako v piipadé radialnich drah po-
kusime o odhad c¢asu usazeni hvézdy v centru hvézdokupy v pfipadé konstantni
a prostorové zavislé disperze o. Oproti vysSe uvazovanému pohybu hvézdy po ra-
didlnich drahach se zde oba uvazované typy disperze budou projevovat obdobné.
Podle (A.6) prochézi celd trajektorie hvézdy v piipadé prostorové zavislé disperze
narozdil od radialnich drah prostiedim se stale stejnou disperzi a jen jeji hodnota
se odlisuje od pripadu, kdy uvazujeme konstantni disperzi v celé hvézdokupé. Z
divodu sféricky symetrického rozlozeni hustoty je i tfeci sila (3.35) konstantni
v kazdém bodé trajektorie hvézdy (neuvazujeme zménu trajektorie vlivem ztrat
energie zpusobenych dynamickym tfenim). ProtoZe se hvézda pohybuje po kru-
hové draze v misté r obecné jinou rychlosti nez v pripadé radialni drahy, maji
¢leny X v (3.35) jinou zéavislost na r nez v piipadé radialnich drah. Cleny X
oznacime obdobné jako v pfipadé radialnich drah dolnimi indexy 0 (konstantni
disperze) a 1 (prostorové zavisla disperze). V aproximaci, kdy je disperze o v
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celé hvézdokupé konstantni, ziskdme dosazenim (3.33) a (3.20) do (2.22) vztah

Xo(r) = g 4 . (3.36)

m/(1+ (5))?

Za predpokladu prostorové zavislé disperze rychlosti méame priblizny vztah (A.6),
jeho dosazenim do (2.22) s pouzitim (3.33) ziskame

3
Xi(r) =~ Norven (3.37)

| =3

Perioda T}, obéhu hvézdy po kruhové draze o poloméru r je dana

7= 2 (3.38)
v
Obdobné jako v pripadé radidlnich drah odhadneme ztraty specifické energie
podle dF Jdt |i—o= W/ Ty, kde W je prace vykonana t¥eci silou na jednotkovou
hmotnost hvézdy béhem jedné periody Tj. Protoze tieci sila ptisobi v opa¢ném
sméru nez je smér pohybu hvézdy, podle (3.14) plati W = 27xrF. Odtud ze
vztaht (3.35) a (3.38) ziskame

dE

dE|  3GWmAMC(X) [ GM.
dt

o rAFE) (a2 +72)3

(3.39)

Analogicky k pfipadu pohybu hvézdy po radialni draze budeme predpokladat,
ze hvézda béhem svého spirdlovani do centra hvézdokupy ztraci energii stale
stejnym tempem jako na pocateénim poloméru r, tj. podle (3.39). Podle (2.25)
a (3.34) lze urcit specifickou energii AE

AE—E—(— GMC) —GMC<1— Lt o )—aGM", (3.40)
a a (1+(3)%)° a

kterou je treba hvézdé odebrat, aby se mohla usadit uprostied hvézdokupy. Za
téchto predpokladii 1ze odhadnout cas 7 spiradlovani do centra z poloméru r

rojadM, (1+(5)*)™
YN TG 3mAMOX) (3:41)
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kde konstanta a byla definovana v (3.40). Ve vztahu (3.41) je tfeba dosadit
prislusny ¢len X v uvazované aproximaci disperze rychlosti.

Pokud bychom chtéli prinést odhad casu usazeni hvézdy v centru hvézdo-
kupy z radiélni drahy vztahem analogickym k (3.29), narazili bychom na zna¢né
obtize. K nalezeni zavislosti » = r(F) je nutné vy¥esit rovnici tietiho fadu. Jeji
néslednou derivaci (analogicky k (3.30)) podle E by se vyjadfeni rychlosti stalo
velmi komplikované. Z toho divodu je zde nebudeme odvozovat a spokojime se
s jednodussim vztahem (3.41).
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Kapitola 4

Diskuse

V predchozi kapitole jsme odvodili odhady ¢asti potiebnych pro usazeni hvézd na
vybranych drahéach ve stfedu hvézdokupy. Nyni miZzeme porovnat Casy usazeni
hvézd dle vztahi (3.41), (3.28) a (3.32) s numerickymi modely a nezavislym
odhadem (B.28) dle Mouri & Taniguchi [3].

V N-c¢asticovych modelech poskytnutych vedoucim prace byla hvézdokupa
vystavéna pouze ze dvou typt hvézd a v pocatecnim ¢ase neobsahovala dvojhveé-
zdy. Oba modely mély na pocatku plummerovo rozlozeni hustoty jak pro leh¢i,
tak tézsi slozku. Casovy v§voj modeli byl sledovan pfimou numerickou integraci
pohybovych rovnic pomoci programu NBODY6 [7]. Béhem vyvoje dochazelo ve
shodé s [1] k rozpinani poloméru rp,;, pod kterym se nachézi polovina hmotnosti
celé hvézdokupy, zatimco polomér 7, tézsich hvézd se smrstuje (viz obrazek 4.1).
Tento jev souvisi se vzriistem entropie hvézdokupy. V pozdéjsich fazich vyvoje
dojde v centralnich ¢astech hvézdokupy dle [2] k poklesu hustoty leh¢ich hvézd a
druhotnému rozpinani poloméru r, téz8ich hvézd. P¥itom nékteré hvézdy (i velmi
hmotné) ziskévaji energii potfebnou k opusténi hvézdokupy. Studium vyvoje po
stadiu hmotového prerozdéleni vsak jiz neni naplni této prace.

Oba numerické modely mély charakteristicky polomér a = 0, 31pc, celkovou
hmotnost M, = 10*M, a obsahovaly 8000 leh¢ich hvézd, z nichZ kazda méla
hmotnost mg = 1M . Rozdilnost modeli byla ve hmotnosti tézsich hvézd, model
019 obsahoval 200 tézsich hvézd o hmotnosti m = 10M, model 024 obsahoval
100 tézsich hvézd hmotnych m = 20M.

Protoze vSechny vlastni odhady ¢asu pro usazeni v centru hvézdokupy byly
porizeny podle pocateéniho chovani vybrané hvézdy, nabizi se jej porovnat s
pocatecnim vyvojem r, poloméru numerickych modelti. Linearni extrapolaci prv-
nich dvou bodu zévislosti r, = rp(t) v numerickych modelech ziskdme odhad
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¢asu hmotového prerozdéleni 7,,,,, (viz obrazek 4.1). Pro model 019 odtud plyne
Tonum = 4, 9Myr, pro model 024 je 7,4 = 2, 6Myr.

Poznamenejme, Ze se v pripadé radidlnich drah vyrazné nelisi odhady pro
n > 1 v pripadé konstantni a prostorové zavislé disperze, u kruhovych drah
obdobny pribéh nepozorujeme (viz obrazky 4.2 a 4.3). U kruhovych drah se
nepodarilo poskytnout jednoduchy odhad ¢asu usazeni v centru hvézdokupy dle
¢asového tbytku poloméru (analogie k (3.30)). Protoze se odhady ¢ast 7., a 7.
radové nelisi (viz tabulky 4.1 a 4.2) lze tim podpofit domnénku ze se ani odhad
tohoto ¢asu rfadové nelisi od 7y,.

Nejprve se pokusime porovnat odhad c¢asu usazeni hvézdy na nékteré z cha-
rakteristickych drah s ¢asem hmotového prerozdéleni numerickych modeli. Jako
mozné charakteristické drahy se nabizi nasledujici:

e hvézda s bodem obratu na 7,9 (dany vztahem (2.29), n = 1, 3).
e hvézda na kruhové draze s polomérem rpg (n =1, 3).

e Daile jsme vybrali hvézdu na radialni draze se stejnou energii jakou ma
hvézda na kruhové draze o polomeéru ryg, pro jeji bod obratu platin =1, 7.

e Uvazujme jesté takovou radialni drahu na niz ma hvézda specifickou energii
shodnou se specifickou energii celé hvézdokupy. Protoze je hvézdokupa ve
viridlové rovnovaze, plati z viridlového teorému pro specifickou energii ta-
kové hvézdy vztah £ = —Ej,,. Z tohoto vztahu s pouzitim (2.25) a (2.26)
vyjadiime bod obratu této hvézdy, n = 6, 7.

Odhady cast usazeni hvézd v centru hvézdokupy z vyse popsanych charakte-
ristickych drah jsou uvedeny v tabulkach 4.1 a 4.2. Byly vypocteny ze vztaht
(3.28), (3.32) a (3.41). Coulombiiv logaritmus byl pro vSechny odhady vypoc-
ten podle vztahu (2.18). Odtud plynouci InA = 6,6 (mod 019) a InA = 6,0
(mod 024) se fadové shoduji s [1], kde je uvedena typickd hodnota Coulombova
logaritmu pro oteviené hvézdokupy 5,8 v centru a 6,5 na 7.

7 tabulek 4.1 a 4.2 a obrazkt 4.2 a 4.3 je zfejmé ze hvézda, ktera krouzi na
draze, jejiz polomér se shoduje s pocatecnim r,y polomérem hvézdokupy dosdhne
centra v priblizné stejném case jako 7., v pripadé obou modeli. Z tychz tabulek
plyne, ze zadna z nami vybranych radidlnich drah necharakterizuje dobie pod-
mnozinu téz8ich hvézd. Vzhledem ke znacné citlivosti padu z kruhovych drah (viz
obrazky 4.2 a 4.3) na pocateénim poloméru lze vyslovit domnénku, Ze kruhové
drahy neslouzi k odhadu hmotového prerozdéleni nejlépe. Proto se pokusime
porovnanim s numerickymi modely nalézt takovou radidlni drahu, ze které se
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n o TrrQ Trrl TrEQ TrE1 TEO Tkl
Tho Myr Myr Myr Myr Myr Myr

131,015 |18 15| 18| 76 |62
170131211231 27 (30| 22 | 16
221,7129[30|50]|53]| 72 | 49
362848 |48 | 14 | 14 | 810 | 420
6,751 | 74| 74| 44 | 44 | 20000 | 6200

Tabulka 4.1: Pfehled odhad ¢asti usazeni hvézd v centru hvézdokupy pro cha-
rakteristické radialni a kruhové drahy v pripadé modelu 019. Dolni index 0

resp. 1 znac¢i konstantni resp. proménnou disperzi rychlosti o. Piipomenme Ze
Toum = 4, IMyT.

hvézda usadi v centru hvézdokupy za stejny cas jako 7,.,. V pripadé, ze od-
hadujeme ¢as podle vztahu (3.28) ma takovato drédha bod obratu n = 2,2. V
piipadé odhadu dle (3.32) ziskdme n = 3,6. Cas odhadnuty podle radialnich
drah s témito parametry se dobfe shoduje s 7, v pfipadé obou modeli (viz
tabulky 4.1 a 4.2).

Vzhledem ke shodné zavislosti vztaht (3.28), (3.32) a (3.41) na fyzikalnich
veli¢inach a stejny odhad casu usazeni z radialnich drah s bodem obratu n = 2,2
resp. n = 3,6 a kruhovych drah s polomérem 7,9, bude odhad Casu 7, usazeni
hvézdy z téchto drah popsan dle (3.28), (3.32) a (3.41) vztahem

K a? M.,

minA\V 2G (1)

T, =
kde K = 1,7. Protoze platnost vztahu (4.1) byla ovéfena pouze v pfipadé dvou
numerickych modelii, mohli bychom o obecnosti tohoto vysledku rozhodnout az
na zakladé jeho srovnani s vice numerickymi modely s riznymi parametry.

Dilezitym diisledkem (4.1) je zavislost ¢asu hmotového pierozdéleni na hmot-
nosti t&Zsich hvézd jako m™!, ktera byla potvrzena numerickymi modely (viz vy-
voj r, poloméru na obrazku 4.1). Tato zavislost je rovnéz zfetelna z tabulek 4.1
a 4.2, kde je vsak ¢astecné zkreslena rozdilnou hodnotou Coulombova logaritmu
v obou piipadech. Zavislost 7, dle (4.1) na parametrech hvézdokupy a, M., my
a m je obdobné jako v piipadé vzorce (B.28); v limité my/m — 0 by zavislost
na téchto parametrech byla identicka.

Na zavér porovnejme vysledky numerickych modelt s nezavislym odhadem
uéinénym Mouri & Taniguchi [3]. Ze vztahu (B.28) ziskdme pro model 019
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Obréazek 4.1: Porovani vyvoje r;, poloméru podle numerickych modeli (plusy)
s odhady cast usazeni hvézd v centru hvézdokupy pro charakteristické radialni
(kratsi ¢arky) a kruhové drahy (delsi ¢arky). Plna ¢ara znazornuje extrapolovani
¢asu Tpum. Vyvoj polomeéru ry,; je oznacen kiizky.

n To | Ter0 | Terl | TrEO | TrE1 TkO Tkl

Tho Myr Myr Myr Myr Myr Myr
1,3/10/08[10]09 | 1,0 42 | 34
17013121315 1,7] 12 | 91
22117116 | 1,728 |29 40 27
3,6 128261267979 ] 450 240
6,7 51| 41| 41| 24 | 24 | 11000 | 3500

Tabulka 4.2: Prehled odhad ¢ast usazeni hvézd v centru hvézdokupy pro kru-
hové a radialni drahy pro model 024. Veli¢iny byly vypocteny obdobné jako v
tabulce 4.1. Numericky model v tomto pripadé dava 7., = 2, 6Myr.
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Obrazek 4.2: Pomér odhadu cast 7., Iné c¢ara), 7.1 (prerusSovana cara), 7

0 ) ) 0
(plné ¢éra) a 71 (pferusovand ¢ara) k ¢asu 7., hmotového prerozdéleni v za-
vislosti na parametru n v pripadé modelu 019.

Tms = 2,DMyr, pro model 024 7,,, = 1,3Myr, které poskytuji priblizné polo-
viéni dobu hmotového prerozdéleni nez oba numerické modely. Tento odhad se
tedy rfadové shoduje s numerickymi modely, pfestoze nebyla splnéna podminka
My > M mezi celkovou hmotnosti podmnoziny leh¢ich My a podmnoziny tézsich
M hvézd ve hvézdokupé, coz je jeden z predpokladi pfi odvozeni (B.28). Déle se
pii odvozeni vztahu (B.28) kvili zachovani pfedpisu rozdélovaci funkce lehéich
hvézd v case predpoklada, ze ¢as hmotového prerozdéleni 7,,s je kratsi nez re-
laxa¢ni ¢as 7., coz se opétovné potvrdi porovnanim (B.28) s (B.29). V nasem
pripadé hvézdokupa obsahuje o priblizné jeden fad méné hvézd nez hvézdokupa
predpokladand v ¢lanku [3]. Ze vztahu (B.29) mame 7,4, ~ 4Myr pro obé hvézdo-
kupy, protoze 7,;, nezavisi na hmotnostech jednotlivych hvézd. Tento cas je tedy
radové srovnatelny s casem 7,,s. Toto je druhy predpoklad v odvozeni vztahu
(B.28), ktery v numerickych modelech nebyl splnén.
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Obrazek 4.3: Pomér odhadu ¢ast 7,0 (plnd ¢ara), 7,1 (pFerusovand ¢ara), ko
(plna cara) a i (pFerusovana ¢ara) k ¢asu 7, hmotového pterozdéleni v za-
vislosti na parametru n. Oznaceni ¢ar je shodné s obrazkem 4.2 Pro model 024.
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Kapitola 5
ZAaveér

V této praci jsme se pokusili aplikovat dynamické tfeni na odhad ¢asu hmotového
pterozdéleni. Podafilo se nalézt vztahy (3.28), (3.32) a (3.41), které odhaduji ¢as
usazeni hvézdy v centru hvézdokupy z radidlnich a kruhovych drah. Porovnanim
s numerickymi modely odpovida ¢asu 7,,,, hmotového prerozdéleni doba usazeni
hvézdy bud z kruhové drahy o poloméru r = 71,9 nebo z radidlni drahy s bodem
obratu na r = 2, 8ry (v pfipadé odhadu dle (3.32)) nebo r = 1, 7rpy (odhad dle
(3.28)). V téchto pripadech dostavame pro odhad ¢asu hmotového prerozdéleni
vztah (4.1). Cas T,um se pro obé testované hvézdokupy fadové shodoval s Gasem
Tms UCinéNnym autory [3].

Platnost naseho odhadu byla ovéfena pouze v pfipadé dvou numerickych
modeli, které se navic lisily pouze hmotnosti tézsich hvézd. Bylo by zajimavé,
uskutecnit dalsi N-casticové simulace s riznymi poméry hmotnosti m, mg a poctt
hvézd N, Ny na kterych bychom mohli otestovat platnost vztahu (4.1). Dalsi mo-
dely by mohly provérit jeho zavislost na charakteristickém poloméru hvézdokupy
a a jeji celkové hmotnosti M. Tvorba takovych modelt by byla velmi naro¢na na
vypocetni ¢as, a tedy presahuje ramec této prace. Rovnéz by bylo zajimavé urcit,
ktery ze vztaht (4.1) a (B.28) poskytuje lepsi odhad. Porovnéni téchto vztahti by
vzhledem k pfedpokladiim z nichz byl odvozen vztah (B.28) bylo vhodné hledat
v modelech které splnuji My > M a 7, > Tps-
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Priloha A

Odhad radialni zavislosti
disperze rychlosti

Podle [6] je v plummerové modelu rozdéleni rychlosti hvézd ve vzdalenosti r od
centra hvézdokupy dano predpisem

u(r) = qy/2|U(r), (A1)

kde g € (0, 1) je ndhodna proménnd z rozdéleni

z
2

n(q) =¢*(1—¢°)2.

Vzhledem k nezavislosti rozdéleni (A.2) na vzdalenosti r se zjednodusi vypocet
stfedni kvadratické rychlosti hvézd v této vzdalenosti

Vo) = Ve o, (A3

protoZe (¢*) uz nezéavisi na poloméru r. Z podminky virialové rovnovahy hvézdo-
kupy plynul vztah (2.26) pro kinetickou energii na jednotku hmotnosti. Porov-
nanim stfedni kvadratické rychlosti celé hvézdokupy

(A.2)

2

o0 r 3rGM. , ,
b T e ) (4

7 [ (v? 2 G M.,
(v%) = : 47{0 fog)p>(€‘():>27;lrdr B <q2>6 ai\/[

se vztahem (2.26), ziskdme vyjadieni



Podminka (A.5) je tedy velmi diilezita, protoze jeji poruseni by v piipadé plum-
merova modelu znamenalo, Ze se hvézdokupa nenachézi ve viridlové rovnovaze.
S vysledkem (A.5) ziskdme dosazenim (A.3) do (3.19) hledanou zavislost

disperze na polomeéru
GM,
or)= | ———. (A.6)
\ 6ay/1+ (%)

Vztah (A.6) je dalsi aproximaci. Vzorec (2.23) byl odvozen za predpokladu
maxwellovského rozdéleni rychlosti, tj. podle (2.20), a pouze v takovém rozdéleni
jsme ukazali, Ze plati (3.19). Rozdéleni rychlosti hvézd neni v plummerové mo-
delu popséno (2.20), ale (A.1) a (A.2), kde disperze o(r) vibec nevystupuje,
proto vztah (A.6) miZeme pouzit pouze za predpokladu, Ze se rozdéleni rych-
losti uvazované v kazdé slupce plummerovy sféry podoba maxwellovskému a z
(3.19) odhadnout disperzi. Takto jsme odhadli o(r) dané (A.6), které mizeme
pouzit v dilezitém vztahu (2.23).
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Priloha B

Odhad hmotového prerozdéleni
dle Mouri & Taniguchi (2002)

V ¢lanku [3] byl odvozen vztah pro odhad ¢asu hmotového prerozdéleni. Autofi
uvazovali hvézdokupu, ktera sestava ze dvou typt hvézd. Obsahuje N, lehcich
hvézd o hmotnosti mg a N tézsich hvézd hmotnych m. Pro hmotnost vsech
leh¢ich hvézd M, (je zfejmé, ze My = Ngmg) v porovnani s celkovou hmot-
nosti M tézsich hvézd plati My > M. Hvézdokupa je sféricky symetricka a
izotropni, nedochazi v ni ke srazkam hvézd. Odhad byl pofizen za predpokladu,
ze rozdélovaci funkce na fazovém prostoru je pro skupinu leh¢ich hvézd popsana
plummerovym modelem a je konstantni v ¢ase. Rozdé€lovaci funkce tezsich hvézd
se vyviji.
Rozdélovaci funkce lehéich hvézd je popsana funkei

32v/23M, (GMO)‘5 (\P 02)7/2

(B.1)

07 72 47a3 a 07 9

s fo =0 pro v > (2¥,)"/2, kde v znaéi rychlost lehéich hvézd. Vnitini potencial

Uy je definovan
G My 1

« U CER7E
Z (B.1) Ize snadno vyjadfit hustotu a stfedni kvadratickou rychlost lehéich hvézd:

oo 3M, 1
_ 2 _ 0
po(r) = 47r/0 v° fodv = i (L (D)2 (B.3)

Uo(r) = —Dy(r) = (B.2)

o, AT [ vtfodv  GMy 1

00 = G S hody 20 (Lt (L (B.4)
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Predpokladejme Ze tézsi hvézdy nepfispivaji k celkovému gravitacnimu poli
hvézdokupy. Podle tzv. silného Jeansova teorému je ve stéricky symetrické hvézdo-
kupé, kde nedochazi ke srazkam hveézd, rozdélovaci funkce pouze funkci Wy — %
Predpokladejme proto, ze jsou tézsi hvézdy popsany tiidou funkci s parametrem

B=>1

32v/2 3M 7 GM,\ ~(TF+3/2 L2\ 762
= 2 Ik Uy — — B.5
Js 72 ' P 4na? < a ) 07 9 ’ (B.5)
s fs = 0 pro v > (2U)¥/2. F} a F; jsou normovaci konstanty dané
00 Qd 1 1
/ - . 3 -3 9 (B6)
o (14 22)@+3/4 3 F(B)
! 1
M1—a?)PP = B.7
f e = Fy(B) (B.7)

V textu bude pfi normalizacich tfeba dalsich ¢tyt integralt zavislych na parame-
tru 8. Vsechny jsou voleny tak, aby spliiovali pro § = 1 podminku F,, =1, m =
1,2...6. Rozdélovaci funkci (B.5) odpovida hustota a stfedni kvadraticka rych-
lost tézsich hvézd

3M 1
ps(r) = i T R (B.8)
12 GM 1
2 o 0
) =555 20 (Lt (O (B:9)

Celkovou energii tézsich hvézd E ziskame integraci pg (O’% + <I>o) pres cely objem
hvézdokupy
3r2(75 —1) GMyM

By =555 1F B.10
P =732 18+ (B.10)
Normalizac¢ni ¢len F3 je definovan vztahem
00 x2dx T
/0 (1 + 22)(7B+5)/4 - T6F3(5)- (B.11)

U pocatecniho stavu predpokladdme plummeriv profil i pro tézsi slozku, tj.
B = 1. Casovy v§voj tézsich hvézd je popsén riistem parametru /3. Hustota
tézsich hvézd v centru hvézdokupy se bude s rostoucim S podle (B.8) zvySovat,
zatimco jeji stfedni kvadraticka rychlost (B.9) bude klesat. Tento jev je typicky
pro stav hmotového prerozdéleni. Ttida funkei fs predstavuje nejjednodussi vy-
vojovy model skupiny tézsich hvézd od pocatecniho stavu do stavu hmotového
prerozdéleni.
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Uvazujme tézsi hvézdu, kterd ztraci kinetickou energii interakci s leh¢imi
hvézdami. Pro takovou hvézdu pohybujici se rychlosti v je ztrata kinetické energie

dana
o (v 0 v vg
<(9t <1}2>> = 16m2G%*In A (mo/v vo fodvy — m/o ?fod%) ) (B.12)

kde fo = fo (¥o — v?/2). Zde {.) znadi stfedovani pfes soubor tézsich hvézd. Prvni
integral na pravé strané rovnice (B.12) pfedstavuje zisk energie té751 hvézdy od
leh¢ich hvézd, zatimco druhy integral ztraty energie v disledku dynamického
tfeni. Coulombtiv logaritmus In A v (B.12) lze pro hvézdokupu odhadnout ze
vztahu (2.18). Vynasobenim rovnice (B.12) rozdélovaci funkci (B.5) a nésled-
nou integraci pres cely prostor rychlosti ziskame zménu kinetické energie tézsich
hvézd v jednotkovém objemu ve vzdalenosti r, tj.

<8 ([)(T2>> . _219\/§16|' F1F2F4

ot \ 2 497 191 (1 4 (£)2)(7h+12)/4
3My, 3M /GMy\ /2
G2lnA [t Mo o4 ( 0) B.13
o <75—|—2 9 ) 4mad4ma® \ a ( )

Integraci rovnice (B.13) pfes cely prostor je mozno pofidit vztah pro ¢asovou
derivaci celkové energie celé tézsi slozky hvézd

21 1
dE _ 2527 16..11(13/4)FlFZHF5
dt 3x5x 72191 T'(15/4)
5 m mo\ 3My 3M <GM0)-1/2
G InA - — . (B.14
ra <7ﬁ+2 9)47ra347m3 a (B.14)
Cleny Fy a F5 v pfedchozich dvou rovnicich zavisi na parametru 3 podle
1 16!!
| 22— - SR ), (B.15)
0 I

/000 : r?dx B ﬁr(13/4)F5(ﬁ). (B.16)

1+ 22)78+12/4 15 T(15/4)

Zména energie v (B.12) a (B.13) byla bréna jako stiedni hodnota ze souboru

tézsich hvézd. Protoze predpokladame velké mnozstvi hvézd ve hvézdokupé, lze
pii vypoctu (B.14) polozit (dE/dt) = dE/dt.

Clen (225 — ™2) ve vztazich (B.13) a (B.14) mé piivod v ziskévéni a ztréte

energie od leh¢ich hvézd vyjadfenych dvéma integraly na pravé strané (B.12).
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Pokud je tento ¢len nulovy, ztistava celkova energie tézsich hvézd konstantni. Pro
hodnotu parametru S odpovidajici stavu hmotového prerozdéleni tedy plati

I9m — 2my

ﬁfin = (B17)

7m0

Cas hmotového pterozdéleni 7,,, odhadneme podle poc¢atecniho naristu hmot-
nosti tézsich hvézd M, v centru hvézdokupy, tj.

M,
e T AM,jdt |, (B.18)
Hmotnost M, tézsich hvézd v centru hvézdokupy lze vyjadrit
M, =4n /a rngdr = F1F6M7 (B.19)
0 2\/5
kde 1 o 1
/0 (1 + 22)B+3/4 — GﬂFﬁ(ﬁ)- (B.20)

Protoze nezndme analytické vyjadieni vyvoje fz v pribéhu studovaného déje,
budeme uvazovat dva krajni scénére.

Nejprve uvazujme piipad, kdy parametr § nartista z pocate¢niho stavu g = 1
v Case t = 0 do koncového stavu Sy;,. Derivaci dM,/dt v (B.18) lze vyjadfit jako

-1
AM, _dM,d5 _ dM,dE (dE\™" B.21)
dit  dB dt  dB di \dp

Dosazenim (B.6), (B.19) a (B.20) za (dM,/dB) v (B.21), dosazenim (B.6), (B.10)
a (B.6) za (dE/dp) a dosazenim (B.14) za (dE/dt), ziskdame

(B.22)

Tms = Bl

1 1 3Mo\ "' [ GMo\*?
G2InAm —myg (47‘(’@3) ( 2a ) ’
kde B; = 0, 3878.

Druhy krajni piipad je vyvoj stavu z 8 piimo do stavu By,. Rozdélovaci
funkce méa potom tvar f = (1 — ) fs=1 + 7 fs=p,.., kde v = 0 ve stavu 8 = 1,
0 <y < lavy=1vestavu fB;,. Za pfedpokladu zZe ve stavu By;, jsou tézsi hvézdy
soustfedény v centru hvézdokupy a maji zanedbatelnou rychlost, lze vyjadrit
hmotnost a energii tézsich hvézd v centru hvézdokupy vztahy

1
M, =(1—~)—=M +~M, B.23
( 7)2\/5 ¥ (B.23)

35



3m GMoyM GMyM

E=—(1- — B.24
=75 T (B.24)
Derivaci dM, /dt pofidime analogicky jako v piedchozim p¥ipadé
1 1 3Mo\ "' (GMo\*?
ms = B ) B.25
7 2GanAm—mo (471’@3) ( 2a ) ( )

kde By = 0,6331. Pro ¢as potfebny k nastoleni hmotového pierozdéleni jsme
oCekavaly, ze lezi mezi vysledky (B.22) a (B.25). Vztahy (B.22) a (B.25) vykazuji
stejnou zavislost na fyzikalnich veli¢inach a jejich numerické faktory By a Bs jsou
blizké 1/2. Proto odhadneme ¢as 7,,s pomoci vztahu

L L (BT (g

Tms = 2G2InAm — mgy \4ra® 2a

Cleny 3M,/4ra® a (GMy/2a)*? v (B.26) odpovidaji dle (B.8) a (B.9) hustoté a
stfedni kvadratické rychlosti v centru hvézdokupy.
Oznac¢me typicky cas 7., prichodu hvézdy centralni ¢asti hvézdokupy

2@3 2
Tee = (GMO) : (B.27)

Potom lze vztah (B.26) zapsat jako

mmoNo/(m — my)

ms = cce B28
ms = 610 [moNo/(m + mo)] (B-28)
Pro relaxacni ¢as 7., hvézdokupy plati vztah
N,
0 (B.29)

Triz = Tee-
81In N()

Pokud piedpokldddme parametry hvézdokupy mg/m ~ 1071 — 1072 a Ny ~
10° — 105, plyne ze vztahti (B.28) a (B.29) nerovnost 7, > T,,s. Hmotové preroz-
déleni tedy nastane v krat$im case nez je relaxacni ¢as podmnoziny lehcich hvézd.
Tento vysledek potvrzuje opravnénost predpokladu ¢asové nezavislé rozdélovaci
funkce (B.1) pro lehéi hvézdy.
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