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Abstrakt: V predlozené praci studujeme moznost zobecnéni znamého
paradoxu dvojc¢at z STR do OTR. Predmétem prace je analyza vlivu
riznych pohybt dvojcat, z nichz se vzdy jedno pohybuje po geodetice, na
rozdil jejich vlastnich ¢ast pfi opétovném shleddni pomoci nastroji OTR
v Schwarzschildové-de Sitterove, Schwarzschildové, anti de Sitterove, Ker-
rove, de Sitterové prostorocase a také v FRW modelu vesmiru. Na zakladé
rozboru vysledki zjistime, Ze neni mozné narozdil od STR nalézt zadné
jednoduché pravidlo jak urcit, ktery pozorovatel bude pti znovu-shledani
starsi. Nicméné formulujeme dvé pravidla pro dva konkrétni typy po-
hybi, kterda ndm pomohou urcit starsi dvojce pii opétovném setkani.
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Abstract: In the present work, we study whether or not it is possible to
generalize the classical twin paradox from SR to GR. Using GR tools,
we analyze twins moving along different paths in Schwarzschild-de Sitter,
Schwarzschild, anti de Sitter, Kerr, de Sitter spacetime and FRW uni-
verse models. One of the twins is always in geodesic motion. Analyzing
our results, we find out that, unlike in SR, it is not possible to establish
a simple rule determining which observer will be older at their reunion.



Nevertheless, we formulate two rules for two specific motions that will
help us determine which twin will be older at the reunion.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Klasicky paradox dvojcat

Klasicky problém dvojcat (nebo téZz paradox hodin) spo¢iva v povrchni
interpretaci dusledki STR, které se zdaji byti paradoxni. V minulosti
byval argumentem proti spravnosti STR. Ackoliv byl problém dévno
vysvétlen i nadale se staval pfedmétem diskusi v literature. Zdanlivy
paradox je natolik poucny, Ze se snad nenajde ucebnice STR, ve které by
nebyl alespoinl zminén. Problém lze rozebrat (napft. [5]) nasledovné:

Z pocatku O inercidlniho systému S startuje v case t = t4 = 0 kos-
monaut v kosmické lodi ve sméru osy z (start = bodova udalost A).
V kratké dobé nabude lod veliké rychlosti v < ¢ a s touto konstantni
rychlosti se velmi dlouho pohybuje. Potom se brzdénim rychle zastavi
(obrat = bodové udalost B) a stejnym zptisobem se vrati zpét do bodu
O (pfistani = bodovéd udéalost D).

Kosmonaut veze sebou svoje hodiny H g, které ukazuji jeho vlastni cas
T a pii startu ukazuji 74 = 0. Otézkou je, jaky ¢as 7p budou tyto hodiny
ukazovat po ndvratu do O v dobé tp udavané hodinami H oy umisténymi
v pocatku, které pri startu ukazovali £, = 0.

Lze predpokladat, ze hodiny jsou ”prakticky” necitlivé na zrychleni vici
S vyvolané vnéj§i mechanickou (negravitaéni) silou. Ulohu si tedy mtizeme
zjednodusit a predpokladat, Ze zrychleni je pii startu a pri obratu ve-
liké a tyto operace tedy trvaji zanedbatelné kratkou dobu oproti trvani



celé cesty. Jinymi slovy predpokladame, Ze je kosmicka lod cestou tam i
zpatky pohybuje konstantni rychlosti v.

Je-li na cesté tam pozorovatel dobu tg = T, doleti do vzdalenosti x4 (B) =
vT a vrati se do O v dobé tp = 2T'. Za naSich predpokladi bude platit,
ze prakticky stale dr = v~ ldt a tedy také

D = ’)/_ltD <tp. (11)

Tento vysledek, ackoliv zajimavy, neni nikterak paradoxni.
Zdanlivy paradox vznika az pfi vypoctu "nespravnym zpiisobem” z hle-
diska klidového systému kosmické lodi. Kosmonaut mtze podle principu
relativity uvazovat takto: Téméf po celou dobu (s vyjimkou kratkého
okamziku startu a obratu) je mij klidovy systém prakticky stéle iner-
cidlni a hodiny H) se vii¢i nému pohybuji rychlosti v. Hodiny H )
tedy naméii mensi cas nez hodiny H k). Po navratu by tedy mély hodiny
H o) ukazovat cas

tp :’)/717'1) < Tp, (12)

coz je zcela ve sporu s rovnici ().

Vysvétleni spociva v mylnosti kosmonautova vypoctu. Pti vypoctu z hle-
diska "klidového” systému kosmické lodi se musi ptihlizet k tomu, zZe sy-
stém S’, v némz je lod v klidu pfi cesté mezi startem A a obratem B, a
systém S”) v némz je lod v klidu mezi obratem B a piistanim D, jsou
sice oba inerciadlni, ale rizné systémy, takze pojmy soucasnosti v nich
nesouhlasi ani navzajem ani s pojmem soucasnosti systému S. Napriklad
udélost C' v bodé O, ktera je urcena udajem t. = T = %tD = %AtAD
hodin H o) a je tedy v systému S soucasna s udélosti B, neni s B soucasna
v S ani S”.

V systému S" (resp. S”) je udélost C' pozdéjsi (resp. diivéjsi) nez B.
Obréacené udélost E (resp. F'), ktera je v systému S’ (resp. S”) soucasna
(znézornéno na obrazku IT). Hodiny H ) se vzhledem k S’ i vzhledem k
S” pohybuji rychlosti v (opaénymi sméry) a proto se vskutku i vzhledem
k hodindm systému S’ i vzhledem k hodindm systému S” opozduji podle
vztahu dt (H(o)) = y_1dt’, popt. dt (H(o)) = v_1dt". Plati tedy vztah

Atap = 7_1At’AE = 7_1A7'AB, (1.3)
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O x(B) =

Obrazek 1.1: Grafické znézornéni vyznacénych bodovych udalosti pii cesté
pozorovatele kosmickou lodi. Bod A znaci start lodi, B obrat lodi a D
pristani ve vztazné soustaveé S. Udalost C', kterou zaznamend necestujici
pozorovatel (tj. nehybny v soustavé S), je soucasné s obratem B. Udalost
E je v soustavé S’ soucasna s udalosti obratu lodi B, kdezto F' je soucasna
s obratem lodi v soustavé S”. Proménna tg oznacuje dobu, kterou naméri
nehybny pozorovatel, nez cestujici pozorovatel urazi vzdalenost z(B).
Obréazek je prevzat z [A].
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jelikoZ mezi A a B jsou hodiny H (k) hodinami systému S” a udalosti F
a B jsou soucasné v S’. Obdobné ziskdme vztah

AtFD = "yilAt;/;vD = ’yilATBD. (14)
Dtisledkem vztahti vyse je rovnost
AtAE+AtFD :’Y_IATAD Z’Y_ITD. (15)

Na levé strané mame jiz hledanou veli¢inu 7p, ale prava strana neni rovna
Atap = tp, nebot mezi udélostmi E a F' je ¢asova "mezera” Atpp. Plati
tedy

tp :’yilTD—FAtEF. (].6)

Protoze
Atgpr = Atge + Ator = 20Atgr = 2Atcr. (17)

zbyva vyjadrit Atgr pomoci 7p. Vzhledem k tomu, Ze systém S souvisi
se systémem S’ Lorentzovou transformaci, lze uzit vztahu

v
At =~ (At' + C2A£L'/) : (1.8)

Pro udélosti E,B je vSak v systému S’ At = 0 a Az je vzdalenost, do
niz v systému S’ vzdalil pocatek O od hodin H k) v okamziku ¢’ =ty =
T = %TD. Tato vzdalenost se rovna v - %TD. Dosazenim do rovnice (CR)

ziskdme vztah Atgpp = % 'ylc’—;TD, po jehoz dosazeni do (CB) ziskame vztah

2
_ v
tp=7""Tp+7 1677D=77D, (1.9)

shodny se vztahem (I2). KdyZ kosmonaut provede spravny vypocet,
ziska stejnou zavislost jako pozorovatel, jenz je po celou dobu cesty po-
zorovatele v klidu v inercidlni vztazné soustave S.

Zavér
Z rovnice (D) plyne, Ze cestujici dvojce, které se pohybovalo viéi vzda-

lenym hvézdam, bude po opétovném shledani se svym stojicim souroze-
ncem mladsi.
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1.2 Prechod od STR k OTR

Klasicky paradox dvojcat se odehrava v prostorocasu s Minkowského
metrikou (tzv. plochy prostoroc¢as), ve kterém se kromé dvou pozorovateli
nenachézi zadné dalsi objekty, procez je zdanlivé obtizné urcit, ktery po-
zorovatel bude po opétovném setkani starsi. Obtiznost spoc¢iva v mylnosti
predstavy, ze situace je pro oba pozorovatele zcela symetricka, coz ,jak
jsme si ukéazali v podkapitole [I, neni pravda.

Jak by se situace zménila, kdybychom pfesli do prostorocasu s néjakymi
dalsimi objekty? Pomohly by nam tyto objekty jednoduseji urcit, ¢i
pohled je ten spravny, ktery pozorovatel ma ve své tvaze pravdu a je
privilegovany?

Predstavme si situaci, kdy oba pozorovatelé obihaji rtizné rychle kolem
néjakého hmotného télesa (napf. slunce, ¢erné diry apod.). Kazdy po-
zorovatel mize sam sebe povazovat za klidového pozorovatele a oznacit
toho druhého za rychleji se pohybujiciho a tedy i,v souladu s predstavami
STR, za toho, jenz béhem své cesty naméri mensi ¢as. Oba mit pravdu
nemohou, jak tedy urcit, ktery pozorovatel je privilegovany, tedy ¢i tivaha
je spravna?

V této tloze mame privilegovanou soustavu urcenou praveé onim obihanym
télesem. Neni vSak jasné, ktery pozorovatel je pfi dané konfiguraci up-
fednostnovan. Na rozdil od klasického paradoxu uz dana situace neni
symetricka, je ale zajimavé zjistit, zda rychlejsi chod vlastniho ¢asu sou-
visi s rychlosti vii¢i privilegované soustavé nebo naptiklad s 4-zrychlenim.
Potiz je, ze pri pfitomnosti hmotnych objektl jiz nelze hovotit o global-
nich inercialnich vztaznych soustavach a STR nam pfestava stacit. Na-
Stésti mizeme prejit do Obecné teorie relativity, kterda ndm poskytuje
matematicky aparat, s jehoz pomoci jsme schopni tento problém analy-
zovat. Analyticky se pokusime rozresit, ktery pozorovatel bude mladsi a
ktery starsi pii analogickych pohybech v riznych prostorocasech. Vzdy
nechame jednoho pozorovatele cestovat po geodetice, coz l1ze z hlediska
OTR povazovat za privilegovany pohyb, a budeme zkoumat, zda tato
skutecnost predurcuje geodeticky cestujiciho pozorovatele k pravdivosti
tvrzeni, Ze vici nému se druhy pozorovatel pohybuje a Ze tedy bude
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druhy pozorovatel po setkani mladsi.

1.3 Teoreticky tvod

V Obecné teorii relativity hraje metricky tenzor g, velmi dilezitou roli,
jelikoz urcuje zakfiveni prostorocasu. Podle OTR je zakfiveni prostoru
zpusobeno gravitacnim ptisobenim hmotnych objektti, nachazejicich se v
tomto prostoru, tudiz 1ze pomoci metrického tenzoru popisovat gravitacni
pole.

Délkovy element ds lze pomoci metrického tenzoru vyjadrit rovnici

ds® = g, dx"dx", (1.10)

kde dx" pro u = 0,1, 2, 3 jsou prvky baze te¢ného prostoru (tj. jednotkové
vektory tecné k varieté, kterou jsme ztotoznili se zakfivenym prostorem).
Je vidét, Ze kdyz mame zadan kvadrat délkového elementu ds?, neni
obtiZné zrekonstruovat zpét metricky tenzor g, .

Diferencial vlastniho casu dr lze z definice vypocist pomoci délkového

elementu ds jako

dr = 1\/—dSQ. (1.11)

c

Ve vztahu vystupuje rychlost svétla ¢, kterou pro prehlednost vypocta
pokladame ¢ = 1. Re¢eno vznesenymi slovy poc¢itame v geometrizovanych
jednotkach.

Geodetika

Geodetika je kiivka v prostoru, po niz se pohybuji volné (testovaci) ¢as-
tice. Volnou ¢astici rozumime c¢astici, kterd interaguje pouze gravitacneé.
Prizvisko testovaci naznacuje predpoklad, Ze tato volna castice nikterak
neovliviiuje gravitacni pole ve svém okoli. Fyzikalnéjsi pohled pravi: Za-
kiiveni prostorocasu vyvolané testovaci ¢astici je v porovnani s vlivem
okolnich hmotnych téles zanedbatelné.

Vektor 4-rychlosti u” je definovan rovnosti

— ( dz® da'  da? @)
11—( dr dr dr dr * (112)
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Pokud se volna testovaci ¢astice s 4-rychlosti u* pohybuje po geodetice,
spliiuje rovnost

Vau =0, (1.13)

kde V, zna¢i kovariantni derivaci ve sméru vektoru u*. Rovnost lze
rozepsat pomoci tenzoru afinni konexe I'y; na vztah

u’ (u%, + Tgut) =0, (1.14)

ve kterém , oznacuje parcialni derivaci podle souradnice udané indexem
0.

Afinni konexe
Afinni konexi I'}; je mozné spocitat pomoci metrického tenzoru g,
vztahem

g 1 g
e = B) 87X (8xot T Bxéo — Botx) s (1.15)

ve kterém vystupuje matice g°X inverzni k matici popisujici metricky
tenzor g,,. Jejich vzajemny vztah je dan rovnosti g*?g,s = d5.

Lagrangeova mechanika
Klasickou langangeovskou mechaniku lze zobecnit i na OTR. Lagrangeovu
funkci £ zavedeme vztahem

L=-—"2+V(xh). (1.16)

Ve vztahu vystupuje potencidl V' (x*) zavisly na polohovém vektoru x*,
ktery je spojen se silovym plisobenim negravitacniho charakteru. Volné
Castice neciti zadné sily negravita¢ni povahy, tudiz je pro né V (x#) = 0,
a rovnice prejde pro né prejde na jednoduchy tvar £ = % %.

Blizsi informace jsou k nalezeni v béznych ucebnicich OTR, jako je napf.
[2], ze které jsme Cerpali.
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Kapitola 2

Schwarzschild-de Sitteruv
prostorocas

Délkovy element ds lze v Schwarzschild-(anti) de Sitterové prostorocase
vyjadiit rovnici

-1
ds® = — (1 — ™ — Ar2> dt2+(1 — M — Ar2> dr?4r? (d92 + sin? 6d¢2) ,
r 3 r 3

(2.1)
ve které se pro jednoduchost uvazuje, ze rychlost svétla ¢ = 1 a gravi-
tacni konstanta G = 1. Parametr M znac¢i hmotnost centralniho télesa a
parametr A oznacuje kosmologickou konstantu, ktera je v Schwarzschild-
de Sitterové prostorocase kladna a v Schwarzschild-anti de Sitteroveé pros-
torocase vesmiru zaporna. V této kapitole se pokusime zobecnit postup
uzity v [3].

2.1 Radialni pohyb

Vezméme v tvahu dvé dvojcata, ktera si oznac¢ime dvojce A a dvojce B.
Dvojce A setrvava na stale stejném misté, zatimco dvojce B nechame
cestovat radidlnim smérem. Na pocatku se dvojcata nachazi na stejném
misté v prostoru (ve stejné vysce r = R), ale dvojée B m4 oproti
svému sourozenci nenulovou radialni rychlost vy. To zapficini, ze dvojce
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B dosdhne néjaké maximéalni vysky r = R + h a poté opét zacne padat
na misto, odkud vyrazilo na svou cestu.

Dvojée B bude cestovat pouze v radidlnim sméru (jelikoz je délkovy ele-
ment (1) rota¢né invariantni, nebude se z ného odchylovat). Na cestujici
dvojce B nebude ptisobit zadna sila, ale pouze gravitacni interakce, ktera
je jiz obsazenda v metrice, a my muzeme sestavit Lagrangeovu funkci

2 —1
ﬁzlds:1l_(l_m_grzﬁu(l_%ﬂgg) ]

r r

(2.2)
Teckou jsme oznacili derivaci podle vlastniho ¢asu 75 pozorovatele B.
Lagrangeova funkce (222) nezavisi na ¢ase, coz znamena, Ze jeji parcialni
derivace podle  se rovnéa néjaké konstanté. My dosadime specialni kon-
stantu ve tvaru —p;, ¢imz ziskame

oL M A\

Konstanta p; neni az tak specialni, nebot je to ¢asova slozka kovariantni
4-hybnosti vztaZena na jednotku hmotnosti. Diky rovnici (223) si mizeme
vyjadrit ¢asovou slozku 4-rychlosti ug” dvojcete B

, 2M A N\

Vime, Ze norma 4-rychlosti se musi rovnat g, u*u” = —1, kde g,,, oz-
nacuje metricky tenzor. Ze znamého vztahu mezi délkovym elementem a
metrickym tenzorem lze vyjadrit identitu pro 4-rychlost cestujiciho dvoj-
cete B vztahem

-1

OM AL\ oM A
—1:—<1——3r2)t2—|—(1——3r2> i (2.5)

T T

Dosazenim z rovnice (24) muZeme vyjadfit zavislost radialni slozky 4-
rychlosti u’; cestovatele B

7 =p?— (1 M 2#) : (2.6)



V pribéhu cesty dvojcete B dojde v néjaké vysce r = R + h k jeho zas-
taveni a zméné jeho sméru pohybu. Dvojce B zacne volné padat zpatky
na misto, kde zapocalo svou cestu. Ve vysce r = R + h se nachazi bod
obratu a zde plati, ze 7 = 0. Diky tomu faktu se ndm podafilo z (E8)
urc¢it konstantu

2M A 2
=\/1l-=—-= h)”. 2.
Dt \/ R+h 3(R+ ) (2.7)

Kdyz si uvédomime, ze r znamena derivaci podle vlastniho ¢asu cestu-
jiciho dvojcete B, ziskdme z rovnic (Z8) a (2Z1) vztah mezi diferencidlem
vlastniho ¢asu drg a diferencidlem radialni vzdalenosti dr dany rovnosti

1
dTB = dr. (28)

2M A 2M A 2
VIS = f - 5 (R4 )

T

Dvojée B jsme nechali vykonavat cestu z vysky r = Rdor = R+ h a
poté ho nechali spadnout z r = R+ h do r = R. Celkovy cas je tedy
dvojnasobek integralu od r = R do r = R + h, ¢imz ziskdme vztah

1

R+h
TBIQ/ 5
R S D

dr. (2.9)

Z délkového elementu (21) jsme schopni uréit diferencial vlastniho ¢asu
dr, dvojcete A, které se nachazi po celou dobu ve vysce r = R, vzhledem
k diferencialu soutadnicového casu dt vztahem

oM A
—/1- = - "R ar. 2.1
d7a \/ ! (2.10)

Rovnici (Z4) lze rozepsat pomoci identity ¢ = -4 diky rovnici (2-I0)

drg’

eliminovat dt, zkombinovat s (ER), dosadit za p, z (EZ7) a ziskat

N i e (R
(1— 20— &y2) oM 4 &2 20 & (R4 p)?

r T

dra = dr.  (2.11)

Celkovy vlastni ¢éas 74 pozorovatele A ziskdme integraci rovnice (2-IT)
pres celou drahu urazenou cestujicim dvojcetem B. Jelikoz je jeho cesta
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symetrickd sta¢i ndm opét spocitat pouze polovinu cesty (tj. od r = R
do r = R+ h) a vysledek nasobit dvéma. Vysledny vlastni ¢as

oM A oM A ;
_ o1 A o 2 R e
A \/ R 3 \/ Rin 3Eth

R+h 1
'é O_%ﬁ_%%¢ﬂﬁ+A2_WW_AULHﬁdﬂ
r 3 r T3 T Rth T3
(2.12)

Zaveér

Integraly (229) a (212) jsou analyticky obtizné fesitelné, procez je viyhodné
zavést zjednoduseni. Pro malé vzdélenosti r lze zanedbat ¢len %7’2 oproti
¢lenu %, ¢imz prejdeme do Schwarzschildova prostorocasu, pro néjz se
pokusime nalézt analytické feseni v kapitole Bl

Pro velké r 1ze zanedbat naopak ¢len % oproti ¢lenu %7“2 a prejit tak do
(anti) de Sitterova vesmiru. Pro zapornou hodnotu konstanty A budeme
hledat analytické feseni v kapitole B1I.

Omezeni kladena na proménnou r

Pokud je kosmologicka konstanta A < 0 mensi nez nula, jsme pii radial-
nim pohybu popsaném v této podkapitole omezeni pouze horizontem
c¢erné diry, ktery je dan plochou r = rgy. Nad timto horizontem je
nase modelova situace bez problémi realizovatelnad. Hodnotu rgy by-
chom mohli ziskat jako nejvétsi kladné feseni rovnice

1——"— ——r2=0. 2.13
T 3T ( )

Pti A > 0 se dostavame do potizi. Je potieba zafidit, aby existoval néjaky
interval kladnych hodnot I takovy, ze pro Vr € [ je 1 — % — %7"2 > 0.
Takovy interval nemusi vzdy existovat, zalezi totiz na hodnotach promeén-
nych M a A. Pokud takovyto interval neexistuje, nemiize se realizovat
ani nas uvazovany radialni pohyb ani nami uvazovany piipad statick-
ého pozorovatele. Pfi vhodné volbé konstant M a A lze vsak zajistit,
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aby interval I existoval. Poté také jsme schopni analyticky najit krajni
hodnoty intervalu I. Hledali bychom je opét jako feseni kubické rovnice
(213). Ziskali bychom t#i feSeni: dvé kladna a jedno zaporné. Nejmensi
kladné feseni bychom oznacili rgy a nejvetsi kladné rop. Plocha r = rgy
se v tomto pripadé nazyva horizont ¢erné diry a plocha r = r¢o je kosmo-
logicky horizont. Uvnitt intervalu I = (rgy,rco) se mohou pohybovat
pozorovatelé a v krajnich bodech se mohou pohybovat fotony.

Staticky pozorovatel se tedy miize nachazet ve vysce R, kde R je z vnitiku
1. Radialné vystreleny pozorovatel se ale nemtize pohybovat v libovolné
vysce r € . Kladné kosmologicka konstanta A nam charakterizuje odpu-
divou interakci, takze je mozné, ze pokud se pozorovatel dostatecné vzdali
od cerné diry, zacne prevladat odpudiva interakce a pozorovatel se jiz
nevrati na misto startu. Tedy urcité ne po geodetice.

Maximalni pfipustnou hodnotu r,, € I uréime jako maximum funkce

flr)y:=1-24— %7‘2 na kladné ¢asti realné osy. Jednoduchym vypoctem

ziskame hodnotu r,, = \3/@ . Vystieleny pozorovatel se tedy miize po-
hybovat pouze v rozmezi vysek r € (rpy,rm).

Diky znalosti maxima funkce f(z) je mozné urcit pro jaké hodnoty M a
A horizonty splynou a interval I se smrskne na jediny bod

{reu} ={rco} = {rm} = 1. Z rovice f(r,,) = 0 plyne, Ze horizonty sply-
nou pravé tehdy, kdyz 1 = 9AM?. Kdyz bude navic A > 9]\142 nebude
zadny horizont a interval I bude nulovy.

2.2 Kruhovy pohyb

Zaméime se nyni na kruhovy pohyb v (Anti) de Sitter-Schwarzschildové
vesmiru, ve kterém m4 délkovy element ds tvar dany rovnici (ET).
Nechme dvojcata obihat v konstantni vysce r = R kolem centralniho
télesa v ekvatorialni roviné (tj. 6 = 7). Nejprve uvazujme, ze obé obihayji,
a pokusme se urc¢it obecnou formulku pro pomér jejich vlastnich cast v
zévislosti na sméru a rychlosti obihani.

Provedme transformaci do vztazné soustavy S’, ve které bude jedno
dvojce nehybné. To znamend, Ze nova vztazna soustava bude rotovat
kolem stfedu piivodni soustavy S s konstantni rychlosti w, stejné jako

19



dvojce. Transformacni rovnice budou mit tvar:

=t
ro=r
0 = 0
¢ = ¢—wt (2.14)

Nyni si spoc¢téme jak bude vypadat délkovy element vyjadieny pomoci

nasich novych ¢arkovanych proménnych. Vyuzijme transformacnich rovnic
(214) a rovnice délkového elementu v nec¢arkovanych soutadnicich (E71)

a dosazenim ziskdme

oM A OM A N\ 7!
ds? = {— (1 - = 3r2) +r%w? sin? 9’] dt” + ( - = 3r2> dr'* +
T T

+r? (d9’2 + sin? 9’d¢'2) + 2r°wsin® 0'dt'dg’. (2.15)
Jelikoz uvazujeme kruhovy pohyb s konstantni vyskou r = R v ekvatorialni
roviné je dr’ = 0 a df’ = 0. Zavedme je$té novou proménnou 2, kterou
definujeme jako €2 = %/' Proménna (2 tedy urcuje hodnotu tthlové rychlosti
obihani v rotujici soustavé S’. Diferencidl d¢’ prejde na tvar d¢’ = Qdt’.
Rovnice (E13) lze upravit na

ds? = [_ (1 - 2}24 — /;R2> T R202 + R202 1+ 2R2WO | at”?.
(2.16)

Diky rovnici (218) si muzeme vyjadiit diferencialy vlastnich ¢ast obou
dvojcat. Musime si uvédomit, ze ptivodné cestujici dvojce B je v nasich
novych ¢arkovanych soufadnicich v klidu a proto pro néj bude €2 = 0.

Diky zndmému vztahu d7? = —ds? plati
2M A
dTé = |:]_ — E — gRQ —R2W2:| dt,2. (217)

Dvojc¢e A nechame cestovat po kruhové draze s konstantni thlovou rychlosti
) vzhledem k soustavé S’. Obdobné jsme schopni uréit diferencial vlast-
niho ¢asu d74 dvojcete A vztahem

2M A

dTEl - [1 - i - ng —R2w2 - RQQQ - 2R2WQ:| dt/QJ (218)

20



ktery si zjednodusime zavedenim nové funkce
g(Q) = —(Q%+200Q). (2.19)

Kdy7Z z rovnic (211) a (2ZI8) s pomoci funkce g (2) vyjadiime pomér

“““““““““““““ e i
/ AN r
N\ L
!'/ .\"\ :2
/ N
5 g 3 2 a4 AL 1
? Ofy
v'lJ Q —“IIII
/ o
/ 24
"’ [ I':I
/ Y
/ 4
/ r !
— g
_________ w2
—2w

Obrazek 2.1: Graf pribéhu funkce g (€2) v zavislosti na hodnoté Q pro
pevné zvolenou hodnotu konstanty w = 2.

vlastnich c¢asti dvojcat

(2.20)

drp 1-— % — %RQ —R2w?
dTA

- M _ A
_ % _ §R2 —R2w? + R2g (Q)’
zjistime, Ze se ndm problém redukuje pouze na zjistovani prubéhu funkce

g(9).

Funkce ¢ (Q2) je nulova v bodech ; = 0 a Qs = —2w. Maxima nabyva v
bodé €, = —w. Prubéh funkce je znadzornén na obrazku 2.

Pokud dhlova rychlost 2 € (—2w,0), je prava strana v rovnici (2220)
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mensi nez jedna a to znamena, ze dvojce B bude po opétovném shledani
s dvojcetem A mladsi (tj. d7p < d7a).

Kdyz thlova rychlost €2 = €y V Q = (s, nedochéazi k rozdilu mezi vlast-
nimi ¢asy pozorovateli a obé dvojcata budou po opétovném shledani
stejné stard (tj. dTa = drg). Specidlni je piipad Q = s, ve kterém
je cela situace zcela symetrickd a vysledek je zcela ocekavatelny, navic
lze zafidit aby obé dvojcata obihala po geodetikach se stejnou velikosti
uhlové rychlosti, coz vyplyva z vypoctu v dalsi podkapitole. Oproti tomu
v kapitole b1 si ukdzeme, ze v Kerrové prostorocase neni situace takto
jednoduse symetricka.

Pokud bude thlova rychlost Q € (— K, —2w)U(0, K'), bude po opétovném
shledani dvojée A naopak mladsi nez dvojce B (tj. dra < d7g). Uvedme,
ze K je konstanta odpovidajici maximéalni mozné thlové rychlosti w, jejiz
hodnotu budeme hledat v néasledujici podkapitole.

Uvazujme, ze nechdme dvojce B pohybovat se s tthlovou rychlosti
wp € (0, K) a dvojce A nechdme obihat s ithlovou rychlosti Q2 = —wy — o,
kde o € (0, K), potom lze vztah (E220) upravit na

dr — & — 2R? — k%3
y B J T v 3 (2.21)
TA R 3 g
V tomto okamziku je nutno ptedeslat, ze pokud wy — K, potom
— % — %RQ —R?w2 — 0. Analoxicky pro o a jmenovatel ve vyrazu (2-21).

To znamena, Ze lze vhodnou volbou thlovych rychlosti w a o "nastavit”,
ktery pozorovatel ma byt mladsi. To nas ale dal nebude zajimat, jelikoz
se zaméfime na jednoho geodeticky se pohybujiciho a na jednoho stat-
ického pozorovatele.

Zavér - kruhovy pohyb

Dvojce A, které se vuci stalicim nepohybuje, ma nenulové 4-zrychleni a
nulovou 3-rychlost a je pri opétovném setkani starsi nez dvojce B, které
se pohybuje po kruhové draze. V nasledujici podkapitole si ukazeme, ze
existuje takova hodnota tthlové rychlosti w, pii které se dvojce B pohy-
buje po geodetice a ma nulové 4-zrychleni.
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2.3 Geodetické a negeodetické pohyby

Pokusme se zjistit, jakd musi byt tthlova rychlost w pozorovatele B, aby
jeho pohyb byl geodeticky. V souvislosti s FeSenim vySe, pojdme urcit
presnou hodnotu w tak, aby se pozorovatel, nehybny v rotujici soustave
S’, pohyboval po geodetice v soustavé S.
Nejprve musime uréit 4-rychlost u/; dvojcete B v soustavé S. Tu z definice
ucime jako

up=( L, g L o). (2.22)
Z4adné z nasich dvojcat se nepohybuje v radidlnim sméru a obé se na
pocatku pohybu nachazi v ekvatoridlni roviné. Dvojceti B udélime na
pocatku tthlovou rychlost ve sméru souradnice ¢, diky cemuz je prvni a
druhd slozka 4-rychlosti uf nulova. Posledni slozku si miZzeme rozepsat
; dp _ dp dt _ ., dt
Jako drp  dtdrg ~ Yarg-
Zavedme néjakou neznamou funkei f (¢, ¢, w) = dﬁ—;, nacez lze 4-rychlost
z rovnice (2222) pfepsat na tvar

up=( f(tg,w), 0, 0, w-f(tpw) ). (2.23)
Nezndmou funkci f (¢, ¢, w) lze nyni dopocitat z identity pro 4-rychlost
—1 = g, upu’. Po dosazeni ziskdme presny vztah

1

1B ARz R

[t ¢,w) (2.24)

ze kterého je vidét, ze funkce f (¢, ¢, w) je konstantni, pokud je konstantni

i hodnota w.

Pozadujeme navic, aby byla funkce f (¢, ¢,w) redlna, coz nas vede na

podminku

, R—-2M A
S ——0 — BE
- R3 3

coZ lze upravit na w € (—K, K), kde

IR—2M A
K=\—/m-—-—-. 2.2
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Pojdme spocitat kovariantni derivaci 4-rychlosti ug ve sméru 4-rychlosti
up zapsanou jako V,,up. Abychom mohli povazovat pohyb za geode-
ticky je potieba, aby platila podminka

quuB =0. (227)

Rovnici (2221) si rozepiSeme ve slozkdch pomoci parcidlnich derivaci ve
sméru necarkovanych souradnic a afinni konexe I jako

uf; (uf, + Tuf) = 0. (2.28)

Tenzorova rovnost (228) musi platit pro vSechny mozné hodnoty indexu
o, ¢imz ziskavame ¢tyti rovnice. Nejprve zkusme jak bude vypadat pod-
minka na geodetiku, kdyz za index o dosadime prvni prostorovou sourad-
nici . Rovnice piejde pro slozky 4-rychlosti uf; a slozky afinni konexe
['7¢ na tvar

u% (u};,g + Iufp + Fg(bu%) =0, (2.29)

ktery, po uvazeni vSech nenulovych slozek vektoru 4-rychlosti u/; a ne-
nulovych slozek afinni konexe I'}, prejde na jednoduchou rovnost:

Tyululy + % ubuf = 0. (2.30)

Dosazenim za hodnoty slozek up vektoru 4-rychlosti a za slozky afinni
konexe ziskdme jednoduchy vyraz

oM A -1
1__R2_22> .
( R 3t TRw
M A M A oM A
(2 2R 1——R2>—R2<1——R2)]:0
[(R2 3)( R 3 w R 3 ’

(2.31)

jehoz feSenim je thlova rychlost

we =ty 4 _A (2.32)
B3
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Tim jsme urcili presnou hodnotu wg, pro kterou by se mélo dvojce B
pohybovat po geodetice. Pokud chceme, aby byla dana geodetika reali-
zovatelnd, mély bychom (viz. omezeni dané vztahem (P=28)) zajistit, aby
R > 3M, coz znamend, ze geodeticka rychlost wg bude lezet uvnitt in-
tervalu pripustnych thlovych rychlosti. Rychlost wg by také méla byt
realna, to nam vede pro A > 0 na podminku R < @ a moznost A <0
nevede na zadné omezeni hodnoty R, v tomto pripadé nas omezuje pouze
zdola nejvétsi kofen rovnice %RS —R+2M =0.

Je tedy nutno poznamenat, ze ne pro kazdou hodnotu konstant A a M
je geodeticky pohyb realizovatelny a je potfeba se vzdy ujistit pomoci
podminek vyse. Nicméné z podminek je vidét, ze pro pfipad A < 0 i
A > 0 mohou pro specialni hodnoty |A| a M existovat kruhové geodetiky.
Nadale predpokladejme, ze nam konstanty urcujici Schwarzschildtv-de
Sittertiv prostorocas, umoziuji realizaci kruhovych geodetik.

Zbyva oveérit, ze pro tuto hodnotu wg plati i zbyvajici tfi podminky.
Dejme se tedy do toho. Pro ¢ = ¢ nabyva tenzorova rovnice (228) pro
slozky u'y vektoru 4-rychlosti a slozky ['7¢ afinni konexe jednoduchého
tvaru

uf, (utB’Q + I ul + de,u%) =0, (2.33)
pro o =0

ufy (ufy, + Doty + T0uf) =0, (2.34)
pro o = ¢

ufy (up, + Dol + Touf) = 0. (2.35)

Po uvazeni skutecnosti, ze vektor 4-rychlosti ug je konstantni, a po za-
pocitani vsech nenulovych slozek vektoru 4-rychlosti ug a afinni konexe
I', zjistime, ze podminky udané rovnicemi (2=33-2235) jsou trivialné splnény
pro vSechny hodnoty w. Navic je vidét, ze pro libovolné w jsou trivialné
nulové vsechny prostorové slozky kovariantni derivace a tedy i 4-zrychleni,
coz znamena, ze dvojce B pti svém pohybu nedostane mimo ekvatorialni
rovinu.
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S uvazenim vysledki vyse je mozné poslat obé dvojcata po kruhovych
geodetikach opacnymi sméry, které udava znaménko wqg. Nechme dvojce

B a tedy i soustavu S’ rotovat kolem stfedu s thlovou rychlosti wp =

% — % a dvojce A nechme obihat s thlovou rychlosti wy = — % — %
vzhledem k soustavé S. Uhlova rychlost wy dvojéete A je vidi rotujici
soustavé S’ rovna —2wp. To znamen4, Ze po opétovném setkani by byla

obé dvojcata stejné stara.

Pojdme jesté zvazit, zda pozorovatel A, setrvavajici ve na stejném misté
v prostoru ve vysce r = R, vykonava geodeticky pohyb. Diferencial vlast-
niho ¢asu d74 pozorovatele A lze spocitat z rovnice (21X), s uvdZzenim,
ze stojici pozorovatel se vaci rotujici soustavé S’ pohybuje s thlovou
rychlosti Q = —w a Ze dt’ = dt, jako

2M A
dra = /1— — — -R%dt 2.36
Ta \/ R 3 (2.36)
Z rovnice (2238) jsme schopni ziskat jedinou nenulovou slozku vektoru 4-
rychlosti up# pozorovatele A. Tou je ¢asova slozka d%. Vektor 4-rychlosti

uy mé tvar:

R 3

uA—(lm\ldARQa 0, 0, 0). (2.37)

Spocitejme tenzor a% jako kovariantni derivaci vektoru uy ve sméru uy
s pomoci rovnice ([CI4). Uvazme jesté, ze vektor uy je konstantni a ma
jedinou nenulovou slozku, a kovariantni derivace V,,u4 prejde na tvar

g

a% = u4V,uf = I'yu,ul,. (2.38)

Kdyz vezmeme v uvahu pouze nenulové slozky tenzoru afinni konexe
I', dokdzeme, Ze nenulova je pouze prvni prostorova slozka kovariantni
derivace, tedy

as=(0, %—%R 0, 0). (2.39)

Pokud se pozorovatel nepohybuje vii¢i vztazné soustave S, nevykonava
geodeticky pohyb a ma nenulové 4-zrychleni. Vyjimkou je piipad, kdy
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1/3
R = (%) / . V této vysce bude pozorovatel A na geodetice a pfitom se

nebude pohybovat v prostoru. Z vyrazu (2232) je ale vidét, ze pro tuto
specialni hodnotu R obé geodetiky splyvaji a obé dvojc¢ata budou setrva-
vat na misté. To pro nas neni zajimavé a nebudeme se timto pripadem

dale zabyvat.
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Kapitola 3

Schwarzschilduv prostorocas

Délkovy element ds lze ve Schwarzschildové prostorocase vyjadrit pomoci
vzorce

2 Rs 2 1
ds® = —(1 r)<0dt) +(1—RTS>
Pfi bliz§im pohledu na délkovy element ds? zjistime, Ze je velice podobny
délkovému elementu v Schwarzschild-(anti) de Sitterové vesmiru (1) po
dosazeni A = 0 a zavedeni oznaceni Rg = 2M, proto mizeme vyuzit
vysledktl z kapitoly 2. Plocha r = Rg se nazyva horizont cerné diry.
Tento ptipad je jiz vyteSen v [3]. Pokud ziskdme shodné vysledky, zkon-
trolujeme si tak i vypocty v kapitole B.

dr? + 1% (d6” + sin 6%dg?) . (3.1)

3.1 Radialni pohyb

Abychom postupovali v souladu s ozna¢enim v podkapitole -1, ponechame
opét dvojce A na konstantnich prostorovych souradnicich ve vysce r = R
a jeho sourozence B nechame volné cestovat v radidlnim sméru. (tj.
pocatku v r = R mu udélime néjakou nenulovou rychlost vy v kladném
smyslu radidlni soufadnicové osy). Opét ocekdvame, Ze se vlivem pfi-
tazlivé sily centralniho télesa zastavi v néjaké maximalni vysce r = R+h,
otoCi a zac¢ne volné padat zpatky.
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Vlastni cas 7p, ktery naméril béhem své cesty pozorovatel B, urcime
po Upravé z rovnice (Z9), pficemz dosadime za A = 0 a za 2M = Rg,
diky ¢emuz dostaneme vztah

2 [R+h [Rth | r
TB—E R /R 7R+h—rdr' (3.2)

Piimou integraci ziskame

2 /R+ /R+h\/ R+h | y:RR-‘rﬁ _1
—1dr=1|5": +thh
R+h—r dy:_(R_i_:Lr_T)?dr
2 /R+h u=y'? W =(y+1)7?
- = |PP:
c /R/h y+12 dy = ‘ =1y w=—(y+1)7!

(R+ h)3 yi/2 1% 1 o yl/2 2=y
- dy| =15 ;. _ ldy
Cc Rs y—l—lﬂ 2 R/hy+1 Z_Qﬂ

Posledni substituce vede na integral s primitivni funkci arkus tangens.
Vysledek je tedy roven

i 2 IR+ h
B— o R,

Goniometrickou tpravou ziskame
2 [R+h
TR =
B=¢ R,

Vlastni ¢as 74, ktery naméri pozorovatel A béhem cesty svého sourozence,
nez se opét setkaji, lze uréit z rovnice (ZI2) po dosazeni za A =
2M = Rg a drobnou tupravou vzorcem

T —2\/<R—RS)(R+h—R5)/R+h 3 N
A_c RRg R (T_Rs)m .
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VhR + (R + h) ( — arctan \/f) . (3.3)

VhR + (R + h) (arctan \/Z) : (3.4)

bl

(3.5)



Resme integral v rovnici (BH) nasledovné:

3
2

R+h r
/R (r—Rs)VR+h—r

0  R+h-—a? a?
— _2VR h/' 1— do =
* vi R+h—a?+ Rg R+ha

R+h—r=a?
dr = —2ada

dr =

= —2(R+h)-

(R + h)cos® x

2
dr —
(R+h cost—RSCOS var

R+h

/arcsm \/

2
Rg Ccos” x )dx:

R + h \/arcsm1 | 50— (COS T R + h COS2 Ls_

" Rth

—2(R+h)/0 cos® z + R +< Rs >2 1 de —
arcsin\% R+h R+h cos2 r — Rs =

R+h

1 Rg 0
= —2(R+h) §cosxsinx+ x +

1
2 R+ h

$—l—}
arcsin 4 / =

R+h
_ = 0
o(min R% arctanh (, | Ziniws tan :c) |
|[B+h\/Rs(R+h— Rs) W
arcsin m

S uzitim obecnych vztaht

sin (arccos z) = cos (arcsinz) = V1 — 2 (3.6)

T

V1—a22

(3.7)

tan (arcsinz) =
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dale rovnici upravime na tvar

R+h 3 1V
/ " dr =2 (R4 h) | Y
R (T—RS)\/R+h—T 2R+h
JBth+2Rs D
2(R + h) R+h

+ R% arctanh \/ Fsh
(R+ h)\/Rs(R+h — Rs) R(R+h — Rs)

Dosazenim posledniho vzorce do (B3) ziskame, zZe

. i¢MR—R@%?+h—R@+
(R+h+2R@¢G%J%ﬂR+h—RQ h

arcsin /| —— +

C RRS R+h

4Rs |R — Rg hRg
h : .
+ . 7 arctan \/R(R+ b= ) (3.8)

2
+

Zavér

Zjistili jsme jaky vlastni ¢as 74 naméfi pozorovatel A, ktery ceka na
navrat cestujiciho pozorovatele B. Graficky je pomér :—g zndzornén v
grafu na obrazku BIl. Z obrazku B je vidét, ze pozorovatel B vzdy
nameéri vetsi ¢as nez pozorovatel A. Pouze pokud se pocatecni poloha po-
zorovateld R blizi nekonec¢nu je pomér stejny a oba pozorovatelé naméri
stejny Cas.

Starsi dvojcée A se viici stalicim nepohybuje, a ma proto nulové 3-zrychleni
a nenulové 4-zrychleni. Toto ale neni ve Schwarzschildové vesmiru geo-
deticky pohyb a ma tedy v souladu s vysledky podkapitoly P23 nenulové
4-zrychleni.

Oproti tomu mladsi, po geodetice cestujici, dvojée B méa nenulovou 3-
rychlost, nenulové 3-zrychleni a nulové 4-zrychleni.
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Nase vysledky jsou vcetné grafu na obrazku BT shodné s vysledky v

1_
0.8- / e
1/ 7
i / K
061/ /
81/
IA 1/
B '
0’4:*';
|
4
0,2:
0- T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
2 4 , 6 8 10
Rs
h=0.001R
S h=2R
--------- h = 1000R

Obrazek 3.1: Grafické zndzornéni pomeéru vlastnich ¢asti pozorovateli :—g
v zavislosti na poméru R%, tedy v zavislosti na spolec¢né pocatecni vysce
R pozorovateli A i B. V grafu jsou vykresleny tii zavislosti pro tfi riizné
vysky h, do kterych vyleti pozorovatel B. Obrazek se shoduje s obrazkem
uvedenym v [3].
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Limita pro R — oo

V grafu na obrazku Bl jsme vynéseli pomér 74/7p pro ruzné vysky
h = AR, kde A je libovolna nezaporna realna konstanta. Z grafu je
vidét, ze by mélo platit nasledujici tvrzeni: limg_,o, 74/75 = 1 pro V A.
Pojdme se o tom presvédcit dosazenim za 74 a 7p dosazenim z rovnic
(BR) a (B4), pricemz diky tvaru 74 lze ndmi zkoumanou limitu rozlozit
na soucet t¥i limit (tj. limg oo 7a/78 = L1+ L1+ Ly11), které si zde jed-
notlivé rozepiseme. Nez zac¢neme provadét limity, musime nejprve dosadit
za vysku h = AR, abychom ftesili stejny pripad, ktery vynasime graficky.
Prvni limita

L |A(R=Rg)(R+AR—R) 1 -
! (1+ A) R? VA+ (1+ A)arctan VA

B VA
B VA + (1+ A) arctan VA

Druh4 limita

R—o0

(3.9)

(R — Rs) (R + AR — Ryg)

R+ AR I

L[[ = lim
R—o0

(R+AR+QR@¢

AR
R+AR

VAR? + (R4 AR) arctan v A

arcsin

arcsin

A
1+A
: 3.10
VA+ (14 A)arctanv A (3.10)

S vyuzitim vztahu (870) lze dale upravit na tvar
 (1+A)arctan VA
VA (1+ A)arctan A’
A konecné tfeti limita

Lo 2BPVR-Ravctan[amiiiens
HIE= pse \/R(R+RA) \/AR2+(R+AR)arctan\/Z

= (14 4)

(3.11)

(3.12)
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Po secteni vyrazi Ly, Ly a Ly ziskdme hledanou limitu

-
lim —% = L;+ Ly + Ly = 1. (3.13)
R—oo T

Cim vyssi bude pocatecni vyska R a s ni i urazena vyska h = AR, tim

vice se bude, po opétovném setkani, pomér vlastnich casu 74/7p blizit

jedné.

3.2 Kruhovy pohyb

Vysledek pro pripad, kdy se dvojce A nepohybuje vici stélicim, diky
¢emuz se nachazi v konstantni vysce r = R, a kdy dvojée B cestuje
po kruhové trajektorii s konstantni vyskou r = R a konstantni thlovou
rychlosti w, lze opét ziskat z vysledkt podkapitoly 1. Opét pro jednodu-
chost uvazujme rovnikovou rovinu (tj. 6 = 7).
Z rovnice (220) ziskdme dosazenim za A = 0 a za 2M = Rg vysledny

pomér pro diferencialy vlastnich casii

(3.14)

drg 1—fs — R2w?
dTA_

1— & — R2w2 4+ R%g ()
V rovnici (B714) je funkce ¢ (2) definované vzorcem (219). Pribéh funkce
g (22) je jiz vyfesen v podkapitole (271).

Pojdme se jesté podivat, jak bude vypadat 4-rychlost u’; cestovatele B,

pokud upravime obecnéjsi vysledek dany rovnici (222) pro Schwarzschildovu
metriku. V tomto piipadé nabude 4-rychlost u; nasledujiciho tvaru:

1 w
—— 0, 0, ——F——
un = (5 Sk ). G19)

Opét pozadujeme, aby dvojce B vykonavalo geodeticky pohyb, coz nam
presné urcuje hodnotu

(3.16)



Zaveér

Dvojce A, které se vuci stalicim nepohybuje, ma nulovou 3-rychlost,
nulové 3-zrychleni a nenulovou 4-rychlost, je po opétovném shledani se
svym sourozencem starsi nez toto cestujici dvojce B, které ma nenulovou
3-rychlost a nulové 4-zrychleni.

Opét dosahujeme shody s vysledky z [B], coz znamend, Ze zobecnéni v
kapitole B by mohlo byt dobre.
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Kapitola 4

Anti de Sitteruv vesmir

Délkovy element lze v Anti de Sitterové vesmiru vyjadrit ve schwarz-
schildovskych soutadnicich pomoci vzorce

A AN\
ds® = — (1 — 3r2) dt® + (1 — 3r2> dr? + r? (d92 + sin? 9d¢2> . (4.1)

Anti de Sittertiv model vesmiru se vyznacuje tim, ze je v ném kosmolog-
ickd konstanta A mensi nez nula a nema tedy kosmologicky horizont.

4.1 Radialni pohyb

Uvazujme dvé dvojcata. Jedno dvojce, oznac¢me si jej ze zvyku A, pone-
chme v klidu ve vysce r = R vu¢i soufadnicim v nichZz mame vyjadien
délkovy element ds. Dvojce B nechme cestovat v radialnim sméru z mista,
kde se nachézi dvojce A. Dvojceti B udélime na po¢atku v r = R né&jakou
rychlost vy v kladném radialnim sméru a nechame ho volné se pohybovat.
Ocekavame, ze se diky ptisobeni zaporné kosmologické konstanty zastavi
v néjaké maximalni vysce r = R + h, kde se posléze obrati, a zacne opét
padat zpatky do mista pocatku své cesty.
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Pii bliz§im pohledu je vidét, ze délkovy element v Anti de Sitterové ves-
miru ds udany rovnici (1) je shodny s délkovym elementem ds v (Anti)
de Sitter-Schwarzschildové vesmiru daného rovnici (), ve kterém je
dosazeno za M = 0.

Lze tedy vyuzit jiz vysledkt z kapitoly D.

Vlastni ¢as cestujictho pozorovatele B ur¢ime z rovnice (229) dosazenim
za M=0 ziskame

5 =2 / o dr. (4.2)
VA2 — 3R+ h)

Spocitejme integral zadany rovnici (2) Jako

Rth
TB /
V_f (R +h)* 1- (R+h)2

S osint = 7o
dr = (R+ h)costdt

/ | 3 R
= 2“_X arccos R i (4.3)

Pro vlastni ¢as stojiciho pozorovatele A méme vztah dany vzorcem (212),
kde opét dosadime za M=0. Ziskdme tak vztah, ktery fesime nasledovné:

¢1—AR2¢1—7 R+ h)?

R+h 1
TA - / - d?" =
[—4 (R +n)’ ) |- o

S sint = 74
= dr = (R+ h)costdt | =
r=(R+ h)sint

2 s
2\/1—§R2\/1—§(R+h) /f 1 u
_% arcsin —-— R+h 1+ =2 (R + h) SIHQt
(4.4)

—_—dr =
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Jmenovatel u integralu ve vzorci (B4) jsme si upravili zdmérné do takovéhoto
tvaru, jelikoz uvazujeme, ze A < 0. Pojdme obecné spocitat integral ve
vzorci (B4) pro néjakou libovolnou konstantu D.

9 - y = tant
1 dt = cos® tdy
a 1+ D?*sin“t sin = T
24 _
COoS t_1+y

_ [tana 1 dy — S U—y\/1+D2
~ Jianb 1+y2(1+ D?) v= dy—m
V1+D2tanb 1 1

m VITDZ tana 1+u2d Vit D?
. { lim [arctan (\/ 1+ D2tan xlﬂ — xl;gla [arctan (v 1+ D?tan xgﬂ } )

1‘14)b

Kdyz dosadime vysledek do rovnice (B4) ziskdme vysledny vzorec

\/1—AR2\/1—7 R+ h)?

TA
V514 (R+n)
: A 2
-¢ lim |arctan {4/1 — 3 (R+h) tanxy | | —
— arctan [\/1 — j; (R + h)” tan (arcsin Rf— h)

J1-4R2 | ¢ R\ll—é‘(R—l—h)z

= 24— 5~ arctan SRh 12

y1- §R? 1—4(R+h)
— 2\/73arccot R\l ; (B+ 1) . (4.5)

2Rh + h?
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Ve vypoctu jsme uzili tan (arcsinz) = 2.

Uvedme si jak vypada pomér vlastnich Gastt dvojcat

A arccot <R % )
- \
M _ 1R - . (4.6)

TR 3 arccos wi4

Graficky je pomér vlastnich ¢ast dany rovnici (B8) znazornén na obrazku
1. Abychom se zbavili zavislosti na neznamé kosmologické konstanté A,
dosazujeme R = \/—7%37 V grafu je na vodorovné ose vynasena hodnota
x. Za hodnotu h dosazujeme tii rizné nasobky R. Konkrétné h = 0.001R,
h=2R a h = 1000R.

e e
0]
0,61
IA_ -
™8 :
0,4]
0.2
-
0 2 * xR © 8 10
————————— h=0.001R
h=2R
R h = 1000R

Obrazek 4.1: Grafické znazornéni poméru vlastnich casti pozorovateli :—g
Na vodorovné ose vynasime /—AR, kde R je spoleéna poc¢atecni vyska
pozorovateld A i B. V grafu jsou vykresleny tfi zavislosti pro tii rtizné
vysky h, do kterych vyleti pozorovatel B.
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Zavér

7 grafu na obrazku B0 je vidét, ze pomér je vzdy mensi nez jedna. To zna-
mena, ze stojici dvojée A bude mladsi nez po geodetice cestujici dvojce
B (tj. T4 < 7). Pokud bude vyska h velmi malé, nedojde k vyraznému
posunu c¢asu a v limité h — 0 budou vlastni Casy stejné pro vsechny
pocatecni vysky R. To odpovida tomu, ze kdyz dvoj¢e B stoji na ste-
jném misté jako dvojée A, budou jejich vlastni ¢asy shodné, coz je ve
shodé s ocekavanim.

Mladsi dvojée A ma nulovou 3-rychlost, nulové 3-zrychleni a nenulové
4-zrychleni, oproti nému geodeticky se pohybujici mladsi dvojce ma ne-
nulovou 3-rychlost, nenulové 3-zrychleni a nulovou 4-zrychleni.

Rozdil vlastnich ¢asti bude tim vétsi, ¢im vétsi je vzdalenost h, do které
vyleti dvojée B. Z grafu na obrazku EZ je mozné usuzovat, Ze pro
konkrétni hodnotu A ma pomér dany rovnici (08) asymptotické chovani
a limita by mohla byt v rozmezi < 0,1 > pro R — oo (tj. pro Vh 3
limp_ o % = D, kde D €< 0,1 >). Touto domnénkou se budeme zaby-
vat v nasledujicim odstavci.

Limita pro R — oo

V grafu na obrazku B je vidét, ze pokud cestujici dvojce cestuje do
vysky h = AR, kde A je libovolna kladna realna konstanta, jsou grafy
odlisné pro rizné volby konstanty A. Nejnapadnéjsi je, ze limita pomeéri
vlastnich ¢ast 74/75 pro R — oo je jina pro kazdou hodnotu konstanty
A. Pojdme se o tom presvédéit analyticky dosazenim do limg o 74/TB
z (E8) a dosazenim za h = AR. Ziskame

2AR?2 T A2R?
. TA . 9
lim = = lim /1 — gR . = =
R—oo Tp R—o0 arccos g AR
2A+A2
; 1 A R arctan , / 3 R (14 A)
= lim{\/—— - =
2 1
R—oo | R 3 arccos 7
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2A4 A2

A 1 y arctan W e
= V73 arccos L | rSe % (47)

14+A

Na limitu v (E27) bude vyhodné pouzit I'Hospitalova pravidla, ¢imz zis-
kame

2A+4 A2 K2 2A+4 A2
' arctan 3 R (14 A) ' 3R (arctan I_QRQ(HA)z)
lim 1 = lim =
R—o0 = R—o0 0 (1
R oR \ R

R&V2A+A2(1+A)?
[1-4 R2(14+4)*+24+ 42|\ /1- 8 R2(1+A)? B

= lim T =
R—o0 — &
. V2A + A%%

= lim =

2A+ A2
= 1 5 (4.8)
—3 (1 +A4)
Po zpétném dosazeni z (A8) do (B22) ziskdme vyslednou limitu
. Ta VA2 +2A VA2 424

lim — = — = — (4.9)

R=coTp (A +1)arccos (H—A) (A4 1) arcsin Y4524
kde jsme uzili zndmy vztah arccosx = arcsiny/1 — x2.
Limita poméru vlastnich casi 7 je dana funkei f () = —5—, kde
x = YAR2A  Apalyzou virazu z ziskédme, Ze limaor = 0 a

A+l

lima_oox = 1. Pfi¢emz derivace %x = m. Je vidét, ze vyraz
x je monoténné rostouci na intervalu (0, 00) a tudiz x € (0, 1).

Nyni je potfeba vySetfit pribéh funkce f(x) na intervalu z € (0,1).
Neni obtizné se presvédcit, ze lim, ,1- f(x) = % a ze lim,_ o+ f(z) = 1.
Derivace a%f(x) = % je v bodé = = 0 nulova a neexistuje v
bodé z = 1, jinak je na intervalu = € (0,1) zapornd, tedy funkce f(x) je
monoténné klesajici na intervalu (0,1) a f(z) € (2,1).

41



Cim vyssi bude pocatecni vyska R a s ni i urazend vyska h, tim vice se
bude, po opétovném setkani, pomér vlastnich ¢asu 74 /75 blizit jedné.
Pokud pujde za konstantni hodnoty A pocatecni vyska R limitné do
nekonecna, pujde i urazena drdha h = AR do nekonecna a pomér vlast-
nich ¢astu 74/7p pujde k néjaké limitni hodnoté udané vztahem (B79),
ktera zavisi na konstanté A.

4.2 Kruhovy pohyb

Analyza situace, kdy dvojce A stoji (tj. jeho prostorové soutadnice, vz-
tazené ke stalicim, se neméni) a druhé dvojée B obihd po geodetice v
konstantni vysce r = R s konstantni thlovou rychlosti w v ekvatorialni
roviné 6 = 7, je velmi jednoducha. Jelikoz jsme uz veskerou praci udélali
v podkapitole 270 Vezméme si vzorec (2220) a dosadime do néj za M = 0,
¢imz prejde Schwarzschildova-(Anti) de Sitterova metrika na (Anti) de
Sitterovu, pokud navic uvazujeme A < 0 , dostaneme piimo model Anti
de Sitterova vesmiru, v némz plati, ze

(4.10)

dTA

drp 1— %RQ — R20,?
-\ 1-2R?— R%w? + R%(Q)’

ve kterém je funkce ¢ () opét udana rovnici (219).
Uvedme, ze 4-rychlost u’; cestujicitho pozorovatele B bude mit tvar

1 w
up = ( /—1—%R2—R2w27 07 07 1—%R2—R2w2 > . (411)
Aby byl pohyb geodeticky, musi dle rovnice (232) byt

A
w=-3. (4.12)

Z rovnice (ETZ) je vidét, ze pokud mé mit rychlost w smysl, musi byt
A < 0. Pouze za této podminky je geodeticky kruhovy pohyb s hlovou
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rychlosti w realizovatelny.

7, vysettovani kruhového pohybu v podkapitole 221 je vidét, ze pokud
bude pozorovatel A stat vici stalicim, bude po opétovném shledani starsi
nez jeho geodeticky cestujici dvojce B.

Mladsi dvojce B se pohybuje po geodetice a mé tudiz nulové 4-zrychleni a
nenulovou 3-rychlost, oproti tomu starsi dvojée A mé 4-zrychleni nenulové
a 3-zrychleni nulové.
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Kapitola 5

Kerruv prostorocas

Pro délkovy element ds v Kerrové prostorocase v geometrizovanych jed-
notkach plati

sin’ @
2

ds® = —% (dt — asin® 9d¢>2—|— ((7“2 + a®)d¢ — adt)2+%dr2+p2d€2.
P P

(5.1)

Ve vzorci (B) a reprezentuje tthlovy moment rotujiciho télesa vztazeny

na jednotku jeho hmotnosti. Urcuje tedy, zda centralni téleso rotuje ¢i

nikoliv (tj. pokud a = 0 pfejde Kerrova metrika na Schwarzschildovu).

Neznamé p a A jsou zadany vztahy:

p* = r’+a*cos®d, (5.2)
A = r*—2Mr+a*

Proménnéd M oznacuje hmotnost centralniho télesa. V této kapitole se
sezndmime s postupem z [4] a pokusime se tyto vysledky aplikovat na
dalsi pripady.
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5.1 Obé dvojcata vykonavajici kruhové geo-
detické pohyby

Varia¢ni princip pro geodetiky lze zapsat ve tvaru

0:5/d7':5/7"dt, (5.4)

kde tecka znaci derivaci podle soutadnicového casu. Pri variaci uvazu-
jeme pevné konce. Timto postupem jsme ziskali analogii Hamiltonova
varia¢niho principu v klasické mechanice s lagrangianem £ = 7. Pokud
budeme uvazovat kruhovy pohyb libovolného pozorovatele kolem central-
niho télesa v ekvatorialni roviné (tj. @ = 7) a konstantni vysce r, miizeme
diky rovnosti dr? = —ds? a tvaru ds z () sestavit Lagrangeovu funkci

T o\ 2 . 2] 1/?
5:6(;:[?2(1—@5)—[)12((7“2+a2)¢—a)] . (55)

Tecka znaci ¢asovou derivaci podle souradnicového casu t. Upravme si
rovnici (5H) dosazenim za A a p?, pro snadngjsi poc¢itani, na tvar

L= [(1 — 2?4) + (4aTM) ¢ — <r2 +a?+ W) &] 1/2. (5.6)

Z teorie Langrangeovy formulace teoretické mechaniky vime, ze pokud
Lagrangeova funkce £ nezavisi na casové derivaci néjaké konkrétni pro-
ménné, je derivace Lagrangeovy funkce podle této proménné nulova.
Lagrangeova funkce £ dand rovnici (58) nezavisi na 7, tudiz podle teorie

musi byt derivace % = 0. Dosazenim ziskdme podminku
2M  4aM . 2Ma?\ -
- — + a2 ¢+ (27" - 2a > ¢2 =0. (57)
r r r

Podminka vede na kvadratickou rovnici pro qb
(r* = Ma?) ¢* + 20M¢ — M =0, (5.8)
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ktera ma dva koreny

él/z = _:Lg,i_aj;- (5.9)
M
Po zavedeni nové proménné
Q= ;j[, (5.10)
prejde feseni (59) na tvar
P1jo = g_zfig (5.11)

Nyni je nasledujici zjednoduseni jiz zfejmé. Vysledné feseni kvadratické
rovnice (A8) lze stru¢néji zapsat jako

1

Nagli jsme tedy dvé thlové rychlosti ¢; a ¢o, pro které bude kruhové
obihajici pozorovatel vykonavat geodeticky pohyb. Carter ukazal [d],
ze pti M < a dochézi k problémtm z hlediska kauzality. Proto se my
zabyvame pouze pfipadem 0 < a < M.

P1i této podmince mam vychazi rychlost {bl >0a gég < 0. To znamena,
ze nase dvé kruhové geodetiky jsou obihany v opa¢ném sméru.

Pojdme vyuzit vysledku (612) a vezméme v tvahu dvé dvojcata, kterd
se na pocatku métfeni nachazi na stejném misté v prostoru s nenulovymi
thlovymi rychlostmi ¢51 /2. Dvojcée A nechme obihat v kladném smyslu s
tthlovou rychlosti ¢; = (a+ Q)fl a jeho sourozence B nechme obihat v
zéporném smyslu s thlovou rychlosti ¢y = (a — Q).

Pojdme zjistit, jaky bude rozdil ve vlastnich ¢asech naméfenych pfi opé-
tovném shledani. Z hlediska soutadnic vztazenych ke stalicim musi oba
pozorovatelé dohromady obéhnout celou kruznici (tj. tthel 27). Z hle-
diska soufadnicového ¢asu t jim bude cesta trvat stejné dlouho, nez se
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znova setkaji, oznacme si souradnicovy cas cesty jako t;. Nyni je zfejméa
opodstatnénost podmiky

61| 2 + | o] tr = 27 (5.13)

Po dosazeni a drobném rozmysleni, ze za podminky r > M je Q > a,
ziskame rovnici

( Lo )t—2 (5.14)
a+Q a—-Q) "t i )

pro kterou jednoduse nalezneme feseni

Cl2
t, = 70 (1 - m) . (5.15)

Diferencial vlastniho ¢asu dr libovolného pozorovatele l1ze ziskat z rovnosti
(BM), tedy jako

d M AaM - Ma2\ ., ]Y?
dzzﬁzl(l—zr)Jr(aT )¢—<r2+a2+2ra>¢2] .
(5.16)

Konkrétné pro pozorovatele A nabude rovnice (b18) tvaru

d IM daMN oMa2\ ., ]"?
C;A:[( _T‘>+(a7“ )¢1—<T2+(12+ TG>¢%] s (517)

ktery po dosazeni za (ﬁl prejde na

dra [(1 _ W) (a+9Q)° + (‘“LM) (a+Q) - ( +a’ QWNW |

dt

r r r
1
—, 5.18
(a+Q) (5.18)
jez upravime na hezky tvar
dTA 1
= Q2 — 3r2 4+ 2af2. 5.19
il e AL (5.19)
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Pro pozorovatele B dosadime do rovnice (51H) ze vztahu b = ¢y a zis-
kdme vztah

drp _ l<1_2]\/[> (a—Q)7+ <4aM> (a—Q) — <T2+a2+ QMa2>11/2.

dt

r r r
1
. 5.20
ktery lze upravit na
dTB 1
= 02 — 3r2 — 2af). 5.21
i (Q—a) VO =32 =2 (5:21)

Znaménko jsme ve jmenovateli zaménili proto, aby byl cely diferencial
kladny. Z rovnic (619) a (B=2) lze jiz dopocitat vlastni Casy 74 a 7p,
které naméri pozorovatelé, nez se znovu stietnou, integraci od t = 0 do
t = t; jako

t1 1
= —_— 2 3r2 +2aQ2dt .22
A /O(Q+a)m 317 + 2aQdt, (5.22)
t1 1
= ——— V02 — 3r2 — 2aQ2dt. 2
TB /0 (Q—a)\/Q 3r2 —2a (5.23)

Funkce uvniti integrald nezavisi na t, procez ziskame po jednoduché
upraveé

™

o= o Q= a) V37 4 200, (5.24)
5 = g (Q+a) V2 = 3r2 — 2a02. (5.25)

Z rovnic (524) a (B223) je vidét, ze pii opétovném shledani naméti dvojce
A vétsi vlastni ¢as nez dvojce B.

Toto tvrzeni je netrivialni, procez si zkusme ukézat, ze tomu tak opravdu
je. Zavedeme si funkei h (x) danou

h(z):= (Q—2)VQ2 — 3r2 4 22Q. (5.26)
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Nyni se pokusme ukazat, ze funkce h(x) je rostouci na intervalu = €
(=M, M) pro kazdou hodnotu parametru r. Spocitejme prvni derivaci
funkce h (x)

dh (z) 3r? — 3Qx
= , 5.27
dx V2 — 3r2 4+ 220 (5:27)

Odmocnina ve jmenovateli je vzdy kladna, proto se zajimame pouze o
znaménko v ¢itateli. Dosazenim z (510) do (B=2Z1) a omezenim se pouze
na Citatel ziskdme vztah pro znaménko derivace funkce sign (2’ (z)) jako

sign (W' (7)) = sign (3r2 - 3\/5:5) = sign (1 - \/Ex) . (5.28)

S uvazeni vlastnosti r > 0 je zfejmé, ze derivace h' (z) je kladné pro
x € (—M,0). Pro z € (0, M) je potfeba pfidat dodate¢nou podminku
r > M. Tento pozadavek je vice nez rozumny a musi byt splnén, jinak by
ani jeden z nasich pozorovatelti nemohl vykonavat pozadovany pohyb.
Funkce h (z) je rostouci na definiénim oboru x € (—M, M) pro kazdé
r > M. Podil vlastnich ¢asti pozorovatelli lze zapsat ve tvaru

Ta _ h(a)
el 1. (5.29)

z ¢ehoz jasné plyne pravdivost tvrzeni o star$im pozorovateli A.

Nutno rici, ze jsme se doposud nezabyvali podminkou na hodnotu pro-
ménné r, kterd zjevné diky rovnicim (5Z3) a (B24) nemutze byt zcela
libovolné , ale musi nabyvat takovych hodnot, aby vyrazy uvnitt odmoc-
nin byly kladna a realna cisla. Pfesnymi omezenimi hodnoty r se budeme
zabyvat v nasledujici podkapitole.

Zavér
Oba pozorovatelé maji nulové 4-zrychleni a nenulovou 3-rychlost, ale

dvojce A, které cestuje vyssi tihlovou rychlosti, je pti shledani starsi nez
jeho sourozenec B, ktery cestuje mensi thlovou rychlosti.
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5.2 Stojici a kruhové geodeticky se pohy-
bujici dvojce

V této podkapitole vyuZijeme vysledki z [d] pro novou situaci. Nejprve
zacnéme s myslenkou, Zze se dvojée A nachazi na konstantnich pros-
torovych soufadnicich a dvojce B se pohybuje po kruhové geodetice v
konstantni vysce r v rovnikové roviné. Ve shodé s oznacenim v minulé
podkapitole to znamena, ze thlova rychlost gﬁl dvojcete A je nulova a
uhlova rychlost gz52 dvojcete B muze nabyvat dvou hodnot, aby cestovalo
po geodetice. Vyuzijme vysledkii minulé podkapitoly, pfi¢emz z rovnice
(B13) opét plyne vztah pro celkovy souradnicovy ¢as, ktery uplyne, nez
se dvojcata opét stretnou,

6oty = 2. (5.30)

Dosazenim za ¢o = (a+ Q)" a preznacenim ¢; — T uréime hodnotu
jako
Ty = 27(Q + a). (5.31)

Ziskali jsme tedy dva ¢asy. Pokud bude dvoj¢e B obihat s rychlosti ¢o =
(a+ Q)fl uplyne do opétovného stfetnuti se sourozencem soutradnicovy
as Ty, pokud s rychlosti ¢o = (a — Q)fl uplyne cas T_.

Kombinaci rovnic (522) a (5223) lze vysledny vlastni ¢as 75, naméfeny
dvojcetem B, zapsat kompaktné pro oba sméry obihani ve tvaru

Bl T3 a0 5.32
TBi—/O m — ar a . ()

Integral v rovnici (5=32) nezavisi na soufadnicovém ¢ase ¢ a tudiz jednodu-
chou integraci ziskdme vysledny vztah

Tpe = 2mV Q2 — 3r2 £ 2a(). (5.33)

Vlastni ¢as 74, naméfeny pozorovatelem A, ziskdme s pomoci rovnice
(611), kde dosadime za ¢ = 0, ¢imz ziskdme vztah

2M
dry = |1 — Z—dt. (5.34)
T
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Vysledny vlastni ¢as 74 ziskdme pro obé tihlové rychlosti pozorovatele B
integraci vztahu (6234) od t = 0 do t = T4 jako

TA_/Tith—QW Qia)\/l—iM (5.35)

Nyni ndm nezbyva nic jiného nez vysettit pomér vlastnich casti

(TA)i: (Q+a)y1-2 12 (5.36)

T8 VO =32+ 240 \/1_ 3r24a?
(Q+a)?

Zavedeme si funkce f () a ¢ (r) nasledujicimi vztahy:

Fr) = —254”, (5.37)
ge(r) = —M. (5.38)

r3 2
(Vi=e)

Pribéhy funkce jsme graficky zanesli do obrazku Bl

Omezeni vysky

Nyni je vhodnéa chvile se zamyslet, nad omezenimi proménné r. Aby mél
vlastni ¢as 74, méfeny dvojcetem A, smysl, musi byt splnéna podminka
r > 2M.

V rovnicich (6224) a (523) pozadujeme, aby méfené vlastni ¢asy obou
geodeticky cestujicich pozorovatelt byly realné. To nam vede na dvé pod-
minky, které lze kompaktné zapsat ve tvaru

O —3r* £ 2400 > 0. (5.39)

Po dosazeni z rovnice (BI0) ziskdme nésledujici tvar podminky

r3 r3
7 3r’ 4+ 2a 17720 (5.40)
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kterou si déle zjednodusime pomoci substituce t> = Mr na tvar:
3 — 3M?t £ 2aM* > 0. (5.41)

Ve /7 . . . . 2 v/ v
Diky vhodnému tvaru si zavedeme Hariotovu substituci ¢ := y+ MT ¢imz
ziskdme vyraz

y® £+ 2aM?zy® + M® > 0. (5.42)

Hledejme kofeny polynomu na levé strané nerovnice (b42) jako kofeny
kvadratické rovnice. ReSenim tohoto problému ziskdme dva nezéavislé
kofeny y* pro kazdé znaménko, tudiz ziskdme ¢tyii hodnoty

yil/Q = —2aM £ iV M6 — a? M4,
Y21 s = +2aM £ i/ M® — a?M*. (5.43)

Pro kazdou ze ¢tyi hodnot 3? ziskdme t¥i hodnoty y, které dosadime
do substitucnich rovnic vyse a ziskdme t¥i hodnoty r, které vychéazi pro
kazdou hodnotu v stejné ve tvarech

ry = 4M sin® [; arcsin (S{ﬂ, (5.44)

ro = M {\/gcos B arcsin <§[>] — sin E) arcsin (;{ﬂ } , (5.45)
1 . [ a .1 . [ a 2

rg = M {\/gcos {3 arcsin <M>] + sin {3 arcsin <M>]} . (5.46)

Kladny smér obihani

Pro pozorovatele cestujictho v kladném sméru s thlovou rychlosti ¢ =
(Q + a)~" mame podminku

0% — 3r2 + 2aQ) > 0. Pokud nés zajima, pro jaké r je leva strana rovna
nule, zjistime, Ze je to pro pouze pro dveé, ze tii vyse spoctenych hodnot, a
to pro hodnoty r; a r5. Nerovnost je splnéna na dvou intervalech. Presnéji
pro r € (0,r;) U (re, 00). My si zavedeme minimalni vysku R, na které
muze pozorovatel obihat v kladném smyslu po kruhové geodetice Ry = 7o
tedy

R, =M {\/gcos B arcsin (13[)} — sin Ll)) arcsin (131” }2 . (547)
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Kdybychom uvazovali interval r € (0,r;) znamenalo by to, Ze by r €
(0, M). To by pro nas z hlediska druhého stojiciho pozorovatele, nemélo
smysl. Proto jsme vybrali vétsi hodnotu rs.

Zaméime se na to, jakych hodnot nabyva R, v zavislosti na hodnoté€ a.
Limity pro a — 0 a a — M jsou rovny lim, .o Ry = 3M alim, .,y Ry =
AM. Mezi body a = 0 a a = M hodnota R, monoténné nartsta.

Zaporny smér obihani

Pro pozorovatele cestujiciho v zaporném sméru s tthlovou rychlosti b=
(Q — a)~" mame podminku Q2 — 32 —2aQ > 0. KdyZ nerovnost zménime
na rovnost, zjistime, Ze z nami spoctenych hodnot 7y, 7, a r3 fesi tuto
rovnici pouze jedina a to rs. Nerovnost je splnéna na intervalu r &
(rs, 00).

Zavedme tedy minimalni moznou hodnotu R_, na které jesté muze po-
zorovatel obihat po kruhové geodetice v zaporném smyslu, jako

R =M {\/gcos [; arcsin (&)] + sin B arcsin <;{)] }2 . (5.48)

Hodnota monoténné klesa na intervalu a € (0, M). V krajnich bodech
nabyva hodnoty lim, .o R_ = 3M a lim, .y, R_ = M.
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Obrazek 5.1: Grafické znazornéni prubéhu funkei f(r), g4 (r) a g— (r)
definované vztahy (B=37) a (B=38). Do rovnic jsme dosazovali r = Mz pro
pevné zvolenou hodnotu a = % M . Na vodorovnou osu vynasime hodnotu
x a na svislou hodnoty funkci. Svislé ¢ary znaci dolni mez hodnoty r
pro jednotlivé pozorovatele. Stojici pozorovatel A se nemuze nachazet ve
vysce x mensi, nez udava svisla pfimka R 4. Obihajici pozorovatel se zase
nesmi nachazet ve vysSce x mensi nez je mez udana svislymi ¢arami Rz
v zavislosti na sméru obihani.
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Zavér

Z grafu na obrazku B a rovnice (B=38) je vidét, ze obihajici pozorovatel
B naméii vzdy mensi ¢as, nez stojici pozorovatel A. Pokud obiha v klad-
ném smyslu, je pomér vlastnich ¢asi mensi nez kdyz obiha v zaporném
sméru (tj. (7a/78), < (174/78)_). Cestujici pozorovatel B, ktery ma ne-
nulovou 3-rychlost a nulové 4-zrychleni, je pii setkani mladsi, nez jeho
stojici dvojée A s nulovou 3-rychlosti a nenulovym 4-zrychlenim.

Poznamka

Za zminku stoji, ze v [3], narozdil od naseho volné kruhové obihajiciho
pozorovatele, voli kruhové obihajiciho ZAMO pozorovatele (tj. pozorova-
tele s nulovym thlovym momentem p, = 0 sdruzenym s thlovou sourad-
nici ¢). V tomto pfipadé ziskaji vysledek, ze pozorovatel ZAMO je pfi
opétovném shledani starsi nez staticky pozorovatel. Dale ukazuji jakou
uhlovou rychlost takovy ZAMO pozorovatel mé a tim také dokazuji, ze
se nemuze pohybovat po geodetice.

Je mozné uprednostnit pozorovatele ZAMO oproti statickému pozorova-
teli. Diky ¢emuz staticky pozorovatel prejde na kruhové obihajiciho po-
zorovatele viuci vztazné soustavé udané ZAMO pozorovatelem. Pivodné
staticky pozorovatel vii¢i nové vztazné soustavé pozorovatele ZAMO obiha
s néjakou tthlovou rychlosti a je mladsi nez uptfednostnovany ZAMO po-
zorovatel. Pro nas je ale vyhodnéjsi volit vztaznou soustavu spojenou
s hvézdnym nebem neZ soustavu spojenou se ZAMO pozorovatelem a
nebudeme se tedy dale timto pripadem zabyvat.
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Kapitola 6

de Sitteruv vesmir

Délkovy element ds se v de Sitteroveé vesmiru da vyjadrit v horosférickych
soutadnicich (¢, x, 0, ¢) ve tvaru

ds? = —di? + V5 [dx? + X* (d6? + sin® 0dg?) | (6.1)

6.1 Staticky a obihajici pozorovatel

Uvazujme situaci, kdy jeden pozorovatel A ¢ekd na konstantnich pros-
torovych soutadnicich y, 6 a ¢ a druhy pozorovatel B cestuje. Pro zjed-
noduseni uvazujme, ze se vSechny pohyby odehravaji v ekvatorialni rov-
iné (tj. 0 = 7). Nechme dvojce B cestovat takovym zpilisobem, zZe se
bude ménit pouze jeho souradnice ¢ a ostatni prostorové souradnice y a
0 zustanou konstantni. Uvazujme, Ze bude cestovat konstantni thlovou
rychlosti w danou vztahem w = d¢/dt. Jeho vektor 4-rychlosti uf; nabude
po tpravé d¢/drp = wdt/drg tvaru

dt dt
up = ( drg’ 0, 0, UJE ) (62)
Norma 4-rychlosti g, ujpu% = —1 ndm da moznost, jak uréit neznamé

slozky vektoru 4-rychlosti u’; pomoci vztahu

5 -

dt? dt?
—1l= -+ 62\/§tx2w27 (63)
drg



Odtud vyplyva rovnost pro neznamou slozku

it 1
drs \/1 _ 62\/§tx2w2.

(6.4)

Provedme drobné zobecnéni, totiz nechme pozorovatele A vykonavat ste-
jny druh pohybu jaky vykonava jeho dvojce B, ale jinou tthlovou rychlosti
wy. Cely postup vyse lze uplatnit i pfi vypoctu slozek vektoru 4-rychlosti
u/y pozorovatele A. Rovnice (64) bude plati i pro pozorovatele A pouze s
tim rozdilem, Ze hodnota w bude nahrazena w 4. Diky ¢emuz jsme schopni
ziskat pomér diferencialti vlastnich c¢asti

drg \/1 — 62\/§tx2w]23
dTA \/1 . 62\/§txgwav

(6.5)

ze kterého je okamzité vidét, ze rychleji pohybujici se dvojce bude po opé-
tovném setkani mladsi nez dvojce pomalejsi. Pivodné uvazované statické
dvoj¢e A ma nulovou hodnotu wy a je po setkani starsi.

Zaveér

V dalsi podkapitole si ukazeme, ze dvojcée A se nachazi na geodetice,
zatimco jeho sourozenec B nikoliv, diky ¢emuz bude mozné, ze zaveér
této podkapitoly formulovat nasledujicim zptsobem: Geodeticky se po-
hybujici dvojce A, majici nulovou 3-rychlost a nulové 4-zrychleni, je po
opétovném setkani starsi, nez jeho negeodeticky cestujici sourozenec B,
ktery méa nenulovou 3-rychlost a nenulové 4-zrychleni.

6.2 Geodetické a negeodetické pohyby

Pozorovatel B pohybujici se s tthlovou rychlosti w méa vektor 4-rychlosti
ul; ve tvaru

B %’ 0, 0, —2
up = < ‘/1762\/§tx2w2 1/1762\/§tx2w2 ) : (66)
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Zkusme zjistit, zda se pozorovatel B nemuze pro néjakou hodnotu w
pohybovat po geodetice. Opét vyjdéme rovnice geodetiky (IId), tedy

uf (uj’ig + I‘ggu%) =0. (6.7)
Zabyvame se moznosti, kdy o = ¢, ¢imz dostaneme pro slozky rovnost
u, (u%,g + Touly + de,u%) =0. (6.8)
Se zohlednénim nulovych slozek I'Y; a vektoru u ziskdme tvar
utBu%t + Ffbtu%utB = 0. (6.9)

Po dosazeni za slozky afinni konexe I'y; a za slozky vektoru 4-rychlosti
uly ziskdme podminku

1 —62\/§tx2 2\/§w3 2\/§ w
5 - 5 + 5 N 2:0. (6.10)
<1 _ 62\/;)(%)2) 1 —e’Vi3ixiw

2
Rovnici vyndsobime (1 - 62\/:tx2w2> a po drobném kraceni ziskdme

62\/§tx2w2 +1-— ezﬁtxzwz =1+#0, (6.11)

z ¢ehoz je vidét, Ze pro zadné w nebude thlovy pohyb pozorovatele B
geodeticky.

Stojici pozorovatel A mé 4-rychlost u/y ve tvaru uy = ( 1, 0, 0, O )
Rovnice (677) se nam diky tomuto tvaru 4-rychlosti uas# redukuje na 4
rovnice pro indexy o

oululy = 0. (6.12)

Kdyz se podivame na nulové slozky afinni konexe de Sitterovy metriky
v horosférickych soufadnicich I'y;, zjistime, Ze jsou vSechny ¢tyfi rovnice
(B2) splnény. Pozorovatel A se nachazi na geodetice.
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Kapitola 7
FRW vesmir

Délkovy element ds v FRW vesmiru je geometrizovanych jednotkéach
zadan rovnici

dr?
1—kr?

ds* = —dt* 4 a® (t) l + 7 (d92 + sin? 9d¢2)] : (7.1)
Vztazna soustava vesmiru, definovand mnozinou volné se pohybujici ¢as-
tic, ma spolu-pohybujici se soutadnice (¢,7,0, ¢).

7.1 Radialné cestujici pozorovatel

Radialni pohyb je feSen v [3], z ¢ehoz my v této podkapitole vychazime.
Uvazujme pozorovatele B, ktery cestuje z mista r = R v radidlnim
sméru. Na pocatku je vystielen néjakou pocatecni nenulovou rychlosti
vy = (dr/dt),_, v kladném sméru osy r a se zapornym zrychlenim —g (t)
pro t > 0. V kazdém okamziku bude mit pozorovatel B soutradnicovou
rychlost v (t).

Pozorovatel A bude ¢ekat na misté r = R, kde se opét, po uplynuti né-
jakého Casu t;, stfetne s pozorovatelem B.

Z délkového elementu ([Z) je vidét, pro vlastni ¢as 74 nepohybujiciho se
pozorovatele A plati rovnost

TA = t. (7.2)
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Vlastni ¢as 75 radialné se pohybujiciho pozorovatele B ziskdme z definice
a rovnice délkového elementu ([Z1) jako

—dry = —dt* + a% (t) dr (7.3)
B 1—kr? '
Drobnou tpravou a dosazenim za (dr/dt) = v (t) ziskdme vztah
drg 9 1 9

jehoz integraci od t = 0 do t = t; ziskdme vlastni ¢as 7p, jez naméri
cestujici pozorovatel B, spocitatelny ze vztahu

. /Otl \/1 B 1ai (1232 2 (t) dt. (7.5)

Vyraz uvniti integralu je vzdy mensi nez jedna a tudiz vlastni cas 75 je
mensi nez vlastni ¢as 74.

Zavér

Pozorovatel B, ktery cestuje viici vesmirné hmoté, je mladsi nez pozoro-
vatel A, ktery je v klidu vaci pohybujici se vesmirné hmoté. Pozorovatel
A se pohybuje po geodetice a ma tudiz nulové 4-zrychleni a nenulovou
3-rychlost, kdezto cestujici pozorovatel B se pohybuje s nenulovym 3-
zrychlenim, nenulovou 3-rychlosti a nenulovym 4-zrychlenim. Zajimavosti
je, ze pozorovatel B se pohybuje rychleji, nez pozorovatel A.

7.2 Kruhové cestujici pozorovatel

Nyni nechme pozorovatele A ¢ekat na konstantnich prostorovych sourad-

nicich r, 6 a ¢ a jeho dvojce nechme obihat v ekvatorialni roviné s kon-

stantnimi soufadnicemi r a ¢ = 7 po "kruznici” s konstantni tihlovou

rychlosti (d¢/dt) = €. Pohyb je kruhovy pouze vzhledem k pohybujici

se vesmirné hmoté ve skutecnosti bude spise spiralovy.

Pozorovatel B tedy bude mit 4-rychlost u’, ktera lze upravit na tvar
up= (7, 0, 0, 42 )=(, 0, 0, Q% ). (7.6)

drg’ drp drp’
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Norma 4-rychlosti g, ulzu’%, = —1 ndm dava moznost, jak uréit hodnotu
dt/dr. S uzitim rovnice (1) jsme schopni urcit slozky metrického tenzoru
g, a sestavit rovnost

dt
— 1= —17—%&2 (t) 7"292@. (77)

Jednoduchou tupravou jiz ziskdme hledany vyraz

dt 1

= . (7.8)
drp \/1 — a2 (t) r2Q2
V minulé podkapitole jsme ukazali 74 = ¢, coz ndm dava vztah
d 1
A (7.9)

drs |1 — a2 () r202’
ze kterého je okamzité vidét, Zze dvojée A bude po opétovném shledani
starsi nez jeho kruhové cestujici sourozenec B.
7.3 Geodetické a negeodetické pohyby

Pozorovatel cestujici radidlnim smérem je urychlovan zrychlenim —g(t),
tudiz na néj pusobi 4-sila, z ¢ehoz plyne, ze nevykonava radialni pohyb.

Podivejme se na pozorovatele A, ktery se nachéazi v klidu vzhledem k
vesmirné hmoté a ktery se, jak tvrdime, pohybuje po geodetice. Jeho
4-rychlost mé& hodnotu uy = ( 1, 0, 0, 0 ) Spliuje-li tato 4-rychlost
¢tyti rovnosti

uf (u%,g + I“;gugB) =0, (7.10)

jedna se o geodeticky pohyb. Po dosazeni za 4-rychlost u’y se ndm sous-
tava 4 rovnic znacné zjednodusi na tvar

oulyuly = 0. (7.11)
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Kdyz uvazime hodnoty slozek afinni konexe I'{,, zjistime, zZe jsou nulové
pro kazdou hodnotu o. Pozorovatel A se tedy nachazi na geodetice.

Je mozné, aby se pozorovatel B pohyboval po geodetice pro néjakou
specialni hodnotu €27 Vektor 4-rychlosti pozorovatele B ma tvar

1 Q ) )
ug = ( W e 0, 0, Wi ) Dosazenim do rovnice ([Z10)

ziskame pro hodnotu indexu o = t rovnost
uguy , + Cyupuy + Ft¢uBuB = 0. (7.12)
Po dosazeni slozek afinni konexe I'}; a za slozky vektoru 4-rychlosti uly
pfejde rovnice (12) na tvar
aa'r*Q)? aa'r*Q?
a2 (6)r2Qf 1 a2 (1) 122
z néhoz jednoduchymi tpravami ziskame vyslednou kruhovou rychlost

V2

=0, (7.13)

O =4 . 7.14
a(t)r ( )

Pro index o = ¢ ziskdme z rovnice (Z10) podminku
uBuBt+FQtuBuB+F uBuB =0, (7.15)

z niz dosazenim dostaneme rovnost
—2a (t)d (t)r?Q3 " (t Q 1 0?2
a()a()'f’2 a() _'_7 0(716)
[1—a?(t) r2Q)] a(t) [1—a2(t)r2Q] r[l—a2(t)r2Q)]

Jednoduchou tpravou ziskame kvadratickou rovnici pro €2 a jejim feseni
vysledek

)+ \/a2 )+ 8a? (t)a (t)rt
—4a? (t) d (t) T3

Qo= (7.17)

Na prvni pohled je z rovnic (733) a ([=33) zfejmé, Ze nelze nalézt takovou
hodnotu €2, aby 4-rychlost u/; spliiovala tenzorovou rovnost (ZI0). Po-
zorovatel B se nikdy nebude pohybovat po geodetice.
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Kapitola 8

Prehled vysledkt

Metrika | Dvojce - | Puvod | 3-rychlost | 4-zrychleni | Staii
pohyb
stoji na [ ne ano mladsi
S misté )
cesta radial- ano ne starsi
nim smérem
stoji na [ ne ano starsi
misté )
obiha po ano ne mladsi
kruhové
orbité
na misté 5 kap. 0T ne ano mla(vi,éi
SdS C?sta ravxdlal— ano ne starsi
nim smérem %)
na misté ne ano starsi
obiha po kap. 22 ano ne mladsi
kruhové
orbité
na misté 5 kap. BT ne ano mla(vi,éi
AdS C?sta ravxdlal— ano ne starsi
nim smeérem
na misté Lo, B ne ano starsi
cesta po P- ano ne mladsi
kruhové
orbité




Metrika

Dvojce -
pohyb

Puvod

3-rychlost

4-zrychleni

Kerr

na misté
cesta po
kruhové
orbité v
kladném
smyslu

kap.

ne
ano

ano
ne

starsi
mladsi

na misté
cesta po
kruhové
orbité \
zaporném
smyslu

kap. b2

ne
ano

ano
ne

starsi
mladsi

cesta po
kruhové
orbité v
kladném
smyslu

cesta po
kruhové
orbité \%
zaporném
smyslu

ano

ano

ne

ne

starsi

mladsi

ds

na misté
cesta po
kruhové
orbité

kap. B0

ne
alno

ne
ano

starsi
mladsi

FRW

na misté
radidlni

hyb

3]

ne
ano

ne
ano

starsi
mladsi

na misté
kruhovy po-
hyb

kap. [[2

ne
alno

ne
ano

starsi
mladsi

) Toto plati pouze za specialnich pfedpokladi (viz. podkapitola ET).
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Kapitola 9

Diskuse vysledkt a zavér

V [0] tvrdi, Ze dvojce, které se pohybuje rychleji vzhledem ke globalnimu
stavu klidu, je prii setkani mladsi, nez dvojce co se pohybuje pomaleji.
V ¢lanku ztotoznuji globalni stav klidu s hvézdnym nebem, tedy po-
zorovatelem ktery se pohybuje ve sméru Killingova vektoru metriky, jez
je v jejich ptipadé invariantni vici translaci v ¢ase (tj. je staticka).
Oproti tomu piiklady z [3], jak jsme se ostatné presvédcili sami v kapitole
B, ukazuji, ze staticky pozorovatel neni vzdy pii znovu-shledani mladsi
nez ten cestujici. Pfi vyhodnocovani vysledki totiz zjistime, ze zalezi na
charakteru pohybu. Naprtiklad radialné vystieleny pozorovatel, ktery se
dale pohybuje volné, se ve Schwarzschildove prostorocase pohybuje rych-
leji nez jeho viici hvézdnému nebi stojici sourozenec, je ale po opétovném
shledani ten starsi.

Proto nelze souhlasit s tvrzenim, ze by slo paradox dvojc¢at jednoduse
rozresit jejich vzajemné rozdilnou rychlosti viici globalnimu stavu klidu
(napt. hvézdnym nebem).

Lze vyvodit obecny zavér: ”Pii kruhovych pohybech je mladsi ten po-
zorovatel, jenz se vzhledem k hvézdnému nebi pohybuje s vétsi ithlovou
rychlosti.”

Pii radidlnich pohybech zase plati obecné pravidlo (obecné ve smyslu
nami propo¢itanych pfipadii): ” Geodeticky se pohybujici pozorovatel je
starsi nez pozorovatel, ktery se geodeticky nepohybuje.”

Za povsimnuti stoji, ze v FRW vesmiru nelze nalézt zadny globalni stav
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klidu, jako je hvézdné nebe. Pozorovatel, ktery se nepohybuje a nachéazi
se na geodetice, je vlastné v klidu vii¢i hmoté vesmiru a je starsi. Oproti
tomu je ve Schwarzschildové metrice pozorovatel setrvavaji v konstantni
vysce (tj. v klidu vi¢i vesmirnému hmotnému objektu) mladsi, pravé
proto, ze jeho pohyb neni geodeticky.

Velmi zajimava je situace v Schwarzschildoveé-de Sitteroveé, Schwarzschild-
ové a anti de Sitterové metrice pii kruhovych geodetickych pohybech
obou pozorovateli. Pokud nastavime situaci zcela symetricky a nechame
obé dvojcata obihat proti sobé po kruhovych geodetikach, budou obé
sourozenci po opétovném shledani stejné staii. To je disledkem tuplné
symetrie.

Oproti tomu stoji vysledek z [d], rozebrany v podkapitole 5. Ackoliv se
obé dvojcata pohybuji po protichidnych geodetikach, nejsou pii opétov-
ném stietnuti stejné stara. Starsi je to, které se pohybuje vétsi ithlovou
o sobé symetrickd viiéi rotaci (tj. neexistuje Killingtiv vektor ve sméru
soutadnice ¢).
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