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Abstrakt

Diplomova price se zabyva problematikou origami jako didaktického prostfedi
v matematickém vzdélavani. Prace md dva hlavni cile, a to ukdzat moznosti origami
jako didaktického prostfedi v nékterych oblastech Skolské matematiky, zejména
konstrukéni a pocetni geometrie, a navrhnout ndméty na vyuZiti origami ve vyu-
¢ovani matematice na druhém stupni zdkladni $koly a stfedni Skole.

Prace obsahuje stru¢ny popis historie a geometrickych axiomd origami. Dale jsou
v ni uvedeny vyhody a uskali vyuZiti origami ve vzdélavani a moZnosti vyuZiti ori-
gami v matematickém vzdélavani na riznych stupnich Skol. StéZejni Casti prace
je popis a didakticky rozbor uloh vychézejicich ze skladani rovnostranného troj-
thelniku a mnohostént; nékteré z té€chto uloh jsou prevzaté, nékteré jsou vlastni.
Prakticky vyznam pro vyuku maji rovnéZ uvedena metodicka doporuceni pro praci
v prostfedi origami v rdmci matematického vzdélavani, kterd vychézeji predev§im
z vlastnich zkuSenosti s uzitim origami ve vyuce.

Abstract

The thesis deals with origami as a learning environment in mathematics education.
The two main aims of the thesis are to show the possibilities of using origami in
various areas of mathematics teaching and learning, especially in synthetic geome-
try and calculations in geometry, and to suggest specific origami-based activities for
secondary education.

First, origami is introduced in its historical context and its geometrical axioms are
described. Further, advantages and difficulties of using origami in mathematics edu-
cation are discussed, with respect to the type and level of school. The fundamental
part of the thesis consists of description and didactical analysis of tasks based on
folding of an equilateral triangle and various polyhedra. Some of these tasks are
adapted from other resources, some were designed by the author. Based on direct
experience with employing origami-based tasks in different classrooms, methodolo-
gical recommendations are added to the individual analyses, facilitating the practi-
cal usage of the thesis.
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Kapitola 1

Uvod

Diplomova price se zabyva problematikou origami jako didaktického prostredi
v matematickém vzdélavani. Hlavnim divodem k volbé tohoto tématu byla pi-
vodné skuteCnost, Ze jsem chtéla zjistit, zda by origami nemohlo byt jednou z cest,
jak zlepsit vztah zakt ke geometrii. V prib&hu vlastniho studia na zakladni a stiedni
Skole i béhem jednoho roku, kdy jsem piisobila jako ucitel na jedné zdkladni Skole
a gymndziu, jsem si uvédomila, Ze pomérné velké mnozstvi zakli ma ke geometrii
vztah negativni. Toto zjiSténi mé pfivedlo k mySlence zafazeni origami do vyuky za
ucelem zlepseni pohledu Zakt na geometrii. Podoba diplomové prace se vsak od té
doby postupné vyvijela. Zkoumani vlivu origami na vztah zaka ke geometrii neni
v souCasné dob¢ jejim cilem, presto to byl ptivodné hlavni motiv, ktery mé vedl
tomu, abych se tématu didaktického vyuZiti origami vénovala.

Pod pojmem origami rozumim jakékoliv skladani papiru bez pouZiti nizek a lepi-
dla. Origami vnimdm predevSim jako Cinnost vedouci k vytvoreni papirové skla-
danky, kterd reprezentuje fadu geometrickych vztah. Kromé pojmu origami je
v podobném vyznamu pouzivin i pojem geometrie preklddaného papiru (dile
GPP). Nazory na vymezeni téchto pojmu se rtizni. Pojem origami povazuji za nad-
fazeny pojmu GPP, jelikoz obsahuje na rozdil od GPP vyraznéji zastoupenou Cin-
nostni sloZzku. Z didaktického hlediska se tedy priklanim k pouZivani pojmu ori-
gami, ktery podle mého ndzoru 1épe pokryva dilezitou ¢ast vzdélavaciho procesu,
a tou je Cinnost zakl. Didaktické prostredi tvoii forma reprezentace (origami re-
prezentuje geometrické vztahy prostfednictvim rovinnych i prostorovych objektit)
a ¢innosti s ni souvisejici (prekladani papiru, tj. konstruovani piehybt). Origami
jako didaktické prostfedi umoZziiuje objevovani polohovych a metrickych vlastnosti
zkonstruovanych objektii.



Hlavnimi cili této prace je ukdzat moZnosti origami jako didaktického prostiedi
v nékterych oblastech $kolské matematiky, zejména konstrukéni a pocetni geome-
trie, a navrhnout naméty na vyuZiti origami ve vyucovani matematice na druhém
stupni zdkladni Skoly a stiedni Skole. DalSim cilem je charakterizovat origami z po-
hledu geometrického a historického a zformulovat metodicka doporuceni pro praci
v prostiedi origami na zakladni a stfedni Skole.

Pfi zpracovavani diplomového tkolu jsem vychdzela zejména ze studia odborné
literatury. JelikoZ v ¢estiné o problematice origami neexistuje mnoho publikaci (vy-
jma publikaci uréenych pro Sirokou verfejnost obsahujicich pouze navody ke skla-
déani jednotlivych modell), cerpala jsem v této oblasti zejména z literatury zahra-
ni¢ni. Studium literatury mé podnitilo k tvorbé fady vlastnich tloh, a tak jsou tlohy
v této préci zC&asti prevzaté a zE4asti vlastni. Didakticky pohled na origami vychazi
predevsim z ovéfeni nékterych tloh ve $kolni praxi!. Z pribéhu vyucovaciho expe-
rimentu jsem pofidila videozdznam a jeho vysledky hodnotila pfedevsim na zdkladé
pozorovani. Od zaku jsem ziskala zpétnou vazbu formou kratkych dotaznikd.

K dosaZeni vytyCenych cilii prace jsem vyuzila informaci ze zminénych pramend.
Nejprve uvadim strucny piehled historie a geometrickych axiomu origami. Didak-
ticky pohled na origami uvedeny v paté a Sesté kapitole vychazi predevs§im z vlastni
praxe a provedenych experimentl. Popisuji vyhody a tdskali vyuziti origami ve
vzdélavani. Skutecnost, Ze origami je vyuzitelné v matematickém vzdelavani na
vSech stupnich $kol, dokladdm naméty pro jednotlivé stupné Skol a prehledem ob-
lasti matematiky, pro jejichz vyucovani miZe mit origami piinos. Splnéni hlavnich
stanovenych cili prezentuji na tlohéch, které 1ze s Zaky riznych stupiit skol fesit
v didaktickém prostiedi origami. Ulohy jsou zamé&feny na sklddan{ rovnostranného
trojuhelniku a mnohosténi. Nékteré z téchto dloh jsem ovéftila ve Skolni praxi, coz
je popsano v kapitole 8. RovnéZ uvadim metodickd doporuceni pro praci v prostiedi
origami v matematickém vzdélavéani. V zavéru prace hodnotim, zda a pfipadné za
jakych podminek je origami v matematickém vzdélavani vyuzitelné jako didaktické
prostiedi.

'V dalifm textu budu toto ovéfeni asto nazyvat experimentem, ackoliv jsem si védoma, Ze se
nejednalo o experiment v pravém slova smyslu.



Kapitola 2

Historie origami

2.1 Vznik origami

Vyraz origami vznikl sloZenim dvou Cinskych slov - oru (sklddat) a kami (papir).
Ackoliv je slovo origami ¢inského ptivodu, neni presné jisté, kde a kdy origami
vzniklo. Jak uvadi Wu [Wu, 2006], néktefi historici se domnivaji, Ze objev skladani
papiru musel ndsledovat brzy poté, co byl vynalezen zptisob vyroby papiru podob-
ného tomu, ktery pouZzivime dnes. Pfedpoklddd se, Ze tento zptsob objevil Cifian
Ts’ai Lun v roce 105 n. 1. Nevime, zda se jiz Cifiané v této dobé sklddani papiru
vénovali, nemiZeme vsak tuto skute¢nost vyloucit. Je jisté, Ze v Sestém stoleti na-
Seho letopoctu buddhisticti mnisi pfinesli znalost vyroby papiru do Japonska, kde
se posléze zacalo sklddani papiru rozvijet. Je zajimavé, Ze v samotném Japonsku,
zemi, kterd je vSeobecné povazovédna za kolébku origami, se vyraz origami zacal
pouZzivat az okolo roku 1930. Do té doby oznacovali Japonci uméni skladani papiru
vyrazy orisue, orikata nebo orimono [Hatori, 2008].

Kromé toho, Ze se sklddani papiru zacalo rozvijet v Japonsku, existuji doklady
o tom, Ze v osmém stoleti naseho letopoctu bylo skladani papiru pfineseno Maury
do Spanélska [Beatty, 2008]. JelikoZ viak isldm odsuzuje vytvaieni jakychkoliv re-
prezentativnich figur, Maufi vyuZivali sklddani papiru k poznavani geometrickych
vlastnosti &tverce. Po opusténi Spanélska Araby se Span&lé piestali omezovat jen
na geometrické vzory a rozvinuli papiroflexii, uméni sklddaného papiru. I dnes po-
uZivaji tento vyraz namisto vyrazu origami, ktery je ve Span&lsku znim malokomu.
Nékterii historici se dokonce domnivaji, Ze uméni sklddaného papiru prinesli do Ja-
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ponska pravé Spanélsti Mauii [Historie 1, 2008]. At je tomu tak, Ci ne, je jisté, Ze
po dlouhou dobu se uméni sklddani papiru rozvijelo na vychodé¢ a zdpadé oddélené.

S nejvétsi pravdépodobnosti se nikdy nedozvime, kde a kdy prvni papirovd skla-
danka vznikla. Je vSak jisté, Ze v Japonsku bylo toto uméni po dlouhd staleti nej-
vice zdokonalovéano, a proto vénuji nejvétsi Cast tohoto pojednéni o historii origami
pravé vyvoji origami v Japonsku.

2.2 Vyvoj origami v Japonsku do konce 19. stoleti

Zpocitku byl papir v Japonsku velmi vzdcnou a drahou komoditou, a proto byly
papirové skladanky pouzivany jen pfi ndboZenskych obradech a k vyzdobé Sinto-
istickych svatyni. Jak se papir stdval dostupnéjSim, uméni origami se téSilo stile
vétsi popularité mezi bohatymi i chudymi a zacalo slouZit i jako forma zdbavy a
odpocinku. Podle Listera' [Lister, 2005] se viak toto tzv. rekreaéni origami zacalo
rozvijet aZ kolem roku 1600. Postupy sklddani byly prendSeny z generace na gene-
raci Ustné, a tak se uchovaly pouze ty nejjednodussi modely.

Nejstarsi dochovany dokument zminujici origami je kratkd bdsen, kterou napsal
Ihara Saikaku roku 1680. V roce 1797 byla vydana Senbazuru Orikata, dilo, jehoz
nazev lze preloZit jako Sklddani jefdba na tisic zplisobl a které obsahovalo prvni
psané instrukce ke skladani viibec. Jetdb je dnes snad nejoblibené;jsi japonskou skla-
dankou a symbolem dlouhého Zivota, a proto si lidé zavésuji desitky i stovky téchto
sklddanek v bytech pro $tésti. Z dalSiho dila z této doby, Chusingura Origkata, je

Y,

patrny rozdil mezi sklddankami pro déti, které byly jednodussi a prosté jakéhokoliv
stithani, a pro dospélé, které byly mnohem komplexnéjsi a Casto stfthdni obsaho-
valy. Jedna ¢4st dila Kayaragusa, encyklopedie japonské kultury publikované v roce
1845, zahrnovala obsahlou sbirku tradi¢nich modelii origami. Diky vySe zminénym
literarnim dilim tedy vime, Ze v této dob¢ znali Japonci na sedmdesat riiznych skla-
danek. Jednalo se prevazné o riizna zvitata, kvétiny a ozdoby. JiZ v této dobé byla
patrnd zékladni zdsada origami: nikoliv vérné kopirovat podobu zobrazovanych ob-
jektq, ale pouze je zjednodusené symbolizovat. Koncem 19. stoleti dosdhlo origami

v Japonsku nejvétsiho rozkvétu a oblibu si udrzelo dodnes.

'David Lister je dlouhodobé uznavan jako jeden z prednich historikii v oblasti origami. Jeho
odborné clanky jsou dostupné na http://www.britishorigami.info/academic/lister/.
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2.3 Moderni origami

V soucasné dobé rozliSujeme dva zdkladni typy origami - tradi¢ni a moderni. Pro
tradi¢ni origami je typické, Ze se sklada z jednoho kusu papiru, bez pouziti ntizek a
dalSiho zdobeni. Autor tradi¢ni sklddanky neni znam, jednd se o modely, které byly
skladany po staleti. Soubor tradi¢nich origami je viceméné uzavien. Oproti tomu
moderni origami ponechdvd znac¢ny prostor pro fantazii sklddajiciho, povoluje stii-
hani, slepovani jednotlivych dili a obsahuje nékteré typy skladd, které u tradi¢niho
origami nenalezneme.

Za zakladatele moderntho origami je vieobecné povazovén Akira Yoshizawa?, ktery
v padesatych letech dvacatého stoleti vydal knihy obsahujici tplné€ nové modely ori-
gami. Jemu také vdé¢ime za vytvoreni souboru znaku a diagrami, které jsou dodnes
pouZzivany pfi zépisu instrukci pro skldddni origami. Vystavy Yoshizawovych mo-
delt, které se konaly v Japonsku i jinde ve svét€, seznamily s origami mnoho lidi
a vedly k zaloZeni Origami Center of America (1958) a British Origami Society
(1967). Od této doby prestava byt origami vylucné japonskou zdlezitosti a zaci-
naji se mu vénovat lidé po celém svété. Na trhu se objevuje obrovské mnoZstvi
knih s origami tematikou a vznikaji origami zdjmové kluby v mnoha zemich svéta’.
Ceska origami spolecnost byla zaloZena v roce 2003 a v sou¢asné dobé md 31 ¥ad-
nych ¢lent.

Jednim z typt moderniho origami je moduldrni origami, jehoZ podstatou je slozeni
modelu z vice kusti papiru. Z jednoho kusu papiru je sloZena tzv. zékladni jednotka.
Bez vyuZiti lepidla, pouze pomoci zasouvani, je poté vétSi mnoZstvi jednotek slo-
Zeno za vzniku 3D objektu. VétSinou byvaji ke sloZeni jednoho modelu vyuzity
identické jednotky. Jejich pocet se vSak znacné lisi - byla posklddana i télesa Citajici
900 jednotek. Prvni historickd zminka o moduldrnim origami pochazi z roku 1734,
kdy Hayato Okoha uvedl jako jeden z modelt v knize Ranma Zushiki modularni
krychli. Existuji i dal$i ukdzky tradi€niho japonského moduldrniho origami, jako
je kusudama, coz jsou poskladané papirové kvétiny usporadané do kouli. Nicméné
u kusudamy je spojeni jednotek provedeno za pomoci niti a nikoliv zasouvanim
jednotlivych jednotek do sebe.

2 Akira Yoshizawa (1911-2005) je povaZovén za velmistra origami. Podle jeho vlastniho odhadu
z roku 1989 vytvofil vice nez 50 000 modeld, z nichZ bylo v jeho 18 knihach publikovdno pouze
nékolik set.

3Internetové adresy nékterych origami klubii & spole¢nosti:
Japonsko (http://www.origami.gr.jp/index-e.html), Velka Britanie (http://www.britishorigami.info/),
USA (http://www.origami-usa.org/), Némecko (http://www.papierfalten.de/),
Cesko (http://new.origami.cz/index.php/Hlavn%C3%AD_strana)
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Myslenku moduldarniho origami znovu objevil aZ v Sedesdtych letech dvacatého sto-
leti Robert Neal v USA a pozdg&ji Mitsonobu Sonobe* v Japonsku. Modulérni ori-
gami se postupné stalo velmi oblibenym a dnes existuji tisice modelti. Kromé jiz
zminénych autori se mezi nejzndméjsi autory modeli moduldrniho origami fadi
Kunihiko Kasahara® a Tomoko Fuse®.

V poslednich desetiletich se origami zacalo dostdvat do centra zajmu védcu, zej-
ména matematikd, informatikt, strojaii a astronomt. Ukazuje se, Ze origami mtze
pomoci feSit nekteré problémy jednodusSi cestou neZ béziné postupy
[Historie 2, 2002]. V posledni dobé je origami rovnéz velmi oblibenou didaktickou
pomuckou pfi vyuce matematiky. Béhem poslednich dvaceti letech se konaly jiz
Ctyfi mezindrodni konference zabyvajici se vyuZitim origami ve védé a vzdélavani
(International Conference on Origami in Science, Mathematics, and Education), coz
sveédCi o tom, Ze origami jiZ neni jen forma zabavy.

Ackoliv historie origami je pomérné dlouhd a zejména za poslednich sto let bylo
vytvoreno obrovské mnoZstvi novych modell, zda se, Ze jeho vyvoj zdaleka ne-
skoncil a budou zcela jist€ vytvoreny dal$i modely a vymySleny nové postupy. Jeho
prapivodni obfadni vyznam se sice vytraci, ale na druhou stranu slouzi mnoha dal-
$im dcelim - détem i dospélym jako vhodny zpiisob traveni volného Casu, ktery
vede k vytvoreni uméleckého dila, védcim jako prostfedek k vyfeSeni nékterych
problémil a v neposledni fad€ ucitelim jako didaktické prostiedi.

4Mitsonobu Sonobe je autorkou pravdépodobné nejznaméjiiho moduldrniho origami - Sonobovy
kostky, kterd je sloZena ze Sesti identickych jednotek. Dals{ origamisté poté vymysleli velké mnoz-
stvi variaci téchto jednotek.

>Kunihiko Kasahara (narozen 1941) je velmistrem origami, ktery mimo jiné vyuZil Sonobovu
jednotku ke sloZen{ celé fady dalsich téles, posklddanych az z 900 jednotek. Navody k jejich sloZeni
publikoval v knize Origami for the Connoisseur.

®Tomoko Fuse (narozena 1951) je autorkou mnoha modularnich origami. Jejim zfejmé nejvy-
znamnéjSim dilem je kniha Unit Origami: Multidimensional Transformations, kde uvadi presné po-
stupy skladani jednotlivych modeld
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Kapitola 3

Geometrické axiomy origami

V procesu sklddan{ papiru provadime rizné kombinace zakladnich konstrukei, které
origami umoziuje. Prvni systematickou studii téchto zdkladnich konstrukci pred-
stavil Humiaki Huzita [Huzita, 1992], ktery popsal Sest zdkladnich zpiisobu, jak
pomoci origami vytvorit pfehyb s vyuzitim jiZ existujicich bodid a prehybui. Téchto
Sest zakladnich konstrukci je v literature uvadéno jako Huzita axiomy, aCkoliv se ve
skute¢nosti nejednd o axiomy, ale o popis konstrukci. V roce 2001 doplnil K. Hatori
[Hatori, 2001] sedmy axiom, soubor origami axiomu tedy oznacujeme jako Huzita-
Hatori axiomy. Robert J. Lang [Lang, 2003] dokézal, Ze tento soubor sedmi zdklad-
nich konstrukci origami je uplny.

3.1 Huzita-Hatori axiomy

(A1) Jsou-li dany dva body A a B, miiZeme vytvorit prehyb, ktery jimi prochdzi
(obrazek 3.1).

Obrazek 3.1: Axiom 1
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(A2) Jsou-li dany dva body A a B, miZeme vytvorit piehyb tak, Ze se bod A premisti
na bod B (obrazek 3.2). Uvedend konstrukce (A2) odpovida nalezeni osy usecky AB.

Obrazek 3.2: Axiom 2
(A3) Jsou-li dany dvé pfimky p a g, miiZeme vytvorit piehyb tak, aby p lezela na

q (obrazek 3.3). Konstrukce (A3) je ekvivalentni k nalezeni osy dhlu, ktery sviraji
primky p a q.

Obrazek 3.3: Axiom 3

(A4) Je-li dan bod A a primka p, miizeme vytvofit prehyb kolmy k pfimce p a
prochézejici bodem A (obrazek 3.4).

Obrazek 3.4: Axiom 4
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(AS) Jsou dany dva body A a B a pifimka p. Pak miizeme vytvofit prehyb tak, aby
bod A leZzel na p a zaroven prochdzel bodem B (obrdzek 3.5). Konstrukce (AS)
odpovida nalezeni priseciku piimky p a kruZnice se stiedem B a polomérem |AB]|.
Miize tedy mit 0,1 nebo 2 feSeni. Vymodelovany piehyb je jednou z teCen paraboly
s ohniskem A a fidici pfimkou p.

Obrazek 3.5: Axiom 5

(A6) Jsou dany dva body A a B a dvé piimky p a g. Pak miZeme vytvofit prehyb tak,
aby bod A leZel na p a bod B leZel na g (obrazek 3.6). Konstrukce (A6) vede k na-
lezeni pfimky, kterd je spoleCnou te¢nou dvou parabol. Tyto paraboly maji ohnisko
A (resp. B) a ridici pfimku p (resp. q).

Obrazek 3.6: Axiom 6

(A7) Je-li dan bod A a dvé pfimky p a g, miZeme vytvofit pfehyb kolmy k piimce
g tak, aby bod A leZel na p (obrazek 3.7).

\
: C
\
\
\
Obrazek 3.7: Axiom 7
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Vyjma axiomu (A6) jsou vSechny axiomy origami konstruovatelné euklidovsky (tj.
pomoci pfimého pravitka a kruZzitka). Pravé konstrukce popsand v axiomu (A6)
umoziluje vyresit pomoci origami dva z tzv. klasickych problémi fecké matema-
tiky: trisekci ihlu a duplikaci krychle.

3.2 Trisekce iahlu

Metodu, jak pomoci origami provést trisekci thlu, objevil Abe a publikoval ji v roce
1980 [Hushimi, 1980]. Postup k vymodelovéni trisekce uhlu je uveden na obrazku
3.8.

=)
=)

C/ C
B 5 B N 5
ala JY /A

(a) (b) (c)

Obrazek 3.8: Postup k vymodelovani trisekce thlu

V levém dolnim vrcholu ¢tvercového listu papiru o délce strany a nejprve vymo-
delujeme thel a. Rovnéz vytvofime prehyb v ose Ctverce a ndsledné rovnobézku
s timto prehybem, kterd rozdéluje vznikly obdélnik na dva shodné obdélniky. Vy-
znamné body a pfimky pojmenujeme (viz obrdzek 3.8a). V nasledujicim kroku po-
uzijeme konstrukci (A6) a vytvofime prehyb tak, aby bod A leZel na pfimce p a
bod C na pifmce ¢ (obrazek 3.8b). Obrazy bodi A, B a C pojmenujeme A’, B’ a C'.
V poslednim kroku prodlouzime ptimku p tak, jak je uvedeno na obrazku 3.8c. Tuto
nov¢ vzniklou pfimku pojmenujeme r.

Po rozlozZeni ziskavame ¢tverec s vymodelovanymi pfimkami a body (viz obrazek
3.9a). Lze dokdzat, Ze pfimka r prochdzi bodem A. Vyznacime si bod D tak, jak je
uvedeno na obrazku 3.9b. Z vlastnosti sklddéni papiru vyplyvd, Ze |A’B'| = |B'C'| =
|A'D|. Zéroveii je AB' | A'C’. Trojihelnik AA’C’ je tedy rovnoramenny, z &ehoZ vy-
plyva, ze |AA’| = |AC’|. Pak podle véty Ssu plati, Ze NADA’ = NAB'A’ = NAB'C'.
Konecné tedy | ZDAA'| = | ZB'AA’| = | ZB'AC'| = §. Popsanym zpiisobem jsme tedy
skute¢né sestrojili thel, ktery ma tfetinovou velikost neZ zvoleny thel o.
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/ /
¢ C /
C C
N /8
B A B A
A A all
(a) (b)

Obrazek 3.9: Dukaz trisekce thlu

Jiz od dob antického Recka se 1idé snaZili najit zptisob, jak pomoci kruZitka a pii-
mého pravitka trisekci thlu provést. AZ v 19. stoleti se podafilo prokazat, Ze to neni
mozné. Jiz Archimedes vSak védél, Ze pomoci kruZzitka a pravitka se dvéma znac-
kami to mozné je. VySe popsany postup této skuteCnosti vyuziva; na okraji papiru
si preklddanim znacky vytvorime. V kombinaci s aplikaci axiomu (A6) pak origami
skuteéné umoZziuje trisekci uhlu provést.

3.3 Duplikace krychle

Metodu, jak pomoci origami vyfeSit duplikaci krychle (tzn. zkonstruovat tsecku
délky \3/5), objevil Messer [Messer, 1986].

/
BK—\/ q X xE B

N /

L / e 7A/
4’\ B

y 1
At vl N
(a) (b) (c)

Obrazek 3.10: Duplikace krychle
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Nejprve je zapotiebi Ctverec papiru rozdelit dvéma rovnobézkami na tfetiny. Jeden
ze zplsobd, jak je mozné toto uCinit, je stru¢né popsdn v kapitole 5.2.2.1. Poté
pouZzijeme konstrukci (A6) a vytvorime piehyb tak, aby bod A lezel na pfimce p a
bod B na pfimce ¢ (viz obrazek 3.10a). Potom bod A’ déli levou stranu ¢tverce na
dvé usecky v poméru f = /2 (obrizek 3.10b).

JelikoZ dlikaz této metody je pomérné obtiZny, je vhodné vyuzit trik, ktery spociva
v tom, Ze zvolime y = 1 [Hull, 2006]. Poté potfebujeme dokdazat, 7e x = v/2. Situaci
si oznac¢ime tak, jak je uvedeno na obrdzku 3.10c. Poté vime ndsledujici:

ICD| =d, |A'D| = x+1—d, |A'B| = 1 |AE| = x— &1 = 21

X242x

V ACDA’ pomoci Pythagorovy véty vypocitime, Ze d = 5=

Plati, Ze AA'CD ~ AB'EA’ (viz kapitola 5.2.2.2).

IcD| _ |EA/|
AD| — [BA

d _ 2x—1 42 2x—1

= x+1—d = x+1 = xX242x+2 T x+l

Potom |

Po upravéch dostdvame P=2=x= \3/§ QED.
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Kapitola 4

Vyhody a uskali vyuziti origami ve
vzdelavani

Myslenka vyuZitelnosti origami ve vzdélavani neni nijak nova. Mezi uciteli mé fadu
pfiznivcd, ale i odptrct. V této kapitole se pokusim shrnout vyhody vyuziti ori-
gami jako didaktického prostiedi ve vyuce, zejména matematiky, a jeho pifinos pro
napliovani vzdélavacich cili. Jsem si védoma toho, Ze zatazeni origami do vyuky
s sebou nese i urcitd rizika a v nékterych oblastech ma fadu nevyhod, proto je rov-
néz zminim. V zavéru kapitoly jsou popsany typy navodi, podle nichZ mohou Zaci
origami v rdmci vyucovani vyuky sklddat.

4.1 Motivacni aspekt origami

Domnivam se, Ze uditele, ktefi se rozhodnou vyuZit pii vyuce origami, vede k to-
muto rozhodnuti mimo jiné presvédceni, Ze tak budou zdky motivovat. Jak uvadi
Pearl [Pearl, 2008], origami pomdhd zvySovat motivaci zaku. Podle Pavelkové
[Pavelkovd, 2002] patii mezi zdkladni znaky uloh, které aktualizuji poznédvaci po-
tteby (a tim zvysSuji vnitfni motivaci), pfedevS§im novost, prekvapivost, problémo-
vost, neurcitost, neobvyklost, vyvolani pochybnosti a moznost experimentovat. Vét-
Sinu téchto znakl origami bezesporu spliiuje, proto miiZeme fici, Ze tlohy zadané
v prostiedi origami zvySuji vnitfni motivaci zaki. Vzhledem k tomu, Ze origami
je pro zaky didaktickym prostfedim, ve kterém nepracuji v hodindch matematiky
béZné a je pro né spiSe neobvyklé, znak novosti a neobvyklosti v sobé& pfirozené
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nese'. Rada tiloh vychazejicich z origami mé problémovy charakter a feseni nékte-
rych z nich miiZe byt pro Ziky prekvapivé. Je ziejmé, Ze origami umoZiiuje Zakim
experimentovat, jak je ilustrovdno v kapitolach 6 a 7.

Pfi zatrazeni origami do vyuky je vSak nutné pocitat i s tim, Ze ne vSechny Zaky
bude motivovat k pozndvani a experimentovani. Resenf tiloh v prostfedi origami
vyZaduje Casto od zakl, aby sami hledali a objevovali origindlni a efektivni feSeni.
Jak uvadi Petty [Petty, 1996], metoda objevovani motivuje vSechny zdky aZ na ty
zcela apatické, coz by mohl byt jeden z diivodd, pro¢ nékteré zaky origami nemo-
tivuje. Dlivodid k tomu je vSak nejspiSe vice. Vzhledem k tomu, Ze vztah nékterych
zakl k matematice je natolik negativni, Ze jakékoliv snahy ucitelii o oZiveni vy-
uky je nepodnécuji k vétSimu usili, je potfeba pocitat s odmitnutim origami jako
didaktického prostiedi ze strany takovychto Zakt. Nezdjem zakd o origami muze
byt také zapriCinén pripadnou manudlni neSikovnosti, ktera se projevuje skladanim
nekvalitnich (nepfesnych) model, coZ jim nepfinasi pocit uspokojeni.

4.2 Rozvijeni obecnych dovednosti

Reseni dloh v prostiedi origami vede Zzdky k rozvijeni fady obecnych dovednosti
(v soucasnych kurikuldrnich dokumentech oznacovanych jako kompetence). Po-
maha rozvijet koncentraci, vizudlni a taktilni pamét’, vytrvalost, trpélivost, jemnou
motoriku, dovednost naslouchat a pozorovat, fidit se pokyny a fesit problémy. V ne-
posledni fadé podporuje rozvijeni algoritmického mysleni, kooperativni uceni a so-
cializaci zaka [Pearl, 2008]. Pravé skuteCnost, Ze origami je prostfedi vhodné pro
kooperativni vyucovani, povazuji za jeden z hlavnich divodt k tomu, aby bylo ve
vzdélavani vyuzivano. Kasikova [Kasikovd, 1997] zminuje, Ze nové modely Skoly
povazuji spolupraci déti za jeden z podstatnych principi vyucovéani, a proto je za-
potiebi, aby byli Zaci vzdélavani zplisobem, ktery je ke spolupréci vybizi. VyuZiti
origami muZe byt jednou z cest, jak toho dosdhnout.

!Jsem toho nézoru, Ze origami nemiiZe byt pii vyuce matematiky standardnim, ale jen alternativ-
nim prostiedim mimo jiné pravé z toho divodu, aby pro Zéky neztratilo tyto znaky. Na druhou stranu
neni vhodné origami vyuZivat pouze ndrazove, jak je objasnéno v kapitole 8.3.5. Je tedy nutné, aby
ucitel nalzel optimalni miru vyuZiti origami ve vyuce.
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4.3 Péstovani geometrie

Geometrii chdpe Kufina [Kufina, 2001] jako uméni vidét, uméni sestrojovat a uméni
dokazovat. Pritom zdiraziuje dilezitost péstovani vSech téchto tfi uméni na kazdé
urovni vzdélavaciho procesu. V ¢lanku [Kufina, 2003] dale uvadi, Ze pro vznik a
rozvoj matematiky je kromé téchto tfi uméni charakteristické jesté umeéni pocitat.
Vyuziti origami jako didaktického prostiedi je pak jednou z moZnosti, jak k rozvi-
jeni vSech téchto Ctyf uméni prispét.

Umeéni vidét v geometrii tzce souvisi s pojmem geometricka predstavivost, pod kte-
rym Kufina [Kufina, 1990] rozumi sloZku ndzorného mysleni, kterd spoc¢iva v do-
vednosti vybavovat si geometrické dtvary a jejich vlastnosti. Je ziejmé, ze Zaci se
musi s t€émito dtvary nejprve seznamit a musi mit moznost s nimi manipulovat, aby
byli schopni si geometrické tutvary a jejich vlastnosti vybavovat. Origami predsta-
vuje jeden ze zplsobu, jak mohou zaci sami jednotlivé utvary modelovat, nasledné
s nimi manipulovat a zkoumat jejich vlastnosti, a tak prispiva k rozvijeni geome-
trické predstavivosti zakl. Na rozdil od rysovani ma origami vyraznéjsi vizudlni
aspekt (Zaci mohou sestrojené trojrozmérné utvary pozorovat z riznych pohledi) a
umoziuje navic zaktm i taktilni zkusSenost, kdy Zaci maji moznost sestrojené ttvary
poznévat nejen zrakem, ale i hmatem.

Uméni sestrojovat souvisi s dovednosti provadét geometrické konstrukce, které
predstavuji vyznamnou slozku Skolské matematiky [Kufina, 1996]. Origami pred-
stavuje jeden ze zplisobli geometrického konstruovani” a nabizi fadu zajimavych
konstrukénich dloh. Najdeme mezi nimi i takové tlohy, které podnécuji zvidavost
zakil, vedou k samostatnému objevovani zakonitosti a ukazuji Zakim jasné cil prace
(j. zkonstruovat néjaky tutvar). Déle predstavuji pfirozeny most, po kterém mohou
manudlni zkusenosti zZakul prejit do jejich geometrické poznatkové struktury a pfi-
spivaji k zvnitinéni pojmu zaky. Tyto charakteristiky konstruk¢nich tloh uvadi také
Hejny [Hejny, 1989]. Ztotoziiuji se s jeho ndzorem, Ze zarazovani konstrukénich
uloh do vyuky matematiky ma prinos pro rozvijeni matematickych dovednosti zZaka.
Navic se domnivam, Ze pokud budou Zaci provadét geometrické konstrukce nejen
béznym zplsobem (tj. rysovanim), ale i pomoci origami (nebo i jinymi konstruké-
nimi postupy), mize byt piinos geometrického konstruovani pro vzdélavaci proces
jesté zvysen.

VyuzZiti origami napomahd rozvijet i uméni dokazovat. Jak je patrné z nékterych
uloh popsanych v kapitoldch 5, 6 a 7, v prostiedi origami vznikd pfirozenym zpu-

2Stru¢na charakteristika zakladnich geometrickych konstrukei provadénych v prostfedi origami
je uvedena v kapitole 5.1.2.
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sobem fada problémi dikazového charakteru, které Zaci sami citi potfebu fesit.
Rozviji se tak jejich dovednost argumentovat a dokazovat.

Konecné feseni fady dloh vychazejicich z origami vyzaduje provadéni vypoctu a
pouzivani matematickych nastroji (Pythagorova véta, goniometrické funkce, kosi-
novd véta apod.), a tak vede k rozvijeni uméni poéitat. Ulohy fesené v prostiedi
origami umoziuji Zakim vidét smysl provadéni vypocti. Zarovenn mohou byt pro
Zaky zpestfenim pfi procvicovani pocitani, které je Casto potieba k tomu, aby si je
zautomatizovali.

4.4 Charakteristika modelovani pomoci origami

Nespornou vyhodou geometrického modelovani pomoci origami je snadna dostup-
nost materidlu, tj. papiru. I u nds jiZ lze za rozumnou cenu sehnat specidlni papiry
pro sklddani origami. Jejich vyuZiti v8ak v piipadé jednodussich modeld (v&etnd
vSech modelt popsanych v kapitolach 6 a 7) neni nezbytné, postaci i obyCejny ba-
revny papir. Dal$i vyhodou je skutecnost, Ze sloZzené modely si Zaci mohou pone-
chat, odnést domu ¢i jimi vyzdobit tfidu. Origami modely nejsou tplné statické, l1ze
je rozevirat (na rozdil od napt. modeli mnohostént slepenych z prislusnych siti),
coz zakiim miiZe napomoci pii vytvareni predstav o jednotlivych tutvarech a pii fe-
Seni uloh vychdzejicich z origami.

Na druhou stranu modelovédni pomoci origami ma i urcité nevyhody. Nékteré ttvary
1ze pomoci n¢j modelovat velmi obtiZzné (napf. pravidelny dvanactistén), nebo viibec
(napr. kruznice). Postupy skladani neékterych modelt jsou velmi narocné na Cas a
presnost prace. Pii nepresném sklddéni je Casto sestrojeny model natolik nekvalitni,
Ze neumoziuje zadkiim vidét v ném spravné geometrické vztahy a vyuZit jej k feseni
uloh z néj vychazejicich.

4.5 Mezipredmétové vztahy

Jednim z pozadavkid na vzdélavani vychazejicich z ramcovych vzdélavacich pro-
grami je vytvareni mezipfedmétovych vztahti. Origami nabizi mozZnosti, jak tento
pozadavek napliiovat. Nejvyraznéjsi je zfejmé vazba vyucovani matematice v pro-
stiedi origami s vytvarnou a pracovni vychovou. V ramci téchto predmétd Zaci mo-

3Vyhodou téchto papirii je jejich mensi tloust'’ka, kterd umoZiiuje snazii a presn&ji provedeni
prehybt
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hou sklddat nékteré ndrocnéjsi modely, jejichZ vlastnosti pak zkoumaji v hodindch
matematiky. Mohou také vytvafet ozdobné papiry vyuZitelné ke sklddani jednot-
livych modeld. Dalsi predmét, ktery origami pomdhd s matematikou propojit, je
Cesky jazyk, a to zejména v aktivitach, kdy Zéci zapisuji vlastni ndvod pro sloZeni
modelu (vice viz apitola 5.2.4). V takové situace musi stru¢né€ a srozumitelné slovné
popsat jednotlivé kroky sklddani. Ukazuje se, Ze pfi zafazeni origami do vyuky je
vhodné zminit i historii tohoto uméni, proto 1ze uvést i vazbu na déjepis.

4.6 Naroky na ucitele a Zaky

VyuZziti origami pfi vyuce s sebou piindsi i urcita rizika tykajici se naroku, které
prostiedi origami klade jak na ucitele, tak na zZaky. Zarazeni origami do vyuky vy-
Zaduje od ucitele velmi peclivou pfipravu. Ucitel musi pfipravit potfebné materi-
aly (vhodny papir ke skladani, zaddvaci listy), promyslet formu prace zakd, zvolit
vhodné ulohy a pfipravit se na rtizné zplisoby jejich feSeni ze strany zakl. Pred-
pokladem pro plné vyuZiti origami je rozvinutd schopnost ucitele vidét a rozumét
geometrickym problémutim, které v sob& origami ukryva. Pfi samotné vyuce je pak
nutné pocitat s pomern€ naro¢nym fizenim prace zakt. Doporuceni pro piipravu vy-
ucovaci hodiny v prostredi origami jsou uvedena v kapitole 8.3.1. Je také zapotiebi
vzit v ivahu zna¢né ndroky na €as, ktery Zéci potiebuji pro feSeni tloh vychazejicich
z origami. Ukazuje se, Ze pro efektivni vyuziti origami jako didaktického prostfedi
je nezbytné, aby se v ném naucili pracovat jak zaci, tak ucitel (coZ ostatné plati pro
kterékoliv didaktické prostredi)

4.7 Typy navodu

Ptredpokladem pro zafazeni origami do vyuky je dovednost sloZit model podle na-
vodu. Existuje nékolik typt ndvodd, podle kterych mohou Zaci rizného véku postu-
povat. NejCastéji pouzivané jsou ndsledujici tfi ndvody.

Demonstrace ucitelem patii mezi zdkladni didaktické postupy a je vyuzitelna i
v piipadé origami. Ucitel pfedvadi zakiim jednotlivé kroky skladani a Zaci je pak na
zakladé napodoby provadéji. Timto zplisobem se déti uci od rodic¢ti nebo kamaradi
skladat bézné détské papirové skladanky (napt. vlaSt' ovku, parnicek, vecerniCkov-
skou Cepici), a proto je vétsiné zaka blizky. Zasady, které by mél ucitel pfi volbé
tohoto ndvodu dodrZovat, jsou uvedeny v kapitole 8.3.3.
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Graficky navod, v podobé diagrami, ve kterych je pouZivana specidlni symbo-
lika origami, s kratkymi dopliiujicimi komentari, je v origami nejbéznéjsi. Jak bylo
uvedeno v kapitole 2.3, autorem tohoto zptsobu zdznamu konstrukci v origami je
Akira Yoshizawa. Timto zpisobem je dnes zaznamendvéna vétSina postupu skla-
dani modeld v publikacich uréenych jak Siroké verejnost, tak védciim zabyvajicich
se origami. Ukadzkou grafického névodu je ndvod pro sloZeni jedné z variaci Sono-
bovy jednotky, ktery je uvede n v kapitole 7.1.

Navod pomoci modelu, které zachycuji jednotlivé kroky skldadéni, stavi Zaky pred
problém objeveni provedeni piehybi v jednotlivych krocich. Zaci viak nemusi sami
zjistit poradi kroku skladéni tak, jako je tomu v piipadé poskytnuti ndvodu ve formé
vysledného modelu. Jak je podrobnéji uvedeno v kapitole 8.3.2, skladani podle
vysledného modelu predstavuje pro Zaky naro¢ny ukol. Ukazuje se ale, Ze naptiklad
pii sklddani mnohosténi je ve fazi zasouvani zakladnich jednotek do sebe pro zZaky
nazornéj$i trojrozmérny model neZ graficky navod s dvojrozmérnymi obrizky.

Je samoziejmé, Ze uvedené tfi typy navodi je pii vyuce mozné kombinovat. Napii-
klad kdyZz zaci postupuji podle grafického navodu, miize jim ucitel demonstrovat
vytvoreni nékterych slozitéjSich prehybd. Pri skladani slozitéjSich mnohostént za-
kim napomuze kombinace grafického ndvodu a vysledného modelu.

Rozhodnuti ucitele, jaky typ ndvodu pouZije, znacné zdvisi na tom, co chce zara-
zenim origami do vyuky sledovat a jaké dovednosti zakd chce rozvijet. Nékteré
vyhody a nevyhody jednotlivych typl navodu jsou uvedeny v kapitole 8.3.2.
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Kapitola 5

Moznosti vyuziti origami
v matematickém vzdélavani na
ruznych stupnich Skol

Tato kapitola obsahuje struény pifehled oblasti matematiky, ve kterych je origami
jako didaktické prostfedi uplatnitelné, a ndméty nékolika tloh. Prehled neni vy-
Cerpavajici, ale spiSe ilustruje rozmanitost moznosti vyuZiti origami v matematic-
kém vzdélavani, a to na riznych stupnich $kol. Rozdéleni z tohoto hlediska je Cisté
formdlni. Je ziejmé, Ze se mozZnosti vyuZiti origami na jednotlivych stupnich Skol
znaéné prolinaji.

Existuji dlohy, které lze feSit na vSech stupnich Skol, pfi postupné gradaci jejich
obtiZnosti. Pfikladem je modelovani rovnostranného trojihelniku (viz kapitola 6 a
krychle (viz kapitola 7). V obou piipadech Ize modelovani provadét jiZ na prvnim
stupni zékladni Skoly za Gcelem sezndmeni se s témito ttvary a zaroven se starSimi
zaky fteSit obtizn&jsi ulohy vychézejici z téchto modeli. Na druhou stranu existuji
v prostiedi origami dlohy typické pro dany stupen Skoly, jelikoZ se v4zi na dané
ucivo. Piikladem je modelovani paraboly (kapitola 5.3.2) nebo vypocet povrchu a
objemu mnohosténi (kapitola 7.6).

Vzhledem k oboru mého studia se 0 moZnostech vyuZiti origami na prvnim stupni
zédkladni Skoly a na vysoké Skole zmiuji jen okrajové.
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5.1 Prvni stupen zakladni Skoly

Obdobi, kdy déti nastupuji do Skoly, je pro né podle mého nazoru obdobim velmi
naroénym a zaroven dilezitym. Vytvareji si ke Skole a k jednotlivym predmétiim
vztah, ktery znacné ovlivni rozvijeni jejich dovednosti a Skolni uspéSnost. Domni-
vam se, Ze zejména v pocatcich Skolni dochdzky je vhodné ¢astecné zachovat formu
vzdélavani, na kterou byli Z4ci do té doby zvykli, a tou je hra. VE&fim, Ze origami
je didaktické prostiedi, které v sobé prvky hry obsahuje, a tak je jeho zafazeni do
vyuky na prvnim stupni Zddouci a piinosné, zejména pro rozvijeni predstavivosti a
jemné motoriky. Zéci se navic v tomto prostiedi postupné nau&i pracovat, coZ jim

pozdé€ji umozni fesit v ném i ndrocnéjsi ulohy. Na prvnim stupni vidim moZnosti
vyuZiti origami pii vyuce matematiky zejména v nésledujicich tfech oblastech.

5.1.1 Zavadéni geometrickych pojmu

V ramci vyucovani matematiky se Z4ci na prvnim stupni seznamuji s mnoha geo-
metrickymi pojmy (napf. kosocCtverec, rovnoramenny trojuhelnik, thlopficka, stred
usecky, osa tusecky, strana, hrana). Prostfedi origami jim miiZe prostfednictvim mo-
delovani pomoci nékteré pojmy 1épe pochopit, hlavné vSak pod dobrym vedenim
ucitele vede Zaky k tomu, aby geometrické pojmy spravné pouZzivali. Vyznam zafa-
zeni origami do vyuky matematiky na prvnim stupni spatfuji také v tom, Ze pomaha
zaktm budovat si spravné geometrické predstavy.

5.1.2 Zakladni geometrické konstrukce

Origami ptredstavuje netradiéni geometricky konstrukcni ndstroj, v nékterych piipa-
dech jednodussi nez rysovdni, a proto je pfi vyuce vitanou alternativou. UmoZiiuje
konstruovat kolmice, rovnobézky, stfed usecky, osu usecky, rtizné mnohouhelniky
(¢tverec, obdélnik, rovnoramenny a rovnostranny trojihelnik aj.) a mnohostény
(zejména krychli), se kterymi se tak Zaci mohou sezndmit a ,,osahat* si je. Konstru-
ovani pomoci origami také napomdha zdkiim budovat si spravné predstavy o shod-
nosti dtvari a osové soumérnosti. Konstrukcni dlohy feSené v prostiedi origami

rozpracovala v diplomové préci Sternova [Sternové, 2003].
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5.1.3 Metrické vztahy

Jednou z dileZitych dovednosti, kterou Zaci na prvnim stupni rozvijeji, je méfeni
délek usecek. Aby tuto dovednost mohli plné rozvinout, potfebuji ji procvicovat.
Pomoci origami Zaci snadno a rychle vytvori netradi¢nim zpiisobem tsecky riiznych
délek, které mohou méfit a porovnavat, a tim objevovat metrické vztahy. Vyznam
vyuZziti origami v tomto pripadé je podle mého ndzoru zejména motivacni, véfim,
Ze 7aky zaujme vice méfeni néceho, co sami vytvorili, nez néceho, co pouze dostali
vyti§téné k dispozici.

Origami vede rovnéZ k uchopeni pojmu obvod a miZe byt propedeutikou pojmu
obsah. Sklddanim papiru 1ze modelovat déleni celku na stejné Casti (zlomky 1/2,
1/4, 1/8, atd.), a to riznymi zpusoby, coz je dulezité pro vytvoreni spravnych pred-
stav pojmu zlomek. Modelovani dalsich zlomku (napr. 1/3, 1/5, 1/6) je sice rovnéz
mozné, ale pro Zaky prvniho stupné pomérné€ narocné.

5.2 Druhy stupen zikladni Skoly

V rdmci vyu€ovani matematiky na druhém stupni zdkladni Skoly si Zaci postupné
osvojuji hlubsi matematické poznatky a osvojuji si fadu matematickych dovednosti.
Otviraji se tak dal${ moZnosti pro vyuZiti origami, zejména ve vyucovani geometrii.

5.2.1 Mnohoihelniky a jejich vlastnosti

Na druhém stupni se Zaci seznamuji s mnohothelniky, zejména se uci rozpozndvat
typy trojuhelnikii a Ctyfihelnikii. Origami umoziuje také modelovani pravidelnych
mnohothelnikd (Sestitihelnik, osmidhelnik a pétithelnik). Zaci mohou vyhleddvat
mnohothelniky v siti pfehybd a mohou zkoumat jejich vlastnosti, napf. urCovat
velikosti jejich vnitinich Ghld a délky jejich stran. Nékolik konkrétnich dloh tohoto
typu je uvedeno v kapitole 7.2.

Skladanky vytvofené pomoci origami, rozloZeny papir se siti prehybd i ttvary tvo-
fené prehyby jsou Casto osové Ci stiedové soumérné. Origami umoziuje Zakim
ovéfovat osovou soumérnost prelozenim papiru a snadno urCovat osy, resp. stied
soumeérnosti.
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5.2.2 Shodnost a podobnost

RozloZenim sklddanky vznikne na papiru sit’ pfehybu, kterd obsahuje asto shodné
&i podobné mnohothelniky (jedna takova sit’ je na obrazku 7.2). Ukolem pro zdky
pak je tyto shodné ¢i podobné mnohouhelniky hledat a zdivodnit jejich shodnost,
resp. podobnost. Na zakladé shodnosti trojihelnikii 1ze dokéazat spravnost kon-
strukce trisekce uhlu pomoci origami (viz kapitola 3.2). Samotnd konstrukce a jeji
dilkaz by mohla byt zarazena na zdkladni Skole jako tloha pro nadané Ziky, na
stiedni Skole jako ukdzka matematického diikazu. Ddle jsou stru¢né popsany dvé
ulohy, jejichz feseni vychazi z podobnosti trojuhelnikl a je vyznamné pro prove-
deni duplikace krychle pomoci origami popsané v kapitole 3.3.

5.2.2.1 Rozdéleni ¢tverce na tretiny

Pti skladani origami je nékdy zapotiebi rozdélit ¢tverec papiru na tii shodné obdél-
niky, coz je také vychozi situace pro provedeni duplikace krychle. Toto rozdéleni
I1ze provést bud’ priblizné, zkusmo (coz je bézna praxe), nebo presné. PopiSu pies-
nou konstrukei, kterou predstavil Hull [Hull, 2006]. Provedeme piehyby tak, jak je
naznaceno na obrazku 5.1. Nejprve preklddanim Etverce sestrojime jeho dhlopticku
AC a stiedni pficku ED. Poté vytvofime tsecku BD a prisecik AC a BD oznaCime
G. Bodem G vedeme tseCku rovnobéznou s BC a jeji prusecik s AB oznacime F.

Plati, Ze |[FB| = }|AB]

A £ F B

Obrazek 5.1: Rozdéleni Ctverce na tietiny
Diikaz této skuteCnosti neni tplné trividlni; miiZze opét nalézt uplatnéni na zakladni

Skole jako problémové tloha pro nadané Zaky, na stfedni Skole jako ukdzka pfimého
matematického dikazu.
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Predpokladdame, Ze délka strany Ctverce je jedna, a umistime ho do soustavy sourad-

nic tak, Ze bod A mad soufadnice [0,0] a bod B[1,0]. Bod G leZi na ose 1. a 3. kvad-

rantu, a proto jeho soufadnice ozna¢ime [x,x|. Jestlize |AF | = x, pak |FB| =1 —x.

Podle véty uu o podobnosti trojihelnika plati, ze AEBD ~ AFBG. Pomér podob-
|DE| __ |EB| 1/2 2

nosti trojthelnikd je 7 = (75 = 1 = 15 > 2 - =x=>x=1.

5.2.2.2 Hagaova véta

Vytvotfenim jediného piehybu na ¢tvercovém papiru lze vymodelovat tfi podobné
trojuhelniky, coz tvrdi tzv. Hagaova véta. Vezmeme Ctverec papiru a zvolime libo-
volny bod na jeho horni strané. Poté vytvorime prehyb tak, Ze na tento bod priloZime
pravy dolni vrchol ¢tverce (obrdzek 5.2a). Vytvofili jsme takto trojihelniky ACB,
EDC a GFE (obrazek 5.2b). Plati, ze AABC ~ AEDC ~ AGFE. Pravé toto tvr-
zeni je znamo jako Hagaova véta!, kterd ma uplatnéni pfi diikazu spravnosti postupu
duplikace krychle pomoci origami.

0 E F
C G
B B
A
(a) (b) (c)

Obréazek 5.2: Hagaova véta

Hagaovu vétu mohou snadno dokézat Zaci, ktefi maji zdkladni znalosti o podobnosti
trojuhelnikt. Na obrizku 5.2¢ jsou vyznaCeny pravé thly, necht |/DCE| = a a
|/CED| = B. Z trojihelniku DCE je patrné, Ze a.+ B = 90° = a. = 90° — B. Plati,
7e |/FEG| = 180° —90° — B = 90° — B = a. Uhly DCE a ACB jsou vrcholové, a
tedy |ZACB| = a.. Podle véty uu o podobnosti trojihelnikti pak plati, Ze AABC ~
AEDC ~ AGFE.

'Kazuo Haga je japonsky matematik a origamista, ktery publikoval fadu matematickych tloh
vychézejicich z origami. Cilem jeho tloh je pomoci origami zdktim ukdzat ,,mikroverzi tii fazi
matematického vyzkumu, tj. objev, domnénku a diikaz [Haga, 2002]
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5.2.3 Mnohostény a metrické tlohy

Pro uplnost prehledu moZnosti vyuZziti origami ve vyucovéani matematice zde uva-
dim, Ze pomoci origami je moZné sestrojit modely mnohosténti. Tomuto tématu je
vénovana kapitola 7. Modely mnohosténtl, ale i mnohouhelniky vytvorené piehyby,
1ze pfi vyuce vyuZzit k feSeni metrickych tloh; ukdzky takovych uloh jsou v kapito-
lach 6.3 a 7.6.

Pro feSeni téchto uloh vychdzejicich z origami je nezbytné, aby Zici aplikovali
Pythagorovu vétu nebo vyuzili znalosti o goniometrickych funkcich ostrého thlu
v pravothlém trojihelniku. Prostfedi origami tak poskytuje prilezitosti procvicovat
tyto dovednosti v netradi¢nich dlohach. Z vlastni zkuSenosti vim, Ze Zaci potiebuji
vypocitat pomérné hodné dloh, aby se naudili Pythagorovu vétu a goniometrické
funkce spravné pouzivat. Pfi feSeni tloh z uc¢ebnice vSak pomérné brzy ztraceji mo-
tivaci. Zarazenim uloh feSenych v prostiedi origami (stejné jako zafazeni jinych,
pro né netradiCnich dloh) 1ze ziskat zpét jejich zdjem, a umoZznit jim tak plné ovlad-
nout tak vyznamné matematické nastroje, jakymi Pythagorova véta i goniometrické
funkce nepochybné jsou. V kapitole 6.4 je popsdno, jak miiZe byt prostiedi origami
vyuZzito k odvozeni nékterych hodnot goniometrickych funkci. Pythagorova véta ma
uplatnéni pfi reSeni tloh uvedenych v kapitolach 6.3, 7.6 a 7.7.

5.2.4 Zapis postupu konstrukce

Na druhém stupni se Zaci seznamuji s geometrickou symbolikou a uci se ji pouzivat
pfi zapisu postupu konstrukce v konstrukénich dlohdach. Sklddani papiru je svym
zptisobem také konstruk¢ni tdloha, a tak se nabizi, aby Zaci zaznamenali jeji po-
stup. Ukazuje se, Ze aktivita, kdy Zaci zaznamendvaji postup, ktery se naucili podle
demonstrace uitelem, Z4ky zaujme?. Tato aktivita navic vede k rozvijenf riiznych
dovednosti 7akti. Zaci jsou nuceni vyjadiovat se stru¢né a zdroveii srozumitelné a
presné, nacrtdvaji a pojmenovavaji rovinné utvary, vymysleji nebo se u¢i pouzivat
symboliku vhodnou pro origami. Mdm zkuSenost, Ze tato aktivita d4& moZnost vy-
niknout i zakdm, ktefi jinak v matematice nevynikaji, a tak ziskat k matematice
pozitivnéj$i vztah. Uvedena aktivita je pfinosnéjsi pro zaky, ktefi nemaji zkuSenosti
se skladanim origami podle grafického ndvodu, protoZe musi objevovat vlastni zpa-
soby, jak postup zaznamenat a nejen aplikovat jizZ zndmou symboliku. V kazdém
ptipadé je pfi zaclenéni této aktivity do vyuky nutno pocitat se zna¢nou ¢asovou na-

2V ramci vyuky matematiky v sedmém ro¢niku jsem béhem jedné vyucovaci hodiny naucila
zaky slozit zdkladni Sonobovu jednotku (viz Pfiloha F) a jejich tkolem bylo napsat navod k jejimu
slozeni. Ukdzka jednoho takového zZdkovského navodu je v Pfiloze L
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ro¢nosti. Naucit se skladat Sonobovu jednotku a sepsat navod pro jeji sloZeni zabere
zaklim prinejmensim jednu vyucovaci hodinu (45 min).

5.3 Stredni Skola

Origami ma své uplatnéni rovnéz ve vyuce matematiky na stiedni Skole. Pravé na
stfedni Skole se mohou Z4ci sezndmit s klasickymi problémy fecké matematiky a fe-
Sit trisekci thlu a duplikaci krychle pomoci origami (viz kapitola 3.2 a 3.3). Stru¢né
zminim 1 nékteré dalsi typy stfedoSkolskych dloh, které vychdzeji z origami.

5.3.1 Zobrazeni v roviné

Po rozloZeni skladanky vznika na papiru sit’ piehybi, ve které lze obvykle na-
1€zt fadu shodnych ¢i podobnych mnohothelnikii. Timto zpisobem miize byt Za-
kim zaddna utloha nalézt zobrazeni, které zobrazi jeden mnohouhelnik na druhy.
Touto oblasti se pom&mé podrobné zabyva ve své diplomové prici Sternova
[Sternov4, 2003], nebudu ji tedy hloubg&ji zmitiovat. Za zminku stoji, Ze na zakladd
provedeného experimentu zjistila, Ze zicastnéné Zaky zaujala zejména vétsi nazor-
nost pfi prici s papirem, kterd u nich vedla k lepsi predstave jednotlivych zobrazeni.

5.3.2 Modelovani paraboly

Jak bylo uvedeno v kapitole 3.1, konstrukce odpovidajici axiomu (AS5) predstavuje
sestrojeni teCny paraboly. Jak zminuje Hull [Hull, 2006], tuto skutecnost ucitelé
vyuzivali pfi vyuce matematiky jiZ kolem roku 1924.

Zici si na obdéInikovém & Etvercovém papiru vyznadf libovolny bod P a zvoli si
jednu ze stran papiru. Pak vytvoii prehyb tak, Ze pfilozi bod P k libovolnému bodu
zvolené strany papiru (obrazek 5.3a). Postup né€kolikrat zopakuji a na papite zis-
kaji nékolik prehybil, které jsou teCnami paraboly s ohniskem P a fidici pifimkou
AB (obrazek 5.3b). Nebudu se zde touto problematikou podrobnéji zabyvat, odka-
zuji na jiz zminénou publikaci [Hull, 2006], kde je detailné rozebrdna z hlediska
matematického i didaktického.
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L ;
Y-

(a) {b)

Obrazek 5.3: Modelovéni paraboly

5.3.3 Analyticka geometrie

V ramci tématického celku analytickd geometrie 1ze pouZit origami jako prostredi,
v némZ7 Zaci modeluji body a pfimky a posléze hledaji jejich analytické vyjadrent,
urcuji vzdalenost bodu od pfimky, odchylky pfimek apod. Jsem si védoma toho,
Ze v tomto piipad€ neprindsi origami z matematického pohledu zZdkim nic nového,
ale mize mit u nékterych zaki motivacni ucinek, a proto bych se jako ucitel jeho
vyuziti nebrénila.

Nékteré problémy vychdzejici z origami lze fesit jak syntetickym, tak analytickym
postupem. Pro ilustraci uvddim analyticky zptisob dliikazu spravnosti postupu roz-
déleni ctverce na tfetiny, uvedeného v kapitole 5.2.2.1. Vychozi situace je zobra-
zena na obréazku 5.1; necht’” A[0;0] a B[1;0]. Pak pfimka AC ma vyjadfeni y = x a
piimka BD vyjadfeni y = —2x+ 2. Bod P je prusecikem téchto dvou piimek, jeho
souradnice tedy vypocitime vyfeSenim soustavy prislusnych rovnic, kdy dostavdme

P[%,%]

5.3.4 Stereometrie

Studium stereometrie na stfedni $kole je podle mych zkusenosti pro fadu zakd ve-
lice obtizné. Origami zfejmé neni zcela idedlni prostfedi, které jim pomize této
problematice porozumét, ale miiZze jim pomoci ziskat 0 mnohosténech konkrétni
predstavu. V kapitole 7.7 je uvedeno nékolik tdloh tykajicich se fezti mnohosténd.
Domnivdm se, Ze nékteré z nich by mohly byt zafazeny do vyuky pfed samotnym
studiem stereometrie, aby napomohly zZakim ziskat o problematice fezi urcitou re-
alnou predstavu zaloZenou na manipulaci s modely mnohostént.
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5.4 Vysoka Skola

Ulohy vychézejici z origami predstavuji nékdy velmi sloZité matematické problémy,
jejichz tfeseni prislusi studiu matematiky na vysoké Skole. Neni predmétem této
prace zde ulohy této obtiZnosti rozebirat, proto odkazuji opét na publikaci Hulla
[Hull, 2006], kde jsou predstaveny tlohy zasahujici do oblasti teorie ¢isel, kombi-
natoriky, teorie grafi, linedrni algebry, topologie, sférické trigonometrie a diferen-
cidlniho a integralniho poctu.

Origami rovnéz nabizi ilohy vhodné pro studium ucitelstvi matematiky. U nas to
za tim neni pfiliS béZné, ale z podoby nékterych britskych a americkych publi-
kaci ([Pearl, 2008], [Franco, 1999], [Hull, 2006], [Mitchell, 2001], [Baicker, 2004])
usuzuji, ze v téchto statech je situace jind. Zminéné publikace zaméfrené na vyuziti
origami pfi vyuce matematiky jsou koncipovédny pro ucitele, obsahuji didakticky
rozbor jednotlivych uloh a Casto pracovni listy, které je mozno okopirovat a dét
zaktim. Vedou ucitele k tomu, aby origami do vyuky efektivné zarazovali.
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Kapitola 6

Rovnostranny trojuhelnik v prostredi
origami

S pojmem rovnostranny trojuhelnik se Zaci setkdvaji jiZ na prvnim stupni zdkladni
Skoly. Domnivam se, Ze jiZ od tohoto obdobi Ize k vymodelovani rovnostranného
trojuhelniku vyuZit origami. Pfinos vyuZiti origami pak spatfuji v tom, Ze Z4ci si
alternativnim zptisobem oproti klasickému rysovani zhotovi vlastni model ttvaru,
se kterym déle pracuji, mohou si jej vystfihnout a ,,0sahat* si jej.

Konstrukci rovnostranného trojihelniku pomoci origami mizeme pfi vyucovani
rozvinout v riznych podobéch a vyuzit k feseni fady uloh, a to podle véku a drovné
matematickych znalosti a dovednosti zdkl. V nejjednodussi formé je tato aktivita
pro zdky moZnosti, jak si bez pouZiti rysovacich potfeb vymodelovat rovnostranny
trojihelnik a pozndvat ¢i ovéfovat jeho vlastnosti - délky stran, velikosti vnitfnich
uhli, osy soumérnosti apod. V nejslozitéjsi podobé ptivede tento tkol zdky k hle-
dédni nejvétstho mozného rovnostranného trojihelniku vepsaného do ¢tverce a k pro-
blému, jak tento trojuhelnik ze Ctverce papiru slozit.

Predstavim postupné zdkladni varianty dloh. Je samoziejmé, Ze béhem konkrétni
vyucovaci hodiny je mozné ulohy a problémy z jednotlivych variant kombinovat.
Jsem si védoma toho, Ze k vyfeSeni fady z uvedenych tloh neni pouziti origami
nutné a Ze by v zdsadé mohl postacit nacrtek rovnostranného trojihelniku. Véfim
vSak, Ze vyuziti origami je alternativou, kterd Zdky zaujme a motivuje k vétSimu
usili.
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6.1 Skladani rovnostranného trojihelniku ve ¢tverci
podle navodu

Rovnostranny trojuhelnik se obCas vyuZziva jako zédkladni tvar pro sklddani nékte-
rych sklddanek, a tak byva navod k jeho sloZeni ze ¢tverce Casto uvadén. Ackoliv
existuje nekolik zpiisobd, jak ve ¢tverci rovnostranny trojihelnik sloZit, v publika-
cich o origami se nejCastéji setkdvdme s nasledujicim postupem, ktery uvadi napf.
Gross [Gross, 2005].

6.1.1 Prvni postup skladani rovnostranného trojihelniku

1) Nejprve vymodelujeme piehyb, ktery rozdéluje ¢tverec na dva shodné obdélniky.

2) Poté ptiloZime levy horni vrchol Ctverce na tento piehyb tak, aby nové vznikajici
prehyb zédroven prochézel levym dolnim vrcholem Ctverce (obrdzek 6.1a).

3) Skladanku rozloZime a krok 2) zopakujeme i s pravym hornim vrcholem Ctverce.
Vznikly AABC je rovnostranny (obrazek 6.1b).

(a) (b)

Obrazek 6.1: Prvni postup skladdni rovnostranného trojihelniku

Na prvni pohled jednoduchy sklad v sob& ukryva naroc¢ny tukol - pfilozit levy (resp.
pravy) horni vrchol ¢tverce na osu Ctverce tak, aby vznikajici pfehyb zdroven pro-
chéazel levym (resp. pravym) dolnim vrcholem ctverce (pouZivdme axiom (AS)). Je
pravda, Ze provedeni tohoto pfehybu vyZaduje velmi dobfe rozvinutou jemnou mo-
toriku, coZ néktefi Zaci nemaji. Toto uskali 1ze vyfesit tak, Ze zdkim poradime trik,
jak takovy prehyb provést.! Pokud by ani tato rada Zakovi nepomohla, miZzeme mu

'Nejprve je zapotiebi vytvofit kratky piehyb v nejbliz§im okoli dolniho vrcholu &tverce, ktery
timto vrcholem prochazi. Poté tento prehyb pritiskneme prstem k podloZce a horni vrchol Etverce
posouvame tak dlouho, az se dotykd pfehybu v ose ctverce. Nakonec novy pfehyb dokoncime.
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dat k dispozici Ctverec papiru, na kterém budou pfedem vyznaceny body, na které
je tieba vrcholy Ctverce priloZit.

Vyuziti uvedeného postupu sklddani rovnostranného trojuhelniku pfi vyuce vSak
pfindsi jednu nevyhodu - z postupu neni pro zdky ziejmé, pro¢ je AABC rovno-
stranny. Tento didakticky problém lze vyfesSit pouZitim nasledujiciho postupu.

6.1.2 Druhy postup skladani rovnostranného trojihelniku

1) Nejprve vymodelujeme piehyb, ktery rozdéluje ¢tverec na dva shodné obdélniky.
Poté prilozime levy dolni vrchol Ctverce na tento prehyb tak, aby nové vznikajici
prehyb zdroven prochézel pravym dolnim vrcholem Ctverce (obrazek 6.2a).

2) Vytvorime prehyb, ktery ,kopiruje” preloZenou dolni stranu ctverce (obra-
zek 6.2b). Skladanku rozloZime.

3) Zopakujeme kroky 1) a 2) s pravym dolnim vrcholem ctverce. Na rozloZeném
Ctverci prehyby tvoii AKLM, ktery je rovnostranny (obrazek 6.2c).

{c)

Obrazek 6.2: Druhy postup skldddni rovnostranného trojuhelniku

U tohoto postupu sklddani je diky vlastnostem sklddani papiru ziejmé, proc je
AKLM rovnostranny. Na druhou stranu tento postup vyzaduje od Zakd provedeni
vice prehybi, nez postup prvni, a povede tedy pravdépodobné k vétsim nepies-
nostem. Volba postupu tedy zdleZi na tom, jaké ucitel sleduje cile. Pokud chceme,
aby zaktim bylo zfejmé, Ze zkonstruovany trojihelnik je rovnostranny, je druhy po-
stup skladani pravdépodobné vhodnéjsi. Na druhou stranu, pokud chceme model
trojuhelniku vyuZzit k méfeni délek stran, vysek a velikosti vnitinich thld, zvoleni
prvniho uvedeného postupu sklddani povede podle mého nazoru u zaka k sestro-
jeni presnéj$tho modelu rovnostranného trojihelniku. Navic zvoleni tohoto postupu
vede ke vzniku problému, jak prokazat, ¢i vyvratit, Ze zkonstruovany AABC je rov-
nostranny.
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6.2 Dukaz, Ze slozeny trojihelnik je rovnostranny

Jak bylo uvedeno v kapitole 6.1.1, z prvniho postupu sklddani rovnostranného troju-
helniku nenfi patrna jeho rovnostrannost. Je velmi pravdépodobné, Ze pokud zZakim
zaddme kol zméfit délky stran vymodelovaného trojihelniku, budou se kvili ne-
presnosti skladani a méfeni tyto tdaje u jednotlivych zaki lisit. MidZe se tedy stat (a
bylo by to Zadouci), Ze se samovolné objevi problém, zda pomoci tohoto postupu 1ze
opravdu vymodelovat rovnostranny trojihelnik. V tom piipad¢ je tfeba zaky privést
k tomu, aby citili potfebu tuto skutecnost dokazat, nebo vyvritit. Diikaz 1ze provést
nasledujicim zpisobem.

Vyznalime si body P,Q,S,S" a A’ tak, jak je uvedeno na obrdzku 6.3. Necht' |AB| =
a a |ZAPQ| = a. Bod P je bod, do kterého byl v pribéhu sklddani pfemistén vr-
chol étverce A’. Z pouZité konstrukce vyplyva, Ze dsecka AP je soumérné sdruZena
s tisetkou AA’ podle osy AC, a proto |AP| = |AA’| = a. Obdobné |AS'| = |AS| = §
a|ZAS'Q| = |ZASQ| = 90°. AAPQ je tedy rovnoramenny, jelikoZ jeho vyska pro-
chdzi stfedem strany. Pak |ZAPQ| = |ZPAQ| = o . Pfimka AC je osou ZPAS, a
tudiZ je | £SAQ| = |£ZPAQ| = a.. Potom plati, Ze 3a. = 90° = o. = 30°. Kone¢né do-
stdvame, Ze |Z/BAC| = 60°. Obdobnym zptisobem lze dokdzat, ze |ZABC| = 60°,
AABC je tedy rovnostranny. Je ziejmé, Ze rovnéz AAPA’ je rovnostranny.

A 0

A B

Obrazek 6.3: Dikaz rovnostrannosti AABC
Dikaz rovnostrannosti AABC mohou teoreticky provést jiz zaci, ktefi si osvojili
dostatecné poznatky o trojihelnicich a osové soumérnosti (tedy Zaci 6. ro¢niku ZS).

Pro zaky této vékové kategorie jej vSak povazuji za pfili§ narocny, jelikoz vyzaduje
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od zakid znacny vhled do situace. Bylo by vSak mozné zaradit jej jako rozsitujici
ulohu pro nadanéjsi Zaky, nebo jej zatadit do vyuky ve vysSich ro¢nicich.

V kazdém piipadé je zapotiebi, aby si zici uvédomili, Ze je vhodné pracovat
s AAPS. Zaci t&7ko na tuto skutecnost piijdou sami, ucitel tedy v procesu doka-
zovani hraje dllezitou roli, v rdmci které Zaky dikazem provadi tak, aby nabyli
dojmu, Ze dikaz provedli sami.

13

Popsany diikaz je z matematického hlediska korektni, ale je ponékud ,,kostrbaty* a
Zaci se v ném pravdépodobné budou téZko orientovat. S vyuzitim druhého postupu
sklddani rovnostranného trojihelniku (viz kapitola 6.1.1) 1ze snadno dokdzat, Ze i
prvni postup sklddani vede k sestrojeni rovnostranného trojihelniku. Prvni prehyb
je v obou postupech sklddéni totoZny. Z druhého postupu skladdni je vSak rovno-
strannost sestrojeného trojihelniku zfejm4, a tak byl prvnim prehybem pravy thel
rozdélen na dva thly o velikosti 30° a 60° (viz obrdzek 6.2). I prehyby u prvniho
postupu byly tedy vymodelovany thly o velikosti 60° (viz obrazek 6.1) a vysledny
trojuhelnik je proto rovnostranny.

6.3 Vypocet obsahii vymodelovanych rovnostrannych
trojahelniku

V ramci zkoumani vymodelovaného AABC je moZné zabyvat se se zaky dal$im pro-
blémem - uréenim jeho obsahu. K urceni obsahu AABC je zapotiebi znat délku jeho
vysky. Pomoci origami mohou Zaci v AABC vysky snadno vymodelovat a zméfit
jejich délku. Lze ocekévat, Ze vzhledem k neptesnosti sklddani a méfeni se budou
jejich ddaje lisit. Tuto skutecnost Ize vyuZit k privedeni Zakl k tomu, aby citili po-
tirebu délku vysky urcit presné, tj. vypoctem. Pokud jiz Zaci znaji Pythagorovu vétu,
mohou ji k vypoctu vyuZzit. Takovy tkol sice neni o mnoho zajimavejsi a narocnéjsi
nez bézné ulohy z ucebnice na uziti Pythagorovy véty, ale motivacni faktor, ktery
Pythagorovu vétu jesté neznaji, Ize problém vypoctu vymodelovaného trojihelniku
vyuZit jako tvodni tlohu k jejimu zavedent, jelikoZ z néj vyplyva potieba odvozeni
vztahu, ktery umoziuje vypocet délky strany v pravoihlém trojihelniku, ve kterém
zname délky dvou zbyvajicich stran.

Miizeme se se Zaky rovné€Z zabyvat problémem, zda je moZné vypocitat délky stran
a nasledné i obsahy dvou dalSich vymodelovanych trojihelnikt - ACDE a AQRC
(viz obrazek 6.3). Tyto vypolty nejsou pro Zaky ZS rozhodné trividlni. Je k nim
mimo jiné zapotfebi vyuZit znalosti o goniometrickych funkcich a provést dpravy
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vyrazli s odmocninami. Opét by tedy tyto tilohy mohly byt vyuzZity jako rozsifujici
pro nadanéj$i Zaky, nebo by mohly byt zafazeny aZ na stfedni Skole.

6.4 Odvozeni hodnot goniometrickych funkci

Obéma vyse uvedenymi postupy konstrukce rovnostranného trojihelniku Zaci za-
roveti zkonstruovali tzv. trojihelnik 30° — 60° — 90° 2, ktery mohou vyuZit k odvo-
zeni hodnot goniometrickych funkci pro thly o velikosti 30° a 60°. Z konstrukce
vyplyva, Ze délka jeho prepony je dvojndsobna oproti délce jedné z jeho odvésen,
a vzhledem k tomu, Ze miZeme pracovat se ¢tvercem papiru libovolné velikosti a
zkonstruovat tak trojihelnik 30° — 60° — 90° libovolné velikosti, Zaci snadno na-
hlédnou, Ze pro kazdy takovy trojihelnik bude platit, Ze jeho pfepona ma dvojna-
sobnou délku nez jedna z odvésen. Objeveni této skutecnosti umozni Zakiim odvodit
hodnoty goniometrickych funkci pro thly o velikosti 30° a 60°. Pro ilustraci uvé-
dim odvozeni hodnot sin30° a sin60°, odvozeni pro ostatni goniometrické funkce
je analogické.

K Sk =)
Obrazek 6.4: Odvozeni hodnot goniometrickych funkci

Necht’ ¢tvercovy list papiru, ve kterém byl vymodelovan rovnostranny AKLM (viz
obrazek6.4), ma délku strany a. Potom v ASLM plati: |[LM| = a, |SL| = §. Pomoc{

Pythagorovy véty vypocitame, Ze |SM| = a\/Tg. Potom sin30° = 7 - é = % asin60° =

a3.1_ 3
2 a2

V fadé€ ucebnic pro zdkladni Skoly je Zdkim ucivo o goniometrickych funkcich
pouze predlozeno bez jakychkoliv podnétii k zamysleni a hodnoty goniometric-
kych funkei Zaci zjiSt'uji pomoci tabulek nebo kalkulacek. Domnivdm se proto,
Ze by pro zdky mohlo byt pfinosné, kdyby zjistili, Ze jsou sami schopni urcit presné

20znaéent trojihelnik 30° —60° —90° je v anglické literatufe béZné a pouZiva se pro pravoihlé
trojihelniky s velikosti dvou zbyvajicich thla 30° a 60°.
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hodnoty goniometrickych funkci nékterych thld. Zaroven origami v tomto pripadé
umoziuje provést vnitini diferenciaci vyuky tak, aby vSichni Zici méli moZnost
tuto ulohu fesit. Nadanéjsi Zaci ji mohou fesit v obecnéjsi roviné a provést odvozeni
tak, jak jsem jej uvedla vySe. Zici, kterym &inf upravovani vyrazii s promé&nnou a
s odmocninami potiZe, mohou urcovat hodnotu nékteré z goniometrickych funkci
pro uhly o velikosti 30° a 60° pouze pro jeden konkrétni trojihelnik (ten, ktery si
sami vymodelovali) a pracovat tak pouze s ¢iselnymi vyrazy. Pak povazuji za ucelné
kazdého z téchto Zaki nechat vymodelovat trojihelnik 30° — 60° — 90° ze Ctverce
papiru o jiné velikosti stran, aby kazdy z nich pracoval s rozdilnymi hodnotami a
aby tak i tito Zaci dosli k zavéru, Ze hodnota goniometrické funkce zavisi pouze na
velikosti thlu a nikoliv na délce stran trojuhelniku.

6.5 Nalezeni vlastniho zpusobu, jak ve c¢tverci slozit
rovnostranny trojihelnik

Problematiku sloZeni rovnostranného trojihelniku je mozné Zaktm predstavit také
jinym zptusobem. Namisto piedvedeni postupu skladani trojihelniku a nasledného
dokdzani, ze se jedna o rovnostranny trojihelnik, miZeme zaky vést k tomu, aby
sami zpusob sloZeni rovnostranného trojihelniku objevili. Zadéani takového tkolu
by mohlo znit velmi prosté: ,,Pomoci prekladani papiru vymodelujte ze ctvercového
listu papiru rovnostranny trojihelnik.*

Takto zadand tloha je divergentniho typu?, jelikoZ existuje mnoho zpisobu, jak
splnit jeji zaddni. S divergentnimi tlohami se Zaci v matematice piili§ Casto nese-
tkavaji. Jejich zarazeni do vyuky vSak povazuji za dileZité, protoZe jejich feSeni
rozviji u zaki tvorivost.

Je pravda, Ze maloktery zak problém sloZeni rovnostranného trojuihelniku ve ctverci
vyresi zcela samostatné, ale s nékolika vhodné poskytnutymi radami Ize zéky k ob-
jevu dovést. Jak uvadi Hull [Hull, 2006], je vhodné nejprve zaky navést, aby ve
¢tverci slozili trojuhelnik 30° — 60° — 90° a tuto dovednost posléze vyuZili ke slo-
Zeni rovnostranného trojihelniku. Je podle néj mozné zakiim poskytnout velmi cen-
nou ndpovedu, Ze se maji snazit o sloZeni takového pravouhlého trojihelniku, ktery
m4 preponu dvojndsobné délky neZ je jedna z odvésen (takovy trojihelnik je totiZ
pravé hledany trojihelnik 30° — 60° — 90°), pfipadné i navrhnout vymodelovéni a
vyuziti osy strany ctverce. Mnoho zdkl se vSak podle jeho zkuSenosti snazi slozit

3Pii feent tloh divergentniho typu vymyslime riizné postupy a varianty, zvaZujeme eleganci
feSeni a dochazime k origindlnim vysledktim [LokSova, 1999].
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trojuhelnik 30° — 60° — 90° tak, Ze jeho pravy tdhel leZi ve vrcholu Ctverce, coZ je
pomérné narocny ukol. Tvrdi, Ze pak je vhodné Zakiim navrhnout, aby pravy thel
trojihelniku umistili dovnitf ¢tverce, coZ jim muzZe pomoci problém vyfesit.

To nicmén¢ neznamend, Ze Zaci nevymysli jiny, originalni zptsob. K motivaci zaka
k nasledujicimu problému by bylo idedlni, kdyby sloZili rozdilné rovnostranné troj-
uhelniky. Ale jiz skuteCnost, Ze postupem sklddédni uvedenym v kapitole 6.1.1 se vy-
modeluji tfi rovnostranné trojuhelniky o rizné délce stran, postaci k tomu, abychom
zaktim polozili nasledujici otazku: ,,Jaky je nejvetsi rovnostranny trojihelnik, ktery
1ze slozit ve Ctverci? “

6.6 Maximalni rovnostranny trojihelnik vepsany do
Ctverce

Otédzka uvedena na konci predchoziho odstavce stavi zZadky pred velice zajimavy
problém. Pokud pred feSenim tohoto problému jiZ néjakym zptisobem sloZili rovno-
stranny trojuhelnik, jehoZ strana m4 stejnou délku jako strana ¢tverce (at’ jiz podle
navodu, nebo vlastnim vymyslenym zplisobem), mohou tento trojuihelnik vyuzit
k nalezeni nejvétstho mozného rovnostranného trojihelniku vepsaného do ¢tverce.
Je mozné, Ze Zaci sami objevi, Ze pokud pootoci AABC kolem jednoho z vrchold,
je pak mozné ho jesté trochu zvétsit (viz obrazek 6.5). Vyhoda toho, Ze AABC Zaci
ziskali skladanim papiru, je, Ze Zaci si tuto situaci mohou snadno vymodelovat vy-
stiizenim AABC a jeho pfiloZenim na novy ¢tverec papiru. Je vSak také mozné, Ze
Zaci budou trvat na tom, Ze nejveétsi mozny trojihelnik je pravé AABC, tj. takovy,
ktery ma délku strany shodnou s délkou strany Ctverce. V tom piipadé jim miiZe
ucitel dat k dispozici vystiizeny AKLM (viz obrazek 6.5) a fici jim, Ze jej vystfihl
ze Ctverce papiru o stejné velikosti, jako maji Zaci. Jejich tkolem pak je vymyslet
zpusob, jak by se tento trojuhelnik do ¢tverce mohl vejit. Domnivam se, Ze tento
ukol Z4dky zaujme, ponévadZ pro né bude mit charakter hlavolamu a budou ho moci
fesit manipulaci s papirovym trojahelnikem. Zdci tak zjisti, Ze je mozné ze &tverce
ziskat vetsi rovnostranny trojihelnik, nez je AABC.

Poté vsak Zéci potfebuji odvodit presnou polohu AKLM ve ¢tverci. Formou dis-
kuse muze ucitel zaky privést k tomu, Ze pozZadovany trojuhelnik uréité bude mit
jeden z vrchold umistény ve vrcholu Ctverce. Tato skutecnost vyplyva z myslenky
pootoceni AABC a jeho zvétSeni, jak je zobrazeno na obrazku 6.5. Dile je nutné
urcit velikost thlu, o ktery je zapotiebi AABC pootocit tak, aby vznikly AKLM byl
maximdlni. Re$en{ tohoto problému lze provést dvéma odli$nymi postupy - synte-
tickym a analytickym. Podstatu syntetického postupu by mohli byt schopni odhalit
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Obrazek 6.5: Pootoceni AABC a jeho zvétSeni

jiz na druhém stupni ZS. Oproti tomu feSeni analytickym postupem vyZaduje od
zakt, aby méli znalosti o grafech goniometrickych funkci, miizeme jej tedy oceka-
vat a7 od 7aki SS, ktef{ tyto znalosti maji. Je pravdépodobné, Ze néktei Zaci budou
upfednostiiovat synteticky postup, jini postup analyticky. Domnivdm se, Ze je du-
lezité, aby ucitel oba tyto postupy povaZoval za rovnocenné a spravné. Predstavim

nejprve postup synteticky a poté analyticky.

6.6.1 Synteticky pohled na nalezeni maximalniho rovnostran-
ného trojuhelniku ve ¢tverci

Hledany AKLM ziskame oto¢enim a zvétSenim AABC, k uréeni jeho polohy potie-
bujeme zjistit velikost dhlu o, resp. B (viz obrazek 6.6b). Pfedstavme si, ze AABC
je ve Ctverci umistén dvéma zplsoby (obrazek 6.6a,c). Pak AKLM vznikne oto-
Cenim AABC z obrdzku 6.6a kolem bodu A o dhel B a zdroven oto¢enim AABC
z obrazku 6.6¢ kolem bodu A o dhel . Je zfejmé, Ze v obou piipadech bude thel
otoleni stejny, tedy oo = B = 2o = 30° = o = 15°.

C M

(a) (b) (c)

Obrazek 6.6: Urceni polohy maximalniho trojihelniku synteticky
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Poloha hledaného maximalniho rovnostranného trojihelniku je tedy takova, Ze je-
den vrchol trojuhelniku lezi ve vrcholu Ctverce a trojihelnik je soumérny podle
uhlopricky ctverce.

6.6.2 Analyticky pohled na nalezeni maximalniho rovnostran-
ného trojuhelniku ve ¢tverci

Pro predstavu situace si budou Zaci potfebovat nacrtnout obrazek obdobny obrazku
6.7. Pro zjednoduseni miiZeme pracovat se ¢tvercem o délce strany 1. Je zfejmé, Ze
0° < a < 15°, protoze pokud by o > 15°, pak by B < 15° a byli bychom v syme-
trické situaci. Pro pfipad maximélniho trojihelniku nds vice zajima velikost thlu
a, nez délka jeho strany. Pokud totiZ budeme znét hodnotu o, budeme znét i po-
lohu hledaného trojihelniku. Délka strany rovnostranného trojuihelniku zavisi na
velikosti thlu o vztahem x = 1/cosa. JelikoZ cosa je na intervalu 0° < o < 15°
funkce klesajici, je funkce 1/cos o na tomto intervalu rostouci. Tudiz délka strany x
bude maximaélni v koncovém bod¢ tohoto intervalu, tedy oo = 15° a zaroven f = 15°.

o

1

Obrazek 6.7: Urceni polohy maximalniho trojuhelniku analyticky

6.6.3 Nalezeni vlastniho postupu sloZeni maximéalniho rovno-
stranného trojihelniku

Kdyz jiz Zaci znaji presnou polohu maximdalniho rovnostranného trojihelniku ve-
psaného do Ctverce, mohou hledat zptsob, jak hledany maximalni AKLM slozit.
Pokud jiZ béhem piedchozi prace odhalili, jak sloZit trojihelnik 30° — 60° —90°,
nemélo by pro né byt velkym problémem skldddnim papiru vymodelovat tihel o ve-
likosti 15° a posléze hledany AKLM. Jeden elegantni zptsob, jak AKLM sloZit, je
uveden na obrazku 6.8.
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Obrazek 6.8: SloZeni maximadlniho trojihelniku

Se slozenym AKLM je mozné se Zaky, ktef{ jiz umi vyuZivat goniometrické funkce
v pravouhlém trojihelniku, dale pracovat. Mohou vypocitat délku jeho strany a jeho
obsah a tyto tidaje porovnat s tidaji o AABC z obrézku 6.3. Zdkim miZe byt rovnéz
zadan ukol, aby sepsali ndvod ke sloZeni nejvétstho rovnostranného trojihelniku
tak, aby nékdo jiny byl schopen podle tohoto navodu trojuhelnik slozit.

Na této uloze mi prijde pro Zaky mimo jiné pfinosné, Ze si uvédomi, Ze origami
Jjim nékdy umozni provést nékteré konstrukce mnohem jednoduseji nez klasické
rysovaci potfeby. Napiiklad dhel o velikosti 15° je sice moZné zkonstruovat pouze
pomoci kruZitka a ptimého pravitka, ale je to rozhodné pracnéjsi neZ pomoci ori-
gami.

6.7 Slozeni rovnostranného trojihelniku z papiru
formatu A4

Rovnostranny trojihelnik neni v Zddném piipad¢ nutné skladat z papiru ctvercového
tvaru. MidZeme snadno vyuzit i obdélnikovy papir a vzhledem k snadné dostupnosti
se nabizi vyuziti papiru formatu A4. MySlenka postupu skladani je tplné stejna,
jako pii pouZziti ¢tvercového papiru, zjednoduseny postup je uveden na obrdzku 6.9.

Nevyhodou je, Ze pokud budeme se zaky sklddat rovnostranny trojihelnik z ob-
délnikového papiru, nebudeme s nimi moci fesit ilohy popsané v kapitole 6.6. Na
druhou stranu, pokud vyuZzijeme format papiru A4, mizeme z n¢j podle ndvodu
uvedeného na obrazku 6.10 slozit sit’ pravidelného Ctyfsténu (pro sloZeni rovno-
strannych trojihelnikli pouZijeme postup uvedeny na obrazku 6.9).

Z této sité je pak mozné bez pouZiti lepidla pravidelny Ctyfstén sloZit (viz obrazek
6.11). Zasunuti papiru vyZaduje trochu trpélivosti, ale Z4ci si tak pomérné jedno-
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dusSe zhotovi model pravidelného Ctyfsténu, ktery mohou vyuZzit pti dalSich dlohach
(vypocet povrchu a objemu, fezy, roviny soumérnosti aj.). Domnivdm se, Ze sestro-
jeni modelu pravidelného Ctyfsténu ma pro zdky smysl, protoZe se v béZném Zivoté
s pravidelnym Ctyfsténem nesetkdvaji tak Casto, jako napt. s krychli, a maji proto
vEtsi problémy si jej predstavit.

~
~
~
~

Obrazek 6.9: Skladani rovnostranného trojuhelniku z papiru formatu A4

| |
| |
/L\. ./l\

| |
| |
| |
| |

Obrazek 6.10: Skladan{ sité pravidelného Ctyfsténu

( }

Obrazek 6.11: Skladéani pravidelného Ctyfsténu
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Kapitola 7

Sklddani mnohosténu

Origami nabizi moZnosti vyuziti ke sklddani modelit mnohosténti. V kapitole 6.7
byl uveden jeden z postuptl, jak slozit pravidelny Ctyfstén. Pomoci moduldrniho
origami (viz kapitola 2.3) miZeme sloZit zna¢né mnozstvi modeli rtiznorodych
mnohosténd, nékteré z nich jsou zobrazeny v Dodatku A!. Cilem této price viak
neni predstavit co nejvice modeld. Didaktické uplatnéni bude ukdzano na Ctyfech
mnohosténech sloZenych z riizného poctu stejnych zdkladnich jednotek. Za zakladni
jednotku jsem zvolila jednu z variaci Sonobovy jednotky, jejiZz autorkou je T. Fuse.
Dtivodem pro tuto volbu byla skutecnost, Ze barevné usporadani téles z ni sloZenych
umoznuje fesit nékteré kombinatorické ulohy. Dals§im divodem bylo, Ze ji vyuziva
B. Franco [Franco, 1999] v ulohéch, které pro mé byly velkou inspiraci pro tvorbu
vlastnich uloh.

Obréazek 7.1: Mnohostény slozené z jedné z variaci Sonobovy jednotky

'V Dodatku A jsou pro ilustraci uvedeny fotografie nékterych modeld, jejichZ postup skladani
objevila a popsala Tomoko Fuse [Fuse, 2005].
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Sonobova jednotka je pouZivana ke sloZeni riznych mnohostént. Rozhodla jsem se
popsat tlohy zaloZené na vyuZiti ¢ty z nich, a to trojbokého dvojjehlanu, krychle,
hvézdicorohého osmisténu a hvézdicorohého dvacetisténu (viz obrazek 7.1). Po-
psané dlohy jsou vSak pomérné riznorodé; tykaji se riznych oblasti matematiky a
vyznacuji se rozdilnou obtiZnosti. Zaroven spolu dlohy tzce souviseji a Casto na
sebe navazuji. Domnivam se, Ze vhodné by bylo, aby je zéci fesili v ramci dlou-
hodobého projektu nebo projektového dne, kterého by se tcastnili Zaci z rdznych

vV, 2 Cvv s

ro¢nikid. Pak by mohli jednodussi ulohy feSit Zaci z nizSich ro¢nik a naro¢néjsi

ulohy zaci z vys$ich ro¢nikil a pritom spolupracovat. Stejné jako v predchozi kapi-
tole nyni postupné predstavim nékolik dloh.

7.1 Navod ke sloZeni zakladni jednotky

Jak bylo uvedeno v kapitole 4.7, existuje nékolik zpUsobi, jak se Zaci nau¢i dany
model slozit. VSechny uvedené zpisoby lze vyuZit i pro sloZeni zakladni jednotky.
Zde uvadim graficky navod a dlohy, které mohou fesit Zaci v prib&hu skladani.

1) Ctverec papiru orientujeme tak, aby 3) Pfelozime levy dolni vrchol &tverce
sméfoval bilou stranou nahoru. Prelo- tak, jak je naznaceno na obrazku..

Zime jej tak, aby vznikly dva shodné ob-
délniky.

4) Papir oto¢ime o 180° a zopakujeme
krok 3.

2) Kazdy ze vzniklych obdélnika pielo-
Zime podélné na polovinu a rozlozZime.
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5) Vznikly dhel o velikosti 45° pteloze- 9) Oba trojihelniky vloZime do vznik-
nim rozputlime. lych , kapes*.

6) Papir oto¢ime o 180° a zopakujeme

krok 5. 10) Takto vypada spravné slozend jed-
notka. Velikost bilého prouzku uprostied
zavisi na presnosti sklddani. Cim v&tsi
je, tim nepfesnéji bylo sklddani prove-
deno.

7) Prelozime v jiz existujicich prehy-

bech. 11) Sklddanku oto¢ime. Pro vyuZiti jed-
notky ke sklddani mnohostént je vhodné
provést jesté nasledujici sklad.

12) Model oto¢ime o 180° a zopakujeme

. krok 11.
8) Pravy dolni vrchol pfiloZime na horni

hranu tak, aby vznikl rovnoramenny pra-
vouhly trojihelnik a poté rozloZime.
Otoc¢ime o 180° a krok zopakujeme.

V prubéhu skladani mohou Zéci fesit jednoduché tlohy, které nemaji pro feseni tiloh
uvedenych v dalSich podkapitolach vétSinou zdsadni vyznam, ale slouZzi predev§im
k procvicovani geometrické terminologie, urCovani typd mnohouhelnik, hledani
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symetrii vznikajicich ttvart a uréovani velikosti vnitfnich Ghld. Uvadim na ukazku
nékolik tloh, které se vztahuji k nasledujicim tématim:

1) Klasifikace trojihelniku
Jaky typ trojuhelniku byl timto pfehybem vytvoren? Jaké jsou velikosti jeho vniti-
nich Ghla? krok (3) a (5)

2) soumérnost rovinnych tGtvaru
Je sloZzeny Sestitihelnik osové nebo stredové soumérny? Pokud ano, naleznéte
osu/osy, resp. stred, soumérnosti. krok (4)

3) Klasifikace ¢tyrahelniku a jejich vlastnosti

Jaky typ mnohothelnikii pfedstavuji dva vzniklé shodné barevné mnohouhelniky?
krok (8)

Ur¢i typ vzniklého Ctyfuhelniku a velikost jeho vnitinich dhla. krok (10)

7.2 Ulohy vychazejici z rozlozené zikladni jednotky

Po rozloZeni zdkladni jednotky ziskdme Ctverec papiru s prehyby (obrazek 7.2),
ktery mize byt podkladem pro feseni celé fady tloh. Uvadim ukédzky nékterych
z nich.

Obrazek 7.2: RozloZena zakladni jednotka

PovaZzuji za ucelné zadat zakiim tukol narysovat Ctverec papiru se vzniklymi pre-
hyby. Pfi rysovani jsou Zaci pfirozené vedeni ke zjist’ ovani vztahl mezi dseCkami a
utvary, které skladanim vznikly, coZ jim umoZni feSit dalsi ulohy. Domnivam se, Ze
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diky lepsi orientaci v siti vzniklych piehybti budou Zaci schopni nalézat i jednodussi
zptsoby feseni, které vychdzi pravé z vlastnosti skladani papiru. Pfedpokladam, Ze
rysovani zdky zaujme podstatné vice, pokud jej budou provadét s vyuZitim vhod-
ného grafického editoru.

Papir se vzniklymi prehyby mohou Z4ci ddle zkoumat z hlediska soumérnosti - zda
je osové ¢i stiedové soumérny. RovnéZ mohou hledat soumérnosti utvard, které
vznikly sklddanim. Napfiiklad ctytihelnik ADEG se zdé byt na prvni pohled osové
soumérny podle osy AE (mohlo by se tedy jednat o deltoid). Pokud vSak Zaci urci
velikosti jeho vnitinich Ghlu, zjisti, Ze osové soumérny nen.

Prehyby tvofi rozli¢né mnohouhelniky (napf. rizné typy trojihelnikd, kosodélniky,
Ctverce, obdélniky, lichobéZniky, nekonvexni mnohouhelniky), které mohou Zaci ur-
covat, nebo naopak podle zadanych vlastnosti vyhleddvat. Budou si tak jednotlivé
pojmy a vlastnosti mnohouhelnikii upeviiovat. Jednou z takovych tloh by mohlo
byt nalezeni co nejvétiiho poétu riznych lichob&znikt 2. Zaci ji mohou fesit for-
mou soutéze (kdo jich nalezne za stanoveny Cas nejvice) nebo domaci tlohy. Vhod-
nym prostfedim pro feSeni téchto uloh by mohla byt i interaktivni tabule. Uc¢itel na
ni promitne nékolik obrazku ¢tverct se vzniklou siti prehybid (obrazek 7.2) a zaci
do nich chodi postupné riznymi barvami zvyraznovat jednotlivé lichobéZniky. Cela
aktivita miiZze byt postavena tak, Ze Zici, ktefi jiZ nejsou schopni zvyraznit Zadny
dalsi lichobéznik, vypadavaji. Pak je Zdk nucen i taktizovat a premyslet, ktery li-
chobéZnik z téch, co nalezl, je atypicky, ostatni spoluzici ho neobjevili, a tak se
vyplati jej zminit jako posledni.

Na rozloZeném ctverci papiru je rovnéz vidét tyithelnik tvofici samotnou zdkladni
jednotku (siln€ji vyznaceny kosodélnik na obrazku 7.2). K vypoctu objemt a po-
vrchu téles z ni sloZenych Zaci potiebuji urcit délky jeho stran (znaji-li délku strany
vychoziho Ctverce). Jesté pred ur¢enim délek stran zakladni jednotky je vSak zfejmé
vhodné zadat Zakim tkol, aby urcili jeji obsah. Domnivam se, Ze pokud by obsah
zédkladni jednotky urcovali az po té, co vypocitaji délky jejich stran, spiSe by jej
pocitali s vyuZzitim vzorce pro vypocet obsahu rovnobéZzniku, coZ by byl zbytecné
narocny zptsob feseni. Obsah zdkladni jednotky totiZ mohou urcit velmi snadno,
aniZ by cokoliv pocitali. Staci, kdyZ si uvédomi, Ze je tvorena ¢tyifmi shodnymi
trojihelniky, zatimco vychozi ¢tverec papiru Sestndcti. Obsah zdkladni jednotky je
tedy Ctvrtinovy oproti obsahu vychoziho ¢tverce. Je mozné (a z didaktického hle-
diska by to nakonec bylo i pfinosné), Ze néktefi zZaci si této skuteCnosti nev§imnou

ZNalezla jsem jich sedmnéct, ale nevyluduji, Ze jich je vice. Mam zkusenost, Ze pravé lichob&Znik
je utvar, se kterym se Zaci pfili§ nesetkavaji, nejsou schopni popsat jeho vlastnosti a odlisit jej od
jinych Ctyfuhelniki. Proto véfim, Ze tato dloha ma smysl a umozni zakiim uvédomit si a zapamatovat
vlastnosti lichobézniku. V pribéhu experimentu popsaného v kapitole 8.2 jsem si tuto zkuSenost
potvrdila. Zaci prvniho roéniku étyfletého gymnézia méli potize vymezit pojem lichob&znik.
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a budou obsah stejné urCovat pomoci vzorce. Pak je jisté vhodné poukdzat na to, Ze
ne vZdy je pouZiti vzorce vyhodné a Ze je dobré zkouSet hledat i jind, vyhodné&jsi
feSeni.

Je-1i a délka strany vychoziho Ctverce, je ziejmé, Ze délka krat$i strany zakladni
jednotky je 5 . Pomoci Pythagorovy véty lze vypocitat, Ze délka delii strany je
%\/i Stejné jako v ulohach popsanych v kapitole 6.4 1 v tomto pfipadé mohou Zaci
tuto ulohu fesit podle trovné svych matematickych dovednosti bud’ algebraicky (a
tedy pomoci vyrazd s proménnou), nebo s Cisly.

Na zéavér této podkapitoly uvedu jednu dlohu, kterd se tykd porovnani a vypoctu
obsaht trojuihelniki ABC a ACD. Domnivam se, Ze zpusob, jakym ji Zci fesi, mize
poukdzat na to, zda maji geometricky vhled. Ukolem Zéka je nejprve odhadnout a
poté bez pocitani zdivodnit, zda maji tyto trojihelniky stejné nebo rtizné obsahy.
Toto zdGvodnéni Ize provést vice zptisoby. Obsah trojihelniku zavisi na délce strany
a k ni pfislusné vysky. Plati, Ze vgc = vep = |AB|. Stali tedy zjistit, jaky je vztah
mezi délkami stran BC a CD. Béhem provadéni odpovidajicich prehybti Ize snadno
nahlédnout, Ze |CD| > |BC]|, a proto i obsah trojihelniku ACD je vétsi nez obsah
trojihelniku ABC. Odtivodnéni ale 1ze provést i jednodussim zplisobem.

D (B

A

Obrazek 7.3: Porovnani a vypocet obsahtt AABC a AACD

Z obrazku 7.3 je zfejmé, Zze AABC = AACT podle véty usu o shodnosti trojihel-
nikd. Pak je ziejmé, Ze obsah trojihelniku ACD je vétsi neZ obsah trojihelniku ABC.
V prubéhu experimentu v prvnim ro¢niku ¢tyfletého gymnazia se k fesen{ této ulohy
dostala pouze jedna dvojice, kterd vSak velmi rychle nalezla tento jednodussi zpa-
sob porovnani obsahtit AABC a AACD a prokazala tak vhled do této situace. Uréeni
obsahu AABC, resp. ANACD, je typicka tdloha na vyuZziti goniometrickych funkci,

resp. kosinové véty. Zajimavejsi uloha je, jak tyto obsahy urcit bez vyuziti téchto
nastrojii. Pak tuto dlohu povaZzuji za problémovou, vhodnou pro nadanéjsi zaky.

52



Je-li a délka strany Ctverce papiru, pak |AB| = |AT| = ¢ a |AD| = /2. Klicovym
problémem je uréeni |BC|. Necht’ |BC| = x.

Pak |CT| = |DT| = x a plati, 7e x = |AD| — |AT| = 9/2 — ¢ = ¢Y2=1),

KdyZ zndme hodnotu x, nenf jizZ naro¢né obsahy trojihelnikii ABC a ACD vypocitat.

7.3 Skladani mnohosténu

Jak jsem uvedla vySe, z mnohosténd, které 1ze slozit ze Sonobovy jednotky, jsem
zvolila ¢tyfi, jimiz se budu podrobnéji zabyvat, a to dvojjehlan, krychli, hvézdico-
rohy osmistén a hvézdicorohy dvacetistén (ddle jen osmistén a dvacetistén). Prelo-
zené navody prevzaté z publikace B. Franco [Franco, 1999] jsou uvedeny v Dodat-
cich B-E.

Domnivam se vSak, Ze neni prili§ vhodné, aby Zaci mnohostény (zejména osmistén
a dvacetistén) skladali pouze podle téchto grafickych navodii. Ukazuje se, Ze jejich
sloZeni podle tohoto ndvodu je znacné obtizné, jelikoZ je sloZité se v ndkresech
zorientovat. V piipad€ osmisténu a dvacetisténu povazuji za vhodnéjsi pouZit jinou
variantu navodu, nejlépe kombinaci grafického ndvodu s jiZ slozenym modelem.
V priipadé€ krychle povazuji za vhodné zadat Zaktim, at’ vymysli sami, jak ze Sesti
jednotek slozit krychli (bez ohledu na pravidelné barevné usporaddni). Pokud by
byli zcela bezradni, miiZe jim ucitel nejprve napovédét, jakym zpisobem do sebe
jednotky zasouvat, pfipadné je dovést k tomu, aby si uvédomili, co bude tvofit sténu
krychle. Rovnéz v pripadé trojbokého dvojjehlanu mi pfijde pro zaky piinosné;jsi,
pokud se pokusi sami odhalit, jakym zptisobem lze sloZit téleso ze tfi jednotek, nez
aby jen postupovali podle ndvodu.

SloZeni osmisténu a zejména dvacetisténu vyzaduje znaCnou manudlni zru¢nost a
provadi se mnohem lépe ve vice lidech. Osmistén je sloZen z dvandcti a dvacetistén
z tficeti jednotek. Neni nutné, aby Zaci sklddali vSechny potiebné jednotky v hodiné
matematiky. Mohou je sloZit doma, nebo naptiklad v hodiné pracovnich Cinnosti.
Kazdopadné je vSak zZadouci, aby na sloZeni obou téles pracovali zZaci ve skupinach.
Mohou si rozdélit préci se sloZenim jednotek a snadnéji slozit samotn4 télesa. Ori-
gami je tedy v tomto piipadé také prostredim, které rozviji kooperativni dovednosti
zaka.

Kdyz jsou jiz Zaci dobie seznameni se zpusobem spojovani zakladnich jednotek,
miZe pro né byt navazujici ilohou objevit a slozit dal$i mnohostény, které Ize se-
strojit z rizného poctu zdkladnich jednotek.
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7.4 Objevovani vlastnosti sloZenych mnohosténu

Hlavnim cilem sestrojeni modelti zminénych mnohostént je, aby zaci mohli zkou-
mat jejich vlastnosti. Véfim, Ze Zaci budou mit vétsi zdjem o objevovani vlastnosti
mnohostént, kdyz budou mit k dispozici jejich modely, a jesté vétsi zajem, pokud
si tyto modely zhotovili sami.

Prvni hledisko, ze kterého mohou Zaci mnohostény zkoumat, je pocet jejich stén,
vrcholti a hran. Udaje by nejlépe méli zaznamendvat do tabulky (viz Tabulka 7.1).
Pro vSechny ¢tyfi vymodelované mnohostény plati Eulerova véta. Domnivam se, Ze
z idaji o trojbokém dvojjehlanu, krychli a hvézdicorohém osmisténu by Zaci mohli
byt schopni tento vztah odvodit. Spocitat vrcholy a stény hvézdicorohého dvacetis-
ténu je sice narocné, ale zdaleka ne tak narocné, jako spocitat jeho hrany. Objevenou
Eulerovu vétu tedy mohou Zaci vyuZit k ur€eni poctu jeho hran vypoctem.

mnohostén pocet stén | pocet vrcholu | pocet hran
trojboky dvojjehlan 6 5 9
krychle 6 8 12
hvézdicorohy osmistén 24 14 36
hvézdicorohy dvacetistén

Tabulka 7.1: Vlastnosti mnohosténu

Pfi zkoumani téles by Zaci méli dand télesa popsat, tj. urCit jaké mnohouhelniky
tvori jejich stény, piipadné jak vypada sit’ jednodussich mnohosténli. Rovnéz by
méli zkusit dand télesa pojmenovat: u dvojjehlanu a krychle by méli dojit k tomu, Ze
se v obou piipadech jednd o Sestistén, hvézdicorohy osmistén patii mezi Ctyfiadva-
cetistény a hvézdicorohy dvacetistén je Sedesatistén. Ucitel je pak miiZze seznamit se
zavedenymi ndzvy pro tato télesa (u hvézdicorohého osmisténu a dvacetisténu tyto
nazvy vyplyvaji z toho, Ze tyto mnohostény lze vytvofit z osmisténu a dvacetisténu;
podrobnéji viz kapitola 7.7). Dalsi hledisko, ze kterého mohou Zaci mnohostény
zkoumat, jsou jejich soumérnosti. Zéci se v Sestém roéniku v rdmci udiva o osové
soumérnosti okrajové setkdvaji 1 s pojmem rovinova soumérnost. Domnivam se,
Ze by této problematice mohlo byt vénovano trochu vice Casu, aby Zici pochopili,
Ze existuji nejen soumérné rovinné Utvary, ale i soumérnd télesa. U sestrojenych
modeld mohou tedy hledat tyto roviny soumérnosti, pfipadné i urcovat, jaké mno-
houhelniky vzniknou, pokud provedeme fez mnohostént témito rovinami (vice viz
kapitola 7.7).
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7.5 Zobrazovani mnohosténu ve volném rovnobéz-
ném promitani

Volné rovnobézné promitani je jednou ze zobrazovacich metod, se kterou se Zaci na
zéakladni Skole setkaji. Nauci se v ném zobrazovat kvadry a zejména krychli. Do-
mnivam se, Ze nadani Zaci by mohli byt schopni pravidla volného rovnobézného
promitani aplikovat i pfi zobrazovan{ sestrojenych mnohosténii’. Smysl takové &in-
nosti pak spatfuji v tom, Ze v pribéhu zobrazovani jsou Zaci nuceni uvédomit si
a vyuzit fadu vztahi, které v danych mnohosténech plati. Zobrazeni trojbokého
dvojjehlanu a pravidelného osmisténu budou podle mého ndzoru schopni provést
nadanéjsi zaci 8. a 9. roCniku zédkladni Skoly, zobrazeni pravidelného dvacetisténu
muze byt vhodnym tématem do vybérového semindie na gymnaziu.

Nemyslim si vSak, Ze by Zaci mé€li obrazy mnohosténi rysovat rucné, jelikoz je to
velmi zdlouhavy a na pfesnost ndrocny proces, kdy jedind chyba znamena nutnost
prerysovani celého vykresu. SpiSe si myslim, Ze je vhodné vyuZit skutecnosti, Ze
vétSina dnesnich zakd umi velmi dobfe zachédzet s pocitaCem, a pomoci jim naucit
se pracovat s nékterym vhodnym rysovacim programem, coZ mohou Zaci pozdéji
vyuZzit i pii feSeni jinych geometrickych dloh. VEfim, Ze vyuZiti pocCitace vyrazné
zvysi motivaci zaka k feSeni této tlohy a zdroven jim umoZni pochopit, jak jim
vhodné zvoleny pocitacovy program miize pomoci presné narysovat i velmi sloZité
utvary.

7.6 Vypocet povrchu a objemu jednotlivych mno-
hosténu

Metrické ddaje, které by Zaci v rdmci zkoumani sestrojenych mnohosténit méli zjis-
tit, jsou jejich povrch a objem. I u téchto uloh plati, Ze Z4ci je mohou pocitat bud’
obecné, nebo s konkrétnimi hodnotami, podle toho, jaké je jejich drovenh matema-
tickych znalosti a dovednosti. V tabulce 7.2 jsou uvedeny odvozené vzorce pro vy-

3V piipadé hvézdicorohého osmisténu a dvacetisténu ziejmé neni z diivodu znaéné komplikova-
nosti téchto mnohosténd smysluplné, aby Zaci zobrazovali tyto mnohostény, ale spiSe mnohostény,
které vzniknou jejich ofezdnim - pravidelny osmistén, dvacetistén a pétiboky antihranol (o téchto
fezech je pojednéno v kapitole 7.7).

55



pocet povrchil a objemit vymodelovanych mnohosténd, trojbokého jehlanu, ktery
tvori ,,rohy* obou hvézdicorohych mnohosténd, a osmisténu, ktery vznikne ofe-
zadnim hvézdicorohého osmisténu. Ve vSech vzorcich i v dalSim textu je a délka
vychoziho ¢tverce papiru.

mnohostén povrch objem
q e 3+V3)a” 24°
trojboky jehlan % \(9“23
: ‘ . 3a 2a
trojboky dvojjehlan & %
3a 2a
kI'yCh]C \/Tz T3
Lot X 3a 2a
osmisten Tz 74 .
hvézdicorohy osmistén % 122"
. : 2 5(3+8v2+vV/5)d’
hvézdicorohy dvacetistén 154“ T S

Tabulka 7.2: Povrch a objem mnohosténi

Z tabulky 7.2 jsou patrné zajimavé vztahy mezi povrchy a objemy nékterych mno-
hosténti. Napriklad krychle ma dvojnasobny povrch oproti dvojjehlanu a poloviéni
oproti hvézdicorohému osmisténu. Tuto skute¢nost by zaci méli byt schopni odvo-
dit bez pocitini tak, Ze si uvédomi, Ze jednu sténu krychle tvoii dva trojihelniky,
které jsou shodné s trojuhelnikem, ktery tvoii sténu dvojjehlanu a hvézdicorohého
osmisténu. Za zajimavé povazuji i to, Ze vymodelovand krychle ma tfikrat vétsi ob-
jem nez dvojjehlan. VétSina lidi, které jsem pozadala, aby odhadli pomér téchto
objemd, odhadovala, Ze krychle ma maximalné dvakrat tak velky objem neZ dvoj-
jehlan. Zaci tak mohou misto b&Zné zadané tlohy na vypocet objemu daného télesa
fesit ilohu, kdy maji nejprve odhadnout a poté vypocitat pomér objemid obou mno-
hosténd. Rada z nich bude nejspise vysledkem piekvapena a tato dloha pak mize
slouzit jako ukédzka toho, Ze smysly nds nékdy matou a pouze pfesnym vypoctem
se miZeme dobrat spravného vysledku.

Vypocet povrchu vsech ¢tyf vymodelovanych mnohostént (tj. trojbokého dvoj-
jehlanu, krychle, hvézdicorohého osmisténu a dvacetisténu) je velmi obdobny, pro-
toZe jejich stény jsou tvoreny shodnymi rovnoramennymi pravouihlymi trojihelniky.
Obsah téchto trojihelnikd mohou Zaci snadno urcit z rozlozené zdkladni jednotky
- staci, kdyZ si v§imnou (nebo je ucitel k tomu navede) Ze vychozi Ctverec obsa-
huje dohromady Sestnéct téchto trojihelniki, a tak je obsah jednoho trojihelniku
i’—é a povrchy jednotlivych mnohostént jsou pfisluSnym ndsobkem této hodnoty.
Je samoziejmé mozné obsah tohoto trojihelniku vypocitat i klasickym zpisobem,
tj. pomoci vzorce pro vypocet obsahu trojihelniku. Pak je nutné nejprve pomoci
Pythagorovy véty vypocitat, Ze jeho ramena maji délku @ a poté podle vzorce
vypocitat obsah. Domnivam se, Ze tlohu zabyvajici se uréenim obsahu jedné stény
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vymodelovanych mnohosténid by mél ucitel vyuzit k tomu, aby Zaci pochopili, Ze
se Casto vyplati hledat alternativni zpiisoby feSeni oproti klasickym, jelikoZ jim mo-
hou uSetiit mnoho &asu i vypoéti*. Vypodet povrchu vymodelovanych mnohostént
je oproti vypoctim objemit mnohem jednodussi, a tak se nabizi vyuZit této skutec-
nosti k vnitini diferenciaci vyuky. Méné nadani Zaci urcuji u daného mnohosténu
jeho povrch a jejich nadanéjsi spoluzaci objem.

Vyjma krychle jsou vypolty objemi mnohosténl zaloZeny na vypoctu objemu
jehlanu, a tak je nemohou provadét Zaci, ktef{ neznaji vzorec pro vypocet jehlanu.
Vymodelovéni nékterého z téchto téles by v§ak mohlo byt tvodni motivaci k tomu,
aby Z4ci citili potfebu zjistit, jak 1ze objem jehlanu vypocitat. Nyni strucné nastinim,
jakym zptisobem lze urcit objem vSech Ctyf vymodelovanych mnohosténii.

Vypocet objemu vymodelované krychle je na rozdil od zbyvajicich tfif mnohosténd
pomémé jednoduchy. Zéci potfebuji pouze uréit délku jeji hrany, coz mohou udi-
nit pomoci Pythagorovy véty s vyuZitim rozloZené zikladni jednotky®. V piipadé
krychle jsou ziejmé zajimavéjsi tlohy zabyvajici se vypoCty objemi téles, ktera
vzniknou jejimi fezy (podrobnéji v kapitole 7.7.2).

7.6.1 Objem trojbokého dvojjehlanu

Trojboky dvojjehlan ABCDE (obrazek 7.4) je moZzné rozdélit na dva shodné troj-
boké jehlany ABCD a ABCE, jejichZ podstavou je rovnostranny trojihelnik ABC
o délce strany 5 a zbyvajici stény tvoif shodné rovnoramenné pravouhlé trojihel-

niky, jejichz ramena majf délku Y22,

Pfi vypoctu objemu dvojjehlanu by tedy Zaci méli objevit, Ze staci vypocitat ob-
jem jednoho z jehlanil a ten pak vyndsobit dvéma. Aby Zaci byli schopni vypocitat
objem jehlanu, musi si uvédomit, Ze potiebuji urCit obsah rovnostranného troji-
helniku, ktery tvoii jeho podstavu, a vySku jehlanu. Vypocet obsahu rovnostran-
ného trojuhelniku, kdyZ je znamé délka jeho strany, je pro zaky, ktefi umi apliko-
vat Pythagorovu vétu, nepfili§ naro¢na uloha, kterd se mimo jiné bézné vyskytuje
v ucebnicich. Oproti tomu nalezeni zpisobu, jak vypocitat vysku jehlanu, vyzaduje
od Zakili dobrou prostorovou predstavivost. Potfebuji si uvédomit, Ze vyska jehlanu

4V priib&hu experimentii popsanych v kapitole 8 se ukazalo, Ze vétsina Z4ki si nev§imla moz-
nosti jednoduchého feseni a radéji pouzila Pythagorovu vétu. Pfi porovnani obou postupti vSak zaci
pochopili vyhodnost alternativniho zpdsobu feseni.

A% pii pifpravé experimentu v osmém ro¢niku ZS jsem si uvédomila, Ze délku hrany krychle
je mozZné vypocitat i bez pomoci Pythagorovy véty. Lze ji urcit odmocnénim hodnoty obsahu jedné
stény krychle. V pribéhu experimentu néktefi Zaci samostatné objevili prave tento zptisob feseni.
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Obrazek 7.4: Trojboky dvojjehlan

prochdzi t€ziStém podstavného rovnostranného trojihelniku a je odvésnou v pra-
vouhlych trojihelnicich ATD a TSD (obrazek 7.5). Pokud si oni sami nebo ucitel
vyrobi model dvojjehlanu pomoci origami z prihledné folie, je pak snadné pomoci
$pejli vymodelovat jeho vysku a jednu z téZnic podstavy, coZ umozni Zakiim nahléd-
nout, jaky pravouhly trojuhelnik mohou k vypoctu vysky vyuzit. Mdm zkuSenost, Ze
fada zakt ma pri feSeni metrickych uloh v prostoru problém se orientovat v zobra-
zenich téles ve volném rovnobéZném promitani a pravouhlé trojihelniky, které jsou
pro feseni uloh klicové, v nich zkratka ,,nevidi“. Obzvlasté jim tedy miiZze pomoci,
kdy?z si situaci pomoci Spejli vymodeluji.

Obréazek 7.5: Vypocet objemu trojbokého jehlanu

K vypoctu vysky je mozné vyuZzit bud’ AAT D, nebo AT SD. Vyuziti AT SD je vsak
vyhodnéjsi, jelikoZ z rozloZené zdkladni jednotky Ize snadno urit, Ze [SD| = §, za-
timco |AD| je nutné nejprve pomoci Pythagorovy véty vypocitat. Tato skuteCnost je
opét vhodnym podnétem k diskusi se Zaky na téma hledani nejvhodnéjsiho, tzn. co
nejjednodussiho, zpiisobu feseni. Kdyz vypocitame délku tusecky SD a délku tsecky
ST, jez je tretinou téZnice podstavného trojihelniku, miizeme pomoci Pythagorovy
véty vypocitat vysku jehlanu a posléze jeho objem podle vzorce V = % “Spev. 6

%V priibéhu experimentu se ukézalo, Ze vypocet objemu dvojjehlanu je pomérné komplexni a
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7.6.2 Objem hvézdicorohého osmisténu

Vypocet objemu vymodelovaného hvézdicorohého osmisténu piedstavuje pomérné
komplexni dlohu. Z4ci musi nejprve objevit, Ze mnohostén lze ,,rozfezat“ na osm
shodnych trojbokych jehland’, a jeden pravidelny osmistén, jehoZ hrana m4 stejnou
délku jako strany podstav trojbokych jehland. Tato uloha je podrobnéji popsana
v kapitole 7.7.3. Vypocet objemu trojbokého jehlanu je popsan v kapitole 7.6.1,
objem pravidelného osmisténu Ize provést obdobnym zplisobem. Pravidelny osmis-
tén ABCDEF je tvofen dvéma pravidelnymi ¢tyfbokymi jehlany ABCDE a ABCDF
(obrazek 7.6).

Obrazek 7.6: Pravidelny osmistén

v v

Podstavu ¢tyibokého jehlanu tvoii Ctverec o délce strany %, jeho obsah je tedy %.
Vysku Ctyibokého jehlanu lze vypocitat pomoci Pythagorovy véty z trojihelniku
SCE, kde [CE| = § a |SC| = @. Pak jiz pomoci vzorce pro vypocet jehlanu lze
objem vypocitat. Je zajimavé, Ze pravidelny osmistén ma stejny objem, jako vSech
osm ,,odfezanych* trojbokych jehlanti dohromady (viz Tabulka 7.2). Ve skute¢nosti
totiz lze pravidelny osmistén rozdélit na osm shodnych trojbokych jehland, které
jsou totozné s osmi jehlany, které byly z hvézdicorohého osmisténu odfiznuty (jeden
z téchto jehlani je vyznacen na obrazku 7.7).

Této skuteCnosti by rovnéz bylo mozné vyuzit pfi vypoctu objemu pravidelného
ctyfbokého jehlanu, pokud by si toho Zici v§imli. Domnivdm se vSak, Ze to neni
prilis pravdépodobné a Ze je vhodnéjsi se zdky toto diskutovat az poté, co vypoci-
taji, Ze objem pravidelného osmisténu je stejny jako objem osmi odfiznutych trojbo-

pro Zaky ndro¢nd dloha. Aby jeji zafazeni do vyuky mélo smysl, je zapotfebi na jeji feSeni vyhradit
dostatek Casu.
"Tyto jehlany jsou zédroveti shodné s jehlany, které tvoii trojboky dvojjehlan (viz obrazek 7.4.
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Obrazek 7.7: Trojboky jehlan v pravidelném Etyfbokém jehlanu

kych jehlanti. U¢itel pak mize dat zakim k dispozici model pravidelného osmisténu
a modely osmi trojbokych jehland, aby si tento jev mohli sami vymodelovat a 1épe
predstavit. Ackoliv jak pravidelny osmistén, tak trojboké jehlany je mozné vymo-
delovat pomoci origami, domnivam se, Ze vzhledem k ndro¢nosti sestrojeni téchto
modelil je vhodnéjsi vyrobit klasické papirové modely (sité obou mnohosténd jsou
zobrazeny v Dodatku G).

7.6.3 Objem hvézdicorohého dvacetisténu

Vypocet hvézdicorohého dvacetisténu v sobé skryva velmi naro¢ny dkol, a to vypo-
cet objemu pravidelného dvacetisténu, ktery vznikne ofezanim dvaceti trojbokych
jehland (vypocet jejich objemu je uveden v kapitole 7.6.1). Pfesny vypocet objemu
pravidelného dvacetisténu predstavuje pomérné komplexni a naro¢nou dlohu, vhod-
nou pro nadané Zaky na stfedni Skole. Se zdky zdkladni Skoly 1ze objem urcit prii-
blizng€. Vypocet je zaloZen na rozdéleni dvacetisténu na dvacet shodnych trojbokych
jehlanti. Podstavou téchto jehland je rovnostranny trojihelnik tvofici st€énu dvace-
tisténu a vysku jehlanu lze vypocitat pomoci goniometrickych funkci (diky tomu
dojde k zaokrouhleni a urcité nepresnosti vysledku). Vypocet zde nebudu uvadét,
jelikoZ neni z hlediska cilii této prace dilezity. Tuto dlohu zmitluji hlavné proto,
abych poukdzala na to, Ze origami miiZze byt cesta, jak motivovat zaky k fesSen{ této
naro¢né dlohy. Zaci zfejmé citi v&tsi potfebu vypo&itat objem mnohosténu, ktery
sami sestrojili, neZ mnohosténu zadaného pouze formou délek jeho hran. Nevy-
hodou origami pro reSeni objemu hvézdicorohého dvacetisténu je skutecnost, Ze
sestrojeny model nepoméha zaktim vidét zptisob rozd€leni pravidelného dvacetis-
ténu na jehlany. Pfi feSeni této dlohy je vhodné vyuZit i jiny model pravidelného
dvacetisténu, ktery Zakiim umoZni o rozdéleni na jehlany ziskat predstavu.
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7.7 Rezy mnohosténi

Modely mnohosténit mohou slouzit k feSeni mnoha dalSich tloh, které vychazeji
z fezii téchto mnohosténti a které nepochybné vedou k rozvijeni prostorové predsta-
vivosti. Ackoliv je tato problematika vétSinou probirdna az na stfedni Skole v rdmci
stereometrie, domnivam se, Ze pravé z diivodu rozvijeni prostorové predstavivosti
je Zadouci uvedené tulohy zaradit do vyuky jiZ na zdkladni Skole. Vét§ina z mno-
hosténti, které se v dlohdch objevuji, jsou mnohostény, se kterymi se Zaci bézné
nesetkavaji. Tim spiSe vSak béhem feSeni iloh budou Zici svoji prostorovou pred-
stavivost muset zapojovat (a tak snad i rozvijet), jelikoZ nebudou moci vychazet
z dosavadnich zkuSenosti.

7.7.1 Rezy trojbokého dvojjehlanu

Jak bylo uvedeno v kapitole 7.4, u sestrojenych mnohosténi mohou Zaci hledat
roviny soumérnosti. U dvojjehlanu se nabizi, aby odvodili, jaké mnohouhelniky
vzniknou fezy témito rovinami. Zadani dlohy by mohlo znit: ,,Co nejpresnéji po-
piSte mnohouhelniky, které jsou fezy dvojjehlanu jeho rovinami soumérnosti, a
mnohostény, které témito fezy vzniknou.* Trojboky dvojjehlan ma celkem Ctyfi ro-
viny soumérnosti - roviny ABC, EBD, ECD a EAD (obrazek 7.4). Rez dvojjehlanu
rovinou ABC tvofi rovnostranny trojuihelnik, coZ zfejmé nebude zakim Cinit velké
potize urcit. Neni naopak na prvni pohled patrné, Ze fez dvojjehlanu kazdou ze zby-
vajicich tff rovin soumérnosti je deltoid (obrazek 7.8).

Rozfiznutim dvojjehlanu rovinou ABC vzniknou dva shodné trojboké jehlany a zby-
vajicimi rovinami dva shodné kosé ¢tyiboké jehlany. S kosymi jehlany se zaci prili§
Casto nesetkdvaji, a tak maji v rdmci této ilohy alespont moZnost se s jednim sezné-
mit. Méli by si rovnéz uvédomit, Ze tyto dva rozdilné mnohostény (kolmy trojboky
jehlan a kosy ¢tyrboky jehlan) maji shodné objemy. Shodnost jejich objemt vyplyva
ze skutecnosti, Ze kazdy z nich ma polovi¢ni objem oproti vychozimu dvojjehlanu.

Z vlastni zkuSenosti vim, Ze deltoid je utvar, ktery zaci z béZného Zivota sice dobfe
znaji (ackoliv mu vétSinou fikaji drak), ale neuméji jej geometricky popsat a uvést,
¢im se li8f od obecného Ctyithelniku. V rdmci této dlohy tak budou s pomoci ucitele
nuceni uvédomit si, Ze deltoid je konvexni Ctyfihelnik, ktery ma pravé jednu osu
soumérnosti a Ze jeho uhlopficky jsou navzdjem kolmé a jedna z nich je plilena
druhou. Jsem piesvédCend, Ze je zapotiebi, aby se Z4ci seznamovali s rozlicnymi
rovinnymi udtvary a byli schopni je od sebe odlisit. V ucebnicich se vSak velmi
Casto setkavaji jen s urCitymi typy mnohouhelnikil a navic ve stale tychZ polohdch
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Obrizek 7.8: Rez trojbokého dvojjehlanu

(naptiklad pokud je deltoid zminén v rdmci néjaké dlohy, byva zobrazen tak, Ze
jeho osa soumérnosti je svisld). Nemyslim si, Ze je dilezité, aby Zaci znali pojem
deltoid, ale méli by byt schopni tento dtvar na zdkladé obrazku presné geometricky
popsat.

Deltoid vznikly fezem dvojjehlanu (obrdzek 7.9) mohou Zéci dile zkoumat, tj. mo-
hou urcit jeho obsah a uhly, které sviraji jeho strany. O tomto deltoidu vime na-
sledujici ddaje. Usetka DE je zdroveii vyskou dvojjehlanu a tdsetka AS je t&Znici
rovnostranného trojihelniku ABC (zptsob vypoctu jejich délek je uveden v kapi-
tole 7.6.1). Plati, Ze |AS| = ¢-V/3 a |DE| = ¢-/6)8. Bod T je t&Zi§t&m rovno-
stranného trojdhelniku ABC a zdroveii celého dvojjehlanu, a proto [ST| = }|AS]
a |AT| = 3|AS|. Z rozlozené zdkladn{ jednotky ddle vime, Ze |DS| = |ES| = ¢ a
AD| = |AE| = @2,

E

Obrazek 7.9: Deltoid AESD

Vsechny tyto tdaje lze vyuzit k vypoctu obsahu deltoidu riznymi zpisoby. Deltoid
Ize rozlozit na Ctyfi pravouhlé trojihelniky, jejichz délky stran zndme, a miZeme

87de, stejné jako v celé této kapitole je a délka strany vychoziho &tverce papiru.
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tedy vypocitat jejich obsah. Deltoid miizeme rovnéz rozloZit na dva shodné troju-
helniky ASD a AES, u nichZ zndme délku strany AS i ptislusné vysky, a miZeme tak
urcit jejich obsah. Nebo si miiZzeme v§imnout, Ze deltoid 1ze doplnit na obdélnik (ob-
razek 7.10), jehoZ obsah je dvojndsobny oproti obsahu deltoidu a Ize jej vypocitat
podle vzorce S = |AS| - |ED|.

E

Obrazek 7.10: Deltoid AESD doplnény na obdélnik

Vsechny tfi uvedené zptisoby vypoctu obsahu deltoidu jsou zaloZeny na rozloZend,
pfipadné doplnéni, deltoidu na utvary, jejichz obsah umime urcit. K feSeni této
ulohy je vSak mozné pristoupit 1 jinak. Pokud Zici pred feSenim této ulohy vy-
pocitali objem trojbokého jehlanu ABCD, ktery vznikne fezem dvojjehlanu rovinou
ABC, mohou jej vyuzit k vypoctu obsahu deltoidu. Kosy ¢tyiboky jehlan AESDB,
jehoz podstavou je pravé deltoid, ma totiZ stejny objem jako trojboky jehlan ABCD a
z rozloZené zdkladni jednotky snadno vidime, Ze jeho vyska je §. Pak jiz ze vzorce
pro vypocet objemu jehlanu miiZzeme snadno vypocitat obsah jeho podstavy, tedy
deltoidu.

Skutecnost, Ze obsah deltoidu lze vypocitat riznymi zplsoby je op€t mozZné pri
vyuce vyuZzit k tomu, aby Zaci pochopili, Ze vétSinou existuje vice zplisobu fesent,
proto je na misté hledat feSeni vhodné a efektivni.

Cely proces vypoctu obsahu deltoidu vyZaduje od Zaki, aby si uvédomili celou
fadu vztah mezi dseCkami a opakované pouzivali Pythagorovu vétu. Vypocet je
pomérné ¢asove i pocetné narocny a je opét vhodny spise pro nadanéjsi zZdky. Méné
nadani Zaci mohou pocitat obsah rovnostranného trojihelniku, ktery vznikne fezem
rovinou ABC a na zédkladé vysledkd mohou hodnoty obsahti obou ttvarti porovnat.
Je zajimavé, jakym zplsobem se obsahy lisi; obsah trojuihelniku ABC je “21\6/§ a
obsah deltoidu je “21‘6@. Bez urceni pribliznych hodnot obou odmocnin by Zaci méli
byt schopni odvodit, ktery z obsaht je vétsi.
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Dals$im problémem, ktery mohou Zéci v souvislosti s deltoidem fesit, je, jaké jsou
velikosti vnitfnich Ghli deltoidu. Podle véty sss o podobnosti trojihelnika plati, Ze
ATSD ~ ATDA ~ ADSA, a proto | ZSDA| = 90°. Tuto skutecnost lze zjistit i ove-
fenim pravouhlosti trojihelniku ASD aplikaci Pythagorovy véty. Pomoci goniome-
trickych funkci pak miZeme v nékterém z pravouhlych trojihelnikt urcit velikost
thld o a B (obrazek 7.9). Zajimavou otazkou rovnéz je, zda lze deltoidu AESD
opsat kruZznici, pfipadné, kde je jeji stied. Vzhledem k tomu, Ze trojahelniky SDA a
AES jsou pravouhlé, lezi jejich vrcholy D a E na Thaletové kruZnici sestrojené nad
useckou AS. Thaletova kruznice je zdroven kruznici opsanou deltoidu AESD.

7.7.2 Rezy krychle

Krychle je mnohostén, jehoZ fezy se zéci na stiedni Skole zabyvaji nejcastéji. Model
krychle sestrojeny pomoci origami zfejmé neni nejvhodnéjsi model, ktery zakim
pomuze pochopit problematiku konstrukce fezi ve volném rovnobézném promi-
tdni. Manipulace s nim by jim vSak mohla pomoci pfedstavit si, jak vypadaji né-
které fezy krychle v prostoru. Z vlastni zkuSenosti vim, Ze fada Zakti ma problémy
ve volném rovnobézném promitini vidét samotnou krychli, natoz aby vidéli, jaké
utvary vzniknou jejimi fezy. Proto je ticelné, aby pracovali s modely krychle a nejen
s jejimi zobrazenimi ve volném rovnobéZném promitani.

Zde vSak chci uvést jednu tlohu, kterd podle mého nézoru plné vyuzivd moznosti
origami a jejiZ feSeni je az prekvapujici. Mohou ji vSak feSit jiZz Zaci na druhém
stupni zdkladni Skoly, kdyZ se podrobnéji zabyvaji krychli. Z modelu krychle jakoby
,,vykukuji* Ctyfi trojboké jehlany, které jsou shodné s trojbokymi jehlany, ze kterych
se skladd vyse zminény dvojjehlan. Jeden z téchto jehland je vyznacen na obrazku

7.11.

Obrizek 7.11: Rez krychle
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Otéazkou je, zda po odfiznuti vSech Ctyf téchto jehlant z krychle néco zbude a pokud
ano, o jaky mnohostén se jednd. Domnivam se, Ze toto je pro Zdky pomérné naro¢na
uloha na prostorovou predstavivost. Ucitel miize Zaktim, ktef{ ji nemaji pfili§ dobte
rozvinutou, napomoci rozklddacim modelem krychle (sit’ tohoto modelu je zob-
razena v Dodatku H), ktery umoziuje postupné odklopeni jednotlivych jehlant, a
dovést je tak k tomu, Ze po odfiznuti Ctyf jehlani zbude pravidelny Ctyistén, jehoZ
hrana ma délku stejnou jako uhlopficka stény krychle. Je to rovnéz zpisob, jak pre-
jit od krychle jakoZto mnohosténu Zdkiim dobfe zndmému k mnohosténu, jimz se

muZeme chtit se Zdky podrobnéji zabyvat, tj. pravidelnému Ctyfsténu.

Navazujici tlohou potom je urcit, jakou ¢ast objemu piivodni krychle tento pravi-
delny Ctyfstén zaujima. Postupy popsanymi v kapitole 7.6 mohou Z4ci urcit objemy
krychle a jehlanu a odectenim Ctyfndsobku objemu jehlanu od objemu krychle zjis-
tit, ze pravidelny Ctyfstén zaujima tfetinu objemu krychle (viz Tabulka 7.2). Lze
samozrejmé také vypocitat objem pravidelného Ctyfst€énu samostatné, obdobnym
zptisobem jako objem trojbokého jehlanu. Ackoliv ma pravidelny Ctyfstén stejny
objem jako dva trojboké jehlany dohromady, neni moZné jej na tyto dva jehlany
rozfiznout.

7.7.3 Rezy hvézdicorohého osmisténu

U hvézdicorohého osmisténu nas stejné jako u trojbokého dvojjehlanu miize zaji-
mat, jaké utvary jsou fezem jeho rovinami soumérnosti. I hvézdicorohy osmistén
md dva typy rovin soumérnosti. Rezem vedenym prvni z nich (obrdzek 7.12) je
Ctyfihelnik, ktery ma vSechny strany stejné dlouhé a protéjsi strany rovnobézné.

Obrézek 7.12: Rez hvézdicorohého osmisténu 1

Miize se tedy jednat o kosoCtverec, nebo Ctverec. Zaci tedy musi hlavné zdivodnit,
proC je fezem Ctverec a nikoliv kosoctverec, coZ mohou odvodit z toho, Ze dany
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Ctyfuhelnik mé stejné dlouhé uhlopficky. tato dloha je tedy vede k tomu, aby si
uvédomili, jak se od sebe jednotlivé typy rovnobézniku lisi.

Obrazek 7.13: Rez hvézdicorohého osmisténu 2

Rezem rovinou soumérnosti druhého typu (obrdzek 7.13 vznikne nekonvexni osmi-
uhelnik, u kterého umime snadno urcit délky vSech jeho stran i dvou na sebe kol-
mych dhlopficek a ktery je sloZzen ze Ctyt deltoidd, které jsou shodné s deltoidem,
ktery vznikl fezem dvojjehlanu (obrazek 7.14).

Obrazek 7.14: Nekonvexni osmiuhelnik

Z4ci mohou dale zkoumat vlastnosti tohoto osmitihelniku, zejména urcovat velikosti
jeho vnitfnich Ghli a jeho obsah. Podrobny rozbor téchto tloh jiZ neuvadim, jelikoz
je velmi obdobny jako postup u deltoidu uvedeny v kapitole 7.7.1.

Rezi hvézdicorohého osmisténu se tyka také jiz difve zminény problém, ktery tzce
souvisi s vypoctem objemu tohoto mnohosténu. Timto problémem je odhaleni mno-
hosténu, ktery vznikne odfezanim vSech osmi trojbokych jehlanid z hvézdicorohého
osmisténu. Ukolem pro Z4ky je opét co nepiesn&ji vznikly mnohostén popsat, pii-
padné nacrtnout, jak vypadd jeho sit’, nebo tento mnohostén vymodelovat napf. ze
stavebnice Polydron. Hledanym mnohosténem je pravidelny osmistén, vypocet jeho
vysky a objemu je nastinén v kapitole 7.6.2.
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7.7.4 Rezy hvézdicorohého dvacetisténu

V pripadé hvézdicorohého dvacetisténu je pro zdky zdkladni otdzkou, jaky mno-
hostén vznikne ofezdnim vech dvaceti trojbokych jehlant. Zaci by mé&li odvodit,
Ze se bude jednat o mnohostén, ktery ma dvacet shodnych stén tvaru rovnostran-
ného trojihelniku. Pro nékteré zZaky vSak ziejmé i poté bude ndrocné predstavit si,
jak vysledny mnohostén vypada. Proto povazuji za vhodné, aby tento mnohostén
vymodelovali, napf. pomoci stavebnice Polydron. Dal$i moZnosti je navrhnout sit’
vysledného pravidelného dvacetisténu. Obdobnou dlohou je vymodelovani ¢i na-
vrZeni sit¢ mnohosténu, ktery vznikne odfiznutim dvou pétibokych jehlanti z dva-
cetisténu (obrazek 7.15a). Zaci se tak mohou sezndmit s pétibokym antihranolem

(obrazek 7.15b).

Obrazek 7.15: Pravidelny dvacetistén a pétiboky antihranol

7.8 Kombinatorické alohy

Sestavovani mnohosténd z riznobarevnych jednotek vede pfi spravném postupu
(viz prilohy B-E) ke vzniku modelii s barevnym uspordddnim, které je podnétem
pro feseni dalSich tloh. Naptiklad ze tfi barev lze slozit dvé krychle, jejichZ uspo-
fadani barev neni identické. Ukolem 74k je uréit, zda jsou tyto dvé krychle stejné,
pfipadné popsat, ¢im se od sebe 1isi.

Nejzajimavéjsi z hlediska usporadani barev je vSak hvézdicorohy dvacetistén slo-
Zeny ze Sesti riznych barev. V kazdém z dvaceti vrcholt trojbokych jehlani se sty-
kaji stény tif barev, pficemz ve vrcholech dvou protéjsich jehlanti jsou vzdy barvy
stejné, pouze opacné usporddané (jednou ve sméru a podruhé proti sméru hodino-
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vych ru¢i¢ek). Ulohou pro 74Ky je uréit, zda jsou ve vrcholech jehlanti zastoupeny
vSechny barevné kombinace, které 1ze ze Sesti barev vytvofit. Jinymi slovy Zaci resi
kombinatorickou tlohu, kdy hledaji, kolik lze vytvofit trojic ze Sesti prvki. Zaci
zakladni Skoly sice jeSté neznaji pfisluSny vzorec, ktery umozni pocet kombinaci
vypocitat, presto vSak mohou tuto dlohu fesit. Klicem ke spravnému feSeni pro né
je, aby vymysleli systém, jak vSechny kombinace (kterych je dvacet) vypsat tak,
aby na zadnou nezapomnéli a zddnou zaroven nezopakovali vicekrat. Jeden takovy

systém popisuje tabulka 7.3. Kazdy fddek predstavuje jednu kombinaci, misto Sesti
barev je uvedeno Sest pismen.

A B C
A B D
A B E
A B F
A C D
A C E
A C F
A D E
A D F
A E F
B C D
B C E
B C F
B D E
B D F
B E F
C D E
C D F
C E F
D E F

Tabulka 7.3: Systém nalezeni kombinaci tif prvki ze Sesti

Vzhledem k tomu, Ze hvézdicorohy dvacetistén je tvoren dvaceti jehlany a kazda ba-
revnd kombinace se opakuje dvakrat, je zfejmé, Ze v jednom modelu je zastoupena
pouze polovina moZznych kombinaci. Navazujici dlohou je sestavit druhy model
hvézdicorohého dvacetisténu, ve kterém bude zastoupeno zbyvajicich deset barev-
nych kombinaci. Zaci stfedni §koly, ktef{ jiz maji z oblasti kombinatoriky hlubsi
znalosti, mohou fesit dlohu, kolik existuje riznych hvézdicorohych mnohostént
z hlediska vyskytu barevnych kombinaci, ¢i jakd je pravdépodobnost, Ze dva lidé
slozi dva modely obsahujici ve vrcholech jehlant stejné barevné kombinace.
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Kapitola 8
Vyuziti origami ve vyuce

V této kapitole je popsdn pribéh celkem ctyf vyucovacich hodin matematiky, ve
kterych bylo vyuZito origami k feSeni nékterych tloh uvedenych v kapitoldch 6
a 7. Ulohy jsem vyzkouSela ve dvou tfiddch, v osmém ro¢niku zdkladni $koly a
prvnim rocniku Ctyfletého gymndzia. Pro obé tiidy je charakteristicky maly pocet
74k, coZ je dano charakterem celé Skoly. Jsou dva diivody, pro¢ jsem k provedeni
experimentu zvolila pravé tyto tiidy.

Tim prvnim je, Ze jsem povazovala maly pocet zakid za velkou vyhodu. Véfila jsem,
Ze pro mé jako pro ucitele s médlo zkuSenostmi bude snazsi v tomto prostiedi praco-
vat. Navic jsem si byla védoma, Ze jak ja, tak Zaci nemdme s vyuZitim origami ve
vyuce matematiky Zadnou zkusSenost. Proto jsem se domnivala, Ze bude snazsi fidit
pribéh celého experimentu v mensi skupiné zak.

Druhym divodem bylo, Ze jsem po dobu necelych dvou let na této Skole pisobila
jako ucitel matematiky a chemie na CasteCny uvazek, a tak znam nékteré ze zaku
v obou tiidach. Méla jsem tedy alespon u nekterych zaki urcitou predstavu o tom,
co od nich mohu ocekdvat. Tuto skutecnost jsem povazovala za Zaddouci z hlediska
hladkého pribéhu celého experimentu.

8.1 Popis vyucovacich hodin v 8. ro¢niku ZS

Nékteré z iloh vychazejicich ze skladani rovnostranného trojihelniku, zakladni jed-
notky a krychle jsem vyzkousela v rdmci dvou vyucovacich hodin v 8. ro¢niku jedné
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prazské zdkladni Skoly. B€hem obou hodin bylo pfitomno vsech Sest zaku této tiidy,
tfi chlapci a tfi dév€ata. Vyuka probihala béhem 3. a 5. vyucovaci hodiny v jednom
dni.

8.1.1 Cile

Zatazeni origami do vyuky v osmém rocniku mélo naplnit nékolik cild. Mé€lo Za-
kdm ukazat jiny, pro né nezvykly zpisob geometrického modelovani rovinnych i
prostorovych ttvart. Zaci v prostiedi origami méli byt schopni zdtvodnit vlastnosti
vymodelovanych trojihelnikti a hledat maximalni rovnostranny trojihelnik vepsany
do ctverce. Ddle se méli sezndmit se zdkladni symbolikou origami a naucit se rozu-
mét a postupovat podle grafického navodu. Cilem rovnéz bylo, aby Zaci nalezli co
nejjednodussi zpisob vypoctu povrchu a objemu sestrojeného modelu krychle.

8.1.2 Prubéh

V tvodu jsem zéky kratce sezndmila s tim, co je bude v rdmci dvou nadchéazejicich
vyucovacich hodin ¢ekat, a s jejich pomoci jsem stru¢né vymezila, co je origami.
Poté jsem jim demonstrovala slozeni rovnostranného trojihelniku ze ¢tvercového
papiru prvnim postupem, ktery je popsan v kapitole 6.1.1. Zci sed&li v jedné fadé a
J4 mezi nimi a predvadéla jsem jim jednotlivé kroky sklddéni, které oni spolecné se
mnou provadéli. Ukédzalo se vSak, Ze toto rozmisténi nebylo nejvhodnéjsi, jelikoz
Zaci sedici na kraji fady porddné nevidéli jednotlivé kroky sklddani, které jsem jim
predvadéla.

Po dokonceni sklddani ndsledovala diskuse o vlastnostech sloZeného trojihelniku.
Vétsina 24kl uvedla, Ze se jednd o rovnostranny trojihelnik, pfi podrobnéjsim dota-
zovani se vSak ukdzalo, Ze jsou si jisti pouze jeho rovnoramennosti a rovnostrannost
nejsou schopni prokazat. Proto bylo jejich dal$im tkolem vymyslet zpiisob, jak ve
Ctverci papiru sloZit trojihelnik, u néhoz by si byli jisti, Ze je rovnostranny. Nejprve
jsme diskutovali dalSi vlastnosti rovnostranného trojtihelniku, které by nim mohly
napomoci zpusob sklddani objevit. Mym cilem bylo navést Zaky k tomu, Ze mohou
vyuZzit osu soumérnosti rovnostranného trojihelniku a rovnostranny trojihelnik vy-
modelovat zpisobem popsanym v kapitole 6.1.2, coZ se jim nakonec podafilo.

Poté jsem polozila Zakiim otazku, zda je mozné ve Ctverci sloZit vét$i rovnostranny
trojihelnik. Po velice kratkém premysleni vSichni zaci odpovedéli, Ze to mozné
neni. Vyzvala jsem je, at’ se nad tim jeSté jednou porddné zamysli. Ve skupiné

70



chlapcti pak vypukla pomérné bouiliva diskuse, kdy jeden z nich se domnival, Ze
existuje vétsi trojihelnik. Zbyvajici dva si jiZ vymodelovany trojihelnik slozili tak,
aby s nim mohli v novém ctverci manipulovat, a ve ¢tverci s nim rizné otaceli a
snazili se argumentovat, Ze Zadny vétsi trojihelnik se tam jiZ nevejde. Prvni Zdk jim
pak ale ukdzal, Ze vhodnym pootocenim trojihelniku vznikne jesté trochu mista pro
jeho zvétSeni. Na zdkladé€ toho, Ze si chlapci trojuhelnik posklddali tak, aby s nim
mohli manipulovat, jsem ostatnim doporucila, aby si svij jiZ vymodelovany rovno-
stranny trojuhelnik vystfihli. Po kritké diskusi pak Z4ci dosli k zavéru, Ze pokud
rovnostranny trojihelnik, ktery mé délku strany stejnou, jako je délka Ctverce, tro-
chu pootoci kolem jednoho ze spole¢nych vrchold, je pak mozné trojihelnik jesté
trochu zvétsit. Nakonec vSichni Zaci samostatné, nebo s pomoci vystfiZzeného maxi-
malniho trojihelniku, ktery jsem posléze kazdému dala, odvodili, jak 1ze do Ctverce
umistit nejvétsi mozny rovnostranny trojihelnik.

Nésledovala spole¢né diskuse o presné poloze maximalniho rovnostranného troju-
helniku ve &tverci, tj. velikosti tihlii o a B (obrazek 6.6). Zaci velice rychle uvedli, Ze
velikost obou thli je 15°. Popsali velice dobre, jak k tomuto ¢islu dosli, ale nebyli
schopni zdiivodnit, pro¢ by oba tihly mély mit stejnou velikost. Nékteti z nich to
podle mého nazoru chépali, ale nebyli schopni to vysvétlit. Nakonec jsem tedy pro-
vedla toto zdiivodnéni sama postupem popsanym v kapitole 6.6.1, ktery Zaci snadno
pochopili.

Nésledujicim dkolem pro Zaky bylo vymyslet postup sloZzeni maximélniho rov-
nostranného trojuhelniku. Aby Z4ci nezacali vymyslet nesmyslné postupy, rovnou
jsem jim poskytla ndpovédu, aby vyuzili toho, Ze jiz umi sklddanim papiru vymo-
delovat thel o velikosti 30°. Chtéla jsem zdky pfivést k tomu, aby nejprve vymo-
delovali thel o velikosti 30° a poté jeho osu. Ukdzalo se vSak, Ze jsem neméla cely
postup detailn& promyslen. Zaci sice snadno vymodelovali jeden thel o velikosti
15°, ale poté jim Cinilo potiZe vymodelovat druhy, ktery by byl spravné zorien-
tovany. V tu chvili vznikl ve tfidé trochu zmatek, kdy Z4ci nevédéli, jak déle po-
stupovat. Situaci jsem vyfteSila dost nevhodnym zplisobem - vyzvala jsem jednoho
ze zaku, ktery jiz postup objevil, aby jej predvedl ostatnim. On vSak nebyl scho-
pen svij postup prehledné popsat a ostatni mu nevénovali velkou pozornost. Bylo
by zfejmé ucelnéjsi, abych objeveni postupu skladdni vénovala podstatné vic Casu.
Zéci, ktefi by postup odhalili, by méli za tikol jej popsat a zakreslit, s ostatnimi
bych o problému vice diskutovala. Vzhledem k tomu, Ze jsem chtéla ¢ast hodiny
jesté vénovat sklddani krychle, rozhodla jsem se ukoncit ¢innost tykajici se skla-
dani maximalniho rovnostranného trojihelniku, a tak ale zistala tato problematika
nékterym Zakiim nevyjasnéna.

71



Na zavér série uloh tykajicich se sklddani rovnostranného trojihelniku jsem jeSté
Zaktim polozila otazku, pro€ si mysli, Ze je v publikacich o origami uvadén vétsi-
nou prvni postup skldddni. Zéci hlavni piicinu (méné prehybi, a tim padem v&tsi
presnost) odhalili velice snadno a rychle. Oproti pfipravenému scéndfi jsem vSak
zapomn¢la se Zaky diskutovat porovnani konstrukci pomoci origami a pomoci pra-
vitka a kruzitka.

Zbyvajici ¢ast druhé vyucovaci hodiny jsem vénovala nékterym tlohdm tykajicich
se sklddani zdkladni jednotky a ndsledné krychle. Nejprve dostali Zaci graficky na-
vod, jak slozit zdkladni jednotku (viz kapitola 7.1), podle kterého méli jednotku
sloZit. Zaci, kteif méli jednotku sloZenou rychleji, dostali za tikol uréit &tyftihelnik,
ktery zdkladni jednotka predstavuje, a velikost jeho vnitinich dhli.

Kdyz Z4ci sklddani dokoncili, néktefi se sami ptali, k ¢emu jim je to, co slozili.
Jeden zdk uvedl, Ze si mysli, Ze z jednotky piijde slozit krychle a Ze to jiz dfive ve
Skole délali (jak jsem se pozdéji dozvédéla, zaci diive jiz skladali krychli z ptivodni
Sonobovy jednotky). Nechala jsem zdky at" se rozdéli do skupin, ve kterych se
pokusi ze Sesti jednotek krychli slozit. Podle ocekavéni se rozdélili na tficlennou
div¢i skupinu, jednu dvojclennou chlapeckou skupinu a zbyvajici Zak chtél pracovat
samostatné. Viem jsem dala k dispozici potiebny pocet zdkladnich jednotek. Zak
pracujici samostatné velmi rychle objevil systém zasouvani jednotek do sebe, obé
zbyvajici skupiny potfebovaly ndpovédu, jak do sebe jednotky zasouvat. Poté vSak
jiz krychli velice snadno a rychle sloZili. Jejich predchozi zkuSenost se skladanim
Sonobovy kostky zde ziejmé hrdla vyznamnou roli.

Dalsi dlohou pro Zaky bylo co nejjednodussim zptisobem bez méfeni urcit povrch
krychle, jestlize vi, Ze vychozi Ctverec papiru md délku strany 15 cm. JelikoZ ne-
zbyvalo mnoho ¢asu, napovédéla jsem zakim témér ihned, Ze by mohli zkusit néco
vysledovat z rozlozené zakladni jednotky a kazdé skupin€ jsem dala jednu dalsi
k dispozici. VSichni chlapci si po rozloZeni jednotky téméef okamZité vSimli, Ze
Ctverec papiru je vzniklymi prehyby rozd€len na Sestnact pravothlych rovnoramen-
nych trojihelnikll a sténa krychle je tvofena dvéma témito trojihelniky. Tuto sku-
teCnost pak snadno vyuZili pro vypocet povrchu krychle, ktery byl v obou pfipadech
v poradku. Naproti tomu div¢i skupina po rozloZeni zdkladni jednotky objevila pra-
vouhly trojihelnik, jehoZ odvésny maji stejnou délku jako hrana krychle. Pomoci
Pythagorovy véty poté délku odvésny vypocitaly a posléze spravné urcily i povrch
krychle. Cely postup jim trval podstatné déle nez chlapctim, a tak chlapci stihli vy-
pocitat i objem krychle. Pfekvapilo mé, Ze jej urcili zpisobem, na ktery jsem ja sama
pfisla az pfi rozmysleni priibéhu experimentu a ne jiz béhem tvorby a popisovani
jednotlivych dloh. Uvédomili si, Ze pokud jiZ znaji obsah Ctverce tvoficiho sténu
krychle, mohou délku jeho strany vypocitat odmocnénim této hodnoty a objem poté
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podle vzorce V = a*. Timto zpiisobem se zcela vyhnuli vyuZiti Pythagorovy véty,
které jsem ptivodné pfi vypoctu objemu krychle povaZovala za nezbytné. Zajima-
vym zdvérem experimentu tak byla diskuse o porovnéani obou pouZzitych postupech
uréeni povrchu krychle a vhodnosti hledani co nejjednodussiho feSeni.

8.1.3 Ukazka zakovského reSeni

Chci zde uvést jeden zdkovsky zplisob feSeni ovéfeni rovnostrannosti trojihelniku
sloZeného prvnim postupem. Ten mohl pfi mém vhodném vedeni byt vyuzit k tomu,
aby Zéci objevili elegantni postup sloZeni rovnostranného trojihelniku ve ¢tverci, a
to jak trojihelniku o délce strany shodné s délkou strany ctverce, tak maximélniho
trojuhelniku.

Poté, co jsem Zdky vyzvala, aby se pokusili prokdzat, Ze trojihelnik sloZeny prv-
nim postupem je rovnostranny, pfehnul jeden Zdk pravou stranu ctverce ke strané
vymodelovaného trojihelniku (viz obrdzek 8.1). Ackoliv jsme nakonec spolecné
i s ostatnimi zaky tento zpusob dikazu zamitli na zakladé nepfesnosti skladani a
mozné chyby, povazuji jej za velice hodnotny. Tomuto Zakovi se podafilo vyuZzit
prostiedi origami k tomu, aby snadno porovnal délku dvou tsecek.

Obrizek 8.1: Zakovsky zplisob ovéfeni rovnostrannosti vymodelovaného trojihel-
niku

Povazuji nyni za velkou chybu, Ze jsem si neuvédomila, Ze by Zaci mohli tento po-
stup snadno vyuZit k objeveni, jak 1ze ve Ctverci sloZit trojihelnik, u kterého jsou si
jisti, Ze je rovnostranny (obrdzek 8.2). RovnéZ mohl tento objev snadno vést k vy-
modelovani maximalniho rovnostranného trojihelniku ve ¢tverci. Prehybem nazna-
¢enym na obrazku 8.1 totiz Zdk vymodeloval dhel o velikosti 15°, coZ je konstrukce
klicovéd pro vymodelovani maximélniho rovnostranného trojihelniku, a mohl tak
objevit zplsob sklddani zobrazeny na obrizku 6.8.
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Obrazek 8.2: Mozny zakovsky zptisob sloZeni rovnostranného trojihelniku

8.1.4 Vysledky

Prti pripravé série tuloh tykajicich se sklddani rovnostranného trojihelniku, zakladni
jednotky a krychle jsem si stanovila odpovédét na nékolik otdzek. Postupné uvedu
tyto otazky i odpovédi, které se mi na né podarilo ziskat.

1. Jaké obtize Cini zakGm provést narocny prehyb, ktery je aplikaci axiomu
(AS)?

Ukézalo se, Ze provedeni pirehybt necinilo Zdkiim Zadné zdvaznéjsi potize a
Ze jsou schopni jej zvladnout samostatné, ¢i s jednoduchou napovédou po-
psanou v kapitole 6.1.1. Dokonce i1 Zdk, kterému na levé ruce chybi dva prsty,
nemél se skladanim potiZe.

2. Budou Z4ci trvat na tom, Ze trojihelnik sloZeny prvnim postupem je rovno-
stranny, protoze je to vidét?

Zici velice snadno pochopili, Ze jejich domnénku, Ze trojihelnik je nejen
rovnoramenny, ale i rovnostranny, je potfeba dokazat. Zaroven pfiznali, Ze
toho nejsou schopni.

3. Budou Zaci schopni s ndpomoci objevit druhy zpisob skladani, pfipadné ale-
spon zdivodnit, pro¢ takto sloZeny trojuhelnik je rovnostranny?

Jak uvedu niZe, pfi feSeni tohoto dkolu jsem nevyuZzila nipadu jednoho ze
zakl a vmanipulovala jsem zdky do mnou o¢ekavaného feSeni. Nelze fici, Ze
Zaci zpusob skladani pfimo objevili, ale jak pozd¢ji vSichni uvedli, pochopili,
proc takto sloZeny trojihelnik je rovnostranny.
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. Objevi nektery ze zakl zcela samostatné myslenku pootoceni a nasledného
zvétSeni trojuhelniku?

Jednomu ze zaki se skutecné podafrilo zcela samostatné tuto myslenku objevit
a posléze i objasnit dvéma dal$im spoluzakdim.

. Pomtize vystfizeny maximalni trojihelnik Zdktim k objevu a motivuje je ke
splnéni ukolu?

Vsechny zéky zaujalo, Ze jsem jim dala k dispozici vétsi rovnostranny troju-
helnik, nez sami pfedtim vymodelovali, ktery jsem vystfihla ze Ctverce papiru
o stejné délce strany. Zacali s nim ithned manipulovat a snaZili se jej do Ctverce
umistit. Ti, ktefi predtim jesté¢ mySlenku pootoceni trojihelniku neobjevili, ji
objevili praveé s pomoci tohoto vystiizeného maximalniho trojihelniku.

. Objevi, nebo alespon pochopi Ziaci polohu maximdlniho trojuhelniku ve
ctverci?

Oproti mému ocekdvani zaci polohu maximalniho trojahelniku ve Ctverci ve-
lice snadno odhalili na zdkladé toho, Ze ,,je to prosté vidét”, jak uvedl jeden
ze 7akl. Nebyli plné schopni ji zdlvodnit, ale predloZené zdivodnéni bez
problémil pochopili.

. Vymysli Z4ci, jak maximdlni trojihelnik sloZit, a pochopi, Ze origami umoz-
fuje provést nékteré konstrukce snize?

Konstrukci thlu o velikosti 15° vymysleli Z4ci pomérné rychle, ale z vySe
popsanych ditvodii néktefi nebyli schopni sloZeni trojihelniku dotdhnout do
uplného konce. Na druhou ¢ést otazky jsem nenasla odpovéd’, jelikoZ jsem se
ji zapomnéla pfi vyuce zabyvat.

. Jak se Z4ci vyporadaji se sklddanim podle ndvodu, kdyZ nikdy predtim ori-
gami podle grafického ndvodu neskladali?

Vyjma provedeni krokt 8) a 9) jim sklddani necinilo Zadné vétsi potiZe. Na-
opak, jak sami uvedli, pfislo jim jednodussi a zdbavnéjsi nez sklddani podle
mnou piredvadéného postupu.

. Jakym zptisobem se Zaci budou snazit krychli slozit?

Zéci rychle odhalili, jakd ¢4st zdkladni jednotky bude ziejmé tvofit sténu hle-
dané krychle, ale vétSiné z nich (kromé Zdka pracujiciho samostatné) Cinilo
potize vymyslet, jakym zptisobem do sebe jednotky zasouvat. Bylo patrné, Ze
si pamatuji, Ze je tfeba do sebe jednotky zasunout, ale vzhledem k tomu, Ze
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v minulosti sklddali krychli z trochu jiné zakladni jednotky a navic to bylo,
jak uvedli, pfed zhruba dvéma lety, potfebovali v této oblasti napovédu.

10. Napadne zdky 1 bez ndpovédy pri vypoctu povrchu krychle podivat se na roz-
loZenou zdkladni jednotku?

Jak jsem uvedla vyse, z diivodu nedostatku ¢asu jsem neposkytla zadkiim do-
statek prostoru pro to, aby je to mohlo napadnout.

8.2 Popis vyucovacich hodin v 1. ro¢niku ctyrletého
gymnazia

Nékteré z uloh tykajicich se skladani zakladni jednotky a dvojjehlanu jsem vyzkou-
Sela v rdmci dvou navazujicich vyucovacich hodin v 1. ro¢niku jednoho prazského
Ctyfletého gymnazia. Béhem obou hodin bylo pfitomno osm zZaki této tfidy, Ctyii
chlapci a Ctyfi dévcata. Cely priibéh experimentu byl zaznamendvén videokamerou.

8.2.1 Cile

Z hlediska matematického obsahu mélo vyuZiti origami v pribéhu experimentu na-
plnit nékolik cili. Mélo zaky vést k pouzivani vhodnych geometrickych pojmu a
presnému matematickému vyjadfovani. Dédle mélo rozvijet dovednost zZakl postu-
povat podle algoritmu a porozumét zakladni symbolice origami a zplisobu zndzor-
néni postupu sklddani. Pfedev§im vSak mélo dovést zZaky k pochopeni, Ze matema-
tické tlohy lze vétsinou fesit nékolika zptisoby a je vyhodné (z hlediska ¢asu i na-
ro¢nosti feSeni) hledat takova reSeni, kterd co nejlépe vyuZzivaji vSechny informace,
které prostiedi, v némZ jsou feSeny, poskytuje.

8.2.2 Prubéh

V tvodu jsem zdky stru¢né sezndmila s naplni ndsledujicich dvou vyucovacich ho-
din a nechala je, aby se rozdélili do dvojic. Jeden zZak vyjadril ptani pracovat sa-
mostatné, a tak nakonec Zaci pracovali ve tfech dvojicich a dva Z4ci samostatné.
VSichni Z4ci uvedli, Ze nemaji s origami Zadné vetsi zkuSenosti a Ze nikdy neskladali
Zadnou sklddanku podle grafického navodu. Poté byli Z4ci stru¢né sezndmeni se z4a-
kladni symbolikou origami a dostali k dispozici graficky ndvod, jak sloZit zakladni
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jednotku (viz kapitola 7.1). Zaroven obdrzeli tii jiz sloZené zakladni jednotky. Jejich
ukolem bylo slozit dvé zdkladni jednotky, a to bud’ s vyuZitim grafického navodu,
slozenych modelil, nebo kombinaci obojiho. VétSina zakd postupovala podle gra-
fického navodu, pouze jedna Zakyné sklddala jen s vyuZitim zdkladnich jednotek.

Zici, kteff byli hotovi, dostali k dispozici prvni pracovnf listy s tlohami vychaze-
jicimi ze zdkladni jednotky (viz Pfiloha I), kterymi se ve zbytku prvni vyucovaci
hodiny zabyvali. Byli informovani, Ze dlohy maji fesit v poradi, v jakém jsou uve-
deny v zadavacich listech. Ukéazalo se, Ze Zaci si nepamatuji rozdily mezi nékterymi
typy Ctyrthelniki (kosoétverec vs. kosodélnik, lichobéznik vs. rovnobéznik) a 7Ze je
tteba tyto pojmy objasnit. Podle o¢ekavani nerozuméli pojmu nekonvexni mnoho-
uhelnik, se kterym se nikdy predtim nesetkali, a ktery tak bylo tieba zavést.

Zéci pracovali pfi sklddani i na dloh4ch znaéné rozdilnym tempem, vyrazné lépe
pracovaly dvojélenné skupiny neZ Z4ci pracujici samostatné'. VétSina 74k stihla
vyfesit do konce prvni vyucovaci hodiny pouze ulohy ¢.1-2c¢ (viz Pfiloha I).

V tvodu druhé vyucovaci hodiny jsem Zakiim vysvétlila, Ze jiZ nebudeme pokraco-
vat v feseni dloh z prvnich zadavacich listi, abychom méli dostatek ¢asu pro dalsi
aktivitu. V rdmci této aktivity se méli Zaci nejprve pokusit ve skupinach ze tif za-
kladnich jednotek slozit libovolny mnohostén pomoci zasouvani jednotek do sebe.
Jednomu Zakovi se podafilo objevit spravny zpusob zasouvani jednotek, ostatnim
jsem tuto skutecnost po priblizné tfech minutdch napovédéla. VSichni Zaci se poté
snazili s vyuzitim této znalosti sloZit néjaky mnohostén. Ukdzalo se vSak, Ze ani
s touto ndpovédou si zZaci nevédi se sklddanim mnohosténu pfilis rady, ztraceji za-
jem a pozornost. Proto jsem po tfech minutdch dala kazdé skupiné k dispozici jiz
sloZeny model dvojjehlanu s informaci, Ze pravé tento mnohostén Ize ze tii zaklad-
nich jednotek slozit. Nasledné se v§em Zakim podafilo slozit vlastni model dvoj-
jehlanu, ackoliv rozdilné rychle. Opét vyrazné rychleji pracovali Zéci, ktefi sklddali
dvojjehlan ve dvojici. Od tohoto okamZiku se zacaly utvaret rozdily v tlohach, které
Zaci v danou chvili fesili. Néktefi potfebovali jesté pomérné dost Casu ke slozeni
dvojjehlanu, a tak zacali Zaci v riznou dobu fesit Glohy ze druhych zadavacich listi
(viz Ptiloha J). Pii popisu dvojjehlanu se opét ukazalo, Ze Zaci maji potiZe s geome-
trickou terminologif a nasledn€ i se vzpomenutim si na vzorce pro vypocet obsahti
a objemu. Vypocet povrchu dvojjehlanu se podafilo zcela samostatné provést pouze
dvéma nejrychleji pracujicim zdkynim (provedly jej s vyuZitim Pythagorovy véty),
ostatnim bylo zapotfebi trochu poradit. Jednu dvojici jsem zdmérn€¢ nasmérovala
k nalezeni jednodussiho feSeni popsaného v kapitole 7.6, které potom v ramci shr-
nuti vypoctu povrchu predstavili ostatnim.

1Je pravda, 7e zvlasté v pifpadé zdkyn& pracujici samostatné jsem se dopustila zdvazné chyby.
Témér jsem se ji nevénovala a ona tak neméla moZnost o tlohdch s nikym diskutovat
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JelikoZ néktefi Z4ci zacali fesit 1 tlohu tykajici se vypoctu objemu dvojjehlanu, roz-
hodla jsem se ji v zavéru hodiny alespon strucné se zZaky projit. V tu chvili vSak jiz
nékteti zaci byli znacné unaveni ¢i otrdveni a nevénovali mi pozornost, a tak spolu-
pracovali jen Ctyfi Zaci. Ti navrhli, Ze je zapotiebi vypocitat objem jednoho ze dvou
jehlant tvoricich dvojjehlan. Vzorec pro tento vypocet neznali. Poté co jsem jim ho
sdélila, byli schopni navrhnout, jak vypocitat obsah podstavného rovnostranného
trojihelniku. Vzhledem k nedostatku ¢asu vSak nebylo mozné cely vypocet dokon-
¢it. V poslednich péti minutdch Zéci doplnili kratky dotaznik (viz Piiloha K).

8.2.3 Ukazka zakovského reSeni

Predstavim jedno feSeni dlohy tykajici se vypoctu povrchu dvojjehlanu, které vy-
myslela jedna dvojice. Je z néj patrné, zZe aCkoliv Zakyné vycetly z rozloZzené za-
kladni jednotky dilezité tidaje, nevyuZily je k elegantnimu feseni, ale rad€ji pouzily
nauceny zplisob vypoctu délky strany v pravouhlém trojihelniku, tj. Pythagorovu
vétu.

41335

7,5

Obrizek 8.3: Zakovsky zplisob vypoctu povrchu dvojjehlanu

Z4kyné si naértly obrazek 8.3, ktery odpovida vyfezu z rozloZzené zdkladni jednotky,
a provedly nasledujici vypocet.
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Z4kyné si evidentné uvédomily, Ze obsah jedné stény dvojjehlanu je poloviéni nez
obsah silnéji vyznaceného ctverce na obrdzku 8.3. Nejprve urcily délku strany to-
hoto ¢tverce pomoci Pythagorovy véty a ndsledné vypocitaly povrch celého dvoj-
jehlanu. Ackoliv si to do nacrtku vyznacily, neuvédomily si, Ze znaji jak délku za-
kladny, tak i prislusnou vysku rovnoramenného pravouihlého trojihelniku tvoticiho
sténu dvojjehlanu, a mohou tedy snadno podle vzorce vypocitat obsah tohoto troju-
helniku, aniZ by aplikovaly Pythagorovu vétu.

Pfi zadani této dlohy (viz tloha €. 2 v pfiloze J) jsem se snazila navést zaky k tomu,
aby hledali co nejjednodussi zptisob feseni. Ukazalo se, Ze by mozna bylo vhodnéjsi
udat i podminku nepouZiti Pythagorovy véty. Piipadné mohli Z4ci hledat dvé riizna
feSeni, jedno s vyuzitim Pythagorovy véty a druhé bez néj, aby mohli porovnat

jejich asovou vyhodnost i ndro¢nost.

8.2.4 Vysledky

Pti pripravé série uloh tykajicich se skladdni zdkladni jednotky a dvojjehlanu jsem
si stanovila odpovédét na nékolik otdzek. Postupné uvedu tyto otdzky i odpovédi,
které se mi na né podafilo ziskat.

1. Jakou variantu skladani si Z4ci budou volit a proc?

Kromé jedné dvojice se vSichni rozhodli postupovat podle grafického navodu,
protoZze, jak uvedli v dotazniku, jim to pfiSlo jednodussi. V jedné dvojici se
rozhodli skladat podle jiZ sloZzené zakladni jednotky, ale pfili§ pfi tom nespo-
lupracovali. Jeden Zdk z této dvojice se nakonec rozhodl dokoncit sklddan{
podle grafického ndvodu. Naopak zdkyné z této skupiny vytrvala a zakladni
jednotku slozila bez pouziti grafického navodu, protoZe, jak uvedla, to byla
vetsi vyzva.

2. Jak se Zaci vyporadaji se skladanim podle ndvodu, kdyZ nikdy predtim ori-
gami podle grafického navodu neskladali?

Ukazalo se, Ze se sklddanim zdkladni jednotky podle grafického navodu ne-
méla Zadna skupina, vyjma Zaka pracujictho samostatné, viibec Zadné potize.
Zaci pracujici ve dvojicich si vzdjemné pomdhali.
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3. Jakym zptisobem budou Zaci postupovat pri skladani zakladni jednotky podle
jiz sloZzenych modeld?

Jak jsem uvedla vySe, pouze dva Zici se odhodlali sklddat zédkladni jednotku
pouze s vyuZzitim tff jiZ slozenych zdkladnich jednotek. Oba dva nejprve roz-
loZzili jednu zdkladni jednotku a snaZili se vytvofit na svém ctverci papiru co
nejvice prehybi podle rozloZené jednotky. Teprve poté zacali opatrné rozkla-
dat dalsi jednotku a pfijit na to, v jakém poradi byly prehyby utvoreny. Jeden
z 74kl nakonec usili vzdal (viz vySe). Ackoliv Zdkyné vytvorila samostatné
sit’ vSech potiebnych prehybil na rozloZeném CEtverci papiru, nebyla schopna
bez malé dopomoci zdkladni jednotku sloZit az do konce. Ukdzalo se, Ze cely
proces je i pro zdka prvniho ro¢niku gymnézia pomérné ¢asové i intelektudlné
ndrocny.

4. Jaka kritéria budou Zaci pouZivat pii popisu dvojjehlanu?

Vétsina 7dki v popisu zminila pojem jehlan. Casty byl vy&et poétu stén,
pouze jedna skupina zminila i pocet vrcholi a jedna chybny pocet hran. Déle
se vyskytovaly informace zaloZené na skutecnosti, Ze dvojjehlan byl sloZen
pomoci origami (napf. ,,Na kazdé sténé se setkdvaji dva kosodélniky*). Jedna
skupina uvedla, ze pokud se divaji pfimo na kterykoliv roh Sestisténu, vidi
Ctyfi stény. Zadnd skupina ale neuvedla uceleny popis dvojjehlanu, ktery by
umoznil odli$it jej od jinych mnohostént. Jedna skupina sice uvedla, Ze se
jednd o dva jehlany spojené k sob& podstavou, ale jiZ neuvedla, o kolikaboké
jehlany se jedn4, ¢i jaké mnohouhelniky tvofi jejich stény.

5. Vyuziji Z4ci k vypoctu povrchu i objemu vyhodné udaje, které lze vycist
z rozloZené zékladni jednotky?

Ukazalo se, Ze Zaci se snazi aplikovat nauc¢ené postupy reseni, misto aby hle-
dali jednodussi, vychdzejici z ddaja, které lze vycist z rozloZené zakladni
jednotky. Jedna dvojice napiiklad sice z rozlozené zdkladni jednotky spravné
urcila, Ze vyska rovnoramenného trojihelniku tvoticiho sténu dvojjehlanu je
3,75 cm (Zaci pracovali s papirem tvaru Ctverce, o délce strany 15 cm), ale
nevS§imla si, Ze mohou snadno urcit, Ze délka jeho zakladny je 7,5 cm. Proto
vypocitala pomoci Pythagorovy véty délku ramene pravotuhlého rovnoramen-
ného trojihelniku a ndsledné jeho obsah. Pfi srovnani metod vypoctu povrchu
dvojjehlanu si vS§ak Zaci uvédomili, Ze neni vzdy vhodné aplikovat naucené
zpusoby fesenti, ale Ze je vyhodné snaZit se hledat jednodussi.
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8.3 Metodicka doporuceni

Na zdklad¢é obou provedenych experimentt a prostudované literatury se nyni po-
kusim zformulovat metodicka doporuceni pro praci v prostfedi origami. Pokud ma
byt zarazeni origami do vyuky matematiky smysluplné, je zapotiebi, aby si jich byl
ucitel védom a tidil se jimi.

8.3.1 Priprava vyucovaci hodiny

Vyuziti origami pfi vyuce vyZzaduje velmi peclivou pfipravu ze strany ucitele, ob-
zvlasté pii prvnich pokusech, kdy jak ucitel, tak Zaci nejsou zvykli v prostredi ori-
gami pracovat. ACkoliv jsem podle mého ndzoru méla druhy experiment znacné 1€pe
pripraveny neZ prvni (Z4ci obdrZeli pracovni listy, byli sezndmeni se zdkladni sym-
bolikou origami a informovani o pravidlech prace), ukdzalo se, Ze price v prostiedi
origami vyZaduje ze strany ucitele je§té peclivéjsi piipravu. Zéci pii feseni dloh voli
rozdilné strategie a jejich rychlost prace se znacné lisi. Pro ucitele je tak velmi na-
rocné stihat sledovat a pomahat v§em zakim a koordinovat praci tiidy jako celku.
Resenim by ziejmé bylo mit pfipravené jednoduché napovédy na kartickach, které
by Zéci postupné podle potieby dostavali. Podminkou pro efektivni vyuZiti origami
je také dobrd znalost zakl ze strany ucitele, kterd ma za nésledek predvidani toho,
jak jednotlivi Z4ci budou pracovat.

Zaroven je tfeba si uvédomit, Ze feSeni tloh v prostfedi origami je znacné Casové
naro¢né. Je zapotiebi na jednotlivé dlohy vyhradit dostatek casu. Jsem si védoma,
Ze jsem Casovou naro¢nost dloh znaéné podcenila. Diky tomu jsem se v pribéhu
druhého experimentu dopustila celé fady didaktickych chyb (napf. jsem nedala Z4-
kidm dostatek prostoru pro popis jejich feSeni v ramci spole¢né diskuse, ale spiSe
jsem jejich vysledky za icelem uSetfeni ¢asu shrnula sama).

8.3.2 Volba typu navodu

Velice dilezitym rozhodnutim, které musi ucitel ucinit, je volba navodu, podle kte-
rého budou zici skladat. Jednotlivé typy navodd byly uvedeny v kapitole 4.7. Po-
uziti kazdého z nich rozviji u zakd riizné dovednosti, je rozdilné ¢asové narocné.
Volba typu ndvodu tedy zavisi na cilech, které si ucitel pfi zarazeni origami do vy-
uky stanovi.
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Vyhodou demonstrace postupu ucitelem je moznost pfi kazdém kroku se zdky po-
jmenovavat vznikajici utvary a diskutovat se zZaky jejich vlastnosti. Domnivam se,
Ze v piipadé jednodussiho modelu, nizsiho véku zdka a v okamziku, kdy jednim
z hlavnich cilt vyuziti origami je procvicovani geometrické terminologie (tedy vét-
Sinou s mladsimi Zéky), je vhodné zvolit demonstraci postupu ucitelem. Zda se vsak,
ze z hlediska motivace je vhodnéjsi pouZit graficky navod (vytiSt€ny nebo promit-
nuty) nez demonstraci postupu uéitelem. Zaci jsou tak vice zaujati a zfejmé je pro
né spiSe vyzvou sklddanku sloZzit podle psaného postupu, nez jen kopirovat postup,
ktery jim nékdo predvadi. Zaroven se tak uditel vyvaruje zmaten& popsaného po-
stupu. Navic poté maji Zaci postup sklddani stile pred sebou a mohou si kdykoliv
jednotlivé kroky pfipomenout a vyuZit pii feseni tloh. Zdkam, ktefi maji se skld-
danim podle grafického nadvodu potiZe, mize ucitel pomoci tim, Ze bude jednotlivé
kroky provadét spolecné s nimi. Aby vSak Z4ci mohli sklddat podle grafického na-
vodu, je nutné je nejprve seznamit se symbolikou, kterd je v origami pouZzivana.

Varianta, kdy zéci skladaji model podle jiZ sloZzeného modelu, ktery maji k dispo-
zici, je z hlediska rozvijeni dovednosti zfejmé nejzajimavéjsi, ale je nutné poci-
tat s velkou Easovou ndroénosti. Zaci musi postup skldddni samostatné rozlozit do
jednotlivych kroku, coZ je pro né znacné intelektualné naro¢né. Domnivam se, Ze
v piipadé volby tohoto typu navodu je vhodné ponechat Zaktim na feSeni tohoto pro-
blému dostatek Casu a jejich zptisoby fesSeni nasledné diskutovat. Pfipravnou fazi na
feSeni tohoto problému muZe pro Ziky byt varianta rozfazovaného navodu, ve které
je rozlozeni postupu do jednotlivych krokd jiZ provedeno.

8.3.3 Zasady spravné demonstrace navodu ucitelem

Pokud se ucitel rozhodne k tomu, Ze bude Zakiim postup skladani demonstrovat, je
podle Barbary Pearl [Pearl, 2008] nutné dodrZet nékolik zasad, které nyni uvedu.

Pfi prvnim zarazeni origami do vyuky je dulezité zacCit s jednoduchym modelem.
Ucitel by mél pracovat s vyrazné vétSim formdtem papiru pfiloZenym na tabuli.
Ukazuje se, Ze pro zdky neni matouci, Ze ucitel ma papir umistény ve vertikalni
poloze, zatimco oni v horizontdlni. Dile se doporucuje, aby ucitel na svém papiru
barevné vyznaclil prehyby, které se maji provést. Thomas Hull [Hull, 2006] navic
uvadi, ze se mu velmi osvédcilo provadét prehyby pod vizualizérem. VSichni Zaci
pak detailné vidi ruce i papir ucitele. Pokud ma ucitel vizualizér k dispozici, 1ze jej

/////

teCnost, Ze se mi podafilo ndro¢ny postup ,,desifrovat” a zvladnout. Pfedpokldddm, Ze Zaci to vnimaji
stejné.
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podle néj vyhodné vyuzit 1 k predvedeni, jak do sebe zasouvat zdkladni jednotky
v pfipad€ modularniho origami.

Diéle je zapotiebi vyvarovat se instrukei typu ,,pfelozte takto®. Je mnohem lepSi
presné uvést, jakym zpisobem ma prehyb vzniknout, kde zacind a kon¢i apod. Pri
kazdém kroku by mél ucitel nejprve popsat vychozi situaci a orientaci papiru, poté
uvést instrukce pro vytvoreni pifehybu a provést jej a ndsledné pojmenovat nové
vznikly utvar. Pfi zvoleni takového pristupu ucitel neustdle pouZiva geometrické
pojmy, a Zaci tak maji mozZnost je pochopit a osvojit si je.

Dalsi dilezitou zasadou je, pokud to neni Zakem vyzadané, vyvarovat se toho, aby
ucitel skladal zakiv model. Takova pomoc ze strany ulitele miZe u Zdka vyvolat
pocity neuspéchu a zabrdnit dalSimu aktivnimu pfistupu. Pokud neni jiné vycho-
disko nez provést piehyb na modelu Zika, je vhodné jej ndsledné rozloZit a nechat
jej zéka provést znovu.

8.3.4 Zaznam vysledku zaky

Dilezitou zasadou, kterou je zapotiebi pri praci se Zaky v prostiedi origami dodr-
Zet, je vedeni z4aka k tomu, aby sva zjiSténi zaznamendvali. Jak uvadi B. Franco
[Franco, 1999], vedeni jakéhosi origami deniku pomuze zdkim, aby jejich prace
byla organizovand, podpofi rozvoj jejich vyjadfovacich dovednosti a umozni jim
zaznamenat jejich objevy. Tento denik miZe byt veden volnym zplsobem, nebo
muZe byt spiSe zaddvacimi listy, do kterych Zaci dopliuji odpovédi a postupy fe-
Seni. Domnivdm se navic, Ze pokud budou Z4ci vedeni k tomu, aby vysledky tloh
zaznamenavali, budou je spiSe vnimat jako smysluplné. Jsem si védoma toho, Ze
jsem tuto zdsadu v pribéhu prvniho experimentu vyrazné zanedbala, a to ze dvou
divodi. Tim prvnim divodem byla casov4 tiseil - méla jsem k dispozici pouze dvé
vyucovaci hodiny, v jejichZ priibéhu jsem chtéla vyzkouset vice tdloh. Za druhé jsem
neodhadla, nakolik je dodrZovani této zasady vyznamné. Teprve v pribéhu samot-
ného experimentu mi doSlo, Ze se mi nedafi udrZet praci organizovanou a Ze z ni
Zaci nebudou mit v podstaté témét Zadny vystup pravé proto, Ze jsem je disledné
nevedla k zaznamendvani vysledkl. Zejména pfi sklddani rovnostranného trojihel-
niku byli Zaci zna¢né€ zmateni a nepamatovali si rozdily mezi jednotlivymi postupy.
Kdyby prvni postup skladani dostali ve formé grafického navodu a druhy sami za-
znamenali, mohli pak 1 odhalit souvislosti, které mezi obéma postupy jsou.
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8.3.5 Forma zarazeni origami do vyuky

Je zfejmé, Ze vyuZiti origami pfi vyuce rozhodné nemuzZe byt ojedinélou zalezitosti.
Pokud mé mit origami pfi vyuce vyznam, musi se Zaci postupné naucit v tomto
prostfedi pracovat. Seznamit se s nim nejprve v rdmci jednodussich tloh a propra-
covat se k ulohdm komplexnéjSim. Velkym tskalim vyuziti origami pii vyuce je,
Ze je pro zaky vyCerpavajici. Domnivam se, Ze je to pravé proto, Ze je to pro né
novy, nezndmy pifistup, ktery vyZaduje jejich plné soustredéni. VEéfim, Ze i zde by
bylo feSenim Castéjsi vyuziti origami. Moje pivodni predstava, Ze by se Zaci mohli
vénovat nékterym mnou popsanym dlohdm v rdmci projektového dne je tak zfejmé
idealizovana. Domnivam se, Ze pokud by nebyli zvykli s origami pracovat, bylo
by to zcela nevhodné, jelikoZ by to pro né bylo znacné intelektudlné narocné. Na
zdkladé vysledkl experimentu povazuji za vhodnéjsi zatazeni dloh v ramci dlou-
hodobéjsiho projektu, v jehoZ pribéhu se Zaci budou postupné seznamovat s praci
v tomto prostredi.

8.3.6 Origami a skupinova prace

Béhem experimentu se ukazalo, Ze zcela zdsadni je, aby Zaci mohli o feSeni tloh
diskutovat. Zaci pracujici ve dvojicich vykazovali znatné lepsi vysledky neZ Zaci
pracujici samostatné mimo jiné zfejmé pravé proto, Ze byli v komunikaci se spo-
luzakem nuceni vysvétlovat své predstavy a navrZzené postupy feseni a naopak rea-
govat na navrhy spoluzédka. Jak uvadi B. Franco [Franco, 1999], pfi praci s origami
je nejvhodné&jii usporadani zakia do dvojic, v nékterych piipadech &tvefic. Zaci tak
mohou diskutovat jednotlivé dlohy a pfi skldadani modelti mnohostént maji k dis-
pozici vice rukou, cozZ jim sklddani vyrazné usnadni. Je ziejmé, Ze Z4ci musi byt
zvykli ve skupinédch efektivné pracovat.

8.3.7 (Ne)zaujeti zaku

Za nejvetsi problém, ktery jsem v priibéhu druhého experimentu odhalila, pova-
7uji skutecnost, Ze ne vSichni Zaci vyuziti origami ve vyuCovani matematice vitaji.
Vétsina Zaku sice v dotaznicich uvedla, Ze fesit dlohy tykajici se vlastnorucné vy-
robeného modelu mnohosténu jim prijde zdbavnéjs$i a ndzornéjsi, nez fesit bézZné
ulohy z ucebnice. Jeden zak (ktery uvedl, Ze ,,matematika nepatii k jeho oblibenym
predmétim®) vSak napsal, Ze ,,radé€ji fesi zavedené ulohy, které se daji pretrpét™. Je
tedy pfi vyuziti origami nutné pocitat s tim, Ze nékteti Zaci nebudou ochotni a mo-
tivovani hledat vlastni zplisoby feSeni, jelikoz preferuji naucit se algoritmy, které
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mohou aplikovat. Zkouméni toho, zda dlouhodobé;si a promysSlené vyuziti origami
by mohlo i tuto skupinu Zakl motivovat ke zméné pfistupu ke studiu matematiky,
by mohlo byt otdzkou pro dals$i zkouméni.

Zajem ze strany zaku ale paradoxné miZe byt rovnéZz nezadouci. Manipulace s pa-
pirem a se sloZenymi objekty v sobé totiz skryva riziko. Je celkem pochopitelné, ze
Zaci jsou sloZzenymi objekty zaujati a chtéji si manipulaci s nimi vyzkouSet (jedna
dvojice byla napfiklad znacné zaujata slozenym dvojjehlanem, vSelijak s nim ota-
Cela, prekldpéla jej), a tak je jejich pozornost od feSeni dloh odpoutdna. Je ziejmé
dilezité zvlasté pii prvnich pokusech o vyuziti origami dat zakim dostatek Casu,
aby si tuto pro feSeni uloh nepotiebnou manipulaci vyzkouseli a neméli pozdéji
takovou potiebu ji provadét.
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Kapitola 9
Zaveér

Na zdkladé prostudované literatury a provedenych didaktickych experimenti vy-
slovuji zavér a potvrzuji zjisténi mych predchtiidct (zejména T. Hulla [Hull, 2006],
B. Franco [Franco, 1999], B. Pearl [Pearl, 2008] a H. Sternové [gternové, 2003)),
Ze origami je vyuZzitelné v matematickém vzdélavani, zejména jako alternativni zpa-
sob geometrického modelovani. Origami neni rozhodné jedinym didaktickym pro-
sttedim vhodnym pro geometrické modelovani a stejné jako dal${ prostfedi m4 sva
omezeni. Proto je nezbytné ho vhodné kombinovat s jinymi zptisoby geometrického
modelovani (napf. rysovanim a pevnymi modely).

V kapitole 6 jsem popsala tlohy vychdzejici ze sklddani rovnostranného trojihel-
niku a uvedla didakticky rozbor jejich feSeni. MySlenku vyuziti skldddni rovno-
stranného trojihelniku pfi vyuce jsem prevzala od T. Hulla [Hull, 2006] a dopl-
nila ji o nékteré dalsi dlohy a zpisoby feseni. Uvedla jsem dikaz rovnostrannosti
trojuhelniku sloZzeného Hullovym postupem a predstavila jsem dalsi zptsob skli-
déni rovnostranného trojihelniku, ze kterého je rovnostrannost patrnd. Rovnéz jsem
uvedla oproti Hullovi dalsi, podle mého nazoru jednodussi, zptisob odvozeni polohy
maximalniho rovnostranného trojihelniku ve ¢tverci. Ukdzala jsem, jak miZe byt
skladani rovnostranného trojihelniku pfi vyuce vyuZito k odvozeni nékterych hod-
not goniometrickych funkci. Nékteré z popsanych tloh jsem ovéfila ve vyuce (viz

kapitola 8.1).

V kapitole 7 jsem uvedla rozbor uloh tykajicich se skladdni Ctyf konkrétnich mno-
hosténi - trojbokého dvojjehlanu, krychle, hvézdicorohého osmisténu a hvézdico-
rohého dvacetisténu. Inspiraci k volbé téchto mnohosténti pro mé byla publikace B.
Franco [Franco, 1999], kde jsou popsany ulohy z nich vychézejici. Tyto dlohy jsem
okomentovala a na jejich zdklad¢ jsem vytvofila dalsi dlohy, tykajici se zejména
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vypoctu povrchii a objemti danych mnohosténti a jejich fezd. Vyuziti nékterych
uloh vyplyvajicich ze sklddani jedné z variaci Sonobovy zdkladni jednotky a ze
skladani trojbokého dvojjehlanu jsem ovéfila pfi vyuce. Ukdzala jsem, Ze modely
mnohosténd sestrojené pomoci origami mohou slouZit zdkim k utvareni predstav
o mnohosténech.

V uvedenych kapitoldch jsem ukdzala feSeni dloh vychazejicich z origami. Tyto
ulohy maji z didaktického hlediska jednu velmi zajimavou vlastnost; mohou byt fe-
Seny riiznymi zpusoby, které se li${ pouzitym matematickym aparatem, pfistupem i
obtiznosti. Aplikace naucenych zplisobu feSeni nebyva vétsinou vyhodn4, a tak jsou
zaci vedeni k hleddni jinych zptisobd, které vhodné vyuZzivaji informaci vyplyvaji-
cich z vlastnosti sklddani papiru. Tuto skute¢nost povazuji spole¢né s motivacnim
aspektem origami za jeden z nejvétSich prinost origami pro matematické vzdéla-
vani. Origami pomaha nabouravat rutinni postupy feseni zakl a zamezovat vzniku
poznatkd bez porozuméni a motivuje vétSinu zaka k vétsimu udsili v hodinach ma-
tematiky.

Na zdkladé ziskanych poznatkli konstatuji, Ze pfi zarazeni origami do vyuky je
nutné brat v potaz nékteré dilezité skutecnosti. Pro plné vyuziti potencidlu, ktery
origami miZe pro vyuku matematiky predstavovat, je nezbytné, aby se v ném jak
ucitel, tak Zaci naucili spravné pracovat. Toho lze dosdhnout pouze postupnym a
systematickym zafazovanim origami do vyuky. Origami miiZe byt efektivné vyu-
Zito jen témi uciteli, ktefi vidi a rozumi geometrickym problémim v ném skrytych
a ktef{ jsou ochotni vénovat ¢as diikladné pfipraveé na vyuku. I Zaci si musi zvyknout
na ponékud odlisny zpiisob prace v prostfedi origami. Ukazuje se naptiklad, Ze pro
uziti prostfedi origami je pfinosnd skupinova prace. Na druhou stranu uZiti origami
zaky prirozené k praci ve skupiné vede. V kontrastu s nékterymi mymi predchtdci
(zejména B. Pearl [Pearl, 2008]) jsem zjistila, Ze nelze precenovat motivacni aspekt
origami, existuji totiZ Zaci, které zafazeni origami do vyuky nejenZe nemotivuje
k vétsimu usili, ale dokonce je spiSe demotivuje. Zejména na zdklad¢ vlastnich zku-
Senosti s vyuZzitim origami ve vyuce jsem popsala metodickd doporuceni pro praci
v prostiedi origami (viz kapitola 8.3).
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V souvislosti s problematikou vyuZiti origami v matematickém vzdélavani vznikly
v prubéhu této prace nékteré otdzky, které by mohly byt podnétem pro dalsi zkou-
mani. Bylo by pfinosné zjistit vhodnou miru vyuZziti origami jako didaktického pro-
stfedi a okolnosti vedouci Zdky k hledani origindlnich zpisobt feseni. Lze totiz
ocekdvat, Ze pfi nadmérném zarazovani origami do vyuky se mohou Zici naudit
nalézat vyhodnd feSeni tloh typickd pro toto prostfedi a zacit je aplikovat rutinné.
Podnétem pro dal$i zkoumdni v této oblasti by mohla byt i otdzka, zda pfiméfenym
a systematickym vedenim z4kl k praci v prostfedi origami lze motivovat k feSeni
matematickych uloh i Z4ky, ktefi nemaji o matematiku velky zdjem.
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Dodatek A

Modely mnohosténii
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Dodatek B

Navod pro slozeni dvojjehlanu

Dvojjehlan sloZime ze tfi zdkladnich jednotek, nejlépe rtiznych barev, nebo vzort.

1) Zakladni jednotky spojujeme dohro-
mady zasouvanim rohd do kapes. Kazda
zédkladni jednotka mad dva rohy a dvé

kapsy.

2) Utvorte prehyb podél thlopticky ob-
sahujici bily prouZzek a poté jej opét roz-
loZte.

3) Zasuiite roh jednotky prvni barvy do
kapsy jednotky druhé barvy.

4) Otocte skladanku o 90° po sméru po-
hybu hodinovych rucicek a zasuiite roh
jednotky tieti barvy do kapsy jednotky
druhé barvy.
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5) Nyni zasunite roh jednotky prvni barvy 8) Zasunte roh jednotky prvni barvy do
do kapsy jednotky tfeti barvy. Timto kro- kapsy jednotky druhé barvy. Ujistéte se,
kem se stane sklddanka trojrozmérnou a Ze roh jednotky druhé barvy zlstane vné
vytvofite ,,pyramidu®. skladanky.

9) Zasuiite roh jednotky druhé barvy do
kapsy jednotky tfeti barvy.

7) Zasunite roh jednotky treti barvy do

) 10) Slozili jste dvojjehlan.
kapsy jednotky prvni barvy.
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Dodatek C

Navod pro slozeni krychle

Nejprve slozte Sest zdkladnich jednotek, dvé od kazdé ze tii zvolenych barev, ¢i
vzoru.

1) Zasuriite roh jednotky druhé barvy do 3) Utvoite pyramidu zasunutim jednotky
kapsy jednotky prvni barvy. prvni barvy do jednotky tfeti barvy. Tim
jste sloZili jeden roh krychle.

2) Otocte skladanku o 90° proti sméru
pohybu hodinovych ruci¢ek a zasurite
roh jednotky treti barvy do kapsy jed-
notky druhé barvy.

4) Dokoncete sloZeni krychle se zbyvaji-
cimi tfemi jednotkami. Béhem skladani
se vzdy ujistéte, Ze kazda sténa krychle
je tvofena pouze dvéma barvami.
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Dodatek D

Navod pro slozeni hvézdicorohého

osmisténu

Nejprve slozte dvanéct zakladnich jednotek, tfi od kazdé ze Ctyt zvolenych barev,

¢i vzoru.

1) Zvolte tii zdkladni jednotky, kazdou
jiné barvy. Zasuiite do sebe tyto tfi jed-
notky podle obrazku, stejnym zptiso-
bem, jako jste to ucinili u trojbokého
dvojjehlanu.

2) Zvolte zakladni jednotku jedné z ba-
rev, které jste jiZ pouZili. Za¢néte pomoci
ni vytvaret dal$i jehlan. Od této chvile
vzdy pii zasouvani dodrZujte nasledu-
jici pravidlo: na kazdé hrané vznikaji-
ctho mnohosténu se stykaji pravé dvé
barvy.
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3) Dokoncete druhy tfibarevny jehlan 5) K dokonceni ctvrtého jehlanu, kte-

zasunutim jednotky ¢tvrté barvy, kterou rym se spoji prstenec jehlant, zasuite

jste zatim nepouZili. zékladni jednotku té barvy, kterd spliiuje
pravidlo o setkdvani barev na hranach.

4) Pokracujte stejnym zpisobem po
sméru hodinovych ruci¢ek a dodrzujte
vyse uvedené pravidlo. Treti jehlan do-
koncete zdkladni jednotkou stejné barvy,
jako je dplné prvni jednotka v prstenci
jehland.

6) Otocte sklddanku jako na obrazku.
zopakujte postup sklddani jehlani. za-
¢néte libovolnym rohem a dokoncete
novy jehlan pfidanim dvou novych za-
kladnich jednotek. Barva druhé pouzité
jednotky musi byt stejnd jako barva rohu
napravo od ni.

7) Dokoncete postup se zbyvajicimi jed-
notkami. Slozili jste hvézdicorohy os-
mistén.
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Dodatek E

Navod pro slozeni hvézdicorohého
dvacetisténu

Nejprve slozte tficet zakladnich jednotek, pét od kazdé ze Sesti zvolenych bareyv, ¢i
vzoru.

Pfi sklddani hvézdicorohého dvacetisténu dodrzujte vzdy tato dvé pravidla:
e Ve vrcholu kazdého jehlanu se vidy stykaji pravé tri barvy.
e Na kazdé hrané vznikajiciho mnohosténu se stykaji pravé dvé barvy.

1) Zvolte tfi zdkladni jednotky, kaZzdou 2) Zacnéte vytvaret dal$i jehlan zasunu-
jiné barvy. Zasuiite do sebe tyto tfi jed- tim jednotky potfebné barvy.

notky podle obrazku, stejnym zptiso-
bem, jako jste ucinili u trojbokého dvoj-
jehlanu.
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3) Dokoncete druhy jehlan zasunutim koncete zakladni jednotkou barvy, kte-
jednotky jedné z barev, kterou jste jeSté rou jste zatim nepouZili.

nepouzili. Celkem budete vytvéaret pét
jehlant.

7) Pokracujte pfi vytvareni jehlant, vzdy
dodrzujte dvé zminénd pravidla. Ta vdm
4) PokraCujte vytvafenim tietiho jehla- VvZdy napovi, jakou barvu maji mit pfipo-
nu, ktery dokonlite jednotkou jedné ze jované jednotky.

dvou nepouZitych barev.

5) Dokoncete zbyvajici dva jehlany pifi 8) Na vytvofeném pdsu deseti jehland
dodrZeni obou zminénych pravidel. vystavte dalSich pét, které se setkaji
v jednom vrcholu. Nezapomeiite dodr-
Zovat pravidla o barevnosti. Slozili jste
hvézdicorohy dvacetistén.

6) Nyni budete pfipojovat pds deseti
jehland k ,,mise* péti jehlant, které jste
jJiz vytvofili. Prvni vytvafeny jehlan do-
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Dodatek F

Navod pro sloZeni zakladni Sonobovy
jednotky

Krok 1: Krok 2: Krok 3: Krok 4:
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Dodatek G

Sité pravidelného osmisténu a
trojbokého jehlanu
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Dodatek H

Sit’ rozkladaciho modelu krychle
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Dodatek 1

Zadavaci listy - zakladni jednotka

1) Jaky typ mnohouhelniku predstavuje sloZzend zdkladni jednotka? Nacrtnéte jej a
urcete velikosti jeho vnitfnich dhla.

2) Rozlozte jednu zdkladni jednotku. Pfehyby vzniklé skladdnim vytvofily nédsledu-
jict sit’.

a) Vyznacte do této sité riznymi barvami alespon Ctyfi nekonvexni mnohothelniky.
b) Silnéji vyznaceny Ctyfuhelnik je .........cocceviiiiiiiiniiiiniiiiiieiees (dopliite typ).
c) Urcete typ trojihelniki ABC, ABD a ADF.

d) Je ¢tyfihelnik ADEG osové soumérny? Své tvrzeni zdivodnéte.
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e) Které z trojihelniki ABC, ABD, ABF, GEF jsou podobné a proc?

f) Pokuste se bez provedeni jakychkoliv vypocti zdiivodnit, zda jsou obsahy troj-
thelnikti ABC a ACD stejné, nebo rizné. Pokud to neptjde bez vypoctl, oba dva
obsahy vypocitejte.

g) Pokud jste tak jiz neucinili v predchozi tloze, vypocitejte obsahy trojihelnikt
ABC a ACD.
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Dodatek J

Zadavaci listy - dvojjehlan

1) Predstavte si, ze vas kamardd ma krabici s dvaceti riznymi mnohostény, mezi
nimiz je i ten, ktery jste prave slozili. NapiSte co nejstrucnéji jeho slovni popis tak,
aby onen kamarad z dvaceti mnohosténtl vybral pravé ten vas. Pokuste se vymyslet
pro slozeny mnohostén nédzev, ktery by vystihoval jeho vlastnosti.

Navrzeny nazev mnohosténu je

2) Vypocitejte co nejjednodussim zpusobem (tj. provedenim co nejméné vypocti)
povrch sloZzeného mnohosténu. Vychozi ¢tverec papiru mél délku 15 cm.

3) Vypocet objemu sloZeného mnohosténu je podstatné slozitéjsi nez vypocet jeho
povrchu. Pokuste se vymyslet postup, jak by objem bylo mozné urcit a potom tento
vypocet proved’te. Muzete jej provést bud’ obecné, tj. pro mnohostén sloZeny ze
Ctverce papiru libovolné velikosti (stranu tohoto Ctverce pak oznacte a), nebo pro
vas konkrétni mnohostén.

4) Obdobou osové soumérnosti v prostoru je rovinova soumernost, kterd se nékdy
oznaCuje také jako zrcadleni. Rekneme, Ze t&leso je rovinové soumérné, jestlize
existuje rovina, podle niZ se t€leso zobrazi samo na sebe. Jinak feceno, rovina sou-
mérnosti télesa roziizne toto téleso na dvé Casti, které se vii¢i sobé maji jako vzor a
obraz v zrcadle. Urcete, kolik m4 slozeny mnohostén rovin soumérnosti. Nacrtnéte
mnohotuhelniky, které vzniknou fezem mnohosténu témito rovinami, urcete délky
jejich stran a vypocitejte jejich obsah.
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Dodatek K

Dotaznik

1) Z4kladni jednotku jsem skladal podle psaného ndvodu - jiz sloZzenych zdkladnich
jednotek - kombinace obojiho (zakrouZkujte), protoZe

2) Ze vsech uloh, na kterych jsme pracovali, mé nejvice zaujalo

protoze

3) Resit tilohy tykajici se vlastnoruéné vyrobeného modelu mnohosténu mi piijde

nez fesit bézné tlohy z ucebnice.

4) Zde prosim uved’te ptipadné dal$i poznamky, postfehy ¢i doporuceni. Dékuji.

105



Dodatek L

Ukazka zakovského navodu
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