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Abstrakt

Prvni ¢ast pojednava o Carnapové prispévku k modalni logice. Carnapovo
dilo je zaclenéno do historického kontextu. Je studovana jeho reakce na Lewi-
sovy kalkuly striktni implikace a jeho anticipace kripkovské sémantiky moz-
nych svétd, na které je zaloZzena soucasna modalni logika.

Hlavnim cilem druhé c¢asti bylo zvazit nékteré typy modalit. Tyto typy
maji epistemicky charakter, protoze vzdy zaviseji na urcité znalosti. Hlavnim
vysledkem diplomové prace je zavedeni ¢tyt novych logik. Jejich sémantika je
ustavena podobnym zptsobem, jakym Carnap definoval svoji vlastni modalni
logiku. Jsou ukazany zakladni vlastnosti téchto logik a je zkoumén jejich
vztah k jinym vice obvyklym logikam.



Abstract

The first part deals with Carnap’s contribution to the modal logic. The
Carnap “s work is included in the historical context. His reaction to the Lewis”
calculi of the strict implication is discussed and also his anticipation of the
Kripkean possible worlds semantics, which the contemporary modal logic is
based on.

The main aim of the second part was to consider some kinds of modali-
ties. These kinds of modalities have epistemic character because they always
depend on certain knowledge. The main result of the diploma work is the in-
troduction of four new logics. Their semantics is set up in the similar fashion
in which Carnap defined his own modal logic. Some basic features of these
logics are shown and their axiomatization and relationship to some other
more usual logics is investigated.
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1 Uvod

Hlavnim cilem této diplomové prace je predstavit nékteré netypické pohledy
na logiku modalit. Prace je rozdélena na dvé hlavni ¢asti. Prvni ¢ast ma spise
historicky charakter. Popisuje vznik formalni sémantiky modalit, ale necini si
zddné ambice na historickou aplnost, protoze ta by zabranila moznosti véno-
vat se jednotlivym tématim detailnéji. Naopak, pozornost je pomérné tizce
zameétfena predevsim na prispévek Rudolfa Carnapa k této problematice. Car-
napova logika modalit je vSak zasazena do historického kontextu. Piedchazi ji
éra syntaktického pristupu k modalitam, ve které vznikly prvni Lewisovy kal-
kuly striktni implikace. Nejprve je tedy vylozen tento zrod moderni modalni
logiky. Dale je vedle Carnapova pfistupu predstavena Carnapem inspirovana
McKinseyho sémantika. Celd prvni c¢ast je zavrsena vykladem kripkovské sé-
mantiky, kterda dnes tvofi zaklad logiky modalit.

Druhé c¢ast je mym vlastnim pokusem o stanoveni sémantiky specifického
typu modality. Tato sémantika vede k logikdm, které maji nékteré neobvyklé
vlastnosti. Pfedevsim nejsou uzavieny na univerzalni substituci, coz muze
byt povazovano za podstatny nedostatek, protoze uzavienost na substituci
se Casto chape jako zakladni podminka, kterou musi néjaka mnozina formuli
splnovat, aby mohla byt nazyvana logikou. Zde se ukazuje divod, proc je
prvni ¢ast vénovana Rudolfu Carnapovi. Jeho sémantika totiz vedla k velmi
atypické logice, ktera také neni uzaviena na substituci. A a¢ sémantika vy-
mezena v druhé ¢asti nebyla pivodné motivovana Carnapovym piistupem,
ma s nim nékteré dalsi spolecné rysy. Naptiklad v obou pripadech je modalni
logika vymezena jako logika jediného modelu. V obou piipadech je mozno
vyjit ze sémantiky klasické vyrokové logiky jako ze zakladu, ve kterém je
jiz obsazena potiebna logicka variabilita, a nad touto sémantikou se fixuje z
jejich interpretaci jeden model modalni logiky. Sémanticky pfistup v druhé
¢asti vSak vyuziva navic inovace, kterou pfinesla kripkovska sémantika, totiz
relace dosazitelnosti.

Cela prace klade dtraz na filosoficky aspekt modalni logiky. Tim je mi-
néno, ze formalni systémy modalni logiky jsou chapany nikoli ¢isté technicky,
ale jako pokusy o modelovani modalit z pfirozeného jazyka. To neni zcela v
souladu s nékterymi modernimi pfistupy. Nap¥. v uéebnici modalni logiky [3]
je v predmluvé zdiraznovano, ze jazyk modalni logiky je velmi dobrym néa-
strojem pro studium rela¢nich struktur. To je jisté opravnény pohled, avsak
prevraci ptivodni intence, ve kterych se relac¢ni struktury jevily jako dobry
nastroj ke studiu modalit. Tato prace se tedy hlasi spise k ptivodnimu pojeti,
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a proto jsou v ni probirany i nékteré filosofické otazky, které s logikou mo-
dalit souvisi a v jejichz zodpovidani se pravé Carnap proslavil (napt. otazka
extenzionality a intenzionality).

Znaceni bude vétsinou vysvétleno v textu. Casto se bude pracovat s ja-
zykem klasické vyrokové logiky, kde zakladnimi spojkami budou konjunkce
a negace. Fle(KV L) bude mnozina formuli v tomto jazyce (vystavéna na
spocetné mnoziné atomu At). Fle(MV L) bude mnozina formuli jazyka mo-
dalni vyrokové logiky, ktery je rozsifenim pravé zminéného jazyka o operator
nutnosti (O). Symboly V, 3 a = budu vétsinou pouzivat jako symboly objek-
tového jazyka — posledni z nich jako symbol pro striktni implikaci. Vyjimecné
vsak bude téchto symbolt pouzito v metajazyce, a to vyhradné pii definici

mnozin. Pritom Sipka zde bude zkratkou za metajazykové ,jestlize ..., pak
... Z kontextu bude vzdy jasné, v jakém smyslu téchto symbolt pravé uzi-
vam. Casto bude také pouzivano zkratky ,iff“ za metajazykové ,,... pravé

tehdy, kdy? ...«



Cast 1
Pocatky sémantiky modalit

V této casti se pokusim nastinit nékteré historické momenty v moderni mo-
dalni logice. Budu postupovat od Lewisovy formulace axiomatickych systému
striktni implikace ke stanoveni kripkovské formalni sémantiky pro logiku mo-
dalit. Zamérim se zejména na to, jakou roli v tomto procesu sehral Rudolf
Carnap.



2 Syntaktické obdobi

2.1 C. I. Lewis a pocatek moderni modalni logiky

Za otce moderni modalni logiky je vétsinou povazovan Clarence Irving Lewis.
Nékteri autori uvadéji, ze jeji zrod se odehral v roce 1912, kdy Lewis uvetejnil
svij ¢lanek Implication and the Algebra of Logic. Volker Peckhaus toto tvr-
zeni podrobuje kritice a upozornuje na prace Hugha MacColla, ktery jiz diive
predlozil kalkul modélni logiky ([28], str. 1). MacColluv piispévek vsak sledo-
vat nebudeme a zamérime se nyni na samotného Lewise. Modality moznosti
a nutnosti se u néj zprvu objevuji jako neartikulovana soucast modifikova-
nych verzi vyrokovych spojek disjunkce, implikace a negace, které Lewis nové
zavadi a snazi se fixovat jejich vyznam vhodnym axiomatickym systémem.
Zakladnim motivem a vychozim bodem této snahy mu jsou znamé paradoxy
materialni implikace.

Lewis mél k dispozici algebraickou sémantiku klasické vyrokové logiky
(dvouprvkovou booleovskou algebru). Charakteristické pro spojky této lo-
giky je to, ze operuji na pravdivostnich hodnotach spojovanych vyroki. Pro
pravdivostni hodnotu slozeného vyroku neni urcujici vyznam jednoduchych
vét, ze kterych sestava, ale pouze jejich pravdivostni hodnota. Konkrétneé,
formuli ¢ — 9 je prifazena hodnota pravda pravé tehdy, kdyz je prifazena
formuli ¢ nepravda nebo formuli ¢ pravda. Pojem vyznamu téchto formuli
zde nehraje zadnou roli, a tudiz neni viibec potfeba ho zavadét. Ve zminé-
ném c¢lanku Implication and the Algebra of Logic se problematizuji predevsim
dva principy, které ziskavame pro takto pojatou ,algebraickou“ (nebo také
materialni) implikaci:

1. Nepravdivym vyrokem je implikovan jakykoli vyrok.
2. Pravdivy vyrok je implikovan jakymkoli vyrokem.

Témto principim odpovidaji dvé formule logicky platné v klasické vyrokové
logice:

L =p— (¢ — ).
2. o — (P — o).

Lewis tvrdi, ze je podstatny rozdil mezi materialni implikaci, pro kterou
jsou uvedené zakony charakteristické, a tim, co se za implikaci poklada v

10



bézné teci. Skutecné pouzivana implikace bere v potaz vyznam vét, které
spojuje, a nespokoji se pouze s jejich pravdivostni hodnotou. Protoze lze im-
plikaci definovat pomoci disjunkce (¢ — ¥ =ps —¢ V 9, tuto definici Lewis
neproblematizuje), pfesouva se celd dvojznacnost na disjunkci. Objevuji se
dvé verze, jak (nevylucujici) disjunkei chépat. Jsou ilustrovany na nasleduji-
cich vétach ([22], str. 523):

1. Caesar zemfel nebo je mésic cely ze zeleného syru.
2. Matilda mé nemiluje nebo jsem nékym milovan.

V obou pripadech je alesponi jeden z ¢lenti disjunkce pravdivy. Mezi spojova-
nymi vyroky jsou vsak odlisné vztahy. Na rozdil od prvni véty, kde je jeden
z ¢lentd pravdivy jaksi pouze nahodou, ve druhé vété neni viibec mozné, aby
oba jeji ¢leny byly zaroven nepravdivé. Jinymi slovy, nutné nastava, ze ale-
spon jeden z ¢lend je pravdivy. A spojku ,...nebo ...“ ve druhé vété lze
minit tak, ze vyjadiuje tento vnitini vyznamovy vztah spojovanych vét.

Situace by se dala uchopit také prostredky klasické predikatové logiky.
Rozdil dvou uvedenych pripadd by vynikl v tom, Ze bychom po formalizaci
dostali z druhé véty logicky platnou formuli a z prvni nikoli. Lewis vsSak
postupoval jinak. Dnes bychom ftekli, Ze metavlastnost formuli , byt logicky
platnou® nepojmul na metatrovni, ale zakomponoval ji do objektového ja-
zyka, konkrétné do spojky disjunkce. O nékolik desitek let pozdéji byla Car-
napem vytvofena jedna z prvnich forméalnich sémantik pro modalni logiku,
ktera byla zalozena na podobném primocarém prekladu logické platnosti do
objektového jazyka. Nize se ji budeme velmi podrobné vénovat.

Disjunkci klasické vyrokové logiky, ktera operuje pouze na pravdivostnich
hodnotéch a je uzita v prvni vété (povazujeme-li prvni vétu za pravdivou),
nazyva Lewis ,extenzionalni“. Disjunkci druhé véty — vyjadiuje-li vyznamovy
vztah spojovanych vyrokt — oznacuje jako ,intenzionilni“.! A déle se zabyva
jejich vztahy a odliSnostmi: 1. Intenzionalni disjunkce libovolnych vyroki
implikuje jejich extenzionalni disjunkci, ale naopak to neplati. 2. Jsou-li ddny
libovolné dva empirické vyroky a chceme-li zjistit pravdivostni hodnotu jejich
extenzionalni disjunkce,? musime se obratit k fakim a zjistovat, zda jsou
pravdivé samotné tyto vyroky. Fakty zde maji na vysledek podstatny vliv.
Oproti tomu zcela nezavisle na faktech mtzeme rozhodnout, je-li pravdiva

1Jak uvidime, bude to opét Carnap, kdo d4 pozdéji pojmiéim extenze a intenze piesny
vyznam.
27de by bylo vhodné dodat: jejichZ intenzionalni disjunkce pravdivéa neni.
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jejich intenzionalni disjunkce. Jak je patrné z druhé z vyse uvedenych vét,
fakticky stav nemtize pravdivost intenziondlni disjunkce nijak ovlivnit. 3.
Pro extenzionalni disjunkci jakozto disjunkci klasické vyrokové logiky plati
De Morgantv zakon: formule (¢ V1), ¢ A =1 jsou logicky ekvivalentni. De
Morgantv zékon neplati pro intenzionalni disjunkci — jeji negace neznamena
negaci jejich ¢lent, ale negaci samotného disjunktivniho vztahu mezi ¢leny.
([22], str. 524)

Pokud definujeme implikaci pomoci extenzionalni disjunkce, ziskavame
klasickou materialni implikaci. Pokud ji vSak definujeme pomoci disjunkce in-
tenzionalni, ziskavame zcela novou spojku: tzv. striktni implikaci. Charakter
materialni implikace byl fixovan v axiomatickém systému, ktery se objevil
v Russellové a Whiteheadové dile Principia Mathematica. Podle Lewise je
tento kalkul ,nepravdivy“ ve stejném smyslu, v jakém miize byt ,neprav-
diva“ napf. axiomatizace geometrie ([22], str. 530).3

Prakticky uzitek implikace se objevuje zvlasté pri testovani hypotéz, je-
jichz pravdivost ¢i nepravdivost nam zatim neni znama. Kazda hypotéza
ma své logické dusledky, které nezaviseji na jeji faktické pravdivostni hod-
noté. Zcela nezavisle na stavu svéta implikuje (v pfirozeném a tedy striktnim
smyslu) vyroky, které nasledné muzeme zvazovat a konfrontovat se svétem.
Tvrzeni, ze A implikuje B, v tomto procesu znamena to samé, jako tvrzeni, ze
B vyplyva z A. Materialni implikace je zde podle Lewise nepouzitelna. Pokud
by hypotéza byla nepravdiva, materialné by implikovala libovolné tvrzeni.
([22], str. 529)

Pro Lewise tak vyvstal tkol zachytit zakony pfirozené (striktni) impli-
kace vhodnéjsim kalkulem, nez jaky podali Russell s Witeheadem. Jeden z
vyznamnych pokust o vybudovani tohoto systému se objevil v roce 1918 v
Lewisové prvni knize vénované logice: A Survey of Symoblic Logic. Striktni
implikace nebyla zavedena v souladu s ptivodnimi tivahami pomoci intenzio-
nalni disjunkce. Mezi primitivnimi symboly byly kromé atomickych formuli
(p,q,7,...) spojky negace (—), konjunkce (A) a jedna nova modalni spojka,
totiz silnd negace neboli nemoznost (~). Dal§im primitivnim symbolem byla
striktni ekvivalence (&). Lewis ji vSak pouzival pouze pro zavadéni novych
spojek. Protoze lze zavadét nové spojky v metajazyce jako zkratky za za-
kladni vyrazy, nebudeme pocitat striktni ekvivalenci k zdkladnim symbolim
a po zavedeni striktni implikace (=) ji definujeme podobné jako se materialni

3Lewis uvadi, ze kalkul materidlni implikace je nepravdivy tak, jako je nepravdiva
neeukleidovska geometrie. To je z dnesni perspektivy zavadéjici prirovnani.
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ekvivalence definuje pomoci oboustranné materidlni implikace.* Striktni im-
plikace je zavedena jako nemoznost toho, Ze pfedni ¢len je pravdivy a zadni
nepravdivy:®

@ =1 =ps ~ (p A=) (striktni implikace).
© <Y =ps (e =19)A () = ) (striktni ekvivalence).

Lewis pak definuje dalsi modality, pfedevsim moznost (jako nepravdivost ne-
moznosti), nutnost (jako nemoznost nepravdivosti) a nékteré zietézené (ne-
moznost moznosti a moznost moznosti). K formulaci kalkulu vSak nejsou
pouzity. Pivodni Lewistv kalkul striktni implikace, ktery provizorné podle
svého autora nazveme L, sestava z téchto axiomi:®

Al) (pAq) = (gAp)
A2) (¢Ap)=p
A3) p= (pAp)

(A (gAT)) = (gA(pAT))
p= —7p
(p=aN(g=1)= (=7
~p=p

(p=q) = (~qg=~Dp)
Odvozovacimi pravidly jsou:

a) Nahrazeni ekvivalentnich formuli: Jestlize formule ¢ je dokazatelna a
obsahuje jako svoji podformuli formuli v, ktera je dokazatelné ekviva-
lentni s formuli x (tj. formule ¢ < x je dokazatelnd), pak nahradime-li
ve ¢ libovolny vyskyt formule 1 formuli x, vysledek tohoto nahrazeni
bude opét dokazatelna formule.

4Analogicky postupuje pii piedvedeni Lewisovych kalkultt Mleziva v [26], str. 101.

5Co se znadeni tyce, odchylujeme se od ptivodnich Lewisovych symbold.

6Formulaci kalkulu ptebirdme z [1], str. 504., kde je vsak uveden bez odvozovacich
pravidel. Uvddime odvozovaci pravidla ze Symbolic Logic: [23], str. 125-126.
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b) Substituce za atomické vyroky: Jestlize formule ¢ je dokazatelné, pak
nahradime-li vSechny vyskyty libovolného atomu p ve ¢ libovolnou for-
muli v, vysledek tohoto nahrazeni bude opét dokazatelna formule.

¢) Adjunkce: Jestlize jsou dokazatelné formule o, 1), pak je dokazateln i
formule ¢ A 1.

d) Modus ponens pro striktni implikaci: Jestlize jsou dokazatelné formule
v a ¢ = 1, pak je dokazatelna i formule .

Prvni pokus o kalkul striktni implikace byl netispésny. V roce 1920 pted-
vedl E. L. Post, ze v L je dokazatelna formule:

~p < D

Tim dochézi k redukci striktni implikace na materidlni. Kalkul nakonec neni
ni¢im jinym nez axiomatikou klasické vyrokové logiky. Toto zjisténi vedlo
pozdéji Lewise k tomu, ze pozadoval, aby v novém vydani A Survey of Sy-
moblic Logic v roce 1960 byla zcela vypusténa kapitola, v niz je uvedeny
kalkul predlozen ([24], str. vii).

Oskar Becker uvadi nazorny ptiklad, pro¢ je nezbytné zamitnout ekvi-
valenci (A8) jako platny princip pro striktni implikaci ([1], str. 504-505).
Predpokladejme, ze mame osudi, v némz je omezeny pocet ocislovanych ku-
licek. Kulicky jsou postupné z osudi tazeny a po vytazeni vraceny zpét. Timto
zptsobem nam vznikd posloupnost vytazenych cisel. Nyni predpokladejme,
ze vyrok g zni:

,Cislo 19 se vyskytuje mezi prvnimi sty vytaZenymi &isly.“
Vyrokem p je véta:

,Cislo 19 se vyskytuje mezi prvnimi dvéma sty vytazenymi &isly.*
Za této situce je nepravdiva pravoleva implikace axiomu (A8), tj. tvrzeni

(~q=~p)=(p=0q.

Je totiz pravda, ze pokud ¢islo 19 nemiize byt mezi prvnim stem tazenych
¢isel, pak nemize byt ani mezi prvnimi dvéma sty tazenymi ¢isly. Divodem
je, ze ¢islo nemtze byt mezi prvnim stem tazenych cisel pouze tehdy, kdyz
se viitbec v osudi nevyskytuje a nemiize byt tazeno nikdy. Je tedy pravda, ze
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Avsak neni pravda, Ze

p=q

tj., ze vyskyt ¢isla 19 mezi prvnimi dvéma sty tazenymi ¢isly striktné impli-
kuje vyskyt ¢isla 19 mezi prvnimi sty tazenymi ¢isly.

2.2 Lewisovy kalkuly S1 — S5

A¢ byl netispésny, znamenal prvni Lewistv pokus o axiomatizaci podnét k
intenzivnimu zkoumani striktni implikace a do tohoto podniku se zapojilo
mnoho dalsich autort. Lewis sviij systém poopravil tak, ze axiom (A8) zjed-
nodusil na implikaci:

(A9) (p=q) = (~qg=~Dp).

Vysledny kalkul se shodoval s tim, co bylo v dile Symbolic Logic z roku
1932, které Lewis napsal s C. H. Langfordem, nazvano logikou S3. Opraveny
systém jiz nebyl redukovatelny na systém materialni implikace, avsak pro
svého autora stale nebyl uspokojivy. Ten dale pochyboval o intuitivni sprav-
nosti nékterych jeho teorémii. Zejména se jednalo o dokazatelnou formuli
([23], str. 496):

*) p=a=(g=r)=p@=r)).

Za celem odstranéni zpochybnovaného teorému systém jesté oslabil, ale pro-
toze si stale nebyl jisty, Ze se tim skutecné stalo (x) nedokazatelné, zformu-
loval jesté jednu, slabsi verzi. Vznikly tak systémy S1 a S2. Na druhé strané
se seznamil s axiomy Oskara Beckera, které se tykaly zfetézenych modalit.
Jejich zakomponovanim byly vytvoreny systémy S4 a S5.

Vsechny tyto systémy se objevily v Symbolic Logic (viz [23], dodatek II,
str. 492-502). Zakladni slovnik se zde znovu méni. Symbol pro nemoznost
byl nahrazen operdtorem moznosti (<).” Pro zjednoduseni zavedeme také
operator nutnosti (O), ktery v Symbolic Logic pouZzit nebyl:

Op =ps =O—p (nutnost).

"Na tomto zakladé je také t¥eba poopravit definici striktni implikace: ¢ = 1 =p f
=O(p A —p). Také v axiomech (A7) a (A9) nahrazujeme symbol ~ pomoci —<. Dalsi
drobné a nepodstatné odliSnosti oproti puvodni formulaci axiomt zanedbame.
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Odvozovaci pravidla jsou stéle stejnd. Zaklad pro S1 tvori axiomy (A1)—(A6)
systému L plus axiom:

(A10) (pA(p=q)) = q.
S2 vznikne obohacenim S1 o axiom:
(A11) O(pAgq) = Op.

Jiz jsme zminili, ze S3 je tvofen axiomy (Al) — (A7) a (A9). S4 dostaneme
pridanim nasledujiciho axiomu k S1:

(A12) Op = OOp.
A konecné S5 je urcen rozsifenim S1 o axiom:
(A13) Op = Op.

Ukazalo se, ze systémy S1-S5 jsou hierarchicky usporadané, tj. systém s
vétsim ¢islem je vzdy ostre silnéjsi nez systém s ¢islem mensim. Az na jediny
bod byl tento vysledek predveden jiz v prvnim vydani Symbolic Logic. Lewis
sice uz v té dobé védél, ze v S3 jsou dokazatelné formule (A10), (A11) a tedy
vSechny axiomy logiky 52, ale chybél mu jesté dikaz toho, ze S3 je ostre sil-
né€jsi nez S2. Podal ho pozdéji W. T. Parry, pficemz bylo zdivodnéno také,
ze problematizovand formule (x) neni teorémem systému S2. Tim si tento
kalkul ziskal Lewisovu divéru a ten ho zacal povazovat za nejadekvatnéjsi
verzi axiomatiky striktni implikace ([27], str. 134). Abychom ilustrovali me-
todu, pomoci které se takové otazky fesily (a ktera je v podstaté sémantickd),
predvedeme, jak Parry postupoval.®

Véta 2.2.1 Aziom (A9) a formule (%) nejsou dokazatelné v S2.

Diikaz: Zkonstruujeme ,model“ logiky S2, v némz neplati formule (A9) a
(%). Nosnou mnozinu budou tvofit ¢isla 0,1,...,7. Na téchto hodnotéch de-
finujeme operace pro zakladni spojky. Je-li formuli ¢ pfifazena hodnota h,
formuli —~¢ bude prifazena hodnota 7 — h. Operace pro moznost a konjunkci
jsou definovany nasledujicimi tabulkami:

8Diikaz piebirame z druhého vydani Symbolic Logic, kde je uveden v dodatku IIT ([23],
str. 506-507).
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@ | Op eAY|[0 1 2 3 4 5 6 7
01 0O [0000 OO O 0O
115 1 |01 010101
217 2 100 2 2 00 2 2
3|7 3 |01 23012 3
407 4 |0 0 0 0 4 4 4 4
517 5 |01 01 45 45
6|7 6 |0 0 2 2 4 4 6 6
717 7 |01 2 3 456 7

Na tomto zakladé muize byt podle definice zkonstruovana také tabulka pro
striktni implikaci. Rekneme, Ze dana formule je splnéné pii daném ohodno-
ceni svych atomickych formuli (hodnotami 0,1, ...,7), kdyZ pfi tomto ohod-
noceni nabyva bud hodnoty 6, nebo hodnoty 7. Rekneme, Ze dana formule
je platna, kdyz je splnéna pti vSsech moznych ohodnoceni svych atomi. Nyni
lze ovéfit, ze vSechna odvozovaci pravidla zachovavaji platnost. Navic jsou
platné vSechny axiomy systému S2. Tedy kazdy teorém tohoto systému je
platny. Pii ohodnoceni pfifazujicim atomu p hodnotu 1 a atomu ¢ hodnotu 0
neni splnény axiom (A9), ktery tedy neni dokazatelny v S2. Pfi ohodnoceni
pritazujicim atomu p hodnotu 1 a atomim ¢ a r hodnotu 0 neni splnénd
formule (x). Formule (x) tedy také neni teorémem systému S2. Q.E.D.

V dalsim textu budeme narazet predevsim na souvislosti s logikami S4 a
S5, které jako jediné z praveé predvedenych spadaji pod soucasny technicky
termin ,normalni modalni logika“. Lewis ukazal, ze definujeme-li materialni
implikaci (—) pfedpisem

¢ — Y =ps (o A1),

muzeme jiz v S1 dokézat vSechny teorémy Russellova vyrokového kalkulu
([23], str. 136-140). To znamen4, ze systémy S1-S5 bychom méli chapat spise
jako rozsiteni klasické vyrokové logiky nez jako jeji alternativu. Tento pohled
pozdéji vedl k moderni formulaci logik S4 a S5, s niz budeme pracovat.
Zékladnimi spojkami ztstavaji <, =, A. Striktni implikaci jiz nebudeme po-
uzivat. Definice nutnosti a materialni implikace ztustava stejna. Disjunkce a
materidlni ekvivalence se definuje standartnim zptsobem. Vymezime nyni
pomocny kalkul pro logiku 7'. Jako axiomy bude obsahovat vSechny formule,
které maji tvar klasickych vyrokovych tautologii. Déle je axiomem kazda
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formule, kterd m4 jeden z nasledujicich dvou tvart:®
(K) Blp =) — (Op — OY),

(T) Op — .

Odvozovaci pravidla jsou:

a) Modus ponens: Jsou-li dokazatelné formule ¢ a ¢ — 1, je dokazatelna
téz formule .

b) Necesitace: Je-li dokazatelnd formule ¢, je dokazatelnd téz formule
DQO.lo

Novy kalkul pro logiku S4 je obohacenim logiky T o schéma:!*
(4) Oyp — OOp.

Logiku S5 mtizeme formulovat jako rozsiteni 7' o schéma:
(5) Cp — OCep.

Tyto nové systémy jsou s ptivodnimi ekvivalentni v tom smyslu, ze urcuji
stejné mnoziny teorémi.

2.3 Beckerova interpretace zietézenych modalit

Jiz jsme zminili, ze pfidani vyznamnych axiomu (A12), (A13) bylo inspiro-
vano Oskarem Beckerem. Poté, co byl opraven ptivodni Lewistv kalkul a byla
vytvorena logika nesouci pozdéji oznaceni S3, poukazal Becker na to, ze v
ni mizeme definovat nekonecné mnoho vzajemné neredukovatelnych moda-
lit. Napf. v nésledujici posloupnosti nejsou zadné dvé formule (striktné, ani
materidlng) ekvivalentni:'2

Op, OOp, OOOp, GOOOY, .. ..

9Schémata uvadime s jejich soucasnymi nazvy.

0T 0gika T se nachdzi mezi S2 a S4 a neobsahuje ani neni obsaZena v logice S3 ([3], str.
39).

Radime-li schéma mezi axiomy, znamena to ze udavidme tvar a uréujeme, Ze kazda
formule tohoto tvaru je axiomem.

1275, v S3 nelze mezi témito formulemi ekvivalence dokazat.
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Mezi dvojice operatortt & bychom mohli vkladat negace (... =< L)) a ziské-
vali bychom dalsi neekvivalentni modality. Tato bohatost se Beckerovi zdala
nezadouci, a proto zkoumal, jaky vliv mohou mit dodatecné axiomy na re-
dukei modalit. Tak napf¥. obohatil kalkul o axiom (A13), ¢imz ziskal (jesté
pred vydanim Symbolic Logic) systém ekvivalentni s S5. Ukézal, Ze pro libo-
volnou formuli ¢ v ném existuje pouze Sest zakladnich modalit, v nichz mutze
byt kladena ([1], str. 507-511):

1. ¢ ,pravdivost®,

—p ,nepravdivost®,

3 Ce ,moznost®,

4 —Op  ,nemoznost®,

5. O ,,moznost nepravdivosti®,

6. —-<C—p  ,nemoznost nepravdivosti Cili ,nutnost®,

Kazda formule tvaru xzp, kde x je libovolny fetézec znakt — a <, je v .SH
dokazatelné (striktné i materialng) ekvivalentni s nékterou z téchto formuli.

Becker podal také fenomenologickou interpretaci zdvojené nutnosti (tj.
interpretaci vyznamu slozené spojky 00O). Vyjadfil nazor, Ze mize mit od-
lisny smysl od pouhé jednoduché nutnosti (d). Tim vlastné podal filosofickou
kritiku axiomt (A12) a (A13) (o jejichz zavedeni se tolik zaslouzil), protoze
oba vedou k redukci zdvojené nutnosti na jednoduchou. Nyni se pokusime
tuto interpretaci prezentovat, nebot se jednéa o velice ojedinély pokus uvést
do souvislosti nékteré technické zalezitosti okolo modalnich logik s fenomeno-
logii. K tomu vSak budeme muset udélat kratkou odbocku od naseho tématu
a struc¢né nastinit nékteré rysy Husserlovy filosofie.

Vychozim bodem Husserlovy fenomenologie je védomi. Zakladnim té-
matem je sféra prozitkti. Podstatnou vlastnosti prozitkt je vsak ve fenome-
nologii to, ze se vzdy k nécemu vztahuji, jsou tzv. intencionalni. Ve vsech
typech prozitkt (jako je napf. vnimani, vzpominani, chténi atd.) je déno,
ze zde musi byt vztah k néjakému predmétu (vnimanému, vzpominanému,
chténému atd.). V ramci fenomenologie mtzeme tedy mluvit i o jinych pted-
métech nez o prozitcich. Jsou to pfedméty, k nimz se prozitky vztahuji, jsou
to tzv. pfedmétné korelaty prozitki. Alespon naznacime, jak slozitym zptso-
bem se védomi vztahuje k predmétim. Intencionalni objekt prozitku nékdy
presahuje predmét, na néjz je prozitek primo zaméfen. Ve védomi prostého
vnimani véci mize byt fundovan novy stav védomi, ktery napr. k véci zaujima
stanovisko. Pivodni prosté vnimana véc se rozchazi s nové vnimanou véci,
k niz nalezi hodnota, kterda byla konstituovana v prozitku hodnoceni. Vé-
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domi ma neustaly potencial k objektivaci toho, co proziva, v novy predmét.
Tak hodnocenim vznika hodnota, v prozitku ¢innosti ¢in, v souzeni soud atd.
»Diky této objektivaci mame pfed sebou v pfirozeném postoji [tj. ne fenome-
nologickém - V.P.|, a tedy jako c¢lanky prirozeného svéta, nejen piirodni véci,
nybrz hodnoty a praktické objekty vseho druhu, meésta, ulice s osvétlovacimi
zafizenimi, byty, nabytek, umélecké dila, knihy, nafadi atd.“ ([15], str. 79)

Husserl se pokousi o jistou klasifikaci predmétnych korelatd védomi a o
jejich hierarchické uspotradani. Individualni predméty, ke kterym se vztahuje
empirickd zkuSenost, maji nahodily charakter. To neznamena nic jiného, nez
ze je ve védomi pritomny znak toho, zZe by tyto pfedméty mohly byt v sou-
ladu se svou podstatou jinak, nez jak jsou ve zkusenosti dany. K tomu se
vaze neustaly potencial védomi obratit pohled od individualniho predmétu
k jeho podstaté. ,Podstata (eidos) je pfedmétem nového druhu. Jako je v
individualnim ¢i zakousejicim nazoru dan individualni predmeét, tak je v na-
zoru podstaty déna ¢istd podstata.“ ([15], str. 25) Jako piiklady muZzeme
uvést podstaty ,veéta“, ,fyzikalni véc“, | cislo“, ,tvar®,  tén“ ,clovek”, ale
také podstatu samotného fenomenologicky ocisténého védomi. Podstata neni
zadny mysticky objekt. Sviij charakter podstaty necerpd z nic¢eho jiného, nez
ze specifického charakteru prozitku, jehoz je pfedmétnym korelatem. Pro nés
je nyni dilezité, ze podstaty lze rozdélit na materialni a formalni. Formalni
podstaty maji byt obménami podstaty ,pfedmét vibec”. Spadaji sem mno-
ziny, relace, kombinace, kardinalni ¢isla, zkratka objekty cisté matematiky.
Ostatni podstaty jsou ,materialni®.

K podstatam nalezi urcité podstatné pravdy. K formalnim podstatam
se vyjadiuji matematické véty, které jsou analytické a a priori. Mezi mate-
ridlni podstatné pravdy ma spadat napf. kazdé fenomenologické tvrzeni, ale
také tfeba véta o tom, Ze co je zelené, to neni modré, ¢i ze kazdy tén ma
svoji vysku. I tyto véty jsou podle Husserla a priori, avsak syntetické ¢i kon-
tingentni. Neni zde pfitomno zadné védomi libovolnosti tak, jako je tomu u
individualniho predmétu empirické zkusSenosti, a neni zde potieba néjakého
konkrétniho empirického stvrzeni. Ale zaroven tu neni védomi té ,logické®
nutnosti, které nalézame u analytickych vét. Husserl k tomu rika: ,V jistém
smyslu je kazdé poznani podstaty utvarem ,¢istého rozumu - cistym od vsi
empirie (coz na druhé strané oznacuje i slovo apriori); avSak ne kazdé poznani
je Cisté v jistém druhém smyslu, ve smyslu principidlni formy. Apriorni véta
o tonech vibec, tedy myslenych v ¢isté obecnosti, je ¢ista pouze v prvnim
smyslu, je to, jak mizeme z jistych divodi Tici, a priori ,kontingentni“. Ma
v eidos ton své obsahové jadro, které presahuje oblast ,principialnich® obec-
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nosti v nejradikalnéjsim smyslu a vaze vétu na ,kontingentni“ oblast idealné
moznych tént. , Cisty“ rozum neni povzneseny jen nad vsechno empiricky
faktické, nybrz také nad vSechny hyleticky-obsahové sféry podstat.” ([16], str.
46)

Tak jsme se dostali k bodu, kterého se chopil Becker pfi své interpre-
taci zdvojené nutnosti. Co to znamena, ze A je nutné nutné? To odpovida
podle Beckerovy interpretace Husserlovu pojmu formalniho a priori. Oproti
tomu napft. apriorni pravdy o barvach jsou sice nutné, ale tato nutnost je
sama nahodila. U kontingentniho a priori se tedy jednd o pouhou jednodu-
chou nutnost a zdvojend zde neplati ([1], str. 518). Jiz axiom (A12), ktery lze
interpretovat tak, ze nutnost implikuje svoji nutnost presné tak, jako pravdi-
vost implikuje svoji pravdivost ([1], str. 514), smazava tedy toto Husserlovo
rozliseni tim, Zze vede k ztotoznéni zdvojené negace s jednoduchou. To samé
plati samoziejmé i pro axiom (A13). Kontingentni a priori je témito principy
vytazeno ze hry.

2.4 Carnapova logicka syntax jazyka

Forméalni sémantika pro modalni logiku dlouho chybéla. Jeden z prvnich na-
znaki jeji formulace, jehoz autorem byl McKinsey a kterym se budeme za-
byvat pozdéji, byl paradoxné motivovan dilem, ve kterém je jednak oteviené
prohlasovano, ze logika obecné neni nic jiného nez syntax, a v némz je dale
zastavana teze, ze logika modalit je v jistém smyslu nadbytecna, protoze
kazdy intenzionalni jazyk lze bez ztrat nahradit néjakym jazykem extenzi-
onalnim. Timto dilem byla Carnapova kniha Logische Syntax der Sprache
(1934). Podle autorovych vlastnich slov byly prvnim podnétem k jejimu se-
psani diskuse ve Videnském krouzku, pii kterych se ukazovalo, ze kazdy po-
kus o pfesnou formulaci filosofickych problémi konci u logické analyzy ja-
zyka. Protoze se tedy zdalo, ze se tyto problémy netykaji svéta nybrz jazyka,
meél by se jazyk sam stat objektem metajazyka a teprve v tomto metaja-
zyce by mély byt filosofické problémy vysloveny a feSeny. Tudiz vypracovani
vhodného metajazyka by velice ptrispé€lo k dosazeni vétsi jasnosti ve filosofii.
Disledné oddélovani metajazyka od objektového jazyka v Logische Syntax
der Sprache, které z této ideje vyplynulo, nemélo predtim obdoby. Nicméneé
zkoumani filosofickych problémii, které mélo byt ptivodné hlavnim ohniskem,
ustoupilo ponékud do pozadi a pozornost byla zamérena predevsim na for-
malni aspekty syntaktickych metod. ([7], str. 55)

vvvvvv
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¢eni ,metalogika“. Tim je naznaceno, Ze ve vhodném metajazyce nemél byt
zadny odkaz k vyznamtim vyrazi objektového jazyka. Zohlednéna méla byt
pouze logické struktura vyrazt. Objektovy jazyk je pojat v metajazyce (tj.
v jazyce syntaxe) jako kalkul. Kazdy kalkul (v Carnapové Sirokém smyslu) je
vystavén z danych elementti, které jsou rozdélené do urcitych t¥id. Soucasti
kalkulu jsou vzdy néjaké pravidla. Jsou to jednak pravidla formace a jednak
pravidla transformace. Jazyky v pojeti logické syntaxe jsou prominentnim
prikladem kalkulu. Elementy rtiznych druhti zde predstavuji primitivni vy-
razy. Pravidla formace urcuji, jak se z jednodussich vyraza vytvareji vyrazy
mohou odvozovat za pomoci danych axiomt z jinych vét — jedna se tedy o
odvozovaci pravidla. Kalkulem v tomto Sirokém smyslu jsou tfeba také Sachy.
Sachové figurky jsou elementy kalkulu.'® Pravidla formace zde ur¢uji mozné
pozice figurek a rozlozeni figurek na poc¢atku hry. Pravidla transformace uda-
vaji dovolené tahy figurek. ([8], str. 4-5)

VSechny vyznamné logické kategorie jsou podle Carnapova tehdejsiho
nazoru determinovany cisté syntakticky. Teoreticky by pak mélo byt napft.
mozné urcit vSechny vztahy logického disledku a logické slucitelnosti v ¢in-
ském jazyce, aniz bychom znali smysl ¢inskych vyrazi. Stacilo by, abychom
méli k dispozici peclivé definovanou syntax tohoto jazyka ([8], str. 259). Z
praktického hlediska je vsak takovy podnik u pfirozenych jazykti nemozny.
Divodem je jednak jejich komplikovanost, jednak jejich vagnost. Carnap
proto zkonstruoval dva umélé objektové jazyky (I a II), na nichz modelové
predvedl, jakym stylem ma byt syntax jazyka pojednana. Dtivodem toho,
ze se jednd o dva jazyky, je mimo jiné to, ze Carnap chtél demonstrovat
jistou libovolnost pii budovani syntaxe, kterd je zakotvena v tzv. principu
tolerance, jenz je reakci na pluralitu logickych systémi a spor o jejich oprav-
nénost (napf. spor o to, zda tou pravou logikou je klasické ¢i intuicionisticka).
Carnap k tomu tika: ,, V logice neexistuje Zadnd mordlka. Kazdy si mize vy-
budovat vlastni logiku, tj. vlastni formu jazyka, podle svého ptani. Vse, co
se na ném pozaduje, chce-li o ni diskutovat, je to, aby stanovil jasné své me-
tody a udal syntaktickd pravidla misto filosofickych argumentt.* ([8], str. 52)
Volba mezi dvéma logickymi systémy mtize byt zalozena pouze na néjakém
pragmatickém hledisku, tedy na tom, Ze jeden systém je vice vhodny pro
néjaky konkrétni tcel, a nikoli na tom, Ze jeden systém je pravdivéjsi.

13744 se, ze by mély byt mezi elementy zahrnuty také pozice na Sachovnici. Carnap je
ale neuvadi.
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Jazyk I v sobé zahrnuje aritmetiku prirozenych ¢isel omezenou v souladu
s principy konstruktivistické matematiky. Toto omezeni je motivovano po-
zadavkem, aby byla uznana jen takova ciselnd vlastnost, ze pro kazdé cislo
lze podle néjaké predem fixované metody v konec¢ném case rozhodnout, zda
mu tato vlastnost nalezi ¢i nikoli. Na syntaktické tirovni tomu v Carnapové
podani odpovida zejména to, Ze jsou zavedeny pouze omezené kvantifikatory
(typu ,,pro kazdé x mensi nez n plati, Zze ...“).1* Oproti tomu v jazyce II
s jeho neomezenymi kvantifikatory a s predikaty a funktory vyssich typt
(libovolné trovné) lze formulovat celou klasickou matematiku a klasickou i
relativistickou fyziku.

Déle uvidime, ze zvlasté u jazyka II musel sdhnout Carnap k metodam,
které bychom dnes oznacili spise jako sémantické nez syntaktické. Nutila ho
k tomu potieba vyrovnat se s ¢erstvymi Godelovymi vysledky o nerozhodnu-
telnych vétach v aritmetice.'® Podle nich pii libovolné volbé axiomi a efek-
tivnich odvozovacich pravidel budou vzdy zbyvat pravdivé ale nedokazatelné
aritmetické véty. To pfedstavovalo pro Carnapa tkol vyjasnit tento pojem
pravdivosti prekracujici syntaktickou dokazelnost. Pro své jazyky I a II vy-
tvoril kalkuly v hilbertovském stylu. Z Godelovych vét tedy bylo zfejmé, ze
nékteré véty, o kterych by chtél Fici, ze jsou logicky (analyticky) platné, nejsou
v kalkulu dokazatelné. Musel tedy definovat pojem analyti¢nosti, ktery byl
Sirsi nez pojem dokazatelnosti. Jeho cilem bylo dosdhnout toho pouze syn-
taktickymi prostiedky.

Jazyky I a Il nebudeme pfesné vymezovat. Obsahuji bézné logické spojky,
omezené resp. neomezené kvantifikatory, proménné, funktorové a predikatové
symboly. Dobfe utvofené véta je definovana obvyklym zptisobem.!® Pouké-
Zeme podrobné pouze na zptusob, jakym v nich bylo stanoveno, kdy je véta
analytickda a kdy kontradiktoricka. Jde totiz o specifikaci pojmi, pomoci
kterych Carnap interpretoval modality nutnosti a moznosti. Kalkul jazyka
I obsahoval kromé logickych také aritmetické axiomy a mezi odvozovacimi
pravidly byla matematicka indukce. Carnap zde definoval analytickou vétu
jako takovou, ktera je dtisledkem prazdné mnoziny predpokladi. Problém se
tedy prevedl na pojem dusledku. Nejdfive byl definovan pojem primého dui-

14Do jisté miry se vSak neomezend kvantifikace skryté dostava do hry v podobé volnych
proménnych.

15Vyznam Godelovych vysledki pro Logische Syntaz der Sprache zdiraziuje napt. Co-
ffa v [9], pfedevsim str. 285-293. Zde také ukazuje, v éem spocivd sémanticky charakter
nékterych Carnapovych definic.

16V souladu s autorem budu hovofiit o vétach a nikoli o formulich.
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sledku. Véta ¢ je pfimym disledkem mnoziny vét 7', kdyz je odvoditelna z T’
béznym zpisobem (tj. v kalkulu jazyka I) nebo kdyz T' = {¢(z/c,);n € N},
kde ¢, je n-ta ¢islovka (pfesnéji nula, na kterou je n-krat aplikovana operace
naslednika) a ¢(x/c,) je vysledek substituce termu ¢, za proménnou z ve
véte . T* je prima disledkova mnozina mnoziny 7', kdyz kazda véta z T™
je primym disledkem néjaké podmnoziny mnoziny 7'. Konecna posloupnost
mnozin 77, ...,T,, kde vzdy T;.; je pfima dtsledkovd mnozina mnoziny 7;,
se nazyva dusledkova posloupnost. ¢ je disledkem 7', kdyz existuje diisled-
kova posloupnost takova, ze jejim prvnim ¢lenem je T" a poslednim ¢lenem je
{¢}. ([8], str. 38)

V podstaté tedy spociva pojem diisledku v obohaceni ptivodniho kalkulu
o moznost transfinitniho odvozovani za pomoci pravidla:'”

{e(x/cn);n € N} [o.

Za této definice jsou v jazyce I vSechny dokazatelné véty analytické, avSak
existuji zde navic analytické véty, které nelze dokazat. Kontradiktoricka véta
je v jazyce I takova véta, jejimz disledkem jsou vSechny véty. Pak je uspoko-
jen pozadavek, ze kazda véta obsahujici pouze logicko-matematické vyrazy je
bud analytickd nebo kontradiktoricka ([8], str. 40). V logicko-matematickém
fragmentu jazyka II mélo byt dosazeno stejného cile, ale pravé predvedena
definice analyti¢nosti fungovala pro jazyk I pouze diky jeho jednoduchosti.
Pro jazyk II by byla zfejmé stejné definice nepostacujici ([9], str. 288). Proto
Carnap zvolil jinou strategii anticipujici tzv. Tarského definici pravdy, ktera
je dnes ustalenym a zékladnim pojmem formalni sémantiky. Tarského defi-
nice pravdy se objevila zanedlouho po vydani Logische Syntax der Sprache, a
tim byla odvedena pozornost od Carnapova pojmu analyti¢nosti definované
pro jazyk II.

V jazyce II jsou vSechny predikatové a funktorové vyrazy klasifikovany
do typt. Nultou urovern, tj. typ 0, predstavuji ¢islovky (stejné jako v ja-
zyce I ziskané pomoci nuly a operace néaslednika) a ¢iselné proménné. n-tice
vyrazl, jejiz i-ty Clen je typu ¢;, je typu ty,...,t,. Pokud argument néja-
kého n-arniho predikatového vyrazu je typu t, pak tento predikatovy vyraz
je typu (t). Kazdy funktor je charakterizovan dvéma parametry. Jednak ty-
pem svého argumentu a dale typem své funkéni hodnoty. Pokud dany funktor
ma argument typu ¢; a hodnotu typu s, pak je typu (¢; : t2). Tedy napf.
((0,0),(0,0 : 0)) je typem dvouélenného predikatu — jeho prvni ¢len je typu

17Jedn4 se o tzv. w-pravidlo.
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dvouclenného predikatu, jehoz argumenty jsou ¢iselné vyrazy a druhy clen je
funktor, jehoz argumenty jsou dva ¢iselné vyrazy a jehoz funkéni hodnota je
jeden ¢iselny vyraz. ([8], str. 84-85)

V jazyce II se kromé logickych a aritemtickych axiomt vyskytuje verze
axiomu vybéru a axiomu extenzionality pro predikaty a funktory vsech typu
([8], str. 91-93). Pti definici analyti¢nosti postupuje Carnap tak, Ze nejdiive
aplikuje na kazdou vétu proceduru, ktera ji pretransformuje na jeji prenexni
normalni tvar a dale je feSena analyti¢nost pro tento tvar. Za timto tcelem
definuje Carnap pojem valuace. Valuace je vzdy néjaky objekt vystavény na
¢islovkach v analogii k vyrazovym typtm nésledujicim zptisobem: Cislovky
jsou valuace typu 0. Valuace typu tq,...,%, je libovolna usporadana n-tice,
jejiz i-ty ¢len je valuace typu t;. Valuace typu (¢) je libovolna mnozina valuaci
typu t. A koneéné valuacemi typu (t; : t2) jsou funkce, které kazdé valuaci
typu t; priradi néjakou valuaci typu t,. Nyni miizeme jednotlivé valuace
pritazovat vyraztim tak, aby korespondovaly typy. Pritom valuace pritazenéa
libovolné ¢islovce bude vzdy tato ¢islovka sama. Pokud je dana n-tice termt
a valuace B; je pfirazena i-tému z nich, pak valuace pritazena této n-tici je n-
tice By, ..., B,. Pokud mame funktor f, jemuz je pfitazena valuace B; a jeho
moznému argumentu V' je pfifazena valuace By, pak valuace prifazena vyrazu
f(V) je objekt, ktery pfifazuje funkce By objektu By. Tedy na zakladé valuaci
pritazenych proménnym vyraztim ziskdme valuaci pfifazenou libovolnému
termu, ktery je na nich vystavén. ([8], str. 108-109)

Nyni pristupuje pojem evaluace, ktery pro libovolné prifazeni valuaci
proménnym vyrazim (tak aby si odpovidaly typy), pfetransformuje libovol-
nou atomickou vétu bud na vyraz 0 = 0, nebo na vyraz 0 # 0. Necht je tedy
déno prirazeni valuaci proménnym. Na tomto zakladé je podle predchoziho
odstavce urceno prifazeni valuaci kazdému termu. Necht B; je valuace pfi-
fazena predikatu P a valuace B, je pfifazena jeho moznému argumentu V'
(coz je n&jakd n-tice termu). Jestlize By € By, pak je atomicka véta P(V)
pretransformovana na 0 = 0. Jestlize By ¢ Bj, pak je atomicka véta P(V)
pretransformovana na 0 # 0. Pokud valuace B; (resp. Bs) je piifazena termu
Vi (resp. V3), pak jestlize By je identickéd s By, je atomicka véta V) = V; trans-
formovana na vyraz 0 = 0, jinak na vyraz 0 # 0. ([8], str. 110)

Na zékladé evaluace atomickych vét vzhledem k pfitfazeni valuaci pro-
ménnym vyrazum lze syntakticky pretransformovat celé jadro véty v prenex-
nim normalnim tvaru na jednu z vét 0 = 0,0 # 0. Reknéme, Ze mame uzavie-
nou vétu ¢ v prenexnim normalnim tvaru (pokud nebyla piivodni véta uza-
viend, mizeme vzit jeji univerzalni uzaveér). ¢ je tedy tvaru Q1 X; ... Q, X, p,
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kde Q1,...,Q, jsou kvantifikatory, X;,..., X,, jsou proménné vyrazy a @ je
jadro véty, které jiz kvantifikatory neobsahuje. v je analyticka, kdyz pro li-
bovolné pfifazeni valuace proménné X; (resp. pro néjaké prifazeni valuace
proménné X;) a ... a pro libovolné pfifazeni valuace proménné X, (resp.
pro néjaké prifazeni valuace proménné X,,) skonéi evaluace jadra vzhledem
k témto valuacim transformaci na vétu 0 = 0. Pochopitelné pokud je kvan-
tifikator (); univerzalni, vybirame frazi ,,pro libovolné prifazeni®, pokud jde
o existenc¢ni kvantifikator, vybirame frazi ,,pro néjaké prirazeni“. Zvazuji se
jen takova prirazeni, pri kterych valuace typoveé odpovidaji proménnym. De-
finice kontradiktorické véty je vytvorena tak, aby pro libovolnou uzavienou
matematickou vétu v platilo, ze v je kontradiktoricka praveé tehdy, kdyz ne-
gace univerzalniho uzavéru véty 1 je analyticka. Na zakladé téchto pojmu
byl déle definovan pojem dusledku. ([8], str. 110-112, 115, 117)

Vidime, ze cely postup ma velice blizko k Tarského definici pravdy. Carna-
pova evaluace prakticky urcuje pravdivostni hodnotu nekvantifikované véty
vzhledem k dané valuaci v univerzu vystavéném na prirozenych c¢islech. Ale
jak poznamenava Coffa, ,Carnap by nikdy nepfipustil uziti takovéhoto ,rea-
listického zpiisobu feci“. Misto toho fekl, ze jeho pravidla udavaji, jak trans-
formovat jednu vétu na jinou tak, Ze nakonec vsechny matematické véty
jazyka II budou transformovany bud na 0 = 0, nebo na 0 # 0. Ty prvni jsou
analytické.“ ([9], str. 293) Interpretace uzivajici pojem pravdivosti by totiz
prekrocila hranice Carnapova syntaktického podniku.

2.5 Modality v Logische Syntax der Sprache

Jak jiz bylo ukdzéano, zrodila se moderni modalni logika z kritiky klasic-
kyjch extenzionalnich spojek, které mizeme chapat jako operatory na prav-
divostnich hodnotéach. Proti nim byly postaveny intenzionalni spojky, napft.
Lewisova intenzionalni disjunkce ¢i striktni implikace. Tyto nové spojky jiz
nepfifazuji jednozna¢né pravdivostni hodnotu pravdivostnim hodnotam. S
jejich zavedenim byl vznesen pozadavek, aby byla dosavadni logika pravdi-
vostnich hodnot obohacena o logiku, ktera by méla co ¢init piimo s vyznamy
vyrokti. Carnap na tento pozadavek reaguje v Logische Syntax der Sprache
velice silnou tezi, ze takové obohaceni je v jistém smyslu zbytecné. Nyni se
pokusime podrobné vylozit, jak je to minéno.

Carnap podava obecné ,syntaktické* vymezeni extenzionality a intenzio-
nality pro Sirokou t¥idu blize nespecifikovanych jazykid. Tyto pojmy vztahuje
nikoli na vyrokové spojky, ale pfimo na véty a také na cely jazyk. Nejprve

26



terminologie a znaceni, které nyni pouzijeme: Rekneme, Ze v je diléi vétou
véty o, jestlize 1 je souvisla ¢ast véty ¢, kterd je sama vétou (jedna se tedy o
pojem zcela analogicky pojmu podformule). ¢[¢)/x]| bude znamenat vysledek
nahrazeni néjakého (z kontextu bude jasné jakého) vyskytu véty ¢ uvnitf véty
© vétou y. Vyraz ,intenzionalni“ znamena to samé, co vyraz ,neni exten-
zionalni“. Definice extenzionality by meéla odpovidat predstave, podle které
miizeme nahradit dil¢i vétu libovolnou jinou vétou se stejnou pravdivostni
hodnotou, aniz by se nam zménila pravdivostni hodnota celku. Pravdivostni
hodnota vSak neni syntakticky pojem, proto prvnim Carnapovym navrhem
byla tato definice: ¢ je extenzionalni vzhledem k danému vyskytu své dil¢i
véty 1, kdyz pro libovolné y je véta ¢ < p[ip/x] disledkem véty y < .
([8], str. 240)

-----

-----------

pomoci pojmu dusledku. Vzhledem k dilezitosti pojmi extenzionality a in-
tenzionality pro modalni logiku predvedeme i tuto definici. Je motivovana
pozorovanim, ze v predchozim vymezeni ma véta y < 1 tu vlastnost, ze
1 je disledkem vét y a x < 1, a zaroven y je dusledkem v a x < 1. A
navic pokud néjakd mnozina vét 7" ma tu samou vlastnost, pak je y < ¥
dusledkem T'. Tedy pokud je ¢ < [t/ x| disledkem véty x < 1, pak je také
disledkem T'. Na tomto zakladé je mozno z definice eliminovat ekvivalenci:
Rekneme, Ze 1) a x jsou rovnocenné vzhledem k mnoziné vét T, jestlize 1 je
dusledkem T'U{x} a x je dusledkem T'U {¢}. ¢ je extenzionalni vzhledem k
danému vyskytu své dil¢i véty ¢, kdyz pro kazdou uzavienou vétu x a kaz-
dou mnozinu vét T' takovou, ze 1 a x jsou rovnocenné vzhledem k 7', plati,
ze ¢ a p[1h/x] jsou rovnocenné vzhledem k T'. Pokud je v néjakém jazyce S
kazda véta extenzionalni vzhledem ke vSem svym uzavienym dilé¢im vétam,
pak Fekneme, Ze jazyk S je extenzionalni vzhledem k diléim vétam. ([8], str.
241-242)

Analogicky bylo definovano, kdy je véta extenzionalni vzhledem k vysky-
ttm svych mimologickych vyrazi (funktort a predikati). Uvedeme alespori,
Ze pro jazyky s ekvivalenci by napi. pro predikaty byla definice takova, ze véta
¢ je extenzionalni vzhledem k néjakému vyskytu svého predikatu Py, kdyz
pro libovolny predikat P, stejného typu je véta ¢ < [P/ P)'® disledkem

18V analogii s nahrazovdnim vét predstavuje ¢[P;/P;] vysledek nahrazeni daného
vyskytu predikatu P, predikdtem Ps.
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vety
VXl .. VXn<P1<X1, oo 7Xn) e PQ(Xl, Ce 7Xn))

Pokud je v néjakém jazyce S kazda véta extenzionalni vzhledem ke vsem
vyskyttim svych dil¢ich vét a dale ke vsem vyskytim svych funktorii a pre-
dikatt, pak fekneme, ze jazyk S je extenzionalni. ([8], str. 243-244)

Pti tomto vymezeni jsou Carnapovy jazyky I a II extenzionalni. Naproti
tomu Lewisovy jazyky obsahujici modality jsou intenzionalni. Carnapova teze
extenzionality zni: ,Univerzalni jazyk védy by mohl byt extenzionélni; nebo
presnéji: pro libovolny intenzionalni jazyk S; muze byt zkonstruovan exten-
ziondlni jazyk S tak, Ze S; lze pielozit do Sy.“'? ([8], str. 245) Pfitom prelo-
zitelnost jazykt je také technicky termin, ktery vsak ponechame bez definice
na intuitivni irovni. Jeho vyznam se naznaci v nasledujicim vykladu. Carnap
udava mnoho piiklad® intenzionalnich vét. Kromé téch, které obsahuji mo-
dality, jsou to nékteré dalsi véty prirozeného jazyka obsahujici vétu vedlejsi
uvozenou spojkou ,ze“:

1. Karel 1ik4, ze nyni prsi v Parizi.
2. Karel véri, ze nyni prsi v Parizi.
3. Je divné, ze nyni prsi v Parizi.
Déle jsou to napi. nékteré véty vztahujici se na vyrazy:
4. Vyraz Prim(3) obsahuje vyraz 3.
5. Prim(3) je vysledkem substituce 3 za x v Prim(x).

Carnap nepodava zadny univerzalni diikaz své teze extenzionality. Pfed-
klada ji jako hypotézu a zdtvodnuje ji v podstaté pouze empiricky. Pro
vSechny nalezené priklady intenzionéalnich vét naznacuje zptisob, jak by pro-
béhl preklad do extenzionalniho jazyka. Pfipousti, Ze tim neni zaruceno, ze
se nemohou objevit zadné nové druhy intenzionalnich vét, které by byly ne-
prelozitelné.

Vsechny uvedené priklady maji podle Carnapa néco spole¢ného, totiz to,
Ze se jedna o tzv. kvazisyntaktické véty, coz ma byt pravé divodem jejich

197de dochazi k mirné kolizi ve znaceni. Symboly ,,51% a ,,S5“ pochopitelné neoznaéuji
Lewisovy logiky S1 a 52, ale libovolné jazyky.
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intenzionality. Pfedpokladejme, Ze mame néjaky jazyk S, ktery se vztahuje na
néjakou oblast pfedmétt. Necht dale E; je néjaké vlastnost téchto predméti
takova, ze dany predmét ma vlastnost F; pravé tehdy, kdyz vyraz, ktery
tento predmét oznacuje, ma v jazyce syntaxe jazyka S urcitou syntaktickou
vlastnost Es. Pak fekneme, Ze vlastnost E; je kvazisyntaktickd (nebo téz
pseudo-predmétnd). Divodem tohoto oznadeni je, Ze se na predméty vztahuje
pouze zdanlivé, ve skutecnosti méa spise syntakticky charakter a vztahuje se
na symboly. ([8], str. 233-234)
Zajimavym piikladem kvazisyntaktické véty je véta ([8], str. 285):

6. Pét neni véc, ale ¢islo.

Tato véta ma na prvni pohled stejny charakter jako véta: ,,Pét neni sudé, ale
liché ¢islo.“ Zda se, zZe se v ni hovoii také o cislech, coz je vsak jen zdanlivé.
Ve skutecnosti je to zamaskovana syntakticka véta, kterd vypovida néco o
povaze vyrazu. Jeji korektni preklad by mél znit:

6.* ,,Pét“ neni vécné slovo, ale ¢iselné slovo.

Kvazisyntaktické véty maji v jazyce jisté opravnéni. Zjednodusuji ho.
Zkracuji obvykle zpisob vyjadfovani. Vezméme nésledujici priklad ([8], str.
289):

7. Veéta ,...“ ¢inského jazyka znamend, zZe mésic je kulaty.

Tato véta je kvazisyntaktickd, protoze se zdanlivé vztahuje na mimojazykovy
predmét meésic. Jeji preklad do jazyka syntaxe by mohl znit:

7.* Existuje adekvatni vétny preklad z ¢inského do ¢eského jazyka, ve kte-
rém je véta ,...“ prelozena na vétu ,,Mésic je kulaty“.

Uspornost kvazisyntaktick§ch vét je zfejmé psychologickym déivodem je-
jich existence. P¥inasi vsak s sebou nepresnost, ktera se pak podle Carnapa
projevuje fatalné predevsim ve filosofickych diskusich. Na zakladé pseudo-
predmétné formulace vznikéd mnoho filosofickych pseudo-problémi. Ty bud
nemaji zadny smysl, nebo piisobi nepiimétfené jako absolutni problémy, pro-
toze predmétnym zahalenim syntaktické otazky, jejiz zodpovézeni je v pod-
staté zalezitosti konvence, ztratime ze ztetele relativitu problému vzhledem
k jazyku, jehoz se otazka tyka. Napf. muzeme sledovat filosoficky spor, v
némz protilehld stanoviska jsou charakterizovana nasledujicimi vétami ([8],
str. 300):
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8. Neékteré vztahy nalezi mezi zakladni danosti.

9. Vztahy nejsou nikdy zékladnimi danostmi, protoze vzdy zaviseji na
vlastnostech svych clenii.

Spor se ukaze byt pseudo-problémem, prelozime-li tyto kvazisyntaktické véty
do jazyka syntaxe:

8. Neékteré dvou- ¢i vice-¢lenné predikaty nalezi mezi nedefinované deskrip-
tivni primitivni symboly.

9. VSechny dvou- ¢i vice-¢lenné predikaty jsou definovany na zakladé jed-
noc¢lennych predikati.

Prekladem se z metafyzického problému, ktery si zdanlivé zada absolutni
feSeni, stava relativni otazka tykajici se toho, jak je vystavén jazyk, o némz
je Tec.

Nyni, poté, co jsme upozornili na jisté vyhody, ale pfedevsim problémy,
které jsou spojené s kvazisyntaktickymi vétami, se mizeme vratit k modali-
tam. Véty obsahujici modalni vyrazy, stejné tak jako jiné intenzionalni véty,
jsou podle Carnapa také kvazisyntaktické. Reknéme, 7e ,,A“ je libovoln véta
daného jazyka. Vezméme nésledujici véty:

10. Je mozné, ze A.
11. Je nutné, ze A.

Tyto véty byvaji interpretovany tak, ze néco vypovidaji o vyznamu véty , A“,
¢i o stavu véci, ktery véta ,A“ oznacuje. Proto napf. u Lewise vznikd po-
tfeba nové logiky vyznamu. Podle Carnapa se vSak v téchto vétach pfipisuje
objektu A kvazisyntaktickd vlastnost (vlastnot F; z definice kvazisyntaktic-
nosti) misto toho, aby se odpovidajicimu syntaktickému objektu , A“ piipsala
odpovidajici syntaktickd vlastnost (Es). Navrhuje nasledujici pfeklad do vét
jazyka syntaxe:

10.* ,,A* neni kontradiktoricka.
11.* [ A“ je analyticka.

Na zékladé tohoto pohledu lze obhajovat Russellovu logiku prezentovanou
v Principia Mathematica proti Lewisové namitce, Ze v ni nelze vyjadrit, ze
néjaké véty plati nutné, ¢i ze néjaka véta je dusledkem jiné: I kdyz je to
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pravdivé tvrzeni, mize Russell opravnéné tvrdit, ze jeho systém je vhodny
pro ucely logiky a matematiky, protoze v ném nutné platné véty mohou byt
dokazany, a vyplyva-li néjakd véta z jiné, pak z ni mize byt odvozena. ([8],
str. 250-255)

I kdyz neni nijak v rozporu s charakterem syntaxe zavadét do jazyka
modalni operatory, neziskavame tim nic podstatné nového. Jazyk syntaxe je
extenzionalni a kazdy intenzionalni systém logiky modalit do néj mize byt
prelozen. ,,Syntax vZdy obsahuje celek logiky modalit. ([8], str. 256) Ptestoze
miize byt uzitecna, neni intenzionalni logika vyznamu nutna. Jak jiz jsme
zminili, Carnap se domniva, ze ,,aby bylo urceno, zda jedna véta je dusledkem
druhé, nemusi byt dan Zadny odkaz k vyznamu vet. Pouhé stanoveni jejich
pravdivostni hodnoty je jisté prilis mdlo; ale stanovent jejich vyznamu je
na druhou stranu prilis moc. Postaci, aby byl ddn syntakticky tvar téchto
vet.“ ([8], str. 258) Snad jsou nékteré slozky vyznamu, které nejsou formalné,
syntakticky postihnutelné. Napt. percepcni ¢i emotivni obsah vyrazt. Tyto
slozky vSak nepatii do logiky, ale do psychologie. ,,Specidalni logika vyznamu
je zbytecnd; ,neformalni logika“ je contradictio in adjecto. Logika je syntaz.”
([8], str. 259)

Problému redukovatelnosti modalniho slovniku se vénuje Karel Prochézka
ve své praci [30]. Mimo jiné poukazuje na to, Ze se k této otdzce vyjadiuje
dokonce i Kant a zastava jesté radikalnéjsi stanovisko nez Carnap. Kant v
Kritice c¢istého rozumu klasifikoval soudy podle ¢tyt hledisek — podle kvan-
tity, kvality, relace a modality. Pfitom vyjadril stanovisko, Ze pouze prvni tii
z téchto hledisek souviseji s logickou formou soudu. ,,Modalita soudu totiz
viitbec neni podle Kanta . .. vlastnosti soudu, nybrz charakterizuje vztah mezi
soudem jako takovym a rozvazovanim.“ ([30], str. 121)

2.6 McKinseyho ,syntakticka konstrukce* modalni lo-
giky
Navzdory pravé uvedenému negativnimu postoji vii¢i modalni logice motivo-
vala Carnapova prace zajimavy pokus o jeji nové zalozeni. Byl uvefejnén v
roce 1945 v ¢lanku nazvaném On the Syntactical Construction of Systems of
Modal Logic. Autorem je J. C. C. McKinsey. Svoji definici moznosti oznacuje
jako syntaktickou a explicitné zminuje, ze je zalozena na Carnapovych mys-
lenkach. Hlavnim spoleénym rysem je vsak to, ze pod hlavickou syntaxe se
skryva néco, co bychom dnes spiSe oznagcili jako sémantiku. McKinseyho kon-
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strukce tizce souvisi s Tarského definici pravdy, ktera jiz byla k dispozici. Ale
prestoze je jiz bez obav pouzivan pojem pravdivosti vét, stale se vse déje v
ramci samotného jazyka a bez odkazu k néjaké mimojazykové oblasti. Proto
také v celé definici hraje kli¢ovou roli substituce a tato definice je urcitou
analogii k substituc¢ni strategii v pfipadé kvantifikatort. Intuitivnim zékla-
dem je predstava, podle které je néjaka véta mozna, kdyz existuje pravdiva
véta stejné formy. Véta je tedy nutné pravdiva, kdyz kazda véta stejné formy
je pravdiva. ([25], str. 83)

Necht je dan jazyk L, ktery neobsahuje modality. McKinsey nespecifikuje
jeho povahu. Je pouze urceno, ze obsahuje néjaké deskriptivni, tj. mimolo-
gické symboly a je vystavén ze svych elementarnich vét pomoci spojek —, A.
Spliuje tedy nasledujici dvé podminky:

P1 Jestlize je x € L, pak je také -y € L.
P2 Jestlize jsou x1, x2 € L, pak je také x1 A x2 € L.

Jednoduchy priklad takového jazyka bude uveden pozdéji. Predpokladejme
déle, Ze je dana mnozina T pravdivych vét jazyka L. Tedy T" C L a pro
libovolné x1, x2 € L jsou splnény tyto podminky:

P3 —xy1€Tiff xy; ¢T.
P4 yyAxoeTiftyyeT ayxy,eT.

Nyni obohatime jazyk L o operator moznosti, ¢imz vznikne jazyk L;. L; je
prunikem vsech mnozin K, které splnuji:

P5 LCK.
P6  Jestlize je x € K, pak je také -y € K a Oy € K.
P7  Jestlize jsou x1, x2 € K, pak je také x1 A x2 € K.

Necht S je mnoZina substituci sy, s9, 53, . . .2°. Kazd4 takova substituce mtize
byt pojata jako funkce pritazujici deskriptivnim symbolim deskriptivni sym-
boly. Defini¢ni obor této substituce se rozsiii na celé véty. Pro libovolnou
substituci s,, € S a libovolné y1, y2 € Ly plati podminky:

20Budeme pfedpokladat, ze S mé spocetné mnoho prvki, ale tento predpoklad nebude
nijak podstatny.
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P8 5,(COx1) = Csnlxa)-

P9 sp(x1) = 2sn(X1)-

P10 s,(x1 A X2) = Sa(x1) A Sn(x2)-

Substituce s; € S je identita. Pro kazdou x € L; plati:

P11 s1(x) = x-

Pro kazdé dveé substituce existuje substituce, ktera je jejich slozenim:

P12 Pro kazdé s,,,s, € S existuje s; € S tak, ze pro kazdou x € L; plati
Sm(sn(X)) = s¢(x)-

McKinsey pracuje s takto skromnou logickou vybavou ziejmé kvili jedno-
duchosti. Pokud bychom chtéli mit v jazyce dalsi logické symboly (napf.
kvantifikitory), museli bychom pro né pochopitelné doplnit dalsi podminky.

Na zakladé mnoziny T pravdivych vét jazyka L definujeme mnozinu
Ty pravdivych vét jazyka L;. Je to jedind mnozina spliujici pro libovolné
X1, X2 € L1 nasledujici podminky:

P13 Ty C L.

P14 T CTj.

P15 —x1 € T} iff vy ¢ T

P16 x1 A xe € T7 iff x1 € T7 a xo € T7.

P17 ©xy € Ty iff existuje s, € S tak, Ze s,(x1) € T1.

Nyni pfejdeme k jazyku modalni vyrokové logiky, ktery je vystavén z atomic-
kych formuli pomoci spojek <, =, A. Protoze se vSak bude vztahovat k jazyku
Ly, budeme pouzivat preklad mezi témito jazyky. Pokud xi,...,x, € L1 a
¢ je z Fle(MVL) a obsahuje pouze atomy py,...,p, (ne nutné vsechny),
pak véta ¢(x1,...,X,) jazyka L; bude vysledkem substituce vét x1,..., X
za atomy pi,...,p, ve formuli ¢. Nyni definujeme mnozinu 75 pravdivych
formuli (vzhledem k 77). Pro libovolnou formuli ¢ € Fle(MV L) plati:

P18 ¢ € Ty iff pro libovolné x1, ..., x, € Ly plati, ze ¢(x1,.-.,Xr) € T1.
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Protoze se McKinseyho konstrukce nevztahuje na konkrétni jazyk a kon-
krétni mnozinu substituci jeho deskriptivnich symbol{, neznamena ani vy-
stavbu konkrétni modalni logiky. Predstavuje spise jakousi bazi, z niz je
mozno vychazet, chceme-li néjaky jazyk obohatit o modality. V reakci na
nékteré nazory, ze Lewisem preferovana logika S2 je piilis silné, ukazuje Mc-
Kinsey, ze pokud definujeme logiku modalit na pravé uvedeném zakladé, bude
alespon tak silna jako logika S4. Pfedvedeme nyni podrobné zdtvodnéni to-
hoto vysledku. McKinsey ho dokazal pro ptivodni Lewistv kalkul. Budeme
postupovat lehce odliSnym zptisobem a dokazeme tvrzeni pro modernéjsi kal-
kul definovany v zavéru kapitoly 2.2. Postup se nam tim o néco zkrati. Kromé
zékladnich spojek budeme pracovat s jiz diive zavedenymi spojkami O, —.
Jejich definice se neméni. Proto bude vhodné preformulovat podminku P17
také pro nutnost. Z jeji definice a z uvedenych podminek plyne:

P19 Oy, € Th iff pro kazdé s, € S plati, ze s,(x1) € Ti.

V nasledujicich tvrzenich vSude predpokladame, ze ¢, jsou libovolné for-
mule jazyka modalni vyrokové logiky, které obsahuji pouze atomy py, ..., p,.
X1,-- ., Xr budou vzdy véty jazyka L;.

Lemma 2.6.1 KaZdd formule jazyka moddlni vyrokové logiky, ktera mad tvar
klasicke vyrokové tautologie, je prvkem T.

Diikaz: Jestlize ¢ je tvaru klasické vyrokové tautologie, pak ¢(x1,...,xr) €
Ty zcela nezavisle na volbé vét x1,...,x,. Tedy ¢ € T5. Q.E.D.

Lemma 2.6.2 O(p — ¢) — (Op — Oy) € Ty.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, ze O(p — 1) — (Op — O) ¢ Ty. Z toho
postupné vyplyva:

1. Pro n&jaké x1,...,x» [O(¢ — ¥) — (Op — OV (x1, ..., xs) € Th.
2. [=(B(p =) A=(Op = 0Y)(x1,- - xr) ¢ Th.

3. [Ble=¥)x1, - xr) € Tha [Be — OY(xa, .-, xr) & Th

4. Op(x1,---,xr) € T1 a 0Y(x1,-- -, xr) ¢ Th.

5. Existuje s, € S tak, ze s,(p(x1,---5Xr)) € T1 asn(¥(x1,.--,xr)) ¢ Th.
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6. @(sn(x1)s---s8n(Xr) € T1 a¥(sulx1),- -, sulxr)) € T
7. [o Al(sa(xa), - - su(Xr)) € T
8. [p = U(snlx1)s-- - su(Xr)) ¢ T
9. sa(le = Ylxa, - x0)) € T
10. [O(e — V)](x1,--- xr) ¢ T

3. bod je ve sporu s 10. bodem. Tedy O(¢ — ¢) — (Op — Oy) € Ty. Q.E.D.
Lemma 2.6.3 Op — ¢ € T5.
Diikaz: Pro spor predpokladejme, ze Op — ¢ ¢ Ty. Z toho postupné vyplyva:
1. Existuje xi,..., X, tak, ze [7(0p A =@)|(x1, .-, Xr) & T1.
2. Op(xa,--xr) €ETvaplxa, . x) & Th.
3. Pro kazdé s, € S plati, ze s,(o(x1,---,Xxr)) € T1.
4. s1(p(x1,---,xr)) € Th.
5. o(x1,---,xr) € T1. (podminka P11)

2. bod je ve sporu s 5. bodem. Tedy Op — ¢ € T,. Q.E.D.
Lemma 2.6.4 Op — OOp € Ts.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, ze Op — OOp ¢ T,. Z toho postupné
vyplyva:

1. Existuje x1,..., X, tak, ze [=(Op A =00¢)](x1, .-, Xr) ¢ T1.
2. Op(X15---,xr) € T1 a 00p(X1,- -, X)) & Th

3. Pro kazdé s; € S plati, ze s;(p(x1,---,xr)) € Th.

4. Existuje s, € S tak, ze s,(0¢(x1,...,xr)) & 1.

5. Be(sn(xa);-- -, snlxr)) & Th.

6. Existuje s, € S tak, Ze s, (0(sn(x1)s---s5n(Xr))) ¢ T1.
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7. @(smlsn(x1))s - sm(sn(x1))) ¢ Th.
8. Existuje s, € S tak, ze o(si(x1),---,8:(xr)) ¢ T1. (podminka P12)

9. St(gp(le S 7X1“)) gé 1i.
3. bod je ve sporu s 9. bodem. Tedy Op — O0Op € Ty, Q.E.D.

Lemma 2.6.5 Jestlize p € 15 a ¢ — ¢ € Ty, pak také ¢ € Ts.

Dikaz: Predpokladame, ze ¢ € Ty a ¢ — 1 € Ts. Pro libovolné xq, ..., x»
pak plati:

L. o(x1,.--yxr) € T1.

2. e AYl(xa, - x) ¢ T
Z 2. bodu plyne, ze:

3. Alespoii jedna z vét ©(x1,- .-, Xr)s "¥(X1,- -, Xr) neni v T7.
Z 1. a 3. bodu vyplyva, ze:

4. _|¢(X1,. .. 7X7’) ¢ Tl.

Tedy ¥(x1,...,Xr) € T1. Protoze x1,. .., x, byly libovolné, plati, ze ¢ € T5.
Q.E.D.

Lemma 2.6.6 Jestlize p € 15, pak také Op € T5.

Diikaz: Predpokladejme pro spor, ze ¢ € Ty a Op ¢ Ty. Z toho postupné
vyplyva:

1. Existuje xi,..., X, tak, ze Op(x1,.-.,xr) ¢ T1.

2. Existuje s, € S tak, Ze s,(p(x1,---, X)) & Th.

3. @(Sn(Xl)v cee 7Sn(Xr)) g_ﬁ Tl-

Treti bod je ve sporu s tim, ze ¢ € T5. Q.E.D.

Véta 2.6.1 T5, obsahuje vsechny teorémy logiky S4.
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Dikaz: V predchozich lemmatech bylo ukdzéano, ze 15 obsahuje vSechny axi-
omy logiky S4 a ze je uzaviena na jeji odvozovaci pravidla. Q.E.D.

Piedchozi véta neplati pro logiku S5. McKinsey uvadi néasledujici proti-
priklad ([25], str. 91-92). Mnoziny L*, T*, S* predstavuji konkrétni interpre-
taci mnozin L,T,S. Je dano spocetné mnoho ritznych deskriptivnich sym-
boli ¢, ¢o, c3, . ... MZeme predpokladat, Ze se jedna o ¢islovky. Elementarni
véty budou véty typu ¢; = ¢;. Jazyk L* obsahuje vSechny véty vystavéné z
téchto vét pomoci spojek =, A. Z elementarnich vét jsou v T™ pravé ty véty
¢; = ¢j, u nichZ plati, ze i = j. Na tomto zakladé jsou do 7™ jednoznacné
zatazeny dalsi véty tak, aby byly splnény podminky P3, P4. Mnozina S*
je mnozina vSech moznych substituci deskriptivnich symbolt, ¢imz je ur-
¢ena mnozina 77. Mnozina T} pak neobsahuje vsechny teorémy logiky S5,
protoze T} napf. neobsahuje vétu O—(c; = o) — OOC—(e; = ¢3). Zdtuvod-
néni: =(c; = c) € 17, tedy také O—(c; = o) € Ty. Predpokladejme pro
spor, ze OOC—(c; = ¢3) € T Pak pro kazdou substituci s, € S* plati, ze
$p(O=(e1 = o)) € Ty Vezmeme-li takovou s,,, kterd kazdy deskriptivni sym-
bol nahrazuje symbolem ¢;, dostavame, ze O—(c; = ¢1) € TY. Tedy existuje
takova substituce s, ze S, (c1) = sm(c1) € T, coz je spor.

McKinsey zformuloval dodate¢nou postacujici podminku pro S, za které
plati korektnost i vici Sb:

P20 Pro kazdou substituci s, € S a konec¢nou mnozinu vét yi,...,x, € L
existuje s, € S tak, ze s,(sm(x1)) = X1s- - Sn(Sm(Xr)) = Xo-

Uvedme jako pozorovéani, Ze za této podminky pro kazdou vétu y € L; a pro
kazdou substituci s,, € S existuje s, € S tak, ze plati s,(s,(x)) = x. Divo-
dem je, Ze x je vystavéna pomoci spojek <&, =, A z elementarnich vét, které
jsou v jazyce L. Téchto vét je koneéné mnoho. Aplikujeme-li na y libovolnou
substituci s,, a nasledné substituci s,,, jejiz existence je zarucena podminkou
P20 (vzhledem k elementarnim vétam véty y), pak bude vysledné véta to-
tozna s vétou y, protoze obé substituce mizeme vnorit az k elementarnim
vétam, kde se vyrusi.

Véta 2.6.2 Splnuje-li S podminku P20, pak T, obsahuje vSechny teorémy
logiky S5.

Diikaz: Predpokladejme, ze S spliuje podminku P20. Musime dokéazat, ze
pak pro kazdou formuli ¢ jazyka modéalni vyrokové logiky plati, ze $p —
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OO € Ty, Pro spor predpokladejme, ze tomu tak neni, tj. Ze existuje néjaka
©, pro niz to neplati. Pak plati:

1. Existuje xi, ..., X, tak, ze [Op — OCpl(x1, .-, Xxr) € T1.
Oznacime jako x vétu o(xi,. .., xr) jazyka Li. Postupné dostavame:

2. OxeTy ad-Oxelr.

3. Existuje s, € S tak, ze s,,(—<Ox) € Th.

4. =Os,(x) € Th.

5. Osm(x) ¢ Th.
6. Pro kazdou substituci s; € S plati, ze s;(sm(x)) ¢ 11-

K substituci s, nyni vezmeme substituci s, jejiz existence je zarucena pod-
minkou P20 a pro kterou plati s, (s, (x)) = x. Vé&zméme nyni libovolnou
substituci s, € S. Diky podmince P12 a 6. bodu plati:

7. su(sn(sm(X))) € T1.
8. sulx) ¢ Th.

Protoze s, bylo libovolné, plati:

2. bod je ve sporu s 9. bodem. Q.E.D.

V zavéru clanku McKinsey uznava jisté nevyhody ptistupu, ktery pred-
lozil. Zejména mohou vyvstat problémy, na néz upozornil Tarski. Kdyz totiz
v jazyce chybi oznacCeni pro nékteré objekty, na které se vSak jazyk presto
vztahuje, miize byt néjaka véta nutna podle uvedené syntaktické definice jen
proto, ze nemame dostatek vyrazi, a presto, ze vécné by nutna byt neméla.
Z toho duvodu pripousti, ze by bylo zadouci podat formulaci modélni logiky
na Cisté sémantickém zakladé. ([25], str. 93)

Nicméné je pravée McKinseyho systém vyznamnym krokem smérem k
sémantickému uchopeni modalit. Napt. B. J. Copeland uvadi, ze uvedené
vysledky jsou zfejmé viibec prvnimi vétami o korektnosti tykajici se logik S4
a S5. ([10], str. 103)
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3 Sémantické obdobi

3.1 Carnapuv sémanticky obrat

Navzdory svym ptvodnim skeptickym nazortim zac¢ind Carnap postupem
casu presouvat zadjem k logické analyze vyznamu jazykovych vyrazi. Na za-
kladé vysledkii Varsavské logické skoly (do niz patfili napf. S. Lesniewski, T.
Kotarbinski, ale pfedev§im A. Tarski) se mu odkryla moznost jejiho exakt-
niho provedeni ([5], str. x). O to se pokousi pfedevsim v sérii t¥f knih (vyda-
nych postupné v letech 1942, 1943, 1947) nazvané Studies in Semantics. V
posledni z téchto knih, tj. v dile Meaning and Necessity, slouzi obecna analyza
vyznamu jako podklad pro analyzu vyznamu modalit. Nejprve zde Carnap
vytvori sémantiku jazyka neobsahujiciho modality. Poté zacleni sémanticky
pojem logické pravdivosti (L-pravdivosti) do samotného objektového jazyka,
a tim vznikne obohaceni jazyka o modality. Postup je tedy analogicky k
postupu v Logische Syntax der Sprache. Problematika se vSak jiz explicitné
presouva na pole sémantiky. Nez vylozime, jak Carnap pracuje s modalitami,
soustTedime se v této kapitole na zptsob, jakym je v Meaning and Necessity
obecné analyzovan vyznam.

Obecnym metodologickym prostfedkem je Carnapovi metoda tzv. ex-
plikace. Tato metoda znamend nahrazeni Casto uzivaného (af uz v bézném
zivoté ¢i v odborném diskurzu), avsak ponékud vagniho pojmu néjakym po-
jmem exaktnéjsim. Nahrazovany pojem se nazyva explicandum. Nahrazu-
jicimu pojmu fikdme explicatum. Dle Carnapa je napf. Tarského definice
pravdy explikaci bézné uzivaného pojmu pravdy. Frege a Russell zase nabidli
tfidu vSech n-prvkovych t¥id jako explikaci ¢isla n. Zvlasté z tohoto druhého
pripadu je zfejmé, Ze neni nezbytné, aby se vyznam explicata maximalné sho-
doval s ptivodnim vyznamem explicanda. Je pouze dulezité, aby explicatum
korespondovalo s explicandem v néjakém podstatném sméru, aby spliovalo
néjakou charakteristickou vlastnost explicanda. ([6], str. 7, 8)

Pro logiku modalit je podstatna Carnapova snaha explikovat Leibniziv
pojem logické nutnosti. Explicatem zde mé byt technicky sémanticky pojem
L-pravdivosti.?! Zakladni, ne zcela formalni podminka, kterd ma byt splnéna,
aby bylo mozné explicatum povazovat za tispésnou explikaci onoho tradi¢niho
filosofického pojmu, je nasledujici ([6], str. 10):

21Pojem L-pravdivosti miize byt chapan také jako explikace Kantova pojmu analytické
pravdivosti.
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C1 Véta ¢ je L-pravdiva v sémantickém systému S iff ¢ je pravdiva v
S a jeji pravdivost je zalozena na sémantickych pravidlech samotného
systému S bez jakéhokoli odkazu k mimojazykovym faktim.

Sémanticka analyza je demonstrovana opét na konkrétnim uméle vytvoreném
jazyku nazvaném ,.51“. Obsahuje:

1. obvyklé vyrokové spojky (—, A, V, —, <),

2. individuové proménné (z,y, z, .. .),

3. obecny a existen¢ni kvantifikator (V,3),

4. iota-operétor a lambda-operétor (¢, ),

5. sadu individuovych a predikatovych konstant (s,w,..., A, B, H...).

iota-operator slouzi k produkci novych individuovych vyraz, lambda-operator
k produkci novych predikati. Kompletni sémantika pro jazyk S; obsahuje
Ctyri druhy pravidel:

1. pravidla formace,

2. pravidla oznacovani pro individuové a predikatové konstanty,
3. pravidla pravdivosti,

4. pravidla obort.

1. Pravidla formace urcuji béznym zpiisobem, které fetézce vyrazu tvori
spravné utvorenou vétu. Stac¢i pouze zminit, zZe vSechny spravné utvorené véty
jsou uzavrené, tj. neobsahujici volné proménné. Atomické véty jsou retézce,
jejichz prvni ¢len je n-arni predikat nasledovany n-tici uzavienych individu-
ovych vyrazu.

2. Metajazykem je Carnapovi anglicky jazyk, pro nés jim tedy bude cesky
jazyk. Pravidla oznacovani pro individuové a predikatové konstanty jsou pak
stanovena pfimym prekladem z S; do ¢eského jazyka. Tak napt. individuova
konstanta s je symbolickym pfekladem vyrazu metajazyka ,Walter Scott®,
konstanta w je symbolickym prekladem vyrazu ,roman Waverley“, Axy je
prekladem ,x je autorem y“. Vyraz txAxw pak odpovida Ceskému vyrazu
,t0 jediné individuum z, které je autorem romanu Waverley“. Vyraz AxAsx
odpovida vyrazu ,ta individua x, jejichz autorem je Scott®.
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3. Pravidla pravdivosti jsou motivovana Tarského definici pravdy. Defi-
nice pravdivosti atomickych vét predpoklada pravidla oznacovani. Tak napft.
pro atomickou vétu Asw je stanoveno pravidlo:

Véta Asw je pravdiva pravé tehdy, kdyz Walter Scott je autorem ro-
manu Waverley.

Carnap uvadi jen né€kolik prikladi, jak je definovana pravdivost slozenych
vyrazi. Vétsinou jde o dnes obvykla pravidla tzv. Tarského definice pravdy.
Protoze vsak pro S; nepouzivd pojem valuace, je odkazan na substitucni
strategii pfi udani pravidel pro kvantifikatory:

Véta Vrp je pravdiva prave tehdy, kdyz je pro kazdou individuovou
konstantu a pravdiva véta p(z/a).

4. Pravidla obort jsou zalozena na Carnapové explikaci Leibnizova pojmu
mozného svéta (¢ Wittgensteinova pojmu stavu véci). Explicatem je pojem:
popis stavu v S1. Mozny stav véci ma byt reprezentovan svym popisem. Po-
pis stavu je mnozina vét jazyka Si, kterd obsahuje pro kazdou atomickou
vétu bud ji samotnou, nebo jeji negaci (ne vSak oboji) a neobsahuje zddnou
dalsi vétu. Jedna se tedy o jazykovy korelat mozného ohodnoceni atomickych
vét. Pomoci pravidel analogickych k pravidlim pravdivosti je urceno, kteréa
véta plati v kterém popisu stavu. Pravé tato pravidla se nazyvaji ,pravidla
obor“, nebot na jejich zakladé je pro kazdou vétu ¢ urcen jeji obor jako
mnozina téch popist stavil, v nichz ¢ plati.

Celkovy postup je tedy takovy, ze predpokladame néjakou faktickou sku-
tecnost, ke které se pfimo vztahujeme na metajazykové tirovni. Skrze to de-
finujeme, jak se k této skutecnosti vztahuje objektovy jazyk Si, a na tomto
zékladé definujeme pojem pravdivosti v .S;. Z vyrazl naseho objektového ja-
zyka poté zkonstruujeme modely moznych svétt jakozto mozné popisy ruz-
nych stavi. Pritom jeden z téchto popist je ,pravdivy“, tj. obsahuje prave
vSechny pravdivé véty. Vse je pripraveno pro definici L-pravdivosti, ktera je
inspirovana Leibnizovym pojetim, v némz nutna pravda je takova, ktera plati
ve vSech moznych svétech. ([6], str. 10)

Véta ¢ je L-pravdiva (v S) pravé tehdy, kdyz ¢ plati ve vSech popisech
stavi (v S7).

Za této definice je splnéna neformélni podminka C'1, nebot je-li oborem né-
jaké véty mnozina vSech stavii véci, nemtze to byt urceno ni¢im jinym nez
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jazykovymi pravidly obortl a navic musi tato véta platit i v ,pravdivém*
popisu stavi a je tedy pravdiva. Obracené, je-li pravdivost néjaké pravdivé
véty urcena cisté na zakladé jazykovych pravidel, pak musi platit ve vsech
popisech stavii, protoze kdyby v né€jakém neplatila, nebylo by zaruceno, ze
pravé on neni tim ,pravdivym“ popisem a nebylo by tedy bez dalsiho dano,
Ze véta je pravdiva.

Vyrazy, na néz méa byt aplikovana analyza vyznamu, tj. takové vyrazy,
u nichz se pfedpoklada, ze maji do jisté miry nezavisly vyznam, se nazyvaji
designatory. V systému S; mezi né patii véty, predikaty a individuové vyrazy.
Studovana méa byt pouze kognitivni slozka jejich vyznamu, abstrahuje se od
emotivnich ¢ motiva¢nich slozek. ([6], str. 6,7)

Carnap rozsituje relaci ekvivalence, ptivodné vymezenou pouze pro véty,
na vsSechny zékladni druhy designatori. Vedle ekvivalence klade jeji silnéjsi
obménu — relaci L-ekvivalence. Tyto pojmy maji slouzit jako zakladni na-
stroje analyzy vyznamu designatort. Pokud ¢, ¥ jsou véty sémantického sys-
tému S, P, @ jsou jeho n-arni predikaty a a, b jeho individuové vyrazy, de-
finujeme sémantickou relaci ekvivalence (pro S;) takto ([6], str. 13, 14):*2

a)  je ekvivalentni s ¢ iff véta ¢ < 1) je pravdiva.

b) P jeekvivalentnis Q iff véta Ve, ... Vo, (P(xy,...,2,) < Q(x1,...,2,))
je pravdiva.

d) a je ekvivalentni s b iff véta a = b je pravdiva.
Analogicky definujeme mezi designatory relaci L-ekvivalence:
a) o je L-ekvivalentni s ¢ iff ¢ < 1 je L-pravdiva.

b) P je L-ekvivalentni s Q iff Va; ... Vo, (P(xy,...,2,) < Q(z1,...,2,))
je L-pravdiva.

d) a je L-ekvivalentni s b iff a = b je L-pravdiva.

Carnapova kniha Meaning and Necessity, kterou se nyni zabyvame, si
klade za cil vyvinout novou metodu pro analyzu vyznamu. Jedna se o tzv.
metodu extenze a intenze. Zakladni ideou je, Ze vyznam je rozvrstven do

22Pro jednoduchost v definici pfedpokladame, Ze systém S; obsahuje rovnost, prestoze
jsme to v jeho formulaci neuvedli. Neni totiz problém ji do systému zavést a urcit pro ni
pravidlo, ze véta V3 = V5 je pravdiva iff vyrazy Vi, Vo oznacuji stejny objekt.
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dvou zakladnich Grovni. Pfedbézné mizeme fici, Ze intenze je ta slozka vy-
znamu, ktera je stanovena sémantickymi pravidly systému. Extenze je urcena
konfrontaci intenze s faktickou skutecnosti. V jazyce S; se vyskytuje napt.
predikat H, pro néjz jsou stanovena pravidla oznacovani takto:

Vyraz Hx systému S; je prekladem ceského vyrazu ,z je clovek®.

Vétu Hs tedy mizeme prelozit na vétu ,Scott je ¢lovek®. Tuto ceskou vétu
muzeme Cist bud tak, ze Scott patfi do mnoziny vSech (fakticky existujicich)
lidi, nebo tak, Ze Scott ma vlastnost byt cloveék. Tuto distinkci — motivovanou
tradi¢nim rozliSenim mezi rozsahem a obsahem pojmu — Carnap explikuje a
zobecnuje na vsSechny typy designatorti. Extenze a intenze je vymezena pro
kazdy z téchto typi. Extenze mé byt vzdy vazana na aktudlni stav véci,
zatimco intenze se tyka cisté logické charakteristiky vyznamu designatoru.
Proto se nabizeji nasledujici definice, z nichz jedna udava kritérium identity
extenzi a druha kritérium identity intenzi. Tato kritéria mohou byt pova-
zovana za zakladni podminky, s nimiz musi byt ve shodé libovolné objekty,
které bychom chtéli oznacit jako extenze ¢i intenze designatoru. ([6], str. 23)

C2 Rekneme, Ze dva designatory maji stejnou extenzi (v Sy) iff tyto desig-
natory jsou (v S1) ekvivalentni.

C3 Rekneme, Ze dva designatory maji stejnou intenzi (v Sy) iff tyto desig-
natory jsou (v S1) L-ekvivalentni.

Entity, které jsou v souladu s témito podminkami a které Carnap povazuje
za vhodné kandidaty na extenze a intenze pro jednotlivé druhy designatort,
uvadime v nasledujici tabulce.

’ typ designaroru H typ jeho extenze \ typ jeho intenze ‘
véta pravdivostni hodnota propozice
predikat trida ¢i relace vlastnost ¢i vzah
individuovy vyraz individuum individuovy pojem

Dle Carnapa neni uvedeny vybér entit striktné dany. Je v ném jisty prvek
konvence. Bylo by napi. mozné primocaie definovat extenzi designatoru D
jako jeho ekvivalencni tfidu, tj. mnozinu vsech vyrazi stejného typu, které
jsou s D ekvivalentni. Intenzi by pak byla L-ekvivalenc¢ni tfida, tj. mnozina
vSech vyrazi L-ekvivalentnich s D. Tento postup by pusobil ponékud ne-
prirozené, coz je divod, pro¢ ho Carnap nevoli. Extenze a intenze by byly
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vystavény z jazykového materidlu. Vyhodou by vSak bylo, ze by celd analyza
byla provediteln4 v extenzionalnim metajazyce.?® ([6], str. 19)

Kratce se zminime o kazdém typu zvolené entity. Pripad predikatu ptisobi
nejprirozené€jsim dojmem, zvlasté co se jeho extenze tyce. K intenzi doplnuje
Carnap tyto neformélni poznamky, které maji slouzit pouze jako terminolo-
gické vyjasnéni: Tak napt. mnozina vSech lidi je totoznd s mnozinou vsech
neopefenych dvojnozcti, ale vlastnost byti clovekem neni totozna s vlastnosti
byti neopefenym dvojnozcem. Identita vlastnosti neni zavisla na aktualnim
stavu véci. Vlastnost je neménnéa skrze vSechny stavy véci, kdezto trida téch
individui, jimz vlastnost nalezi se mize ménit se zménou stavu véci. Vlast-
nosti nejsou jazykové entity, neméli bychom je vSak chapat ani jako néco
mentalniho, napr. jako predstavy ¢i senzualni data, spise je vhodné chapat
je jako fyzikalni aspekty ¢i komponenty samotnych véci v daném stavu véci.
Rozumime-li predikatim néjakého jazyka, znamena to, ze vime, jaké vlast-
nosti vyjadfuji. ([6], str. 18-23)

Pravdivostni hodnota jakozto extenze véty neni na prvni pohled nijak
intuitivni volba.? Avsak Carnap ukazuje, Ze pii bliz&im piihlédnuti lze roz-
poznat silnou analogii mezi pravdivostnimi hodnotami vét a extenzemi pre-
dikat. Pokud bychom postupovali tak, ze bychom méli prirozené dané ex-
tenze predikat a chtéli pristoupit k vétam, mohli bychom uvazovat takto:
Pro n-¢lenny predikat je charakteristické, ze k nému musime pripojit n ar-
gumentovych vyrazi, abychom ziskali vétu. Samotné véty pak mohou byt
prirozené chapany jako 0-Clenné predikaty. Mame-li dva n-¢lenné predikaty
P a @, kdy plati, ze jejich extenzemi jsou totozné moziny n-tic? To nastane,
kdyz je pravdiva véta:

Vay.. Ve, (P(xy, ..., 2,) < Q(xy,...,2,)).

Zobecnénim této tvahy pro n = 0 dostavame, ze dveé véty ¢ a 1 chapané
jako 0-clenné predikaty maji totoznou extenzi, kdyz

© Y,

tj. kdyz maji stejnou pravdivostni hodnotu. ([6], str. 26)
Co se propozic tyce, nejedné se — podobné jako u vlastnosti — o lingvis-
tické vyrazy ani o subjektivni, mentalni entity. Jde spise o néco objektivniho,

23Definici extenzionalniho jazyka, jak je podédna v Meaning and Necessity, uvaddime nize.
24V logice se vak tradiéné pracuje s pravdivostni hodnotou timto zptisobem. Podrobné
zdivodnéni pfed Carnapem podal Frege, viz [12], zvlasté str. 44-47
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co mé svij projev v prirodé. Tak jako vlastnost byt Cerny je néco, co véc
miize a nemusi mit a co napf. tento stil ma, tak také propozice, Ze tento
stul je Cerny, je néco, co je fakticky dano v objektech samotnych. Vynoruje
se zde vSak potiz s nepravdivymi vétami. Avsak také ony jsou néjak urceny
samotnymi objekty, nebot to jsou komplexy, jejichz slozky (napf. vlastnosti
a individuové pojmy) jsou v objektech realizovany. A pouze tim, jak se tyto
slozky skladaji v celek-propozici, je urceno, zda je tato propozice pravdiva
¢i nepravdiva. AvSsak vSechny tyto poznamky jsou pouze pomocné a pokud
jsou vice matouci nez objasnujici, mohou byt zcela vynechany. Propozice je
jednoduse to, co vyjadiuje véta a jako kritérium identity propozic je s jis-
tou mirou konvence zvolena L-ekvivalence (proto jsou vhodnymi kandidaty
na intenze). Tedy jsou-li napt. ¢ a ¢ libovolné véty systému S, pak véty
—(p A1) a = V = vyjadiuji stejnou propozici. ([6], str. 27-32)

Extenze individuového vyrazu se zda byt neproblematicka. Pokud pred-
pokladame, ze autorem romanu Waverley byl Walter Scott, pak individuové
vyrazy txAxw a s maji stejnou extenzi. Je ji pravé individuum Walter Scott.
Avsak v jiném mozném svété by mohl byt autorem tohoto roménu nékdo
jiny. Pfesnéji, existuje takovy popis stavu, ve kterém neplati véta Asw. Indi-
viduové vyrazy txAxw a s maji tedy odlisnou intenzi. , Individuovy pojem*
je Carnaptv novy termin. Jde o jakousi specifickou vlastnost — specifickou v
tom, Ze je v ni obsazeno, ze pod ni miize spadat pouze jedno individuum. Tak
napt. Walter Scott je urcité individuum, ale také individuovy pojem, ktery
se lisi od individuového pojmu autor romanu Waverley.? ([6], str. 39-42)

Nezavisle na pojmech extenze a intenze pro designatory definuje Carnap
také novym zptisobem, kdy je obecné néjaky cely sémanticky systém exten-
zionalni, resp. intenzionalni. Kli¢ovou roli v této definici hraje pojem zamé-
nitelnosti (resp. L-zaménitelnosti), ktery je zalozen opét pouze na pojmu
ekvivalence (resp. L-ekvivalence). Nésledujici definice se tedy vztahuje na
sémantické systémy, v nichz jsou definovany tyto pojmy podobné jako v S;.
Designétor Dy je zaménitelny (resp. L-zaménitelny) za néjaky vyskyt designd-
toru Dy (stejného typu) v designatoru Ds, kdyz designatory D a D3[Dsy/ D]
jsou ekvivalentni (resp. L-ekvivalentni). Ds[Dy/D;] je pfitom vysledek na-
hrazeni onoho vyskytu designatoru D, designatorem D; (v Dj). Designator
Ds je extenziondlni vzhledem k néjakému vyskytu designatoru Dy (v D3), kdyz

25Pokud v néjakém popisu stavu plati, Ze nikdo neni autorem roménu Waverley nebo
7e je vice autori tohoto romdanu, pak extenzi vyrazu txAzw je néjaky vhodny pfedem
zvoleny objekt. Toto opatieni ma Cisté technické duvody.
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libovolny designator D; ekvivalentni s Dy je zaménitelny za onen vyskyt Do
v Ds. Designator D je extenziondlni, kdyz je extenzionalni vzhledem ke vSem
vyskytim vSech designatort v D. Sémanticky systém je extenziondlni, kdyz
kazdé véta tohoto systému je extenzionalni. Termin ,intenzionalni® jiz nezna-
mend pouhy opak extenzionalniho. Designator Ds je intenziondlni vzhledem k
néjakému vyskytu designdtoru Dy (v Ds), kdyZz vzhledem k nému neni exten-
zionalni a libovolny designator D, L-ekvivalentni s Dy je L-zaménitelny za
onen vyskyt Dy v D3. Designator D je intenziondlni, kdyz vzhledem ke vSem
vyskytim vSech designator v D je extenzionalni nebo intenzionalni a ale-
spon vzhledem k jednomu je intenzionalni. Sémanticky systém je intnziondlni,
kdyz kazda véta tohoto systému je bud extenzionélni, nebo intenzionalni a
alespoil jedna véta je intenzionalni. ([6], str. 48)

Systém S je podle této definice extenzionélni. Avsak systémy obsahujici
modality jsou obvykle intenzionalni. Pfedpokladame-li totiz, ze je néjaka véta
pravdiva nutné, neznamend to obvykle, ze kazda pravdiva véta je pravdiva
nutné. Na druhou stranu Carnap predpokladéa, ze podminka L-zaménitelnosti
by méla pro modality platit: Je-li néjaka véta nutné pravdiva, je také nutné
pravdiva kazda véta, kterd je s ni L-ekvivalentni. Intenzionalita je tedy pod-
statnym rysem modalit.

Zavérem zminime, ze ani podminka L-ekvivalence neni ve vSech kontex-
tech dostatecné silna. Snaha zachytit nékteré ¢asti pfirozeného jazyka muze
lehce vést k vytvoreni sémantického systému, v némz existuji véty, které
ztraceji svoji pravdivost nahrazenim néjaké dil¢i véty vétou L-ekvivalentni.
Takové véty (a tedy i systémy, které je obsahuji) nejsou ani extenzionélni, ani
intenzionalni. Typickym piikladem jsou tzv. ,belief-sentences”. Reknéme, ze
mame sémanticky systém S rozsifujici systém S; o néjaké pokrocilejsi partie
matematiky a navic o operator By, jehoz piekladem je fraze ,,John véri, ze
... 'V tomto systému pii vhodnych sémantickych pravidlech je libovolna
pravdiva matematicka véta ¢ L-pravdiva. Protoze je L-pravdiva také véta
HsV —Hs, je tato véta L-ekvivalentni s vétou ¢. Bylo by pfirozené, aby véta
Bj(Hs V —Hs) byla pravdiva. Pfitom, vyjadiuje-li ¢ néjakou velmi sloZi-
tou (tfeba zatim nerozhodnutou) matematickou propozici, nemusela by byt
pravdiva véta B;e. Podminka extenzionality i intenzionality by pak byla pro
tento systém porusena. ([6], str. 53, 54)

Za timto tcelem zavadi Carnap tfeti vrstvu vyznamu, ktera je vymezena
pomoci tzv. intenziondlniho izomorfismu. Intenzionalné izomorfni jsou napf.
kazdé dveé odpovidajici si formule vyrokové logiky, z nichz jedna je zapsana
v nasi a druha v polské notaci. Jinym ptikladem jsou vyrazy:
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Grlsum(II,V), 11|,

pokud ptredpokladame, ze fimské cislice odpovidaji arabskym béznym zpu-
sobem, vyraz Gr odpovida vyrazu > a vyraz sum odpovida vyrazu +. Bez
presné definice muzeme uvést, ze dva designatory jsou intenzionalné izo-
morfni, kdyz jsou vystavény analogickym zptisobem z L-ekvivalentnich ne-
slozenych designatorti. V belief-sentences se sice nedaji bez tjmy na pravdi-
vostni hodnoté celku zaménovat L-ekvivalentni véty, ale daji se takto zamé-
novat intenzionalné izomorfni véty. Tyto kontexty se tedy tykaji této irovné
vyznamu. ([6], str. 56-59)

3.2 Modality v Meaning and Necessity

Obohacenim sémantického systému S; o modalni operator nutnosti ()% je

zaveden modalni sémanticky systém S,. Dulezité pravidlo pravdivosti, které
je do Sy pridano, zni takto:

Véta Oy je pravdiva iff véta ¢ je L-pravdiva.
Stejné pravidlo je zavedeno jakozto pravidlo oborti:
Véta Oy plati v daném popisu stavu iff ¢ je L-pravdiva.

Sémantiku, kterou jsme tim ziskali, mizeme tedy nazvat sémantikou moz-
nych svéti, nebot nutné pravdivé zde znamend pravdivé ve vSech moznych
svétech (modelovanych jako popisy stavi). Tato sémantika méla poslouzit
jako jedno z moznych kritérii pro posouzeni, které véty v modalnim jazyce
jsou logicky platné. V diivejsi syntaktické fazi vyvoje moderni modalni logiky
nebylo k dispozici zadné presné vymezené kritérium tohoto typu. Logici se
preli v otazkach, ktery axiom je intuitivné prijatelny a ktery nikoli. Nebyla tu
vsak zadna spolecna baze, na zékladé které by tyto otazky mohly byt rozhod-
nuty. Zde vsak je podano ktritérium a zaklad pro precizni zdivodnéni pfijeti
¢i zamitnuti néjaké logické formule. Jak napt. rozhodnout otazku, ze axiom
(4), tj. schéma O¢p — OO¢p, ma byt uznan jako korektni? Jeho diivéjsi zave-
deni bylo motivovano ¢isté technicky. Lewis vytvoril systém S4 (obsahujici
tento axiom) na zakladé toho, ze Becker ukazal, jak s jeho pomoci redukovat

26y ptivodni Carnapové notaci je operator nutnosti znacen symbolem ,, N,
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fetézce modalit. Carnap svoji sémantikou vsak podal mnohem vyznamnéjsi
zdtvodnéni: Predpokladame-li, Ze véta Oy je pravdiva, znamena to, ze véta
@ je L-pravdiva, tj. pravdiva c¢isté na zakladé sémantickych pravidel, bez
ohledu na mimojazykou skutec¢nost. Ale to, ze je véta ¢ L-pravdiva, je ur-
ceno také pouze na zakladé sémantickych pravidel. Tedy véta Oy je nejen
pravdiva, ale i L-pravdiva. To znamenad, ze véta OOy je pravdiva. Mame zde
tedy sémantické zdivodnéni axiomu (4). ([6], str. 174)

Podobnym zpiisobem lze podat zdivodnéni vSech axiomt a odvozova-
cich pravidel modalni logiky S5 a sémanticky zdtvodnit existenci praveé Sesti
neekvivalentnich modalit, jejichz vycet podal Becker (viz kapitola 2.3). Car-
nap vsak také zdiraznuje, ze mnoho sporii tykajicich se modalnich axiomu
vzniklo na zékladé urcité viceznac¢nosti pojmu nutnosti. Je mozné ho expli-
kovat riznymi neekvivalentnimi zptisoby. Carnap podava jen jeden z nich.

Systém Ss je podle ocekavani intenzionalni. Designatory tohoto systému
by mély byt (alespor v téch kontextech, kde jsou v dosahu néjaké moda-
lity) prekladany do metajazyka v intenziondlni terminologii, coZ objasnime
na prikladu. Metajazykovy termin ,ekvivalentni“ mutze byt za timto tcelem
rozsifen i na preklady designatori. Carnap pfijima tuto konvenci: ([6], str.
25)

Pokud jsou dva designatory ekvivalentni (v Sj), potom fekneme, Ze
jejich extenze jsou identické a jejich intenze jsou ekvivalentni.

Pokud jsou dva designatory L-ekvivalentni (v S7), potom fekneme, Ze
jejich intenze jsou identické.

Soucésti systému Sy (a tedy i v S3) jsou predikaty F' a B, pro néz jsou zadana
tato pravidla oznacCovani:

Vyraz Fx systému S je prekladem ceského vyrazu ,x je neopefeny”.

Viraz Bz systému S; je prekladem ceského vyrazu ,x je dvounohy
Zivocich.
Nyni mtzeme posoudit véty:
a) Ye(Ax(Fz A Bx)r < Hz),
b) ~OVz(Ax(Fx A Bx)x < Hzx).
Vétu a), kterd neobsahuje modality, miZeme korektné ptelozit do metajazyka

tfemi zptisoby — neutralné, intenzionalné ¢i extenzionélné:
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a)” Pro kazdé x plati, Ze x je neopefenym dvounohym Zivo¢ichem pravé
tehdy, kdyz x je ¢lovékem.

a)® Vlastnost byt neopefenym dvounohym Zivocichem je ekvivalentni s
vlastnosti byt ¢lovékem.

a)® Mnozina neopefenych dvounohyjch zivocichii je identickd s mnozinou
lidi.

Prvni z téchto vét je nejednoznacné (nikoli vSak nekorektni), druhd a tfeti
véta je jednozna¢nd a (v nasem metajazyce) pravdiva.

Véta b) je téz pravdiva (dokonce L-pravdiva). Je zde na misté pieklad v
intenzionalni terminologii:

b)? Vlastnost byt neopefenym dvounohym Zivocichem neni identickd s vlast-
nosti byt clovekem.

Téz v poradku je neutralni preklad:

b)™ Neni nutné, ze pro kazdé z plati, Ze = je neopefenym dvounohym zivo-
¢ichem pravé tehdy, kdyz = je clovékem.

Extenzionalni preklad jiz je problematicky:

b)¢ Neni nutné, Ze mnoZina neopefenych dvounohych Zivocicht je totozna
s mnozinou lidi.

Otézkou je, zda tuto vétu vibec prijmout jako smysluplné utvorenou. Pokud
ano a pokud chceme dokonce hajit jeji pravdivost, hrozi nam urcité nebez-
peci. Po substituci vyrazu ,mnozina lidi“ za vyraz ,mnozina neopefenych
dvounohych zivoc¢ichti ziskdvame nepravdivou vétu:

b)¢ Neni nutné, Ze mnozina lidi je totoznd s mnozinou lidi.

Podobné piiklady Carnap uvadi pro vsechny typy designatorti systému S;
([6], str. 186-191). Zd4 se tedy, ze bychom se v modalnich kontextech méli
drzet predevsim intenzionalniho zpiisobu prekladu.

V S5 se objevuji urc¢ité technické potize s proménnymi. Hodnoty pro-
ménnych by mély byt intenze. Napt. kdybychom v systému méli vyrokové
proménné, vyjadiovala by véta Ip—0Op to, Ze existuje propozice, ktera neni
nutna — nikoli to, Ze existuje pravdivostni hodnota, ktera neni nutna. V ja-
zyce Sy vSak mame pouze individuové proménné. Jejich hodnoty by mély byt
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individuové pojmy (nikoli individua). Tyto pojmy mohou byt modelovény
jako funkce z popisi stavii do mnoziny individui (¢ — jak to déla Carnap —
do néjaké iplné mnoziny individuovych konstant, napt. do mnoziny ¢islovek
misto do mnoziny ¢isel). Vzhledem k témto funkcim je t¥eba definovat nova,
komplikovangjsi pravidla oborti pro systém Sy (viz [6], str. 182-184). V nich
se zohledni také neuzaviené véty, tj. véty s volnymi proménnymi (které v Sy
za véty nebyly povazovany). Nebudeme uvadét Carnapovu puvodni formu-
laci zatiZzenou navic substitu¢ni strategii. Budeme se déle zabyvat predevsim
vyrokovou verzi Carnapovy modalni logiky. Sémantiku jeji predikatové verze
zformulujeme v zavéru pristi kapitoly — avsak ve stylu, v jakém se to déla v
soucasnosti.

3.3 Formalni aspekty logiky C

Jak jiz bylo naznaceno, Carnapova logika, ktera dnes byva oznacena pis-
menem ,,C“, obsahuje vSechny formule dokazatelné v S5. Avsak jak zahy
uvidime, neni tomu tak, Zze by tyto dvé logiky zcela korespondovaly. Nékteri
autofi upozornuji na to, ze odlisnost C' a S5 byva v literatufe ¢asto opomi-
jena (napt. [14], str. 111, & [32], str. 1, 4). Poukazuji pfedevsim na expozici
Carnapovy modalni logiky Carnap on Modalities, jejiz autorem je Robert
Feys. Zda se, ze v tomto clanku Feys chybné zcela ztotoznuje Carnapovu
logiku s S5 ([11], str. 286). V nasi literatute se podobné ztotoznéni objevuje
v Béhounkové praci [2]| na str. 62. Divodem budou zfejmé silné vztahy, které
mezi témito logikami existuji a kterym se nyni budeme vénovat.

Zacneme s vyrokovou verzi logiky C. Pii vykladu a dokazovani budeme
nejprve postupovat podle [14], kde se pfipravuje ptuda pro pfedvedeni jed-
noho ze vztahi k logice S5 tim, ze se definuje sémantika modalit obecnéjsim
zpusobem, nez jak to ptivodné ucinil Carnap.

Pracujeme tedy s jazykem modalni vyrokové logiky. Mame k dispozici
spoetnou mnozinu atomi At = {py,ps,...}. At(p) je mnozina atomu vy-
skytujicich se ve ¢. Zéakladni spojky jsou —, A, O, ostatni jsou definované
béznym zptisobem. Pouzijeme zjednodusenou definici popisu stavu. Popis
stavu je libovolnd mnozina atomu. Induktivné definujeme relaci ||—. Necht A
je neprazdnd mnozina popist stavi a s € A.

A, s|—piff p € s, pro kazdé p € At,
A75||_90/\¢iffAvs”_SOaAaSH_w,
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Aa S ||_ Y iff Av S ||7Z 2
A, s |- Op iff pro kazdé t € A plati At |~ .

Rekneme, 7e ¢ je A-platnd, kdyz pro kazdé t € A plati A, t|~ . Séman-
tiku Carnapovy modalni vyrokové logiky C' ziskame tak, ze za A polozime
mnozinu vSech popisu stavi. Tuto mnozinu oznacime Ac.

Obecné zde mame 22° A-logik. Zadn4 z téchto logik neni uzaviena na
substituci. Pokud A obsahuje alespon jeden popis stavu, ktery je neprazdny,
vybereme z néj néjaky atom p. Pak formule Op je A-platna. Pfitom formule
O(p A —p) neni A-platna. Pokud A obsahuje pouze prazdny popis stavu,
uvahu lIze lehce upravit. Protoze C je specialni A-logika, také ona neni uza-
viena na substituci. Z toho jiz je patrné, Ze to neni logika odpovidajici logice
S5, nebot S5 na substituci uzaviena je (jak je patrné z jejiho axiomatického
vymezeni).

Je-li n > 1 pfirozené Cislo a s € A, pak £ je formule I; A ... Al,, kde [;
(1 <i<n) jeatom p;, pokud p; € s, jinak [; je formule —p,;. Dale pro kazdé
A definujeme mnoziny formuli:

H" ={¢s € Ach,
HY ={€e "t e A:At|-¢),
H", =H" — H}.

Kazda z téchto tii mnozin je konecna.

Piejdeme k axiomatizaci A-logik. Pro kazdou A-logiku vezmeme kalkul
logiky S5 a obohatime ho o nasledujici schémata:

(A1) OErjelin>1as €A,
(A2) =O€r, pokud OEF neni instance (Al).

Fa ¢ znamena, ze formule ¢ je dokazatelna v tomto kalkulu.

Kazda z takto ziskanych logik je tedy siln€jsi nez S5. Nejedna se o lo-
gické kalkuly v bézném smyslu. V nékterych ptipadech neni mnozina axiomu
rozhodnutelna. V pripadé Ac se vSak jedna o rozhodnutelnou mnozinu — zde
dokonce vystac¢ime pouze se schématem (Al), protoze kazda formule tvaru
OEP splituje uvedenou podminku. Dokéazeme, ze ke kazdé A-logice je odpo-
vidajici A-kalkul adekvatni. Fixujeme tedy libovolné A.
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Lemma 3.3.1 Pro libovolné p,v,x € Fle(MV L) plati:
a) Jestlize Fa O(p V) aba =Op, pak Fa O,
b) Jestlize -a O(@ V), Fa o — x aba v — X, paka Oy.
c) Jestlize -pa o — 0, pak Fa Op — O
d) Fa COp — .

Dikaz: Jde o metateorémy pravdivé jiz pro logiku S5. Jejich pravdivost se
jednoduse prenasi do vSsech A-kalkuli. Q.E.D.

Budeme ptedpokladat, ze HX = {v,..., %} a H"x = {01,...,0m}-
Lemma 3.3.2 b O( V... V).

Diikaz: Formule v V...V % V& V...V 4, je klasicka tautologie a tedy
dokazatelnd v A-kalkulu. Tedy diky pravidlu necesitace o O(y; V ...V
Y& V61 V...V y). Avsak pro kazdou formuli § € H", plati diky schématu
(A2), ze Fp =<6, Tudiz diky bodu a) z predchoziho lemmatu ziskdvame

Fa O(1 V... V). QED.

Lemma 3.3.3 Necht ¢ € Fle(MVL), n = mazx {m;p, € At(p)}, s € A.
Pak ba &8 — @ iff A s |- .

Diikaz: Indukei podle slozitosti ¢. Pripad atomickych formuli a spojek kon-
junkce a negace je primocary. Ukézeme indukéni krok pro O. Nechf tedy
@ = 0vY a tvrzeni plati pro formuli ¢ a pro kazdé t € A.

Necht A, s |- 0. Pak dle indukéniho predpokladu plati Fa v — 1, ..,
Fa Yk — ¢. Tedy diky druhému lammatu a bodu b) prvniho lemmatu plati
Fa Ot. Tedy také Fa & — O

Necht Fa &7 — Ow. Podle bodu ¢) prvniho lemmatu 5 <$€F — OO,
Podle schématu (Al) je O&F axiom, tedy Fa ©Ov. Z bodu d) prvniho lem-
matu dostavame x5 1. Necht t € A. Pak 4 &' — 9. Diky indukénimu pted-
pokladu plati A, ¢ |~ . Protoze ¢ bylo libovolné, plati A, s |- Oy. Q.E.D.

Véta 3.3.1 Necht ¢ € Fle(MVL). Plati, Ze ¢ je A-platnd iff Fa .

52



Diikaz: Necht nejprve Fa . Ovéfenim korektnosti vSech schémat a odvozo-
vacich pravidel ziskdvame také, ze ¢ je A-platna.

Necht ¢ je A-platna. Tedy pro kazdé t € A plati At |~ ¢. Tedy podle
tretiho lemmatu FA 71 — ¢,...,Fa 7% — ¢. Tedy podle druhého lemmatu
a bodu b) prvniho lemmatu Fx Op, tedy i Fa ¢. Q.E.D.

Mame nyni axiomaticky systém pro kazdou A-logiku. Specidlné mame
axiomatizaci logiky C. Za pomoci A-logik je v ¢anku [14] vytvofena séman-
tika pro logiku S5. Nez vylozime, jak autofi postupovali, doplnime jedno
pomocné tvrzeni, které v [14] neni explicitné zminéno, ale které je v postupu
presto pouzito. Domnivame se, Ze je vhodné uvést jeho diikaz, protoze tento
bod mize byt matouci. Mohlo by se totiz zdat, ze autori predpokladaji vétu
o dedukci pro logiku S5, ktera zde vsak ve své obecné podobé neplati. Prav-
dou je, Ze jim pro ucely diitkazu staci pouze urcitd omezena varianta véty o
dedukci, ktera jiz plati a kterou zformulujeme v nasledujicim lemmatu.

Lemma 3.3.4 Necht A je dano, ¢ € Fle(MV'L) a plati Fa . Necht navic
X1s -5 Xn Jsou jediné instance schémat (Al) a (A2), které se vyskytuji v
néjakém A-dikazu formule ¢. Pak platitgs (x1 A\ ... A Xn) — ©.

Dikaz: Tvrzeni lze dokazat podobné jako vétu o dedukci v klasické vyrokové
logice. Necht posloupnost 94,...,4,, = ¢ je uvedeny ditkaz. DokaZeme in-
dukci, Ze pro kazdé i (1 < i < m) plati Fg5 (x1 A ... A Xn) — ¥;. Mohou
nastat ¢tyti pripady:

i) ¥; je axiom logiky S5.
ii) ¥; je instance schématu (A1) nebo (A2).

iii) 1; je odvozena z predchozich ¢lenii pomoci pravidla modus ponens.

)
)
iv) ¥; je odvozena z nékterého predchoziho ¢lenu pomoci necesitace.

V piipadech i) a iii) lze postupovat stejné jako v tradi¢nim dikazu véty o
dedukci pro klasickou vyrokovou logiku — tj. vyuzije se toho, ze schémata
a—(f—a)a(a—(8—7) = (a—pF) — (a—19)) jsou tautologie.
V ptipadé ii) lze vyuzit faktu, ze ¥; € {x1, ..., xa}. Zbyva zdivodnit piipad
iv). Zde vyuZijeme, Ze pro kazdou instanci y schémat (Al) a (A2) plati
Fgs x — Oyx. Tedy
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Fss (A~ Axa) = (Oxa A A DXG).

Pritom v S5 plati, ze vzhledem ke konjunkci 1ze nutnost vytknout, t;j.

Fos (Oxai Ao ADxR) = O A A Xa).

Necht ¢; = 09, pro néjaké j < i. Pak na zakladé indukéniho pfedpokladu
plati

Fos (X1 Ao A xn) — U5

Aplikaci necesitace, schématu (K) a pravidla modus ponens ziskdvame
Fss O(x1 A+ A xn) — OV

A z vyse uvedeného plyne, ze
Fos (X1 A ..o A xn) — OV

Tim je ditkaz dokoncen. Q.E.D.

Nyni jiz mizeme uvést sémantickou souvislost logik C' a S5 tak, jak je
predloZena v [14].

Véta 3.3.2 Necht v € Fle(MVL). Pak g5 @ iff pro kazdé A je ¢ A-platnd.

Dikaz: Jestlize g5 ¢, pak pro kazdé A plati Fa ¢, tedy také pro kazdé A
je ¢ A-platna.

Necht pro kazdé A je ¢ A-platna. Pak podle pfedchozi véty pro kazdé
A plati Fao . Z predchoziho postupu je zfejmé, ze v dukazu formule ¢ v
odpovidajicim A-kalkulu neni potfeba pouzit zadny atom, jehoz index by
byl vétsi nez jakykoli index atomi vyskytujicich se ve formuli . Necht tedy
n = max {m;p, € At(p)}. Pro kazdé A existuje pfesné 2" formuli uréenych
schématy (A1), (A2). Necht Gaf, ..., 0af (1 < i < 27) jsou ty axiomy,
které jsou uréeny schématem (Al) a =O8R,...,~OBf (j = 2" — i) jsou
ty axiomy, které jsou uréeny schématem (A2). Pti diikazu formule ¢ v A-
kalkulu nebyly tedy zapotiebi dalsi axiomy nez pravé uvedené. Tedy plati (dle
pfedchoziho lemmatu), Ze Fgs (Caf A...ACAP A=OBRA. . A=OBR) — .
Existuje pfesné m = 22" —1 formuli typu CafA. . ACaP A=OLBRA. . AOSR.
Necht to jsou formule v, ..., 1,,. Plati tedy pro kazdé [ (1 < [ < m), ze
Fss ¥ — . Pritom také g5 11 V...V ¢, Tedy g5 . Q.E.D.
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Analogicky vysledek (pro predikatovou verzi logiky S5) predvedl poprvé
Saul Kripke v roce 1959 v ¢lanku [18]. Vratime se v8ak nyni k logice C'. Steven
H. Thomason pro ni podal v ¢lanku [33] alternativni a jednodussi kalkul nez
ten, s kterym jsme dosud pracovali. Mezi axiomy jsou pouze vSechny formule
tvaru klasickych tautologii a ddle vSechny instance schématu (Ag1). Odvo-
zovaci pravidla jsou modus ponens, necesitace a dale je pfidano nasledujici
pravidlo:27

ct o — 1/ Op — Oy

Je-li ¢ dokazatelna v tomto kalkulu, pisSeme k¢ ¢. Pro tento kalkul mu-
zeme ihned dokazat analogii tfetiho lemmatu. Vyuzijeme také nésledujici
uvahy. O popisu stavu fekneme, ze je n-popisem, kdyz neobsahuje zadny
atom s vétsim indexem nez n. Pokud n je maximalni index ve ¢, pak se lze
pii vyhodnocovani formule ¢ v logice C' omezit pouze na vsechny n-popisy.
Formule ¢ plati ve vSech n-popisech pravé tehdy, kdyz je v C logicky platna,
z ¢ehoy plyne také rozhodnutelnost této logiky. Reknéme, Ze A% je mnoZina
vSech n-popisi. Pro diikaz bude vhodné, vyjadiime-li analogii tietitho lem-
matu pomoci nasledujictho znaceni. Necht s € AZ. Pak je-li A%, s|— ¢, je
©® = . Jinak je ¢* = —¢. Plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.3.5 Necht p € Fle(MV L), n = max{m;p, € At(¢)} a s € AL.
Pak Fo &7 — ¢°.

Diikaz: Indukci podle slozitosti formule ¢. Ukazeme pouze indukéni krok pro
operator O. Necht tedy ¢ = 0.

Jestlize Ay, s |- O, tak pro kazdé t € Af je A%, t ||~ 1. Dle indukéniho
piedpokladu F¢ &' — 1 pro kazdé takovéto ¢. Piitom \/,. Ap & je klasicka
tautologie. Pak ale plati ¢ ¢. Tedy i F¢ 0. A tedy také ¢ £ — 0.

Jestlize A%, s |# Ov, pak existuje t € AR tak, ze A%, t|4 1. Tedy dle
indukéniho predpokladu pro takovéto t plati F¢ & — —1). Tedy také o
O — 0. Avsak O& je axiom, takze Fo -0y, Tedy i ¢ &7 — 0.
Q.E.D.

Véta 3.3.3 Necht p € Fle(MVL). ¢ je platnd v C iff F¢ .

2TToto pravidlo je ekvivalentni s podminkou vyjadienou v bodu c) prvniho lemmatu.
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Diikaz: Vsechny axiomy jsou v C' platné a odvozovaci pravidla zde zachova-
vaji platnost. Tim je dokézana korektnost.

Necht ¢ je platnd v C. Pak podle ptedchoziho lemmatu plati pro kazdé
t € AR, ze o & — ¢ a také plati ¢ \/teAg & Tedy Feo . Q.E.D.

Thomason [33] podava s pomoci pravé uvedeného kalkulu nésledujici
charakterizaci logiky C. Thm(C') je mnozina formuli platnych v logice C'.

Véta 3.3.4 Thm(C) je jedind mnozina X formuli jazyka moddlni vijrokové
logiky, kterd spliiuge pro libovolné ¢, 1, x € Fle(MV L) ndsledujict podminky:

1. Pokud je ¢ tvaru klasické tautologie, pak ¢ € X.

2. Pokud ¢ meobsahuje modality a p € X, pak je ¢ tvaru klasické tauto-
logie.

3. Pokud p - e X ape X, paky € X.
4. p € X prdave tehdy, kdyz Op € X.

5. Bud ¢ € X, nebo —-Op € X.

Diikaz: Sémantickou kontrolou lze ovétit, ze pro Thm(C') jsou splnény vSechny
z uvedenych podminek. Predpokladejme, Ze mnozina X spliuje uvedené pod-
minky. Z podminek 1., 2. a 5. plyne, ze X obsahuje vSechny axiomy uvede-
ného kalkulu. Diky podminkam 3. a 4. je X uzaviend na modus ponens a
necesitaci. Indukei 1ze ovérit, ze kdykoli ve formuli « je kazdy atom v dosahu
néjakého modalniho operatoru, pak plati bud o € X, nebo —a € X (pro
zddnou formuli neplati oboji). Tedy jestlize Op — Oy ¢ X, pak ¢ € X a
v ¢ X. Tedy ¢ — b ¢ X. To znamend, Ze X je uzaviena i na c+. Dohro-
mady tedy Thm(C) C X. Necht ¢ € X. Pak také Op € X, tedy =O¢ ¢ X.
Z toho plyne, Ze neplati o —Op. Tedy F¢ . Tudiz Thm(C) = X. Q.E.D.

Vyse jsme ukazali, jaky je sémanticky vztah logiky S5 ke Carnapové
modalni logice C'. Modalita nutnosti je v obou chapana jako platnost ve
vSech moznych svétech. Logika C' je logikou jednoho modelu skute¢né vsech
moznych svétl popsatelnych v daném jazyce. Naproti tomu logika S5 je
logikou urcité tiidy modeli. A modely této t¥idy jsou tvoreny libovolnymi
mnozinami moznych svéti popsatelnych v daném jazyce.
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Nyni predvedeme syntakticky vztah logik S5 a C. Ukézeme, ze v S5
jsou platné presné ty formule, které jsou platné v C' a jejichz vSechny substi-
tucni instance jsou téz platné v C'. V dikazu budeme postupovat stale podle
Thomasonova ¢lanku [33].

Necht G = {p1,...,pn} a Int(G) je mnozina vsech ohodnoceni téchto
atomti. Uvedeme nyni pomocné lemma. Definujeme ¢! = ¢ a ¢° = —.

Lemma 3.3.6 Necht K C Int(G) a K je neprdazdna. Pak existuji formule
i, ..., spliugici ndsledujici podminky:
1. aq,...,q, obsahuji pouze atomy py,...,p, a spojky — a A.
2. Pro kazdé I € K ai€ {1,...,n} plati I(a;) = I(p;)-
3. Pro kazdé I ¢ K plati Fc ~ N\, ozi](pi).
Diikaz: Fixujeme libovolné Iy € K. Pro kazdé i € {1,...,n} definujeme
funkei f; : Int(G) — {0,1}:
fi(I) = I(p;), jestlize I € K.
i) = Io(py), jestlize I ¢ K.

Protoze {A, =} je iplnad mnozina spojek v klasické logice, k funkcim fi, ..., f,
existuji formule oy, ..., a,, které splinuji 1. podminku a pro néz plati:

(o) = fi(I).

Jestlize I € K ai € {1,...,n}, pak I(«y;) = fi(I) = I(p;). Tedy 2. podminka
je také pro tyto formule splnéna.

Necht I ¢ K a J € Int(G). Nejprve dokazeme sporem, ze pak pro néjaké
i€ {l,...,n} plati J(o;) # I(p;). Pfedpokladejme tedy, Ze pro kazdé ¢ plati
J(a;) = I(p;). Pokud J € K, pak pro kazdé i mame J(p;) = f;(J) = J(o;) =
I(p;). Tedy J = I, coz je spor, nebot I ¢ K. Pokud J ¢ K, pak pro kazdé i
plati Io(p;) = fi(J) = J(a;) = I(p;). Tedy I = I, coz je opét spor.

Lze lehce ovérit, ze plati nasledujici vztah:

J(afP)y = 1iff I(p) = J(ov).

7
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Dohromady ziskdvéme, ze pro kazdé J € Int(G) plati, ze J(A\_, ai](p i)) = 0.

Tedy Fo = A, af(pi) a 3. podminka je rovnéz splnéna. Q.E.D.

Kazdou substituci mizeme pojmout jako funkci sub: At — Fle(MVL).
Sub je mnozina vsech takovychto substituci. Kazdou sub € Sub muzeme roz-
§ifit pfirozenym zpisobem tak, ze sub : Fle(MV L) — Fle(MV L), pfi¢emz
pro libovolnou ¢ € Fle(MV L) neobsahujici jiné atomy nez py, . . ., p,, dodefi-
nujeme sub(p) = @(p1/sub(p1), - - ., Pn/sub(pn)), tj. sub(y) je formule, kterou
ziskdme soucasnym nahrazenim vsSech atomt formulemi, které jim pritazuje
funkce sub.

Kazdé neprazdné mnoziné K C Int(G) odpovidd mnoZina popisu stavi
A C A}. Déle subgx bude substituce takova, ze pro kazdé i € {1,...,n}
plati subk(p;) = «y, kde a, ..., a, jsou formule, jejichZ existenci pro dané
K zajistuje piedchozi lemma.

Lemma 3.3.7 Necht K C Int(G), s € Ak a p € Fle(MV'L). Pak plati, Ze
Ag,sll= iff Az, s|l=subk ().

Diikaz: Indukei podle slozitosti formule . Pro kazdy atom p; (1 < ¢ < n)
plati Ak, s|—p; iff A%, s|—p; iff A%, s|—a; (viz 2. podminka pfedchoziho
lemmatu).

Indukéni kroky pro A a — jsou piimocaré. Necht ¢ = Oi. Piedpo-
kladejme, ze plati A%, s|— subx(O). Pak (protoze Ax C AP) pro kazdé
t € Ak plati A%, t||— subk(¢)). Na zakladé indukéniho pfedpokladu plati pro
kazdé t € Ak, ze Ak, t|—1. Tedy Ak, s |~ Op.

Necht A%, s ||£ subkx(O1). Pak existuje t € AL tak, ze AR, t ||£ subk(¢).
Definujeme I € Int(G) tak, ze I(p;) = 1 iff A%, t|— . Z toho vyplyva, ze
plati A%, t |- A, . Nyni plati, ze I € K. Kdyby ne, tak by na zaklads
3. podminky piedchoziho lemmatu platilo, ze A%, ¢ ||I£ A, af(p i), coZ by byl
spor. Protoze I € K, I koresponduje s popisem stavu s; € Ag. Pro kazdé i
plati:

Ag, Sr1 ||— a; lff Ag, ST ||_pz lff Ag,t ||— Q5.

Protoze A}, t |4 subk (1), také AR, sr |4 subk(v)). Na zédkladé indukéniho
predpokladu tedy plati Ak, sy ||/ . Tedy Ak, s |4 Oy. Q.E.D.

Nyni mizeme dokazat zminény vyznamny vztah logik C' a S5. Vyuzi-
jeme pozorovani, ze neni-li ¢ platna v logice S5, pak existuje Ax C AR
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(kde n je maximdalni index ve ¢) tak, ze ¢ neni platnd v Ag.?® Oznacime
Sub(C) = {¢ € Thm(C);Vsub € Sub : sub(p) € Thm(C)}. Thm(S5) je po-
chopitelné mnozina teorémi logiky S5.

Véta 3.3.5 Sub(C) = Thm(S5).

Diikaz: Jestlize ¢ € Thm(S5), pak ¢ € Thm(C) a pro kazdou substituci
sub € Sub je sub(p) € Thm(S5) a tedy i sub(p) € Thm(C). Takze ¢ €
Sub(C).

Necht ¢ ¢ Thm(S5). Pak existuje K C Int(G) a s € Ak tak, ze
Ak, s|# ¢. Tedy podle predchoziho lemmatu AZ, s [ £ subk(p). Tedy ¢ ¢
Sub(C). Q.E.D.

Uvedeny vysledek dokéazal jiz Carnap ve svém c¢lanku Modalities and
Quantification (1946), ve kterém se vénoval formalnim vlastnostem své mo-
dalni logiky. Zde stejné jako v Meaning and necessity definuje L-pravdivost
pro predikatovou logiku tak, ze obor dané formule obsahuje vSechny popisy
stavt ([4], str. 51). V pFipadé vyrokové logiky se vSak odchyluje od ostatniho
vykladu a doplinuje podminku uzavienosti na substituci, tj. pracuje s vyro-
kovymi atomy jako s proménnymi za libovolné véty ([4], str. 40). Vychéazi mu
pak korespondence s logikou $5.2° V ditkazu tplnosti postupuje metodou re-
dukce na specificky definovanou normalni formu. Ukéze, ze kazda formule ze
Sub(C) je redukovatelnd kanonickym postupem na konstantu ¢ (,pravda“),
ktera je do jazyka pridana, a ze vSe, co je takto redukovatelné, je dokazatelné
v S5 ([4], str. 43-46).

To, ze logika C' neni uzaviena na substituci, je diivodem, proc¢ je dnes
povétsinou odmitana jako ,naivni® verze modalni logiky. Prevlada nazor, ze
logicka pravdivost je véci formy ¢i syntaktické struktury nezavislé na inter-
pretaci mimologickych symboli a z toho Ze vyplyva uzavienost na substituci
jako zakladni podminka. Jinymi slovy, ma-li byt néjaka mnozina formuli po-
vazovana za logiku, musi byt pfinejmensim uzaviena na substituci. Podle
takového kritéria logika C' neni viibec logikou. U tohoto bodu se nyni kratce
zastavime, protoze ,logiky“, kterymi se budeme zabyvat ve druhé casti, také
postradaji tuto ,zakladni logickou vlastnost®.

287 tohoto pozorovani plyne rozhodnutelnost logiky S5, protoze pro kazdou formuli staci
ovérit, zda plati v kone¢né mnoha koneénych modelech.

29Na zékladé Carnapova postupu ve zmifovaném ¢lanku se nejevi ztotozitovani jeho
vyrokové modalni logiky s logikou S5 jako tolik problematické.
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Na tuto problematiku se podivame pohledem Gerharda Schurze, kery se
ve své praci [32] stavi do opozice k obecné rozsifenému néazoru. Tvrdi, ze
pokud chceme identifikovat nutnost jakozto logickou nutnost, pak logika C'
je nejen skutecnou logikou, ale navic je jedinou tplnou modalni logikou ([32],
str. 1). Uzavienost na univerzalni substituci prezentuje jako jakysi logicky
predsudek. Jedné se o podminku zbytecné prilis silnou. Tato podminka lze
nahradit podminkou slabsi, kterou jiz logika C' bude spliiovat. Schurz ne-
zpochybnuje, Ze logika se mé tykat pouze formy a Ze méa byt nezavisla na
interpretaci mimologickych symboli. Domniva se vsak, ze z toho nevyplyva
uzavienost na univerzalni substituci. RozliSuje mezi syntakticky izomorfnimi
a homomorfnimi substitucemi. Izomorfni sustituce je takova, ktera prirazuje
atomickym formulim opét pouze atomické formule — a to navic tak, ze zad-
nym dvéma atomtm neni prifazen stejny atom. Je-li sub takovato substituce
a ¢ je libovolna formule, pak formule ¢ a sub(y) jsou skuteéné z hlediska syn-
taktické formy nerozlisitelné. Schurztiiv pojem homomorfni substituce splyva
s pojmem univerzalni substituce. Atomickym formulim mohou byt prifazeny
i neatomické formule. Po provedeni substituce dojde v takovém pripadé k na-
ristu syntaktické komplexity dané formule. Formule, na niz byla substituce
aplikovana, je tedy odlisna ¢isté z hlediska syntaktické formy. ([32], str. 7, 8)

Schurz nevidi zadny apriorni diivod, pro¢ by takové logické pojmy jako
logickd pravda mély spliiovat podminku uzavienosti na homomorfni substi-
tuci, kterd méni syntaktickou strukturu formuli. Vzdyt také v tradic¢nich
logikach existuji logické pojmy, které tuto podminku nesplnuji. Prikladem
muze byt logickd konzistence. Napt. mnozina formuli {p, ¢} je v KVL konzis-
tentni. Aplikujeme-li na formule substituci sub, pro niz plati sub(p) = —¢q a
sub(q) = q, ziskdme mnozinu {—gq, ¢} ktera konzistentni neni. To vede Schurze
k néasledujici tezi ([32], str. 7):

Prava logika musi byt uzaviena na syntakticky izomorfni substituce,
ale nemusi byt nutné uzaviena na syntakticky homomorfni substituce.

-----

kém pohledu. Neformalné lze tici, ze substituce je sémanticky izomorfni prave
tehdy, kdyz zachovava sémantickou volnost interpretaci, tj. kdyz ,logicky pro-
stor vSech interpretaci substituovanych formuli zachovéava cely prostor vsech
interpretaci“ ([32], str. 7). Pro C' bychom tuto podminku mohli formulo-
vat presnéji takto: Nechf Int je mnozina interpretaci této logiky, I € Int
a sub je substituce. Definujeme I,,, jako interpretaci spliujici pro kazdy
atom p, Ze Lyp(p) = I(sub(p)). Substituce sub je sémanticky izomorfni, kdyz
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Int = {Isu; I € Int}. Ziejmé kazda syntakticky izomorfni substituce je téz
sémanticky izomorfni. Avsak existuji sémanticky izomorfni sbustituce, které
syntakticky izomorfni nejsou (napf. substituce pfifazujici kazdému atomu
jeho negaci). Schurz tedy predklada jesté druhou, v jistém smyslu silnéjsi
tezi: ([32], str. 9)

Pravéa logika musi byt uzaviena na sémanticky izomorfni substituce.

Lze lehce ukazat, ze logika C' je skutec¢né na sémanticky izomorfni substituce
uzaviena. Navic, ma-li tato logika modelovat logickou nutnost a moznost,
zdé se, Ze se jedna o jedinou uplnou modalni logiku, protoze skutecné pro
kazdou splnitelnou formuli ¢ v C plati . ([32], str. 9)

Disledkem této uplnosti vsak je dalsi zvlastnost logiky C. Modality v
ni jsou totiz zcela eliminovatelné. Kazda formule zacinajici modalitou je v
C' L-ekvivalentni (a tedy L-zaménitelna) bud s libovolnou tautologii, nebo
s libovolnou kontradikci. To je vSak v souladu s nazory, které prezentoval
Carnap v Logische Syntax der Sprache.

Na zaver se jesté kratce zminime o predikatové verzi logiky C. Jak jiz
bylo uvedeno, na svoji predikdtovou modalni logiku neklade Carnap v ¢lanku
Modalities and Quantification podminku uzavienosti na substituci. Definuje
sémantiku pro jazyk obsahujici spo¢etnou mnozinu jmennych konstant. Pred-
pokladéa jedno spocetné univerzum, nebot kazdy prvek univerza mé v tomto
jazyce fixné pridélené jméno a zadné dvé jména neoznacuji stejny objekt.
Sémantika kvantifikdtor mutze byt tedy stanovena pomoci substituci kon-
stant za proménné. My vsak sémantiku logiky C' zformulujeme modernim
zpusobem (jak je to napf. provedeno v [13], odkud definici pfebirdme), tj.
s vyuzitim pojmt modelu (ktery nahrazuje pojem popis stavu) a valuace.
Nebudeme piedpoklddat ani spocetnost univerza.>°

Necht tedy T' je prvoradovy jazyk a V' = {x1,x2,...} je spoetnd mno-
Zina prvoradovych proménnych. Necht M je prvoradovy model pro jazyk T.
Libovolna funkce e z V' do nosné mnoziny modelu M se nazyva valuace v M.
Formule lze vystavét z atomickych formuli pomoci kvantifikatord, vyroko-
vych operatorii A, - a operatoru nutnosti. Definujeme induktivné splnénost
formule ¢ v modelu M pii valuaci e (M |- ¢[e]). Pfipad atomickych for-
muli je stejny jako v klasické predikatové logice. Kroky pro operatory A, — a
kvantifikatory jsou téz stejné. Zbyva dodefinovat krok pro operator nutnosti:

30Pochopitelné se tim lehce zméni mnoZina platnych formuli.
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M |- Ou[e] iff pro kazdy I'-model N, ktery mé spole¢nou nosnou mno-
zinu s modelem M, plati, ze N |- ¢[e].

Formule ¢ v jazyce I je logicky platna v C', kdyz pro kazdy I'-model a kazdou
valuaci e v M plati, ze M ||— ¢[e].

Predikatové verze logik C' a S5 jsou v podobném sémantickém vztahu
jako jejich vyrokové verze. Axiomaticky systém predikatové modalni logiky
S5 vypada tak, ze se k axiomatizaci klasické predikatové logiky pridaji sché-
mata (K), (T'), (5) a pravidlo necesitace. Pfitom vSechna schémata se vztahuji
na formule jazyka predikatové logiky obohaceného o operator nutnosti. V jiz
zminéném ¢lanku [18] vytvaii Kripke sémantiku této logiky. Lze ji formulovat
tak, Ze [-modely této logiky jsou libovolné dvojice (M, S), kde S je mnozina
[-modelt klasické predikatové logiky na stejném univerzu a M € S. Nutnost
formule ¢ v (M, S) pii dané valuaci e je definovana takto:

(M, S) = Oyle] iff pro kazdé N € S plati (N, S) = [e].

Modely logiky C'lze tedy chépat jako takové modely (M, S) logiky S5, v nichz
S je tfida vSech modelt na univerzu modelu M. Opét tak ziskavame, ze C' je
silnéjsi nez S5. Napt. v C plati formule OV Pz, kterd neplati v 5. Obecné
jestlize ¢ ma model libovolné mohutnosti, pak v C' plati Cgp. Ukazeme jeste
jeden, zajimavéjsi ptiklad, ktery je uveden v [13], str. 88. Zvazme formuli

OVavy(f(z) = fly) = 2 =y) = VoI (fy) = 2)) —
— O((VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz) AVez—Rxx) — JxVy—Ray).

Tato formule je tvaru implikace. Cteme-li operdtor nutnosti z perspektivy
Carnapovy logiky, vyjadiuje predni Clen, ze kazda injektivni funkce na uni-
verzu je zaroven surjektivni. To znamend, Ze univerzum je koneéné (podle
Dedekindovy definice). Zadni ¢len této implikace ika, ze kazda tranzitivni
a antireflexivni relace ma maximalni prvek, coz je jiny zptsob jak vyjadiit
konecnost univerza. Tato formule je platna v C' avSak nikoli v §5. Mizeme
totiz vzit prvoradovy model M, kde nosnd mnozina je mnozina prirozenych
Cisel, interpretace funkce f je identita a interpretace predikatu R je relace <.
K M vezmeme S5-model (M, {M}). V tomto modelu plati pFedni ¢len nasi
formule, ale zadni nikoli.

Zajimavé a hodné diskutované schéma modalni predikatové logiky, které
je platné v S5 (atedy i v C), je tzv. Barcan formula vyjadiujici zaménitelnost
obecného kvantifikatoru za operator nutnosti:
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Barc YxOp <« OVzp.

Platnosti této formule se zabyva Carnap v [4] (str. 37) i v [6] (str. 178).
Nyni ukézeme, ze v jistém smyslu je logika C az prilis silna. Predpokla-

dejme, ze mame dan jazyk I' obsahujici alespon jeden predikat, jehoz arita

je vétsi nez jedna. Nasledujici zdtivodnéni je uvedeno v [14], str. 122, 123.

Lemma 3.3.8 Jestlize mnozina formuli v jazyce I' platnych v C je rekur-
zivn€ axiomatizovatelnd, pak je rozhodnutelnd.

Diikaz: Predpokladejme, ze mnozina formuli v jazyce I' platnych v C' je
rekurzivné axiomatizovatelna. VsSechny dikazy v daném systému mtizeme
efektivné usporadat v posloupnost di, ds, . ... Necht ¢ je formule v jazyce T
Plati, Zze pravé jedna z formuli ¢, =0y je platnad a tedy dokazatelna. Tedy
budeme-li prochézet posloupnost diikazi, v koneéné mnoha krocich najdeme
ditkaz jedné z téchto formuli. Pokud najdeme diikaz formule ¢, je tato for-
mule platna v logice C. Pokud najdeme ditkaz formule —O¢, neni formule ¢
platnd v C'. Mame tedy rozhodovaci proceduru pro problém platnosti v C.

Q.E.D.

Véta 3.3.6 Mnozina formuli v jazyce I' platnych v C' neni rekurzivné axio-
matizovatelnd.

Diikaz: Kdyby byla, byla by podle pfedchoziho lemmatu rozhodnutelna a
potom bychom mohli pro kazdou formuli predikatové logiky rozhodnout,
zda plati v C ¢i nikoli. Ale kazda formule, kterd neobsahuje modality, je
platna v C' pravé tehdy, kdyz je platna v klasické predikatové logice. Ziskali
bychom tedy rozhodnutelnost predikatové logiky (pro jazyk I'), coz by byl
spor. Q.E.D.

3.4 Kripkovska sémantika

Saul Kripke rozvinul v sérii ¢lanka [19], [20] a [21] sémanticky piistup, na
zakladé kterého se mu podafilo stanovit sémantiku pro celou fadu modal-
nich logik. Jedna se opét o ,,sémantiku moznjch svéta“, avsak s podstatnou
inovaci. Do kazdého univerza moznych svétt je zavedena binarni relace mezi
témito svéty. To, ze svét w je v této relaci se svétem v, je neforméalné inter-
pretovano tak, ze v situaci w je relativné mozna situace v.
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V ¢lanku [19] se Kripke zabyva takzvanymi normélnimi modalnimi kal-
kuly, které obecné vymezuje tak, Ze jsou v nich dokazatelnd schémata (K)
a (T) a odvoditeln4 pravidla modus ponens a necesitace.?! Jak jiz bylo uve-
deno, prave témito schématy a pravidly pfidanymi ke klasické vyrokové logice
je ziskan kalkul logiky 7.3 P¥idame-li k nému schéma (4), ziskdme logiku S4,
ptridame-li k nému schéma (5), ziskame logiku S5. Pfidame-li tzv. Brouwertav
axiom, tj. schéma

(B) ¢ — 00y,

ziskdme tzv. logiku B. Pravé k témto logikdm byla nalezena v ¢lanku [19]
vhodné ,,moznosvétova“ sémantika obohacené o uvedenou relaci. Jeji vyme-
zeni (moderné formulovano) vypada takto: Kripkovsky model je libovolna
trojice M = (W, R,V), kde W je neprazdna mnozina, R je binarni relace
na této mnoziné a V je funkce pfitazujici atomickym formulim podmno-
ziny mnoziny W. Mnoziné W se tika univerzum moznych svétu, jeji prvky
jsou mozné svéty, relace R byvéa oznacovana jako relace dosaZitelnosti. Necht
w € W. Definujeme rekurzivné relaci ||-:

Pro kazdy atom p plati M, w | p iff w € V (p).

M,w|—-p Ay iff Myw|—¢ a M,w|—1.

M, w |~ = iff neni pravda, ze M, w |- ¢.

M, w |~ Oy iff pro kazdé v € W takové, ze wRv plati, ze M, v || .

Rekneme, 7e formule ¢ plati v modelu M (M |- ¢), kdyZ pro kazdé w € W
plati M, w ||~ ¢. Rekneme, 7e ¢ je logicky platna, kdyz ¢ plati v kazdém krip-
kovském modelu. V [19] Kripke dokazal (pomoci rozvinuté metody bethov-
skych sémantickych tabulek), Ze sémantiku pro logiky T, B, S4, S5 ziskdme
tak, ze k praveé stanovené definici pridame dodatecné podminky kladené na
relaci R. Pokud uvedeme, ze R musi byt reflexivni (resp. reflexivni a sy-
metrickd, resp. reflexivni a tranzitivni, resp. relace ekvivalence) obdrzime
sémantiku logiky T (resp. B, resp. S4, resp. S5). Kripke zfejmé povazoval
reflexivitu za zékladni podminku, nebot intuitivné by mél byt kazdy svét

31V soucasné dobé se definuje normalni modalni logika jako mnozina formuli, ktera obsa-
huje vSechny tautologie, schéma K a je uzaviena na necesitaci, modus ponens a univerzalni
substituci. Logika C' ani logiky predstavené v druhé ¢asti tedy pod tuto definici nespadaji.

32Kripke tuto logiku oznacuje pismenem ,M“. Volime vSak sou¢asné oznaceni.
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sdm pro sebe relativné mozny (¢emuz odpovid4, Ze co je nutné pravdivé, to
je také pravdivé ¢ili schéma (77)). Dnes se obecné reflexivita nepozaduje. Po-
kud bychom vzali sémantiku prosté tak, jak je uvedena (tj. bez jakychkoli
dodate¢nych podminek kladenych na relaci dosazitelnosti), ziskali bychom sé-
mantiku adekvatni ke kalkulu, ktery dostaneme odstranénim schématu (7°)
z kalkulu logiky 7. Vysledna logika je podle Kripkeho oznacovana pismenem
W G

V ¢lanku [20] se Kripke zabyva sémantikou predikdtové modalni logiky.
Navrhuje zde pfistup, ve kterém neni univerzum moznych svétl vztazeno na
jedno univerzum individui (tak jak tomu je ve vySe uvedené sémantice predi-
katové S5, kterou navrhl Kripke diive v [18]), ale misto toho se kazdému svétu
v daném kripkovském ramci ptifadi jeho vlastni univerzum (mnozina indivi-
dui ,existujicich v daném svété“). Sémantika je definovana pro jazyky obsa-
hujici pouze predikatové symboly. Necht je tedy I' takovyto jazyk. Kripkov-
skym T'-modelem pro predikdtovou logiku bude ¢tvetice M = (W, R, f, g), kde
W a R jsou jako v pfedchozi definici, f je funkce ptifazujici kazdému svétu
z W mnozinu individui a g je realizace predikatt z I' v jednotlivych svétech.
Necht U = [, ew f(w) a P je n-arni predikatovy symbol, pak g(P,w) C U™.
Tedy predikaty se ve svétech realizuji i vzhledem k ,neexistujicim“ indivi-
duim. Valuace e je funkce z mnoziny proménnych do U. Necht w € W. Relaci
splnitelnosti |~ vzhledem k valuaci e mtizeme definovat takto: Pro atomické
formule je definice s pomoci g stejna jako v klasické predikatové logice (pouze
je zde navic relativita vici jednotlivym svétim). Rekurzivni kroky pro A, —
a O jsou analogické k vyse uvedené vyrokové verzi. Zbyva uvést krok pro
obecny kvantifikator. Zde je podstatné, ze se kvantifikuje pouze pres existu-
jici individua:

M, w |- Vazple] iff pro kazdé a € f(w) plati M, w |- p[eZ].?3

Platnost v modelu je definovana jako splnitelnost pti kazdé valuaci a logicka
platnost jako platnost ve vSsech modelech. V takto definované sémantice na-
jdeme jiz protipfiklady na schéma Barc (dokonce na obé implikace obsazené
v této ekvivalenci), i kdyZ pozadujeme, aby R byla relace ekvivalence na .
V jednom sméru to lze ilustrovat napi. tak, zZe zavedeme jednomistny predi-
kat existence, ktery je ve svété w jednoduse realizovan mnozinou f(w). Pak
nutné plati, ze kazdé individuum existuje, ale to neimplikuje, Ze vSechno ma

33¢2 definujeme b&Znym zptsobem: eX(z) = a a eZ(y) = e(y) pro kazdou proménnou y
odlisnou od z.
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vlastnost nutné existence (viz [20], str. 87, 88). Tato sémantika s odpovidajici
podminkou kladenou na relaci dosazitelnosti odpovida upravené predikatové
verzi logiky T (resp. B, resp. S4, resp. S5). Axiomy budou pouze uzaviené
formule. Uzdvéerem oteviené formule ¢ bude uzaviena formule, kterou zis-
kame z ¢ tak, ze pfed ni pripojime univerzalni kvantifikatory a operatory
nutnosti v libovolném potadi. Napft. klademe-li pouze podminku reflexivity,
miiZeme axiomatizovat takto ([20], str. 89). Axiomy budou libovolné uzavéry
nasledujicich formuli:

1. Formule tvaru vyrokovych tautologii,
2. ¢ — Yxp, kde x neni volna ve ¢,

3. Va(p — ¢) — (Voo — Va),

4. Vy(Vop — ¢(z/y)),

5. By — ¢) — (Bp — DY),

6. Op — .

Jako odvozovaci pravidlo posta¢i modus ponens. Necesitaci ziskdme jako
odvozené pravidlo. Stejné jako u vyrokové verze, uvedeni dodatecné pod-
minky symetrie (resp. tranzitivity, resp. symetrie a tranzitivity) na séman-
tické strané odpovida pfidani uzavért schématu (B) (resp. (4), resp. (5)) do
axiomatického systému.

V ¢lanku [21] uspél Kripke v ustaveni sémantiky celé fady ,nenormal-
nich“ modalnich vyrokovych logik (tedy takovych, které nejsou uzavieny na
pravidlo necesitace). Mezi témito logikami byly také Lewisovy kalkuly S2
a 53. Zéakladni idea spocivala v tom, Ze univerzum moznych svétti mohlo
obsahovat tzv. ,nenormalni“ mozné svéty, ve kterych byly automaticky ne-
pravdivé vSechny formule tvaru Op. Tim bylo umoznéno, aby ¢ platila ve
vsech svétech daného modelu, avsak Oy nikoli.

Kripkovska sémantika je dnes zakladnim sémantickym pfistupem v mo-
dalni logice.

66



Cast 11
E-logiky

Tato ¢ast je mym vlastnim pokusem o formulaci sémantiky pro jisty typ
modalit moznosti a nutnosti. Ptjde o ¢tyfi logiky, které budou zalozeny na
interpretaci, pii které maji moznost i nutnost epistemicky charakter — jsou
vzdy relativni vici néjaké znalosti. Epistemicky raz modality je divodem
toho, pro¢ v pracovnim oznaceni logik vystupuje pismeno ,F“. Pijde pre-
devsim o logiku E3. Logiky E1 a E2 jsou jeji jednodussi verze a mohou byt
chapany pouze jako pripravné kroky k formulaci logiky F3. Logiku E4 pak
ziskame dalsi drobnou obménou logiky E'3.
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4 Zakladni vlastnosti F-logik

4.1 Pomocna tvrzeni

Nejprve rekapitulace znaceni a zavedeni nékterych novych termint. At =
{p1,p2, ...} je spocetnd mnozina atomickych formuli. Fle(KV L) je mnoZina
vsech formuli jazyka klasické vyrokové logiky. Zakladni spojky jsou —, A,
ostatni jsou definované béznym zptsobem. Podobné Fle(MV L) je mnoZina
vSech formuli jazyka modalni vyrokové logiky — zakladni spojky jsou O, =, A.
Rekneme, ze T C Fle(KV L) je teorie KV L, kdyZ obsahuje vSe, co je z ni v
klasické vyrokové logice odvoditelné a kdyz je vzhledem k ni konzistentni, t;.
kdy% navic T' # Fle(KV L). Rekneme, ze T C Fle(KV L) je mk-teorie KV L,
kdyZ je to takova teorie KV L, kterd pro kazdou formuli ¢ € Fle(KV L)
obsahuje bud ¢, nebo —¢p. M KTH je mnozina vSech mk-teorii K'V L.

V této kapitole uvedeme bez diikazu nékolik znamych tvrzeni, kterd vy-
uzijeme v dalsim textu. Jednim z nich je tzv. Lindembaumovo lemma pro
vyrokovou logiku. Ditkaz je vylozen napi. v [29], str. 100-103. Uvedeme dvé
verze tohoto tvrzeni.

Véta 4.1.1 Necht ¢ € Fle(KVL) a T C Fle(KV'L). Pak plati:

1. ¢ je odvoditelna v klasické vijrokove logice z T iff ¢ je obsazZena v kaZdé
mk-teorit KV L, kterd obsahuje T

2. Z'T nelze v klasicke logice odvodit spor iff T je obsaZena v néjaké mk-
teoriic KV L.

Déle uvedeme dva vysledky tykajici se vztahti axiomatickych systému
modalnich logik a jejich kripkovské sémantiky. Jednak je to silna (globélni)
uplnost logiky K. V této podobé je uvedena napt. v [29], str. 112. Druhy
vyjadfuje vlastnost koneénych modelt pro logiku S4 (viz [3] str. 340,341).

Véta 4.1.2 Necht T C Fle(MV'L) a ¢ € Fle(MV L). Pak plati:

1. Jestlize ¢ neni z T odvoditelnd v K, pak existuje kripkovsky model M
takovy, Ze pro kazdé v € T plati M ||— 1, ale pFitom M ||/ ¢.

2. Jestlize p neni dokazatelnda v S4, pak existuje konecny reflexivni a tran-
zitiond kripkovsky model M takovy, Ze M ||/ .
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Nésledujici dvé tvrzeni jsou uvedena napf. v [3], str. 58 a 62. Necht G je mno-
Zina atomu, M; = (Wy, Ry, Vi), My = (Ws, Ry, V5) jsou kripkovské modely a
f: Wi — Ws. Rekneme, Ze f je izomorfismus modeltt M, M, vzhledem k
atomim z G, kdyz f je bijekce a jsou splnény nasledujici podminky:

1. Pro kazdy atom p € G a pro kazdy svét w € W; plati w € Vi(p) iff
f(w) € Va(p).

2. Pro libovolné v,w € W plati vRyw iff f(v)Raf(w).

Véta 4.1.3 Necht [ je izomorfismus modeli My, My vzhledem k atomim z
G. Pak pro kazdou formuli ¢ € Fle(MV'L), v niZ se vyskytuji pouze atomy
z G, plati, Ze My |- iff Ma |- .

Pro kripkovské modely je vSak specificky nasledujici obecnéjsi typ funkce.
Necht opét f : W, — Ws. Rekneme, Ze f je p-morfismus modelit My, M,
vzhledem k atomiim z G, kdyz jsou splnény tyto podminky:

1. Pro kazdy atom p € G a pro kazdy svét w € Wi plati w € Vi(p) iff
f(w) € Va(p).

2. Pro libovolné v, w € W plati, Ze pokud vRyw, pak f(v)Raf(w).

3. Pro libovolné v € Wy a w € W, plati, ze pokud f(v)Row, pak existuje
u € Wi tak, ze vRiu a f(u) = w.

Véta 4.1.4 Necht f je p-morfismus modeli My, My vzhledem k atomim z
G. Pak pro kaZdou formuli ¢ € Fle(MV'L), v niZ se vyskytuji pouze atomy
z G, a pro kazdé w € Wy plati, Ze My, w || ¢ iff M, f(w) |~ .

4.2 Logika FE1

Zvazme nyni tuto interpretaci modality nutnosti. V jisté situaci, ve které
disponuji urc¢itou sadou znalosti, je pro mé nutné pravdivé to, co by ztstalo
pravdivé, at uz by se mé ¢astecné poznani situace rozsitilo jakkoli na Upl-
nou znalost situace. Jinymi slovy, vim-li jen ¢astecné néco o situaci, ve které
se nachazim, otevira se mi jisty prostor moznosti toho, jaky je celkovy raz
situace. Je-li néjaké tvrzeni pravdivé v kazdé takové mozosti, je pravdivé
nutné (vzhledem k tomu, co o situaci vim). Jazyk klasické vyrokové logiky
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budeme interpretovat jako popisny pro danou situaci. Situace bude repre-
zentovana svym Uplnym popisem, tj. budeme ji chapat jako mk-teorii K'V'L.
Znalost o situaci bude néjakda mnozina popisnych vét, které jsou za dané
situace pravdivé, tedy néjaka podmnozina dané mk-teorie KV L. Na tomto
zakladé nam vznika modalni situace, kterou bude pfedstavovat usporadana
dvojice, jejiz prvnim c¢lenem bude situace a druhym c¢lenem bude znalost o
ni. Z kazdé modalni situace w budou dosazitelné takové modalni situace, v
nichz je ptuvodni znalost (ve w) rozsifena na néjakou uplnou znalost. Tim
dostavame sémantiku logiky F1, kterou definujeme pfesné pomoci jediného
kripkovského modelu:

ME = (WE RE' VE) je kripkovsky model, kde plati:

WE ={wyw = (Ty, Zy),Tw € MKTH, Z, C Ty},

vRF\Ww iff Z, C Z, a Zy =T,

VE(p) = {w ceWk:pe Tw} pro kazdy atom p.
Definice logicky platné formule v logice F1:

e iff MP! - o.

Prvnim pozorovanim mize byt, ze z kazdého svéta je dosazitelny ale-
spon jeden svét, totiz ten, ktery ma stejnou prvni slozku a druha se ji rovna
(¢astecné poznani situace mizeme vzdy zuplnit na celkové pravdivé poznani
situace). Druhé pozorovani je, Zze pro kazdou ¢ € Fle(KVL) a pro kazdé
w € WE plati, ze M, w |~ iff ¢ € T,,. O charakteru modelu vypovida
predevsim Lindembaumovo lemma. 7Z jeho 2. verze je hned ziejmé, zZe vii-
bec néjaké mk-teorie KV L existuji a Ze je tedy mnozina W¥ neprazdna.3*
Ptepisem 1. bodu Lindembaumova lemmatu je nasledujici tvrzeni, které za-
nedlouho vyuzijeme.

Lemma 4.2.1 Necht w € WF. Pak pro libovolnou p € Fle(KVL) plati
MPYw =0 iff Zy Frve -

Pro kazdou ¢ € Fle(MV L) definujeme ¢* € Fle(KV L) tak, ze to bude
formule, kterou ziskdme z ¢ tim, Ze z ni vyskrtame vSechny modality. Tedy
definujeme:

34To je vsak ihned patrné také z toho, Ze mk-teorie K'V L koresponduji s jednotlivymi
ohodnocenimi vyrokovych atomu.
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p* = p pro libovolny atom p.
(e A)" =" Ay
(7)) = —p™.
(Op)" =
Pro logiku E'1 plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 4.2.2 Necht v € W¥. Pak pro libovolnou ¢ € Fle(MV'L) a pro
kazdé w takové, Ze vRF w plati, Ze M w |~ iff MEY w |- ¢

Diikaz: Pokud vR¥'w, pak Z, = T,,. Pak jediny svét dosazitelny z w je on
sém, coz znamend, ze M* w |- Op iff M7 w |- ¢. Q.E.D.

S vyuzitim predchoziho lemmatu se da lehce ovérit platnost nasledujicich
schémat:

1. OOy « O,
2. OOCp « Oy,
3. OCp « Oy,
4. OOp « O,
5. Op < Og*,

6. Cp — O,

7. Op — O,

8. OCp — OO,

8. bod je tzv. McKinseyho formule. Z bodt 1. az 4. vidime, ze kazdy
fetézec modalit se da redukovat na sviij prvni ¢len. Je tomu tedy opacné nez
u logiky S5, kde se fetézce redukuji na posledni ¢len. Jak je vsak ziejmé z 5.
a 6. bodu, redukce modalizovanych formuli je mnohem silnéjsi a zasahuje i
vnitiek formule.

Prejdeme nyni k axiomatizaci logiky E'1. Vezmeme takovy axiomaticky
systém, ktery je rozsifenim logiky K o schéma:
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(E1) Dp « (¢* A Op*).

Je-li formule ¢ dokazatelnd v tomto kalkulu, pisSeme Fg; . Ukadzeme
napt., ze kg OO0y « Op:

1. Fp O0p < ((Op)" A D(Op)*) (E1)
2. Fpi (Be)* ADO(Op)") < (¢* ADOp*)  definice *
3. kg1 (" AOp*) « Op (E1)

V nasledujicim se ndm bude hodit, ze Fg; Op* — *:

L Fp Op" = ((¢") AB(e7)) (B
2. Fp (") AB(")) = (¢") KVL
3. Fpi(p")" < ¢ definice *

Pravé vymezeny kalkul je adekvatni vici logice E1.

Véta 4.2.1 Necht p € Fle(MVL). Pak tg1 ¢ iff Em .

Diikaz: 1. (korektnost) Pfedpokladame, ze g1 ¢. Aby platilo Fg; ¢, po-
tiebujeme ovéfit, ze schéma (E1) je platné v E1. Z druhého lemmatu této
kapitoly vime, Ze =g Op <> Op*. Stadi ovétit, ze také =g Op* — ¢*. Necht
v € WE. Pokud je ¢* obsazena v kazdé mk-teorii KV L, ktera rozsiiuje Z,,,
pak je obsaZena také v T,, tedy ME! v ||—¢

2. (aplnost) Nyni pfedpokladejme, Ze neplati Fg; . Dle véty o silné
globalni uplnosti logiky K to znamend, ze existuje kripkovsky model M =
(W, R,V), kde plati vSechny axiomy logiky E1 a pro néjaké s € W plati
M, s |+ ¢. Ke svétu s definujeme svét f(s) = (Tj(s), Zs(s)) modelu M**:

Tys) = {1 € Fle(KVL); M, s |-}
={Y € Fle(KVL); M, s |- 0Ovy}.

Plati, Ze T}, je mk-teorie KV L a Zy je teorie K'V L. ProtoZze v M plati
axiom (E1), pro kazdou ¢ € Fle(KV L) plati M, s |- O¢ — 4. Tedy Zj) C
Tt(s) a f(s) je skutecné svétem modelu M*!. Indukei podle slozitosti formule
¢ dokazeme, Ze M, s |- iff MFL f(s) |- ¢
a) Pro libovolny atom p plati M s ||—p lff p € Ty iff MEL f(s) |-p
b) Necht je tvrzeni dokédzano pro formuli . Pak take plati M s | — iff

M, s |t o iff MP f(s) | o iff MPY f(s) |- .
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c) Predpokladejme nyni, Ze je tvrzeni dokdzéno pro formule ¢ a Y.
Pak také plati M, s~ A x iff M,s|—v a M, s|—x iff MPL f(s)|-v a
MEL, f(s) |- x iff MPLf(s) |- A x.

d) Zbyva dokéazat krok pro O. Plati M, s |~ O iff M, s |~ Oyp* iff ¢* €
Zyto it Zyo) Facvr, o ff MPL, f(s) |- D if MPY, £(s) |- O,

V bodé d) je prvni a posledni ekvivalence zajisténa dokazatelnosti (resp.
platnosti) formule Ot < Oy*, druhé ekvivalence definici Zy(y), tfeti tim, ze
Zg(s) je teorie KV L a Lindembaumovo lemma zajistuje ¢tvrtou ekvivalenci.

Protoze v f(s) plati stejné formule jako v s, mame M, f(s) |4 . Tedy

neplati =g . Q.E.D.

Logika E1 neni uzaviena na substituci libovolnych formuli. Plati zde
napt. formule Op — p. Z druhého lemmatu je ziejmé, ze O(Op vV O-p) je
také platnou formuli, tj. plati ve viech svétech modelu M*'. Ale vezmeme-li
napi. takovy svét w, pro ktery je Z, prazdnd mnozina, pak podle 2. verze
Lindembaumova lemmatu existuji dva svéty dosazitelné z w, z nichz v jednom
plati p a ve druhém —p. Tedy ve w neplati Op vV O-p. Tedy O(dp vV O—-p) —
(Op vV O=p) neni platnou formuli. Z pfedchozi véty je vSak patrné, ze jista
omezena stubstituce je mozna.

Véta 4.2.2 Logika E1 je uzavrend na substituci formuli jazyka klasickée vy-
rokové logiky.

Diikaz: Je-li formule ¢ platna v logice E'1, existuje k ni dikaz v uvedeném
kalkulu. Muzeme substituovat v kazdém kroku dtikazu za libovolny atom
p libovolnou formuli v jazyka klasické vyrokové logiky a vysledna posloup-
nost formuli bude opét dikazem, protoze uziti axiomu (E£1) neché ) beze
zmény. Poslednim ¢lenem ziskaného dikazu bude formule p(p/v), kterd je
tedy platnou formuli logiky E1. Q.E.D.

Protoze v E1 neni platné schéma (7T'), neni tato logika silnéjsi nez T
Neni vSak ani slabsi.

Necht G je mnozina atomickych formuli. Pak Int(G) je mnozina vSech
ohodnoceni atomt z G. At(yp) je mnozina atomu vyskytujicich se ve ¢. Ke
kazdému w € WP a kazdé o € Fle(MV L) definujeme J¥ € Int(At(y)). Pro
kazdy atom p € At(p) plati J2(p) = 1iff p € T,.

K libovolné formuli ¢ € Fle(MV L) definujeme model

MPY = (WE REY VE), kde
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Wf ={s;s = (I, K,), Ks C Int(At(p)), I € K},
SRglt IH [t € KS a Kt = {It},
VwE(p) ={s¢ Wf;[s(p) =1} pro kazdy atom p € At(p).

V tomto modelu jsou ohodnoceny pouze atomy vyskytujici se ve ¢. Pro dané
¢ mizeme ke kazdému w € WP piifadit svét f(w) € WD tak, Ze plati

Lpwy = Jg
Ky = { /g wR" v}

Nyni lze indukei ovéfit, ze pro libovolné w € W¥ a kazdou ¢ € Fle(MV L),
v niz se vyskytuji pouze atomy z At(p) plati

MY w = it MZE f(w) |-
Protoze f je na mnozinu Wf , plyne z toho, ze
MP |- iff ME |- .

M je konecny, explicitné zkonstruovany model. Disledkem je tedy nésle-
dujici tvrzeni.

Véta 4.2.3 Logika E1 je rozhodnutelnd.

4.3 Logika E2

Pokud bychom se nechtéli vzdat schématu (7"), mohli bychom tomu p¥izpt-
sobit interpretaci modality nutnosti: Tvrzeni je nyni nutné pravdivé, kdyz
je pravdivé, a zustalo by pravdivé pti jakémkoli rozsifeni naseho poznani na
uplné poznani situace. Vysledna logika se nam tim mirné modifikuje. Za jeji
zéklad mtzeme vzit reflexivni uzavér modelu pro logiku F1:

MP? = (W RE2 VE) je kripkovsky model, kde plati:
vRF2w iff vRFw nebo v = w.
Definice logicky platné formule v logice E2:

Fr2 ¢ iff M7 |-
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Prvni lemma pfedchozi kapitoly plati i pro logiku E2. Dale, v E2 jiz plati
schéma (T'), ale neplati zde pravoleva implikace axiomu (FE1), tj. schéma
(Dp* A ¢*) — Op. Mezi platnéd schémata stale patii:

1. OOy « O,
2. OOp — Oy,
3. Op — <o,

4. OO — OOy

Protoze plati schémata (T') a (4), je logika E2 rozsifenim logiky S4. Schéma
(5) v ni vSak neplati. Pfesto neni slabsi nez logika S5, o ¢emz svéd¢éi napft.
platnost McKinseyho formule. Nyni definujeme:

UP={weW¥"T,=172,}

UP, = {w € UP;vR"w}.
Pro kazdé ¢ € Fle(K'V L) plati:

MZE2 v |- OOy iff pro kazdé w € UP, M*2, w |- ¢ iff MP2 v |- Op*.
Tedy neplati jiz sice silna schémata Oy < Op* a OOp <« Oy, ale plati stale
jejich obmény OO « Op* a OCp* «» Op*.

Axiomatizaci logiky E2 ziskame tak, ze k logice K pridame schéma:

(E2) By < (¢ ADOg").

Je-li p dokazatelnd v tomto kalkulu, piSeme, Fgo . Napt. ukazeme, Ze je
dokazatelna formule Gy — (¢ V Op*):

1. Fg Op e -O-p definice <

2. |_E2 —||:|ﬂ90 s ﬁ(ﬂgp AN D(—up)*) (El)

3. |_E2 —|<—|g0 A D(_Np)*) — <—|—|g0 AV —|D—|gp*) KVL, deﬁnice *
4. Fp (4 VaO0-9") < (g VOp") KV L, definice ¢

Nyni mtzeme ukazat, ze je dokazatelna McKinseyho formule. Vyuzijeme
faktu, Ze diky dokazatelnosti (T") je dokazatelna formule Op — <.
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Fp2 OOp < (Cp AD(Cp)") (£2)

Fra (O AO(Cp)*) — O(Op)*  definice x, KV L
Fp2 O(Dp)" — O(0p)”

Fre O(Op)* — (Op vV <o(Op)*) KV

Fre (Op vV O(Op)*) « $Op

Ol W

Kalkul je adekvatni vici logice E2.
Véta 4.3.1 Necht p € Fle(MV'L). Pak tps ¢ iff Ega .

Diikaz: 1. (korektnost) Predpokladejme, Ze gy ¢. Aby platilo |=g2 ¢ musime
ovéfit platnost schématu (E2): MF? v |- 0y iff ME2 v|—¢ a pro kazdé
w e UP, ME2 w |~ ¢ iff MP2 v ||- ¢ a pro kazdé w € UP, M*2 w |- o* iff
M2 v |- a ME2 v |- Og*.

2. (tplnost) Postup je stejny jako pro logiku E1. Mirné se lisi jen in-
dukéni krok pro O. Vypada takto: M, s|— Oy iff M,s|—v a M,s |~ Oy*
ifft ME2 f(s)|l-v a M2 f(s) |- Oy* iff ME2 f(s) |~ Oy. Druhé4 ekviva-
lence plati jednak proto, ze diky indukénimu ptedpokladu plati M, s |- iff
MF2, f(s) |- a dale proto, ze M, s|— Ov* iff * € Zy if Zps) Frve ¢
iff ME2 f(s) |- Oy*. Q.E.D.

Logika E?2 také neni uzaviena na univerzalni substituci. Plati v ni napf.
formule OOCp — Op, ale neplati v ni formule OG(OpV O-p) — O(OpV O-p).
Néasledujici tvrzeni lze ovérit stejnym zpiisobem jako analogické tvrzeni pro
logiku F'1.

Véta 4.3.2 Logika E2 je uzavrend na substituci formuli jazyka klasicke vy-
rokove logiky.

Co se rozhodnutelnosti tyce, mizeme vzit jako model M£2 reflexivni

uzaver modelu M (tj. doplnime relaci dosazitelnosti tak, aby byl kazdy
svét dosazitelny sam ze sebe) a obdrZzime stejné tvrzeni jako pro logiku E1:

MP2 ||— ¢ iff MZ? 1.

Véta 4.3.3 Logika E2 je rozhodnutelnd.
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4.4 Logika F3

V logice E1 byla dana modalni situace relativni pouze k takovym modéalnim
situacim, v nichz bylo poznani ziplnéno na tplné poznani situace. V logice
E?2 jsme navic pridali relativitu kazdé modalni situace viic¢i sobé samotné.
Nyni piijde o to vztahnout modalni situaci ke vSem tém, v nichz je libovolné
rozsifeno soucasné poznani. Interpretace modality nutnosti v logice E3 je
takovato: Nutné pravdivé je pro nas v dané modalni situaci to, co zistane
pravdivé, at uz se jakkoli bude rozsifovat nase znalost. Nezvazuji se tedy
pouze takova rozsifeni, ktera jsou uplnym poznanim situace, ale zvazuji se
i takova rozsifeni, kde stale néco zistava neznamé. Formalni definice této
sémantiky vypada takto:

ME3 = <WE, RE3, VE> je kripkovsky model, kde plati:
vRE3w iff Z, C Z,,.
Definice logicky platné formule v logice FE3:

e o iff M2 |-

ProtoZe je RE3 reflexivni a tranzitivni, je vysledna logika jisté silné&jsi nez
S4. Neplati zde schéma (5), tedy neni silnéjsi nez S5. Neni ale ani slabsi nez
S5, protoze zde plati McKinseyho formule, kterd neplati v S5 (ani v S4 — a
E3 je tudiz ostie silngjsi nez tato logika). V E3 neplati ani jeden z axiomii
(E1), (E2), ale plati zde napf. formule (pA<C—p) — O(=pAOp), kterd neplati
ani v 1, ani v E2.

Podivame se nyni podrobnéji na nékteré alternativni formulace sémantiky
pro logiku F3. Nejdfive dalsi pojmy a znaceni, které budeme pouzivat: Necht
Z C Fle(KV'L), pak

[Z] = {QO S Fle(KVL), Z v QO}

(Takze pokud Z # Fle(KVL), plati [Z] = Z iff Z je teorie KV L.) Int je
mnozina vSech interpretaci vSech vyrokovych atomt. T'H je mnozina vsech
teorii KV L. Kdyz Z C Fle(KV L), tak

Mod(Z) ={I € Int;Vp € Z : I = p}.
Kdyz K C Int, tak
Th(K)={p € Fle(KVL;VI € K : I = p}.
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Nyni definujeme pomocny model M;, ve kterém jsou znalosti omezeny na
teorie KV L:

My = (W1, Ry, V1) je kripkovsky model, kde plati:

Wy = {w;w = (T, Zy) , Ty € MKTH, Z, € TH, Z,, C T, )},
vRww iff Z, C Z,,,

Vi(p) = {w € Wy;p € T, } pro kazdy atom p.

Ukazuje se, ze uvedené omezeni neni podstatné.
Lemma 4.4.1 Pro kadé ¢ € Fle(MV'L) plati M®3 |~ o iff My |- ¢.

Diikaz: Definujeme funkci f : W% — W,. Necht w € WF. Pak
fw) = (T, [Zu])-

Zw € Ty, tedy také [Z,] C T, a [Z,] je teorie KV L. Tedy f(w) € Wj.
Dokézeme, ze f je surjektivni p-morfismus. f je surjektivni: Necht w € Wy,
pak také w € W¥ a plati f(w) = (T, [Zu]) = (Tw, Zw) = w. [ je p-
morfismus:

1. Necht p je atom a w € Wj. Pak plati: ME3 w|—p iff p € T, iff
p € Ty U My, f(w) [~ p.

2. Necht v,w € W¥ a vRF3w. Pak plati: Z, C Z,. Tedy [Z,] C [Zu].
Tedy f(v)Ryf(w).

3. Necht v € W¥, w € Wi aplati f(v)Ryw. Pak také plati: Zy,) C Zy, tj.
1Z,) C Z,. Tedy i Z, C Z,. P¥itom w € W¥ a tedy plati vR®3w a f(w) = w.
Q.E.D.

Tento model koresponduje s modelem Ms, ktery je zalozen na interpre-
tacich:

My = (W, Ry, V) je kripkovsky model, kde plati:
Wy ={s;s = (Is, Ks) , Ks C Int, Ks = Mod(Th(Ky)), Is € K},
sRot iff K, C K.,

Va(p) = {s € Wy; I, = p} pro kazdy atom p.

78



Lemma 4.4.2 Pro kazdé ¢ € Fle(MV L) plati My ||— ¢ iff My ||— .

Diikaz: Definujeme fci f : Wi — Wy, Pro kazdy w € W, definujeme f(w) =
(Lpw), Ky takto:

Pro kazdy atom p je Iru(p) = 1iff p € Ty, Ky = Mod(Z,,).

Ovéfime, ze f(w) € W,. Plati, ze Mod(T,) = {Itw)}. Protoze Z, C T,
plati MOd(Tw) - MOd(Zw). Tedy {If(w)} - Kf(w) a tedy [f(w) S Kf(w). Plati
Mod(Th(Mod(Zy,))) = Mod(Zy,), tj. Mod(Th(K¢w))) = Kfuw). Dokdzeme,
ze f je izomorfismus modeld M; a M.

1. f je surjektivni: Necht s € Wy, Tedy K, = Mod(Th(Ky)). I, € K,
tedy Th(Ks) C Th({Is}). Pfitom Th({I}) je mk-teorie KV L a Th(Kj) je
teorie KV L. Tedy (Th({Is}),Th(Ks)) € W;. Ozna¢me tento svét jako v.
Pritom If) = I a Ky = Mod(Th(K,)) = K,. Tedy f(v) = s.

2. f je injektivni: Necht v, w € W; takové, ze v # w. Pak T, # T, nebo
Zy # Zy. Kdyz T, # Toy, pak It # L) a tedy f(v) # f(w).

Necht Z, # Z,, a necht napr. ¢ je takova formule jazyka KV L, ze ¢ € Z,
a1 ¢ Z, (obraceny ptipad by byl samoziejmé analogicky). Protoze Z,, je
teorie KV L, neplati, ze Z,, Fxyyp ¥. Tedy existuje takovad J € Mod(Z,),
ze neplati J = . Pfitom pro kazdou I € Mod(Z,) plati I | 1. Tedy
J & Mod(Z,) aJ € Mod(Zy), tj. J & Kfuy aJ € Kyuy. Tedy f(v) # f(w).

3. Pro kazdy atom p a pro kazdy w € W, plati: My, w = p iff p € T, iff
Iy (p) = 1iff My, f(w) = p.

4. Pro kazdé s,t € W plati: vRyw ift Z, C Z, iff Mod(Z,,) C Mod(Z,)
iff Kpwy C Ky iff f(v)Ryf(w). Druhd ekvivalence je dana tim, ze Z,, Z,
jsou teorie KV L. Q.E.D.

Mohla by vyvstat otazka, zda stejny izomorfismus neplati i mezi ptvod-
nim modelem M3 a obménou modelu M, ve které bychom pripoustéli v
druhé slozce svéti libovolnou mnozinu interpretaci (vynechali bychom tudiz
podminku Ky = Mod(Th(Ky))). Zde by jisté o izomorfismus neslo, protoze
mohutnost takového modelu by byla rovna mohutnosti mnoziny interpretaci
krat pocet podmnozin této mnoziny, tj. 2% - 22°° = 22°° Pfitom mohutnost
modelu M3 je rovna mohutnosti mnoziny M KT H (u které existuje bijekce
s mnozinou Int) krat pocet podmnozin libovolné mk-teorie KV L (vSechny
maji stejnou mohutnost Ny), tj. 2% - 2% = 2% Nicméné z néasledujiciho vy-
plyne, Ze v této obméné modelu M, by platily také presné stejné formule
jako v logice E3.
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Budeme vSak pracovat s modelem M,. Bude nam stacit, ze podminka
Ky, = Mod(Th(K)) je splnéna pro kazdou koneénou mnozinu interpretaci.
K libovolné interpretaci I a mnoziné atomi G = {pi,...,p,} definujeme
formuli \¢ tak, Ze je to formule

lLAN... N, kde pro 1 < k < n plati
lk = pr, je-li I(pr) =1 aly, = —pg, je-li I(pg) = 0.
Lemma 4.4.3 Necht K C Int a K je koneénd. Pak K = Mod(Th(K)).

Dikaz: Jisté plati K € Mod(Th(K)). Chceme Mod(Th(K)) C K. Kdyz
K =0, pak Th(K) = Fle(KV L) a tedy Mod(Th(K)) = @. Pfedpokladame
déle, ze K # (. Pro spor pfedpokladejme, ze J € Mod(Th(K)) a J ¢ K.
Protoze J ¢ K, muzeme pro kazdé I € K vzit i € N takové, ze I(p;) # J(pi)-
Necht n je maximum téchto vybranych hodnot a necht T' = {p1,...,p.}.
Necht K = {I1,...,I,}. Za formuli A vezméme formuli A}, V...V AT . Pak
A € Th(K), ale J(Akx) = 0. Tedy J ¢ Mod(Th(K)) a dostavame spor.
Q.E.D.

Axiomaticky systém pro logiku E3 ziskame tak, ze pfidame k logice S4
nasledujici schéma:
(E3) ®° — O(p1 AD° ADODY),

kde ® je formule o, V ...V @,, ®° je formule Gy A ... A Oy, a formule
©1,---,pn (kde n > 1) jsou v jazyce klasické vyrokové logiky. Je-li ¢ doka-
zatelna v tomto kalkulu, piseme Fg3 ©.

Jako ilustraci aplikace schématu (E3) ukazeme, ze v uvedeném systému
je dokazatelna formule (p A C—p) — O(=p A Op) pro libovolnou ¢ €
Fle(KV L). Tato formule neni dokazatelna v 5S4, avSak je dokazatelna v S5.

L. Frs (@AOmp) = (Omp AOp) S4
3. Frs O AC=pACpADO(mp V) — O(np AOp) 54

Budeme pouzivat nasledujici znaceni. Necht X = {0;,...,60,,}.
X< je formule $O; A ... A OO,,.

X7 je formule =61 A ... A —0,,.
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X je formule =CO; A ... A =Ob,,.

XV je formule 6, V...V 6,,.
Véta 4.4.1 Necht p € Fle(MV'L). Pak tgs ¢ iff Egs ¢.

Dikaz: Dokazeme korektnost a tiplnost vici modelu M.

1. (korektnost) Ms je reflexivni a tranzitivni kripkovsky model. Je tedy
tfeba ovefit pouze platnost schématu (E3). Nechf &V, ®¢ jsou formule z
definice schématu (E3). Necht ¢t € W, a plati My, t |- ®°. Pak pro kazdou
¢; (kde 1 <4 < n) muzeme vzit I,, € K, takovou, ze I, |= ;. Necht K =
{I,,,...,1,,}. Vezméme dvojici s = (I,,, K). Plati, ze I,, € K a protoze je
K konecfné, podle pfedchoziho tvrzeni plati také K = Mod(Th(K)). Tedy
s € Ws. Protoze K C K, plati tRys. Pfitom My, s|— o1 A ®© A O®V. Tedy
My, t||=<C(pr A DC AODY).

2. (iplnost) Pfedpokladejme, Ze je ddna formule ¢ jazyka MV L, pro niz
neplati Fg3 . Pak také neplati L Fx ¢, kde L je mnozina vSech instanci
schémat (T'), (4) a (E3). Podle globalni verze véty o silné tuplnosti logiky K
existuje model M = (W, R, V'), kde plati vSechny dokazatelné formule logiky
(E3) a existuje s € W takovy, ze M,s|# ¢. Necht At(¢) = {p1,...,pn}
Necht H je mnozina vSech formuli, které maji tvar Iy A...Al,, kde pro kazdé
1 takové, ze 1 < i < n, plati, Ze [; je bud p; nebo —p;. Pro kazdou v € H
definujeme ohodnoceni I:

Pro k e {1,...,n} je Iy(px) = 1 iff [ v ¢ je py.
Pro p ¢ {p1,...,p,} dodefinujeme napt. I,,(p) = 1.
Déle zavedeme pro kazdy w € W mnozinu H,:
H,={9 € H;M,w |- <0}.
Nyni mizeme urcit funkci f: W — Wi.
Tty = Iy, kde v € H a M, w |-,
Ky = {190 € Hy}.

Definice je jednoznacna, protoze ve svété w plati pravé jedna formule z H.
ProtoZe v M plati schéma ¢ — O, plati Iy, € Ky). Protoze Ky, je
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konec¢nd, plati Mod(Th(Kyw))) = Kjw). Tedy skuteéné f(w) € Ws. Doka-
zeme, ze [ je p-morfismus pro atomy pi,...,p,.

1. Necht w € W a € H takova, ze M,w |- ak € {1,...,n}. Pak plati:

2. Necht t,u € W a plati tRu. Protoze v M plati schéma OO9 — <O,
plati: Hu - Ht, tedy Kf(u) - Kf(t), tedy f(t)R2f(U)

3. Necht t € W a u € W a plati f(t)Ryu. Definujeme

U={deH;Iy e K,}.

Plati, ze K, C Ky, tedy U C H;. Pfedpokladejme navic, ze I, = I, pro
n&jakou x € U. Z definice M, t |- HY, tedy i M, t |~ U®. Nyni dokaZeme, Ze
Fps UC — O(xAUCA(H—-U)™).

1. FpsUY — (H-U)" KVL

2. FpsOUY - O(H - U)” 1.,54

3. bFpsOH-U)" = (H-U)"® S4

4. FpsOUY — (H—-U)™ 2.,3.,54

5. Fps (x AU ADUY) — (xANU®A(H-U)™) 4., KVL

6. Fps O(XAUCADUY) — O(x AU A(H—-U)™®) 5., 54

7. FpsU® = O(xAU®ADOUY) (E3),x €U
8. FpsU® = O(xAUCA(H—-U)™) 6.,7., KVL

Protoze M,t|—U®, plati také M,t|-<O(x AU A (H — U)™°). Tedy
existuje v € W takovy, ze tRv a M,v|-x A U® A (H — U)™°. Protoze
M, v ||~ x, plati, Zze Ifq) = I, = I,. Protoze M,v|-U® A (H — U)™°, plati,
ze H, = U. Pak ale K,y = K,. Tedy f(v) = u. Tim je dokoncen dikaz,
ze f je p-morfismus pro atomy pi,...,p,. To znamena, ze pro kazdy svét
w € W a pro kazdou modalni formuli £ obsahujici pouze atomy p,...,p,
plati, ze M, w |~ ¢ iff My, f(w) |- €. Protoze M, s |/ ¢, také My, f(s) |- ¢.
Tedy formule ¢ neni platnad v modelu M,. Q.E.D.

Logika EF3 neni uzaviena na substituci ze stejného duvodu, jaky jsme
uvedli u logiky E2. Protoze schéma E3 je formulovano pro libovolné formule
jazyka klasické vyrokové logiky, automaticky ziskdvame substituovatelnost
formuli tohoto jazyka.

Véta 4.4.2 Logika E3 je uzaviend na substituct formuli jazyka klasické vy-
rokove logiky.
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Pro kazdou formuli ¢ opét miizeme sestrojit koneény model M53:
B3 _ E pE3 {/E
My® = <W@ RSV, >, kde
sRE*t iff K, C K,

Necht ¢ € Fle(MV L) obsahuje pouze atomy z At(y). Pokud je ¢ platna
v E3, pak také plati v modelu Mf?’. Pokud v neni platnd v E3 a M je
néjaky model logiky E'3, v némz neplati v, pak postupem zcela stejnym jako
v pfedchozim ditkazu tplnosti bychom vytvofili p-morfismus z M do M}?
pro atomy z At(). Tedy v modelu M[? plati préavé vechny platné formule
logiky E3 obsahujici pouze atomy z At(p).

Véta 4.4.3 Logika E3 je rozhodnutelna.

4.5 Logika E4

Dalsi obména bude motivovana timto pohledem: Nutné bude nyni to, co je
pravdivé ve vSech stavech, v nichz je pravda to, co o situaci vime. Tedy
formalné definujeme opét tak, Ze na univerzu W¥ pozménime relaci dosazi-
telnosti:

MFEL = <WE, RF4, VE> je kripkovsky model, kde plati:
vRFY iff Z, C T,

Takto ziskana FE-logika opét neobsahuje ani neni obsazena v zZadné z ostat-
nich. Dilezité pro dalsi tivahy bude, Ze pro kazdé w € W a pro kazdou
¢ € Fle(MVL) plati:

MPF |- 00 iff ¢ plati v kazdém svété modelu ME*,
MFP w [|- OO iff ¢ plati v njakém svété modelu M P4

Z toho napt. plyne, Ze pro kazdou klasicky splnitelnou ¢ € Fle(KVL) je
OO logicky platna formule v E4. Neni zde ovSem platné schéma (4).
Axiomatizaci ziskdame tak, ze rozsifime logiku 7" o schéma:

(F4) Opp — O(pr A D° AODY).
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kde ®" a ®° jsou stejné jako v predchozi kapitole — oviem s tim dodatkem, Ze
formule ¢4, . .., ¢, jsou splnitelné formule klasické vyrokové logiky. Dtikaz, ze
jde o adekvatni kalkul je také podobny ditkazu z predchozi kapitoly. Logika
FE4 je opét rozhodnutelna. Koneény model pro mnozinu atomu G vypada
takto:

MP4 = (WE, RE4 VE), kde
5R54t iff It S Ks-

V této logice vsak jiz neplati obecné uzavienost na substituce nemodalnich
formuli. Formule &Op je platnd, formule GO (p A —p) nikoli. Logika F4 je
vsak uzaviena na syntakticky izomorfni substituce ve smyslu kapitoly 3.3.

4.6 Normalni formy v E-logikach

Déle se budeme zabyvat pfedevsim logikou E£'3. Pouze okrajoveé nékdy pozna-
mename, jak by uvedené tvahy vypadaly pro logiky E1, E2 a E4. Omezime
se nyni na konecnou sadu atomi G = {p1,...,p,}. Mizeme tedy vzit libo-
volnou formuli «, v niZz se vyskytuji pravé tyto atomy a pracovat s modelem
ME3. Reknéme, 7ze m je pocet viech ohodnoceni atomii z G. Tedy m = 2".
Velikost modelu M3 je ddna tim, Ze ke kazdému z m ohodnoceni (tj. prv-
nich slozek svétt) je 2™~ ! moZnosti, jak utvorit druhou slozku. Podet svétii
modelu M3 je tedy celkem

m2m—1 — 2n22"—1 — 22"+n—1.
Budeme se drzet znaceni z ditkkazu tuplnosti pro logiku E3. S mnozinou

Int(G) vSech ohodnoceni atomt z G koresponduje mnozina vsech formuli,
které témto ohodnocenim odpovidaji. Budeme ji znacit H. Tedy

H={\¢;T € Int(G))}.

Pro libovolné w € WF bude H,, mnozina formuli odpovidajicich ohodnoce-
nim z K,,. Tedy

H,={\;I € K,}

Formuli A\, budeme minit formuli )\IGw.

O prvcich mnoziny Int(G) budeme mluvit jako o stavech véci. Moddlni si-
tuace budou prvky mnoziny W2, Mno#iny modalnich situaci budou moddini
intenze. Kazdé formuli ¢ € Fle(MV L) piitadime modélni intenzi ||¢||:
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ol = {w e W MP wll-¢}.
Nyni pro libovolné ¢, € Fle(MV L) obsahujici pouze atomy z G plati:
I=ell = Wy = llell)
le Aol = llell N il
lo v bl = llell Ull¢ll,
le = ¢l = (W = llell) Ullll,

le = vl = (lelln ) U (W = lell v lllh),

I8¢l = {w e Wi Vo : K, C Ky = v € o},

[Op|| = {we WF;Tv: K, C K,,ve ||}
Dale plati:

Fes ¢ iff [lof| = WY,

Fes o — i o] € 2,

s o — Y iff flol| = [[¢f].

Rekneme, Ze dand formule je v zdkladnim tvaru (vzhledem k atomtm z G),
je-li to formule, kterd ma tvar Yo AL A. . . Ay, kde vy € H, 1); je formule Oy
a pro kazdou x € H existuje i (1 < ¢ < m) tak, Ze v, je bud formule <y, nebo
formule =<Oy. Rekneme, 7e dané formule je v normdini formé (vzhledem k
atomtm z G), kdyZ je to disjunkce (jedno- ¢i vice¢lennd) formuli v zdkladnim
tvaru. Tedy pro n = 2 je napt. nasledujici formule v norméalni formé:

(A=) NO(PA=g) NO(pAg) AO(=p A=g) A=O(=p A q))V
V((Fp A=g) ANO(p A=) AO(=p Ag) A=O(p A=g) A=O(p A g)).

Lemma 4.6.1 Ke kazZdé modalni intenzi X existuje formule 1) v normalni
formé tak, Ze plati ||| = X.

Dikaz: Je-1i I stav véci, pak k nému existuje formule ¢ € H, ktera ho popisuje
(tj. ¢ je formule \Y). Plati:

loll = {we WE I =1,},
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100l = {w e Wi T € Ky},
=00l = {we WP T ¢ Ky}

Pro libovolnou modalni situaci w tedy mtzeme vzit formuli xy v zakladnim
tvaru, ktera jednoznac¢né urcuje, jaky stav véci je roven [, a dale jaké stavy
véci jsou a jaké nejsou v K,,. Je to formule A\, A HS A (H — H,,)"°. Pak plati
Il = {w}.

Je-li ddna modalni intenze X = {wy, ..., wy}, ke kazdému i (1 < i < k)
vezmeme formuli y; v zékladnim tvaru tak, ze ||x; ||= {w;} . Formule ¢ bude
formule x1 V...V xx. Formule ¢ je v normélni formé a plati ||¢|| = X. Q.E.D.

Véta 4.6.1 Ke kazdé formuli ¢ € Fle(MV L) existuje formule 1 v normalni
formé tak, Ze plati g3 ¥ < ¢.

Diikaz: Reknéme, 7e G = At(y). Podle piedchoziho tvrzeni existuje k mo-
dalni intenzi [|¢|| formule ¢» v normdlni formé tak, ze ||¢|| = ||¢||. Pak ale

Ers ¥ < ¢. QE.D.

7 toho vyplyva, ze v logice E3 lze zcela eliminovat vnofené modality,
protoze formule v normalni formé vnofené modality neobsahuji. Dalsim du-
sledkem je, ze v logice E3 pro kazdé n existuje 92" "1 heekvivalentnich
formuli na n atomech (pro kazdou modalni intenzi jedna) a kazda formule
na téchto atomech je ekvivalentni nékteré z nich.

Pro logiky E'1, E2 a F4 bychom mohli postupovat zcela analogicky. Je-
dind zména, kterd vsak na uvedeny postup nema vliv, je, ze pro logiku F1
by platilo:

10¢|| = {weWEVv:1I,=K,C K, =v € ||},
[0p]| = {w e W3 I, = K, € Ky,v € [l¢] }.
Pro logiku E2 bychom dostali:
18¢ll = el n{we WZVo: I, = K, C Ky, = v € |lgll},
[0@ll = llpllU{w e W 3v: I, = K, € Ky, v € [}
A pro logiku F4:
00| = {weWEVv: I, € K, = v € |¢]|},

el = {w eWFP.J: I, € Ky,v € ngH}

[0
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4.7 Kompaktnost F-logik

Necht je dana néjaka logika L, ktera je vymezena (tak jako E-logiky) pomoci
néjakého jednoho kripkovského modelu M = (W, R, V) a pro niz existuje
adekvatni hilbertovsky kalkul (a tedy i odpovidajici si metavlastnosti formuli
=1 a ). Rekneme, ze Y C Fle(MV L) je L-splnitelnd, kdyz plati, ze:

Existuje v € W tak, ze pro kazdou ¢ € Y plati M, v ||— .

Rekneme, 7ze Y C Fle(MVL) je L-konzistetni, kdyZ pro kazdou kone¢nou
podmnozinu {¥1, ..., 1, } mnoziny Y plati:

Neni pravda, ze 7 (Y1 A ... Ay,) — (p A —p).
L je silné uplnd, plati-li pro kazdou Y C Fle(MV L):
Jestlize je Y L-konzistentni, pak je Y také L-splnitelna.

Rekneme, Ze L je kompaktni, kdyZ je pro kazdou Y C Fle(MV L) splnéna
podminka:

Y je L-splnitelna iff kazda koneéna X C Y je L-splnitelna.

Pfi tomto vymezeni (které je prevzato z [14], str. 115) a za pfedpokladu
korespondence vlastnosti =, a bk plati obvykly vztah mezi silnou tplnosti
a kompaktnosti.

Lemma 4.7.1 L je silne upind iff L je kompaktni.

Dikaz: 1. Nejprve predpokladejme pro spor, ze L je silné Uplna, ale neni
kompaktni. Pak existuje Y C Fle(MV L), ktera neni L-splnitelna, ale kazda
jeji konecna podmnozina je L-splnitelna. Protoze je L silné tplné, neni YV
L-konzistentni. Tedy existuje {u1,...,1,} CY tak, ze by (1 AL AY,) —
(p A —p). Piitom {¢1,...,%,} je L-splnitelné a tedy existuje v € W tak, ze
M,v|—vy A... A,. Tedy M,v|—p A —p, coZ je spor.

2. Opacnou implikaci dokazeme opét sporem. Predpokladejme, ze L je
kompaktni, ale neni silné uplna. Pak existuje Y C Fle(MV L), ktera je L-
konzistentni, ale neni L-splnitelna. Protoze je L kompaktni, neni splnitelna
néjaké konend podmnozina {11, ..., 1, } mnoZiny Y. Pro kazdé v € W tedy
plati, ze M, v |~ —(1 A ... A1y,). Tedy pro kazdé v € W plati M, v ||—(¢1 A
o ANYp) — (pAp). Tedy Frp (Y ALoo Ady) — (p A —p). Takze Y neni
L-konzistentni, coz je spor. Q.E.D.

Nyni pristoupime k logice £3. Budeme potiebovat jedno pomocné lemma.
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Lemma 4.7.2 Necht p,1) € Fle(MV'L) a1 je v zdkladnim tvaru vzhledem
k atomim z At(p). Pak plati, Ze Fgs v — ¢ nebo g3 v — —p.

Diikaz: Protoze 1 je v zakladnim tvaru, plati, ze ||¢| = {w} pro néjaké
w e Wf. Pak plati bud [[1/]| C |||, nebo ||¥] C ||-¢|. Tedy Egrs ¥ — ¢
nebo Fp3 v — —p. A tedy g3 v — ¢ nebo Fgs v — —p. Q.E.D.

Véta 4.7.1 Logika E3 je silné uplnad.

Diikaz: Predpokladejme, ze Y C Fle(MV L) je konzistentni. Stejnou me-
todou, jaka se pouziva v Lindembaumové lemmatu, mizeme Y rozsitit na
mnozinu Y ', ktera je také konzistentni a pfitom maximalni, tj. pro kazdou
formuli jazyka modalni vyrokové logiky obsahuje bud ji, nebo jeji negaci.
K mnozing Y vezmeme svét v = (T, Z,) modelu MF3 ktery je vymezen
takto:

T,={x € Fle(KVL);x € Y*}.
Zy,={x € Fle(KVL);Ox € YT}

Necht ¢ € Fle(MVL). VY7 existuje pravé jedna formule 1, kterd je v zé-
kladnim tvaru vzhledem k atomtim z At(p) (jiz na zakladé klasické vyrokové
logiky jsou kazdé dvé takové formule ve sporu, ale je dokazatelna disjunkce
vSech téchto formulf). Na zakladé definice svéta v je ziejmé, ze MF3 v ||— ).
Za pomoci pfedchoziho lemmatu dostavame:

peYtiff by — @iff Epg v — @ iff M7 v |l— .

ProtoZe ¢ byla libovoln4, plati, Ze pro kazdé ¢ € Y ME3 v |- . Tedy Y je
splnitelna. Q.E.D.

Jako disledek ziskdvame nasledujici tvrzeni.
Véta 4.7.2 Logika E3 je kompaktni.

Pro logiky E1, E2 a E4 bychom mohli postupovat naprosto analogicky.
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5 Srovnani s jinymi logikami

5.1 Sémantické souvislosti F-logik s logikami S4 a S5

Nebudeme se v této kapitole ani tak zabyvat souvislostmi logik ve smyslu
vztahtt mezi mnozinami formuli. SpiSe se zaméfime na moznost vymezit sé-
mantiku riznych logik ve stejném stylu. Sémantika E-logik je vymezena od-
lisnym zptisobem, nez byva zvykem. Je dano jedno univerzum moznych svétt
jakozto dvojic situace-znalost a v tomto univerzu je fixovana valuace atomi
prirozenym zptsobem. Sémantika F-logik se lisi pouze relaci dosazitelnosti,
krera je vsak pro kazdou z nich také jednoznacné urcena. Logiky S4 a S5 by
také mohly byt vymezeny jedinym (kanonickym) modelem.?® Ale pokusime
se ukazat jesté o néco vétsi podobnost v moznostech sémantického vymezeni,
a tim také otevrit moznost analogickych interpretaci téchto logik. Prestoze
se FE-logiky s logikou S5 ,miji“, zatimco napf. logika F3, na kterou se zamé-
fujeme predevsim, je rozsitenim logiky 5S4, zda se, Ze sémantickd podobnost
E-logik s S5 je vétsi nez podobnost s S4. Jak nyni ukazeme, logika S5 by
mohla byt vymezena velice podobnym zptisobem jako E-logiky. Dochézi opét
pouze ke zméné relace dosazitelnosti, ktera bude vymezena pomoci rovnosti
(namisto inkluze, jak je tomu v logice E3):

M = <WE, R, VE> je kripkovsky model, kde plati:
vR%w iff Z, = Z,,.

Jestlize Y C Fle(KV L), pak Y bude mnoZina viech mk-teorii KV L, které
obsahuji Y. Nasledujici tvrzeni je analogii tfetiho lemmatu kapitoly 4.4.

Lemma 5.1.1 Je-li X konecnd mnoZina mk-teorii KV L, pak (N X)! = X.

Diikaz: Kazdé mk-teorii KV L odpovida jedno ohodnoceni atomti. Mnozina
K ={Mod(T);T € X}

je mnozina téch ohodnoceni, které odpovidaji mk-teoriim KV L z X. Pak
plati, ze Th(K) = ()X a tedy také

Mod(Th(K)) = J{Mod(T); T € (N X)'}.

35Tento model je viak vystavén z mk-teorii piislusnych modéalnich axiomatickych sys-
tému. V tom je rozdil oproti E-logikdm a Carnapové modalni logice C, kde je kanonicky
model vystavén z mk-teorii KV L.
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K je konefnd mnozina. Ze tfetiho lemmatu kapitoly 4.4 mame Mod(Th(K)) =
K. Tj.

U{Mod(T)T € (NX)'} = U{Mod(T)iT € X},
To znamen4, Ze () X)! = X. Q.E.D.
Véta 5.1.1 Pro kaZdou o € Fle(MV L) plati, Ze g5 @ iff M ||~ .

Dikaz: 1. Necht g5 . Pak ¢ plati ve vSech kripkovskych modelech, kde
relace dosazitelnosti je relaci ekvivalence. Tedy ¢ plati i v M5,

2. Pfedpokladejme, Ze neplati g5 . Pak existuje koneény model M =
(W,R,V)awv el tak,ze R=W x W a M,v |l ¢. Ke kazdému svétu w
modelu M vytvoiime sv&t f(w) = (Tp(w), Zf(w)) modelu M>>:

Trw) = {p € Fle(KVL); M,w |- ¢},
Zw) = {p € Fle(KVL); M [|- ¢}.

Mnozina Zy,) je stejna pro vSechna w € W. Tuto mnoZinu Z miZeme také
vyjadrit takto:

Z =X, kde X = {Tju);uc W}

Nyni ukazeme, ze f je p-morfismus. Jisté f zachovava platnost atomickych
formuli a pokud vRw, pak také f(v)R%®f(w), protoze druhd slozka svéti
f(v), f(w) je totozna. Predpokladejme, ze v € W, u € WF a plati f(v)R%u.
Staci dokazat, ze existuje w € W tak, Zze f(w) = w. Ale kdyby takovy
svét neexistoval, pak by platilo (1 X)! # X, coz podle ptedchoziho tvrzeni
neplati.

Protoze f je p-morfismus, plati M, f(v) |/ ¢ atedy i M |£ ¢. Q.E.D.

Zda se, ze pro logiku S4 analogické vymezeni neni mozné. AvSak je
zde moznost alespon se priblizit stylu, v némz jsou koncipovany FE-logiky,
prijmeme-li urcity tstupek. Tento tstupek bychom mohli interpretovat jako
odstranéni predpokladu, ze musi byt vSechny modalni situace realizovatelné.
Na formalni strané to bude vypadat tak, ze vyjdeme z logiky E3, ale ptipus-
time jako mozné univerzum libovolnou podmnozinu univerza W¥. Nebude
se tedy jiz jednat o logiku jediného modelu, ale o logiku jisté tiidy modeli.

S4-modelem budeme rozumét kazdy kripkovsky model, v némz je relace
dosazitelnosti reflexivni a tranzitivni. E3!-modelem budeme rozumét kazdy

kripkovsky model M = (W, R, V'), kde plati:
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W CWwE,
vRw iff vRP3w pro kazdé v,w € W,
V(p) =W N VE(p) pro kazdy atom p.

Definujeme: g5 ¢ iff pro kazdy E3!-model M plati M |- ¢.
Véta 5.1.2 Pro kaZdou ¢ € Fle(MV L) plati, Ze =54 ¢ iff g3t -

Diikaz: 1. Piedpokladejme [=g4 ¢. Protoze kazdy E3'-model je také S4-
modelem, plati Fpgs1 .

2. Nyni pfedpokladejme, Ze neplati =g4 ¢. Pak existuje konecny S4-
model M = (W, R, V) av € W tak, ze M,v|# ¢. Na zdkladé modelu M
sestrojime E3!-model, v némz také neplati ¢. Nejdiive vSak sestrojime S4-
model M'= (W, R, V"), ktery je ramcové shodny s modelem M, jen v ném
zménime valuaci V. Je-li p € At(p), pak V{(p) = V(p). Pokud p ¢ At(y),
pak V{(p) = W. Protoze v M’se zménila pouze valuace atomi, které se ve ¢
nevyskytuji, plati stale M, v |4 ¢. Necht W = {wy,...,wn} a p1,....,pm €
At — At(p). Nyni ke kazdému w € W sestrojime svét f(w) = (Tw), Zf(w))
hledaného E3'-modelu:

Trw) = {x € Fle(KVL); M w|l= x},

Zyw) = {ps; wiRw}.
Diky predchozi ipravé modelu jisté plati, Ze Z() C Ty Tedy f(w) € WE.
Miizeme definovat E3'-model M* = (W*, R*, V*):

W = {f(w);w e W},

sR*t iff Z, C 7,

V*(p) ={s e W*pe T}

Opét ukazeme, ze f je p-morfismus modeld M a M*: 1. Mw|-piff p €
Trw) it M*, f(w) |- p. 2. Necht vRw. Pak protoze R je tranzitivni, plati
Zw) € Zw)- 3. Necht f(w;)R* f(w;), ti. Zfw,) € Zfw,)- DokdZeme, Ze pak
také w; Rw;. Pro spor piedpokladejme, Ze neplati w; Rw;. Pak diky reflexivité
Pi € Zf(wy), ale pi & Zjw,). Tedy neplati Zyw,) € Zj(w,), oz je spor. Protoze
f je p-morfismus, neplati g3 . Q.E.D.
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V dikazu jsme vyuzili predpokladu, ze mame k dispozici nekonecné
mnozstvi atomtli. Bez tohoto predpokladu se nelze obejit. Kdybychom se ome-
zili na kone¢nou mnozinu atomt GG a vymezili pro né sémantiku stejnym zpu-
sobem, neodpovidala by jiz logice S4. Mohli bychom totiz vzit néjaké mnoziny
formuli H,, Hs takové, ze Hy C Hy C H, kde H je stale mnozina vsech formuli
odpovidajicich ohodnocenim atomi z GG. Pak by v takto vymezené sémantice
platila nésledujici formule: (O(Hy A (H — Hy)™)ANO(HY A(H — Hy)™?)) —
O(Hs A (H — Hy)™ ANO(HY A (H — Hy)™®)). Tato formule vsak neplati v
logice S4. Nejednalo by se tedy jiz o adekvatni sémantiku pro logiku S4.

Vratime se nyni jesté k logice S5. Sémantickd podobnost je skutecné
znacna. Mutzeme Tici, ze logiky E1, E2, E3, E4,S5 patii do stejné rodiny
logik. Pro jednoduchost se omezime opét na konecnou mnozinu atomi G.
Z¥ejmé bychom mohli také pro logiku S5 vytvorit model M35 podobné jako
pro E-logiky a provést pro ni uplné stejné vSechny tavahy predchozich dvou
kapitol. Jediny (a v jistém smyslu nepodstatny) rozdil by byl v tom, Ze mo-
dality operuji jinym zptisobem na modéalnich intenzich. Pro S5 by platilo:

10|l = {w eWhkww:K,=K,=uve€ ||g0||},
|Cw]l = {w eWEiJ: K, =K,,v € ||<,0||}

Pohled, ktery na spojky téchto logik nahlizi jako na funkce, které modalnim
intenzim prifazuji modalni intenze, smazava podstatny rozdil mezi modal-
nimi a jinymi operatory. Mohli bychom také vytvofit logiku, v niz by bylo
integrovano vsech pét modalit téchto logik jako odlisné spojky (OF!, OF2
OF3 OF4 0% - s odpovidajicimi protéjsky modality moznosti) interpreto-
vané jako odlisné funkce na modélnich intenzich v univerzu WF (které je
vSem spolecné). Tyto spojky by byly dokonce vzajemné definovatelné. Kdyz
totiz vezmeme dvé formule v norméalni formeé, které se lisi pouze v tom, zZe
modality v jedné maji index néjaké z pravé zvazovanych c¢tyr logik, kdezto
modality druhé maji index nékteré jiné z téchto logik, pak jsou tyto formule
logicky ekvivalentni v logice obsahujici vSechny ¢tyti druhy modalit. Tedy ke
kazdé formuli obsahujici jeden druh modalit (feknéme L) muzeme vzit jeji
normalni formu, v ni pfeznacit indexy modalit na libovolny jiny typ modality
(feknéme Lo) a ziskdvame logicky ekvivalentni formule. Takto mizeme defi-
novat libovolnou formuli jazyka obsahujiciho vedle klasickych spojek pouze
modality Ot 0% pomoci néjaké formule, kterd obsahuje z modalit pouze
Ol2 Ol2 Vztahy mezi témito modalitami jsou tedy v jistém smyslu podobné
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jako napi. vztah mezi disjunkci a implikaci v klasické vyrokové logice, kde
jednu muzeme definovat pomoci druhé.

5.2 Vztah F4 k C a dalsi obména

Logika C' je obsazena v logice F4 v podobném smyslu, v jakém je klasicka
logika obsazena v intuicionistické, tj. skrze néjaky preklad. Tento preklad,
ktery oznac¢ime pismenem , D, zdvoji vSechny modality v prekladané formuli
jazyka modalni vyrokové logiky. Tedy mutzeme definovat:

D(p) = p, pro kazdy atom p.
D(=¢) = =D(¢p).
D(p Ny) = D(e) A D(@).
D(Op) = 00D(y).
Pak plati nasledujici tvrzeni.
Véta 5.2.1 Necht ¢ € Fle(MV'L). Pak ¢ ¢ iff Fra D(p).

Diikaz: Vezméme model M¢ = <V[/*E,RO,VE>7 kde R® = WEF x WF. V
tomto modelu plati pravé vsechny formule platné v logice C', protoze druha
slozka svétil se stava irelevantni. Nyni stac¢i dokazat indukci dle slozitosti
¢, Ze pro libovolné w € W¥ plati MY w|— ¢ iff M¥* w]|— D(p). Atomy
a spojky — a A jsou pfimocaré. Necht ¢ = Oi. Pak MY w |- Oy iff pro
kazdé v € WF plati MC, v |- iff pro kazdé v € WF plati M*4 v ||~ D(v)
iff ME4 w|-00D(y) iff MP w |~ D(0Oy). Q.E.D.

Zde se nabizi vytvoreni logiky, ktera je v podobném vztahu k logice F4,
jako je logika S5 k C. Misto jedné, fixné dané mnoziny Int vSech interpre-
taci vezmeme v tvahu vSechny jeji neprazdné podmnoziny. Pro libovolnou
neprazdnou X C Int definujeme zvlastni model MX = (WX, R¥ VX)), kde

WX = {w,w = <Iw,Kw> ,]w € Kw g X}v
VX (p) = {s € W¥; I,(p) = 1} pro kazdy atom p.

Logiku urcenou touto tiidou modeli nazveme F4—. Definujeme:
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=pa_ @ iff pro kazdou neprazdnou X C Int plati M*X |- ¢.

Zjevné pak plati nasledujici tvrzeni, které vyjadiuje, ze logika S5 je vnorena
v logice F4— skrze pieklad D — nebo jinymi slovy to, ze modalita logiky S5
je odvozenou modalitou v logice F4—.

Véta 5.2.2 Necht p € Fle(MV'L). Pak tg5 ¢ iff Fpa— D(p).

Axiomatizaci logiky F4— ziskame tak, Ze k logice T' pfidame schémata
1. OO0y — O0Op,
2. OOp — 00Oy,

kde ¢ mize byt libovolnéd formule z mnoziny Fle(MV L). Déle pfidame ob-
ménu schématu (E3):

3. (Op1 A D) — O(ppy A D ADOPY).

Schéma se jako v E3 vztahuje na libovolné formule ¢, ..., ¢, € Fle(KVL).
P je formule OOy A ... A OO,

Diikaz, ze se jedna skutec¢né o kalkul logiky F4— by mohl byt proveden
analogicky k diikazu tuplnosti logiky E'3.

Korespondenci vztahti mezi S5 a C' a mezi F4— a E4 zvyraznuje jesté
nasledujici fakt. Vyse jsme uvedli ditkkaz, ze C' lze ziskat tak, ze k S5 pridame
vSechny formule tvaru $o, kde ¢ vyjadiuje néjaky stav véci, tj. je konjunkci
literalt obsahujicich rizné atomy. Analogicky: Pokud bychom pfidali schéma
OO (pro pravé zminéné formule ) k F4—, ziskali bychom alternativni
kalkul logiky FA4.

V logikdich F4— a F4 jsou rozliSeny modality O a OO. Nevztahuje se
na né tedy Beckerova kritika smésovani zdvojenych modalit s jednoduchymi
(viz kapitola 2.3).

5.3 Vztah E3 k intuicionistické logice

Interpretace logiky E3 méa mnoho spoleénych ryst s interpretaci intuicio-
nistické logiky. V obou pripadech hraje dilezitou roli proces rozsifujiciho
se poznavani. Relace dosazitelnosti je interpretovana jako zachyceni tohoto
procesu. Dosazitelny je takovy stav, v némz je mnozstvi ziskanych informaci
rozsireno. Pokusime se nyni o formalni srovnani intuicionistické logiky a E'3.
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Jazyk intuicionistické vyrokové logiky obsahuje jako zakladni spojky —,
—, A, V, které jsou zde vzajemné nedefinovatelné, a neobsahuje modality.
Spojka < je definovana béznym zptisobem pomoci implikace a konjunkce.
Fle(IV L) bude mnozina formuli tohoto jazyka. Existuje zndma korespon-
dence mezi intuicionistickou logikou a logikou S4. Aby bylo mozné srovnat
intuicionistickou logiku s logikou S4, pouziva se ptrekladu, ktery kazdé for-
muli ¢ € Fle(IV L) pfitadi formuli Tr(p) € Fle(MV L). Pieklad je vymezen
rekurzivne:

Tr(p) = Op, pro kazdy atom p.

~

(
r(—p) = 0-T7r(e).
rie — ) =0(Tr(p) = Tr(¥)).
(
(

S

Tr(p A) =Tr(e) ANTr().
Tr(p V) =Tr(e)VTr().

Korespondence intuicionistické logiky a S4 je dana tim, ze pro kazdou formuli
¢ € Fle(IV L) plati, Ze ¢ je intuicionisticky platna pravé tehdy, kdyz Tr(p)
je platné v logice S4. Tedy mnozina

{p € Fle(IVL); =sa Tr ()}

je mnozinou vsech intuicionisticky platnych formuli. Polozime si nyni otazku,
jakd mnozina formuli jazyka intuicionistické vyrokové logiky je pii tomto
prekladu vymezena logikou F3. Pokusime se tedy pomoci néjakého kalkulu
vymezit mnozinu

{o € Fle(IVL);Eps Tr(y)}.

Prvnim pozorovanim je, ze tato mnozina bude obsahovat vSechny intuicionis-
ticky platné formule, nebot E3 je silnéjsi nez S4. Jisté v8ak bude obsahovat
také néco navic a otazkou nyni je co. Napr. obsahuje formuli ——p — p,
protoze jejim ptekladem je formule O(O<COp — Op), kterd je platnd v E3.
Kdyby tedy tato mnozina byla uzaviena na substituci, obsahovala by vsechny
tautologie klasické vyrokové logiky, nebot je uzaviena na modus ponens a
pfidanim schématu ——¢ — ¢ k intuicionistické vyrokové logice obdrzime
klasickou vyrokovou logiku. Zvazovana mnozina vsak na substituci uzaviena
neni, protoze napt. formule =—(p V —p) — (p V —p) v ni neni obsazena. Neni
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v ni obsazena ani formule, ktera je nejdiilezitéjsi intuicionisticky odmitanou
formuli, totiz princip vylouceného tietiho: p V —p. Pteklad této formule je
Op Vv O-0Op. Tato formule v E3 neplati.

Za zaklad kalkulu, kterym mnozinu vymezime, vezmeme néjaky vhodny
kalkul pro intuicionistickou logiku, napf. ten, ktery je uvedeny v [29], str. 26 a
59. Obohatime ho o dvé schémata: Pokud ¢, v, x € Fle(IV L) a ¢ neobsahuje
disjunkci, pak nasledujici formule pfidame mezi axiomy:

(+) o — o,

(++) (p—= (@ VX)) = ((p =) V(p— X))

Tim doslo ke zna¢nému zesileni intuicionistické logiky. Spojky negace, impli-
kace a konjunkce se chovaji klasicky. Presnéji feceno, diky pridani schématu
(4) je v tomto kalkulu dokazatelnd kazda klasicka tautologie neobsahujici
disjunkci. Schéma (++), tj. jistym zpisobem omezena distributivita impli-
kace vuci disjunkci, také neni platnym principem v intuicionistické logice.
Presto tvori intuicionisticka logika zaklad, ze kterého jsme vysli, a proto tuto
logiku nazveme IL+. F;. ¢ tedy znamena, ze formule ¢ je dokazatelna v
pravé definovaném kalkulu.

K predvedeni, ze I L+ skutecné odpovida logice 3 vzhledem k prekladu
T'r, budeme potiebovat nékolik pomocnych tvrzeni. Nejdiive ukazeme, ze
skrze ptreklad T'r ziskavame jen jisty spcificky typ modalnich formuli.

Lemma 5.3.1 Necht ¢ € Fle(IVL). Pak =gs Tr(p) < OTr(y).

Diikaz: Budeme postupovat indukci podle slozitosti formule . Cely postup
by mohl byt proveden jiz v S4.

1. Pro kazdy atom p je Tr(p) = Op. Tedy formule Tr(p) < OTr(p) je
totoznd s formuli Op <« OOp, kterd je platna v E3.

2. Predpokladejme, ze pro formule ¢,y € Fle(IVL) je tvrzeni doka-
zéno. a) Dokazeme, Ze tvrzeni plati pro —¢). Nésledujici formule jsou v E3
ekvivalentni:

Tr(—),
O-Tr(y),
Oo0-Tr (1),
DTr(—nﬁ).
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b) Dokazeme, Ze tvrzeni plati pro ¢» — x. Nésledujici formule jsou v E3
ekvivalentni:

Tr(y — x),

D(Tr () — Tr(x)),
DO(T'r(y) — Tr(x)),
OTr(y — x).

c) Dokézeme, Ze tvrzeni plati pro ¢ A y. Nésledujici formule jsou v E'3 ekvi-
valentni:

Tr(y A x),

Tr(y) NTr(x),
OTr(y) AOTr(x),
O(Tr(¥) ATr(x)),

OTr(¢ A x).

d) Dokazeme, ze tvrzeni plati pro ¢ V y. K tomu postaci, ze dokdzeme g3
Tr(y VvV x) — OTr(¢ V x). Uvedeme posloupnost formuli, jejiz kazdy ¢len
implikuje v E3 ¢len nasledujici:

Tr(y Vv x),

Tr() v Tr(x),
OTr(y) v OTr(x),
D(Tr(p) v Tr(x)),

OTr(y V x).
Tim je dikaz dokoncen. Q.E.D.
Nyni se opét omezime na kone¢nou mnoZinu atomtt GG a na model M3

pro vhodné a. Rekneme, Ze modalni intenze X je uzaviend, kdyZ je prazdna
nebo kdyz existuje v € W tak, 7e pro libovolné w € W% plati:
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we X iff K, C K,.

Lemma 5.3.2 Necht ¢ € Fle(IVL) obsahuje pouze atomy z G. Pak plati,
zZe |Tr(p)| je uzaviend iff =3 OOCTr (@) — Tr(p).

Diikaz: 1. Necht ||Tr(p)|| je uzaviena. Pak se jedna bud o prazdnou mno-
zinu a to znamena, ze plati Fp3 OOCTr(p) — Tr(p). Nebo existuje néjaké
v € WE tak, Ze pro libovolné w € WF plati: w € | Tr(p)| iff K, C K,.
Necht u € W2 a plati ME3 v |- O0Tr(p). Pak pro kazdé I € K, plati, Ze
ME3 (I {I}) |- Tr(e). To miZe nastat pouze kdyz K, C K,. To znamena,
7e ME3 w|—Tr(p).

2. Necht =ps OCTr(p) — Tr(p). Vezméme v takové, ze

K, ={I € Int(G); ME* (1, {I}) |- Tr(¢)}.

Jestlize takové v neexistuje, pak musi byt ||77(p)|| prazdna (a tedy uzaviend),
nebot diky pfedchozimu lemmatu vime, ze plati-li nékde T'r(y), pak musi pla-
tit také ve vSech dosazitelnych koncovych svétech. Jestlize takové v existuje,
dokézeme, Ze pro kazdé w € WE plati: w € ||Tr(p)| iff K, C K,. Necht
nejprve w € || Tr(p)||. Pak podle piedchoziho lemmatu ME3 w ||—OTr(p)
a tedy pro kazdé I € K,, plati, ze M3 (I, {I}) | Tr(p). Tedy K, C K,.
Necht naopak K, C K,. Pak plati, ze ME3 w |- 0O0Tr(¢) a diky piedpo-
kladu plati také ME3 w|—Tr(p), tj. w € ||Tr(e)|. Tedy [|[Tr(p)| je uza-
viena. Q.E.D.

Lemma 5.3.3 Necht ¢ € Fle(IVL) obsahuje pouze atomy z G. Pak plati,
Ze ||Tr(p)| je uzaviend iff Fps Tr(——p — ¢).

Dikaz: Plati, ze =gs Tr(——¢ — @) iff Egs O(0OCTr(e) — Tr(p)) iff
g3 OOCTr(9) — Tr(yp). Tvrzeni pak plyne z predchoziho lemmatu. Q.E.D.

Lemma 5.3.4 Necht ¢ € Fle(IV L) obsahuje pouze atomy z G a neobsahuje
disjunkci. Pak plati, Ze ||Tr(p)| je uzavrend.

Diikaz: Budeme postupovat indukci podle slozitosti :

1. Pro kazdy atom p € G je || Tr(p)|| = ||Op||. Vezmeme-li v € WE takovs,
7e K, = {I € Int(Q);1(p) = 1}, pak pro kazdé w € W2 plati, ze w € ||Op|
iff K, C K,,. Tedy ||Op|| je uzaviena.

2. Predpokladejme, ze 1, x € Fle(IV L) na atomech G neobsahuji dis-
junkci a plati, ze | Tr(¥)|, [|Tr(x)|| jsou uzaviené modélni intenze. Pfedpo-
klddejme, Ze existuji v, u € WE tak, ze pro kazdé w € WF plati:
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w € [Tr()| iff K C Ko,
w e | TrQ)| iff Ky © K.

a) Nejprve dokdZeme indukéni krok pro negaci. Vezméme s € WE tak,
ze Ky = Int(G) — K,. Pokud takové s neexistuje, je ||Tr(—%)|| prazdna a
tedy uzaviena. Existuje-li, dokaZeme, Ze pro kazdé w € WE plati:

w e ||Tr(—y)| iff K, C K.

|Tr(—)|| = ||8-Tr(¢)|. Necht nejprve w € ||O-Tr(y)||. Tedy je-li I € K.,
pak I ¢ K, (protoze jinak by w € ||OTr(v)||), tj. I € K. Necht naopak
K, C K,. Pak pro zadné t € WE takové, ze wRE3t neplati K; C K,. Tedy
w € ||O-Tr()|. Tedy [|Tr(—)]| je uzaviena.

b) Nyn{ dokédZeme indukéni krok pro implikaci. Vezméme s € WE tak, ze
Ky, ={I € Int(G);1 ¢ K, — K, }. Pokud takové s neexistuje, je || Tr(¢) — x)||
prazdnd a tedy uzaviena. Existuje-li, dokdzeme, Ze pro kazdé w € WE plati:

we | Tr(y — x)| iff K, C K.

1776 — Il = |9(Tr() — Tr(x)]l. Necht w € [O(Tr(e) — Tr(x)]| a
I € K,,. Kdyby I € K, — K,, pak by w € ||[O(Tr(¥) A =Tr(x))||, coz by
byl spor. Tedy I € K,. Necht naopak K, C K. Pak pro kazdé t € WFE
takové, ze wRE3t plati K; C K, nebo neplati K; C K, (kdyby to nebyla
pravda, existovalo by I € K; C K,, C K, tak, 7ze I € K, — K,). To znamena,
ze ME3 t|£ Tr(v) nebo ME3 t||—Tr(x). Tedy w € ||O(Tr(w) — Tr(x))|-
Tim je dokézano, ze ||Tr(v) — x)|| je uzaviena.

c) Nakonec dokézeme indukéni krok pro konjunkci. Vyplyne z toho, ze
prunik uzavienych modéalnich intenzi je uzaviena modalni intenze. Vezméme
s € WE tak, 7e K, = K, N K,. Pokud takové s neexistuje, je [|Tr(x) A x)||
prazdna a tedy uzaviena. Existuje-li, plati pro kazdé w € WE:

w e [[Tryp Ax)| it we [[Tr@)[| 0 ([Tr()] iff Ky © K.

Tim je dokazano, ze ||Tr () A x)|| je uzaviena.
Indukéni kroky bychom mohli provést i v piipadé, ze by néktera z intenzi
Tr(O)|, [|Tr(x)| byla prazdna. Q.E.D.

Nyni jiz miiZzeme dokdzat korektnost schémat (+) a (++).

Lemma 5.3.5 Necht ¢ € Fle(IV L) je takovd, Ze neobsahuje disjunkci. Pak
plati, Ze Fps Tr(=—p — ¢).
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Diikaz: Zvolime-li za G mnozinu At(y), plyne tvrzeni z predchozich dvou
lemmat. Q.E.D.

Lemma 5.3.6 Necht ¢,¢,x € Fle(IVL) a ¢ neobsahuje disjunkci. Pak
plati, Ze =ps Tr((e — (¥ VX)) = ((¢ = ) V(¢ = X)))-

Diikaz: Formule Tr((¢ — (¥ VX)) — (¢ = ¥) V(¢ — X))) Je to-
tozna s formuli O(O(Tr(¢) — (Tr(w) V Tr(x))) — (O(Tr(e) — Tr(y)) VvV
O(Tr(¢) — Tr(x)))). Tato formule plati v E3 pravé tehdy, kdyz zde plati
formule (O(Tr(p) A=Tr(y)) ANO(Tr(p) AN=Tr(x))) — O(Tr(e) A=Tr() A
=Tr(x)). Jeji platnost dokdzeme. Necht G je mnozina atomi vyskytujicich
se ve formulich ¢, ), x. Necht w € WE a plati

MBS, w |- O(Tr(p) A ~Tr()) A O(Tr(g) A ~Tr(x)).

Tedy existuji svéty u,v € W2 takové, 7e K, C K, a K, C K, a plati
MP ull=Tr(p) A=Tr(y),
Mg?, v |=Tr(p) A =Tr(x).

Mohu vzit s € WE takovy, 7ze K, = K, U K, (takovy svét jisté existuje).
Podle ¢tvrtého lemmatu je ||77(¢)|| uzaviend, nebot ¢ neobsahuje disjunkei.
Z toho plyne, 7ze v s plati Tr(y). Navic K5 C K,,. Tedy

ME3 w = O(Tr(e) A O=Tr(h) A O=Tr(x)).

V E3 je formule &—=Tr(y) ekvivalentni s =0O7'r(y)) a ta je podle prvniho
lemmatu ekvivalentni s =7Tr(¢)). To samé plati pro formuli G—Tr(x). Tedy

M w = O(Tr(p) A =Tr(y) A =Tr(x)).

Tim je ditkaz dokoncen. Q.E.D.

Lemma 5.3.7 Necht p,1,x € Fle(IVL). Nasledujici formule jsou dokaza-
teln€ v [ L+:

a) =(p V) = (mp A=),
b) ((p V) = x) < ((¢—=x)A W — X)),
c) (p AW VX)) = ((pAD)V(pAX)).
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Pokud ¢ neobsahuje disjunkci, tak je v I L+ dokazatelnd také formule:
d) (¢ = W VX) = (e—=9)Vip—X)

Diikaz: Formule a)-c) jsou dokazatelné jiz v intuicionistické logice, jak lze
ovéfit jednoduse sémanticky. Jedna implikace formule d) je také dokazatelna
v intuicionistické logice a druha je zajisténa schématem (++). Q.E.D.

Necht ¥ € Fle(IVL). Rekneme, 7e ¥ je v disjunktivnim tvaru, kdyz
V=191 V...V (k> 1) aformule ¢4, ..., neobsahuji disjunkci.

Lemma 5.3.8 Necht ¢ € Fle(IVL). Pak existuje formule ¥ v disjunktivnim
tvaru tak, Ze rpy p 0.

Diikaz: Budeme postupovat opét indukei podle slozitosti formule ¢:
Kazdy atom p je sam v disjunktivnim tvaru. Predpokladejme, ze 1, y €
Fle(IVL) a plati:

'_]L+w<—>(w1\/\/¢k) (k’z].),

Froex = (V... Vx) (1 >1),

kde formule 1, ..., ¢, x1, ..., x; neobsahuji disjunkci. Postupné ukazeme
jednotlivé indukéni kroky.
a) Negace: Nasledujici formule jsou dokazatelné ekvivalentni v [ L+:

1. =,
2. (Y1 V.V ),

3. AL Ay

Ptechod od 2. ke 3. formuli je zajistén bodem a) pfedchoziho lemmatu. 3.
formule neobsahuje disjunkci a je tedy v disjunktivnim tvaru.
b) Implikace: Nasledujici formule jsou dokazatelné ekvivalentni v I L+:

L ¢ —x,
2. (V.. V) = (a Ve Vo),

3. A (¥ — (V- VX)),

101



4N (W = x) VeV (@0 — X)),
5. Vi Vo (1 = xa) Ao A (e = X))

Ekvivalence jsou zajistény predchozim lemmatem: pirechod od 2. ke 3. formuli
je zajistén bodem b), prechod od 3. ke 4. formuli je zajistén bodem d) a
koneéné prechod od 4. k 5. formuli je zajistén bodem c). 5. formule je v
disjunktivnim tvaru.

¢) Konjunkce: Nésledujici formule jsou dokazatelné ekvivalentni v I L+:

Lo Ax,
3. \/le v;:l(¢iAXj)'

Ptiechod od 2. ke 3. formuli je zajistén bodem c) pfedchoziho lemmatu. 3.

formule je v disjunktivnim tvaru.
d) Disjunkce: Nésledujici formule jsou dokazatelné ekvivalentni v I L+:

L. ¥ Vy,

2. ¢1\/...\/¢k\/X1\/...\/Xl.

2. formule je v disjunktivnim tvaru. Q.E.D.

Lemma 5.3.9 Necht Xi,..., Xy (k > 1) jsou uzaviené moddlni intenze a
plati X, U ... U X, = WE. Pak pro néjaké i takové, e 1 < i < k, plati, Ze
Xi - WaE

Diikaz: Vezméme néjaky svét w € WE takovy, ze K,, = Int(G). Protoze
UL, Xi = WE, existuje i (1 <4 < k) tak, 7e w € X,. Protoze X; je uzaviena,
plati pro kazdé v € WE 7e v € X; (nebot K, C K,,). Q.E.D.

Nyni jiz mame vSe pfipraveno k diikazu hlavniho tvrzeni této kapitoly.
Véta 5.3.1 Necht ¢ € Fle(IVL). Pak Fipy ¢ iff Ers Tr(e).

Diikaz: 1. (korektnost) Logika E3 obsahuje logiku S4, tedy pieklad vSech
intuicionistickych axiomt plati v E'3. Platnost prekladu schémat (+) a (++)
byla dokézana v patém a Sestém lemmatu. Navic, jestlize g3 Tr(¢¥) a FEgs
Tr(¢y — x), pak také |=gs Tr(x). Tim je dokdzana prvni implikace.

2. (aplnost) Predpokladejme g3 Tr(p). Podle osmého lemmatu existuji
formule ¥4, ...,9Y; € Fle(IVL) (k > 1), které neobsahuji disjunkci a plati:
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I_IL—i- QY (191\/...\/19]€).
Diky praveé dokazané korektnosti plati také:

To je ekvivalentni s tvrzenim:

Ers Tr(p) < (Tr(V) V...V Tr(d)).
Protoze plati g3 Tr(y), ziskdvame:

FEps Tr(0y) V...V Tr(d).

Zvolme za G mnozinu vSech atomi vyskytujicich se ve formulich ¥, ..., V.

Pak
[Tr@)|U. .. U Tr@)]| = WL

Protoze formule ¥4,...,9Y; neobsahuji disjunkci, jsou podle ¢tvrtého lem-
matu modalni intenze ||T7(4)||,...,||Tr(V)| uzaviené. Tedy podle devé-
tého lemmatu existuje i (1 < i < k) tak, ze [|Tr(9;)|| = WZE. To zna-
mend, ze =pg3 Tr(0;). Dokdzeme, ze 9; je klasickd tautologie. Kdyby nebyla,
pak by existovala I € Int(G), pii které je tato formule nepravdiva. Pak by
ME3 (LAY | 94, t. ME3 (T {I}) ||£ Tr(9;)*. A protoZe do formuli, které
jsou nepravdivé ve svété (I,{I}) je mozno libovolné pfidavat modality a za-
chova se jejich nepravdivost, platilo by ME3 (I {I}) |/ Tr(9;). Pak by ale
neplatilo =g Tr(¥;), coz by byl spor. Protoze je ¥; tautologie, ktera neob-
sahuje disjunkci, plati ;7 ¢;. Tedy také ;. 97 V... VY, a tedy také
l_IL—i- @. QED

Posledni tvrzeni, které uvedeme, se tyka disjunkce v logice IL+. Rekli
jsme, ze ostatni spojky maji spiSe klasicky charakter. Nyni ukazeme, zZe dis-
junkce si zde zachovava dilezitou vlastnost, ktera je typickd pro intuicionis-
tickou disjunkci a ktera se v klasické logice ztraci.

Véta 5.3.2 Necht ), x € Fle(IVL) aplatitrp ¥V x. Pak také platityp, 1
nebo . x.

Diikaz: Mzeme postupovat podobné jako v predchozim dikazu. Podle osmého
lemmatu existuji formule ¢y, ... Vg, X1,...,Xx1 € Fle(IVL) (k> 1,1 > 1),
které neobsahuji disjunkci, a plati:
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Friy e (Y1 VLV ),
Frioe x = (xa V... Vx).
Diky predpokladu plati:
Froer VooV Vxi V... V.
Necht G obsahuje atomy z formuli ¢+, ..., ¥, x1, ..., xs. Pak
ITr@)ll U U Tr @) UITr ()l - U Tr (o)l = Wy

VsSechny modalni intenze, které zde vystupuji, jsou uzavrené. Existuje mezi
nimi tedy takova, ktera je totozné s mnozinou vsech svétii. Reknéme, Ze nalezi
formuli T'r(¢). Pak plati ;7 ©. Pokud ¥ = 1; pro néjaké ¢ (1 <i < k), pak
Frr+ 1. Pokud 9 = y; pro néjaké ¢ (1 <i <), pak k- x. Q.E.D.
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