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Abstrakt:

Nakrytie grafu G do grafu H je "lokalny izomorfizmus”: zobrazenie vr-
cholov grafu G na vrcholy grafu H také, ze pre vsetky v € V(G), okolie
vrchola v je zobrazené bijektivne na okolie (v H) obrazu v. My Studujeme
vypocetnu zlozitost problému nakrytia na graf H (rozhodnutie ¢i pre dany
graf G existuje nakrytie do H), kde graf H je regularny graf na 8 vrcholoch,
jeho hrany maju dve farby, pricom hrany jednej farby tvoria dva disjunktné
4-cykly. Podéavame tu plna charakterizaciu problému nakrytia pre takéto 3
regularne grafy. Polynomiélne pripady riesime pomocou prevodu na ststavu
linedarnych rovnic a tiez ukédzeme niektoré grafy, pre ktoré tato metoda ne-
funguje (napriek tomu, Ze problém nakrytia je polynomidlne riesitelny).
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Abstract:

A covering projection from graph G onto graph H is ”local isomorp-
hism”: a mapping from the vertex set of G onto the vertex set of H such
that, for every v € V(G), the neighborhood of v is mapped bijectively onto
the neighborhood (in H) of the image of v. We study the computational
complexity of the H-cover (deciding if a given graph G covers H), where
G is a regular graph with 8 vertices and edges of two colors, where edges
of one color create two disjoint 4-cycles. We present full characterization of
H-cover problem for such 3-regular graphs. We solve polynomial cases by
reduction to system of linear equations and we show some graphs for which
this method doesn’t work (even though H-cover is polynomial).
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Kapitola 1

Uvod a definicie

1.1 Pouzité znacenie

Zékladnymi kombinatorickymi Struktdrami, ktorym sa budeme venovat v
tejto praci budu grafy, pre ktoré budeme skiimat rozne zobrazenia jedného
grafu do druhého. Uvedmi si preto najprv formélnu definiciu grafu.

Definicia: (jednoduchého grafu) Jednoduchym grafom budeme rozumiet
kombinatoricku struktaru G = (V, E), kde V' bude mnozina vrcholov a mno-
zina hran F bude podmnozina mnoziny (‘2/)

Potom ak G je jednoduchy graf, tak zapisom V(G), resp. E(G) budeme
rozumief mnozinu vrcholov, resp. hran grafu G. Definicia jednoduchého grafu
nam teda dovoluje jedine neorientované hrany, ktoré spajaju dva roézne vr-
choly, pricom kazdé dva vrcholy moézu byt spojené maximélne jednou hra-
nou. Tato definiciu si rozsirime tak, aby nas graf mohol obsahovat aj oriento-
vané hrany, slucky (orientované aj neorientované) a tiez viacnasobné hrany.
Takémuto grafu uz potom budeme hovorit multigraf.

Definicia: (multigrafu) Multigrafom G = (V, DU F'U L, 1) budeme obecne
rozumief kombinatorick Struktiru na kone¢nej mnozine vrcholov V' s mno-
zinou hran ' = DUF UL, kde D bude mnozina orientovanych hran (véetne
orientovanych sluciek), F' bude mnozina neorientovanych hran a L bude
mnozina neorientovanych sluéiek. Funkcia incidencie u : E — (V x V) U
(‘2/) UV pre neorientovant hranu e € F vrati u(e) € (‘2/), dvojicu (roznych)
vrcholov spojenych touto hranou, pre neorientovana slucku e € L vrati vr-
chol u(e) € V, v ktorom této slucka zacina aj konéi a pre orientovant hranu
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e € D vréati pu(e) € V x V, orientovani dvojicu vrcholov spojenych hranou
e (v danom poradi).

Potom ak G bude multigraf tak zapismi V(G), D(G), F(G), L(G) a pug
budeme postupne rozumiet mnozinu vrcholov, prislusnych hréan a funkciu
incidencie multigrafu . Vidime teda, Ze kym u jednoduchych grafov nam
kazda hranu jednoznacne urcovali jej koncové vrcholy, tak u multigrafov na
to musime maf $pecidlnu funkciu incidencie p. Dal$im rozsirenim grafov a
multigrafov buda ofarbené multigrafy (grafy).

Definicia: (ofarbengch multigrafov) Nech M je mnozina farieb. Potom ofar-
benym multigrafom budeme rozumiet kombinatoricka struktiru G = (V, DU
FUL,u,C) taka, ze (V, DU F U L, ) je multigrafa C : VUE — M je fun-
kcia, ktora kazdému vrcholu a kazdej hrane priradi jednu z farieb z mnoziny
M.

Ofarbeny jednoduchy graf by sme uz potom mohli definovat analogicky
ako ofarbeny multigraf. Pri ofarbeni vrcholov pritom nepozadujeme aby ofar-
benie spliiovalo vlastnost, ze kazdé dva vrcholy spojené hranou musia mat
roznu farbu. Ak d € M bude farba tak, zapismi V;(G), Eq(G), Dy(G), Fu(G)
a Ly(G) budeme rozumietf vrcholy a hrany grafu (multigrafu) G farby d a
zépisom M (G) budme rozumiet mnozinu farieb grafu G. Zépisom G, pre
farbu d € M budeme rozumiet graf s vrcholmi V(G) a hranami E;(G) (ide
teda o graf, ktorého vSetky hrany maja rovnaka farbu).

Nech X je mnozina, potom v dalSej ¢asti budemem zapisom C(X) ro-
zumiet zapis mnoziny C(X) = {C(z),z € X}. Kedze sme vzdy schopny
rozlisit vrchol a hranu, tak méZeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokldat,
ze mnoziny C'(V) a C'(E) st navzajom disjunktné. A tiez sme schopny roz-
lisovat medzi orientovanymi a neorientovanymi hranami a teda mozeme bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze mnoziny C(D) a C(F U L) st tiez
disjunktné.

Potom si uz fahko uvedomime, Ze obyc¢ajny (neofarbeny) multigraf zod-
poveda ofarbenému multigrafu, kde C'(V), C(D) a C(F U L) st (rozne)
jednoprvkové mnoziny.

Definujme si teraz pojem grafového homomorfizmu, o ktorého $pecialnej
variante bude celd tato praca. Homorfizmus bude zobrazenie vrcholov jed-
ného grafu na vrcholy druhého grafu zachovavajice hrany. Formalne by sme
homomorfizmus mohli definovat nasledujicim sposobom.



Definicia: (homomorfizmu) Nech G a H st jednoduché ofarbené grafy.
Zobrazenie f : V(G) — V(H) budeme nazyvat homomorfizmus ak bude
platit, ze Va € V(G);C(z) = C(f(x)) a Vd € M(G), V(z,y) € E4(G);
(f(z), f(y)) € Ea(H).

Problémom existencie homomorfizmu na grah H budeme nazyvat prob-
1ém, ktory ako vstup dostane graf G a na vystupe vrati odpoved dno ak
existuje homomorfizmus [ : G — H, ina¢ vrati odpoved nie. Tento problém
pre graf H je uz dobre znamy a pre jednoduché grafy sa dokonca pozna
uplna charakterizacia vypocetnej zlozitosti tohoto problému, pre bipartitné
grafy ide o polynomialny problém a pre ostatné je tento problém NP-uplny.
Dokaz je mozné najst v [5].

Vieme, ze homomorfizmus ndm vynucuje aby sa kazda hrana grafu G
zobrazila na hranu grafu H. Tiez sa vSak moze staf, Ze nejakd nehrana
(z,y) ¢ E(G) sa zobrazi na hranu (f(x), f(y)) € E(H) a tiez sa moze staf,
ze dvaja susedia vrchola u € V(@) sa zobrazia na ten isty vrchol. Ukdzme
si teraz rozsirenie homomorfizmu, ktoré by zabranilo zobrazeniu nehrany na
hranu a takisto zaru¢i aby sa dvaja susedia jedného vrchola zobrazili na
rozne vrcholy. Najprv si vSak pre u € V(G) ozna¢me Ng(u) = {z, (z,u) €
E(G)} okolie vrchola u, potom mézeme definofat rozsirenie homomorfizmu
nasledovne.

Definicia: (nakrytia) Nech G a H st jednoduché grafy a nech f: V(G) —
V(H) je homomorfizmus. Ak pre vetky u € V(G) plati, Ze restrikcia funkcie
f na okolie vrchola u je bijekcia medzi mnozinami Ng(u) a Ng(f(u)), tak
f budeme nazyvat nakrytie a budeme to znacit f: G — H.

Nakrytie teda vyzaduje aby sa okolie vrchola zobrazovalo bijektivne na
okolie svojho obrazu, preto sa takémuto zobrazeniu casto hovori aj lokdlne
bijektivny homomorfizmus. Mimo iné potom dostavame, Ze vrchol musi mat
rovnaky stupen ako svoj obraz.

Forméalnu definiciu nakrytia pre multigrafy mézeme najst v [1] a [3],
kde autori podavaju nielen definiciu nakrytia, ale tiez vrcholového nakrytia,

(viz [1]).

Pokial nebude povedané inak, tak v dalsej ¢asti budeme grafom rozumiet
multigraf G = (V, DUF U L, i, C') taky, ze V bude kone¢nd mnozina vrcho-
lov, D = L = () buda prazdne mnoziny, C'(V') bude jednoprvkové mnozina
(bez ujmy na vSeobecnosti nech obsahuje ¢iernu farbicku) a Vd € C(F),
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G4 je jednoduchy graf, t.j. bez nasobnych hran. Potom je uz kazda hrana
jednoznacne urcena svojimi koncovymi vrcholmi a farbou a pojem farbou,
pricom pojmom farba uz budeme rozumiet iba farbu hran (a nie vrcholov).
Pre u € V(G) a d € C(E(Q)) si ozna¢me Ng(u,d) = {z,(u,z) € E(Gy)}
okolie farby d a vrcholy tejto mnoziny budeme nazyvat susedov farby d (aj
ked v skuto¢nosti tato farbu nemaji). Potom moZeme definiciu nakrytia na
takéto grafy rozsirit nasledovne.

Definicia: Majme dva grafy G a H. O zobrazeni f : V(G) — V(H) po-
vieme, Ze je to nakrytie ak Vd € C'(E(G)) a Yu € V(G) splituje, ze restrikcia
zobrazenia f na mnozinu Ng(u,d) je bijekciou medzi mnozinami N¢g(u, d) a
Np(f(u), d).

1.2 Problém nakrytia

Problém nakrytia na graf H by sme uz teraz mohli definovat ako problém,
ktory na vstup dostane graf G a odpovie nam, ¢i existuje nakrytie f : G — H
grafu G na graf H. Je zname, ze pre niektoré grafy H je tento problém
polynomialne (efektivne) riesitelny a pre niektré grafy je NP-iuplngy (nie je
vSak zatial zndmy ziadny pripad, ktory by nezapadal do Ziadnej z tychto
tried). Pri hladani nakrytia je potom velmi uzito¢ny nasledujici pojem.

Definicia: (stupriového rozdelenia) Nech G je (jednoduchy ofarbeny) graf
s pripadnymi slu¢kami (t.j. L(G) nie je nutne prazdna a E(G) = F(G) U
L(@G)), potom stupriovym rozdelenim budeme rozumief rozdelenie vrcholov
do disjunktnych (monochromatickych) tried By, Bs,..., By takych, Ze pre
Vi,j=1,2,...k aVd € C(E(Q)) existuje ¢islo T;ij splitujuce:

i) pre vSetky i,j a kazdé u € B;:

{e € F(G);u € ule), ule) \ {u} € B;,Cle) =d}| =1

2%
i1) pre kazdé i a kazdy u € B;:
{e € F(G)su€ ple), ple) \ {u} € B, C(e) = d}+
2l{e € L(G); ju(e) = w, Cle) = d}| = ¢,

Rovnost i) hovori, Ze kazdy vrchol z B; mé rovnako vela susedov v kazdej
inej B; a rovnost i) potom dopliiuje tto definiciu o to, aby kazdy vrchol
v B; mal v B; rovnako vela susedov (prislusnej farby). Toto rozdelenie je
jednoznac¢né v zmysle minimélneho k, resp. vzhladom na inkltiziu mnozin



By, By, ..., B,. Navyse pre takéto rozdelenie existuje jednoznac¢né usporia-
danie mnozin By, Bs, . .., By, zavisiace len od hodndt 77 ;. V dalSej casti preto
stupnovym rozdelenim budeme rozumiet vzdy toto minimalne usporiadané
rozdelenie. D4 sa ukazat, Ze stupiiové rozdelenie sme pre kazdy graf schopny
najst v polynomialnom case. Hodnoty r;fj (Vi,j=1,2,...,k;de C(FUL))
budeme nazyvat stupriovd charakteristika a mnoziny B; budeme nazyvat
bloky.

Potom ak existuje nakrytie f : G — H, tak grafy G a H musia mat
rovnakt stupniovi charakteristiku a navyse ak By, By, ..., By st bloky stup-
nového rozdelenia grafu G a Bj, B), ..., B;. st bloky stupiiového rozdelenia
grafu H (také, ze Vd € C(G) a Vi,j = 1,2,...,k plati r{, = r%) tak,
f(B;) C B! pre vSetky i = 1,2,...,k (pricom zépisom F(B;) rozumieme
mnozinu { f(z),x € B;}).

V préci [1] autori ukézali, Ze na uplnt charakteristiku problému nakrytia
nam sta¢i uvazovat multigrafy bez vrcholov s malym stupiiom. Specidlne
teda mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze multigrafy G aj H
budt maf minimélny stuperi aspori 3.

V tejto praci je tiez dokdzané to, Zze aby sme mohli podat tplna cha-
rakteristiku problému nakrytia pre jednoduché ofarbené grafy je nutnou a
postacujicou podmienkou podat Uplni charakterizaciu problému nakrytia
pre ofarbené multigrafy H s minimalnym stupniom aspon 3.

Dalsim dolezitym vysledkom préce [1] je, Ze autori podali tiplnti charak-
terizaciu problému nakrytia pre ofarbené multigrafy na 2 vrcholoch. Ukazali,
ze ak H je takyto graf, tak problém nakrytia je bud polynomidlny alebo NP-
uplny. Dokaz sa potom do znac¢nej miery opieral o to, Ze v polynomialnych
pripadoch sa problém nakrytia dal previest na 2-SAT, ¢o je znamy polyno-
mialny problém a pre dokaz NP-uplnosti: sa pouzivala lemma, Ze problém
nakrytia na graf H je NP-uplng prave vtedy ak existuje farba d € C(E(H)),
pre ktort je NP-uplng problém nakrytia na graf H; (toto je uz neofarbeny
graf). Tato lemma vSak neplati obecne, existuju dokonca uz aj multigrafy
na 3 vrcholoch, pre ktoré neplati.

V préaci [3] autori ukazuju triedu grafov, pre ktoré je problém nakrytia
efektivne riesitelny. Rozoberaju tu grafy H, pre ktoré vsetky bloky stup-
nového rozkladu maju velkost 1, 2 alebo 4 a grafy indukované vrcholmi
jednostlivych blokov a bipartitné grafy indukované vrcholmi dvoch réznych
blokov si1 izomorfné s niektorym z grafov popisanych v tomto ¢lanku. Dokaz
polynomiality sa potom robil pomocou toho, ze sa kazdému bloku priradili
premenné nad dvojprvkovym telesom GF[2] a autori zostavili popis kon-



Strukcie ststavy linedrnych rovnic (zavisiacej na grafe H), ktorej rieSenia
boli v korespondencii s nakrytiami grafu G na graf H.

Nech C! je neorientovany multigraf (D(C}%) = @) na vrcholoch @y, o, . . .,
xp (k> 2) s hranami F(CL) = {(z1,72), (xo, 23), .-, (xp_1,21), (24, 71)} a
sluékou nad kazdym vrcholom. Graf C}, je teda cyklus dizky & so slu¢kou nad
kazdym vrcholom. V ¢lanku [1] autori ukazali Ze problém nakrytia pre graf
Cl je NP-1iplng a v [4] bola doplnené charakterizacia zloZitosti problému na
grafy C!. Ukézalo sa, Ze pre vietky k& > 3 je tento problém tiez NP-tplnjy
(priCom pre parne k sa tento problém previedol na problém existencie ho-
momorfizmu na jednoduchy graf a pre neparne k sa tento problém previedol
na problém k-farebnosti).

Dalsim problémom rozobranym v [4] je problém nakrytia na k-2-cykly.
Ide o grafy ktoré ziskame tak, ze kazdu hranu cyklického grafu na k vrcholoch
C nahradime dvoma hranami ofarbenymi dvoma farbickami. Nie je fazké
ukézat, Ze tento problém je ekvivalentny problému nakrytia na k-hviezdu
(ide o neofarbeny graf, ktory dostaneme z cyklu C}, tak, ze kazdé dva susedné
vrcholy pévodného grafu spojime cestickou dlzky 2).

Bolo zname, ze ak k je nasobok neparneho prvocisla, tak je tento prob-
lém NP-uplny a tiez bolo zname, ze ak je tento problém NP-iuplny pre graf
k-2-cyklus, tak je NP-iuplng pre 2k-2-cyklus. Nie je potom fazké overit, Ze
problém nakrytia na graf 2-2-cyklus a na 4-2-cyklus je polynomialne rie-
Sitelny, mimo iné to plynie aj z [3]. V ¢lanku [4] je potom podany pekny
dokaz (pomocou prevodu na 4 ofarbitelnost), Ze problém nakrytia na graf
8-2-cyklus je NP-uplng ¢o doplituje tiplnt charakterizaciu existencie nakrytia
pre triedu k-2-cyklov.

Problém existencie nakrytia, vSak nie je jediny problém tykajici sa na-
krytia. Niekedy je zaujimavé otézka, ¢i sme schopny takéto nakrytie najst (a
nie len rozhodnif o jeho existencii) alebo tiez zistit kolko takychto nakryti
existuje. V [2] pre lubovolny neofarbeny regularny 1-faktorizovatelny graf H
ukazuju konstrukciu grafu G so $pecialnym vrcholom u, pre ktory nielenze
bude existovat nakrytie do grafu H. Ale ak si predpiSeme, kde chceme aby
sa zobrazil vrchol u a okolie tohoto vrchola (okolie sa vSak musi zobrazit
bijektivne na okolie obrazu), tak toto zobrazenie sa uz bude dat dodefino-
vat na nakrytie. Analégiu takéhoto grafu s niekolkymi nakrytiami neskor
vyuzijeme v kapitole 3.

Okrem sktimania lokélne bijektivnych homomorfizmov, mé casto velky
vyznam skimaf aj lokalne prosté homomorfizmy. V nich uz nebudeme poza-
dovat aby sa okolie vrcholu zobrazovalo bijektivne na okolie svojho obrazu,
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ale postaci nam aby sa okolie vrcholu zobrazovalo injektivne na okolie svojho
obrazu. Takymto zobrazeniam je venovand velka ¢ast v [2] a my ho ¢iastocne
vyzijeme pri zistovani vlastnosti nakrytia v podkapitole 2.4.

1.3 Problémy skiimané v tejto praci

V préci [3] autori popisali zaujimavy pristup k problému nakrytia, ked tento
problém previedli na hladanie rieSenia ststavy linedrnych rovnic nad dvoj-
prvkovym telesom GF[2], ktory je uz efektivne riesitelny napriklad Jordan-
Gaussovou elimina¢nou metédou, pricom samotna konstrukcia sustavy za-
bezpecovala, ze velkost ststavy bude polynomialna od velkosti testovaného
grafu G a teda problém nakrytia sa dal riesit v ¢ase polynomidlnom od
velkosti vstupu.

Tento prevod bol zalozeny na tom, Ze pre dany graf H na 2* vrcholoch
(pre k < 2) sa zostrojili popis, ktory kazdému vrcholu z € V(G) priradil
vektor premennych nad (GF[2])* a pre premenné tohoto vrcholu a jeho
okolia Ng(u) sa do ststavy pridalo niekolko linedrnych rovnic, pricom tieto
rovnice boli symetrické pre kazdy vrchol (a zavisely len od vrcholu a farby
jeho susedov). Kazdému vrcholu grafu H potom autori priradili vektor z
(GF[2])* tak, aby dostal kazdy vrchol iny vektor. Pre riesenie takto popisane;
ststavy sa potom zostavilo zobrazenie f : V(G) — V(H), ktoré zobrazovalo
kazdy vrchol grafu G na ten vrchol grafu H, ktory mal rovnaky vektor ako
bol jeho ohodnoteny vektor premennych a ukazalo sa, Ze ide o korektné
nakrytie.

Na konci tohto ¢lanku autori este ukézali, ze ak sa vrcholom grafu H
priradia vektory tiplne lubovolne (ale tak aby kazdy vrchol dostal iny vektor)
tak stale bude existovat popis, ktory vytvori ststavu, ktorej rieSenia budua
v korespondencii so vSetkymi nakrytiami f: G — H.

My sa v kapitole 2 budeme zaoberat 3-regularnymi grafmi na 8 vrcholoch
(pripomenme, Ze 8 je dalsim kandiddtom na existenciu takéhoto popisu),
ktorych hrany buda ofarbené dvomi farbami, modrou m a ¢ervenou ¢, pricom
graf GG, bude pozostavat z dvoch disjunktnych 4-cyklov a graf G. bude
perfektné parovanie. Podame tplnti charakterizaciu problému nakrytia pre
tieto grafy a ukazeme, Ze vSetky tieto pripady az na jeden graf Hy, (viz
obrazok 2.7) st polynomiélne (za predpokladu, ze P # N P), hoci problém
nakrytia pre grafy G,, aj G. je polynomiélne riesitelny (nebude uz teda dalej
platit lemma z [1], Ze problém nakrytia na graf H je NP-uplny prave vtedy,
ked existuje farbicka d € C'(E(H)), pre ktora je problém nakrytia na graf
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Hy NP-uplny).

Pre graf Hy, potom v kapitole 4 ukazeme, ze popis takej stistavy ani ne-
moze existovat a mohlo by sa teda zdat, Ze problém nakrytia je polynomiélne
rieSitelny prave vtedy, ked existuje popis symetrickej konstrukcie ststavy li-
nearnych rovnic, ktorej riesenia by boli v bijekcii so vSetkymi prislusnymi
nakrytiami.

V kapitole 3 vSak ukézeme graf H (viz obrazok 3.1), pre ktory popis
takejto ststavy nebude existovat (viz kapitola 4), ale tento problém bude
napriek tomu polynomidlne riesitelny. Toto ukdZeme opét pomocou prevodu
na sustavu linedrnych rovnic, ale tito sustavu uz budeme konstruovat inak
a hlavnou zmenou bude, zZe jednotlivé rovnice uz nebudt symetrické.

Kapitola 4 potom uz len ukéze niekolko nutnych podmienok na existenciu
popisu symetrickej konstrukcie stistavy linedrnych rovnic a tiez neexistenciu
takéhoto popisu pre grafy Hy, a H.
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Kapitola 2

Nakrytia 3-regularnych
dvojfarebnych grafov

V tejto kapitole sa budeme zaoberat otdzkou nakrytia pre $pecidlne dvoj-
farebné 3-regularne grafy na 8 vrcholoch a podame uplnt charakterizaciu
problému nakrytia pre tieto grafy.

2.1 3-regularne grafy na 8 vrcholoch

Budeme sa venovat grafom H, ktoré sa budua skladaf z dvoch modrych 4-
cyklov a graf H. bude perfektné parovanie na tychto 6smich vrcholoch. Uké-
zeme, ze existuje len 8 neizomorfnych takychto grafov. A pre vSetky az na
jeden typ ukazeme, Ze problém rozhodnit, ¢ pre dany graf G existuje na-
krytie f : G — H je polynomialne riesitelny a pre posledny typ ukazeme, ze
tento rozhodovaci problém je NP-uplny. Nasledujuca veta 2.1.1 popisuje, o
ktoré grafy ide.

Veta 2.1.1 Ezistuje prave 8 neizomorfnych grafov H takych, zZe |V (H)| = 8,
M(H) ={m,c}, E(H) = E,(H)UE.(H), kde E,,(H) je mnoZina modrijch
hran a E.(H) je mnoZina cervenych hran a graf H,, sa skladd z dvoch 4-
cyklov a H. je perfektné pdrovanie vrcholov V(H) (plati teda, Ze H,, je
2-requldarny a H. je 1-requldrny graf).

Dokaz: Bez ujmy na vSeobecnosti si mozeme vrcholi V(H) oznadif ako
1,2,3,...,8 tak, aby jeden 4-cyklus obsahoval zaradom vrcholi 1,2,3,4 a
druhy 5,6, 7,8 tak, ako je to na nasledujucom obrazku 2.1:
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4 3 8 7

Obr. 2.1: Graf H,, zlozeny z dvoch modrych 4-cyklov

Je zrejmé, Ze medzi 4-cyklami 1,2,3,4 a 5,6,7,8 veda bud 0,2 alebo
4 cervené hrany, pretoze ak by to tak nebolo tak si pocet cervenych hran
iduacich z cyklu 1,2,3,4 do 5,6, 7,8 oznacme ako x a pocet ¢ervenych hran,
ktorych oba konce su v cykle 1,2, 3,4 si oznacme ako y. Pretoze kazdy z
vrcholov 1,2,3 a 4 ma Cerveny stupen 1 musi platif, ze 4 = x + 2y z ¢oho
priamo plynie, ze x € {0,2,4}. Rozoberme si teraz postupne vsetky tri
moznosti:

e 1.) uvazujme najprv grafy kde medzi jednotlivymi modrymi 4-cyklami
nevedie ani jedna ¢ervend hrana. Potom graf H je nutne nestvisly (v zmysle,
ze vrcholy sa daju rozlozit do dvoch neprazdnych mnozin tak, Ze Zziadna
hrana nevedie medzi tymito mnozinami). Sta¢i ndm teda zistif ako mozu
vyzerat jednotlivé komponenty a to budi nutne podgrafy na 4 vrcholoch.
Potom si Tahko uvedomime, Ze méame len dve moZnosti, bud v takejto kom-
ponente existuju dva vrcholy, ktoré st spojené modrou aj ¢ervenou hranou,
alebo ziadne dva takéto vrcholy neexistuju. Nie je fazké si rozmysliet, Ze
takato komponenta uz musi byt izomorfna s jednym z grafov na obrazku
2.2.

Obr. 2.2: VsSetky neizomorfné grafy na 4 vrcholoch obsahujice modry 4-
cyklus a cervené perfektné parovanie

A potom je uz zrejmé, ze graf H musi byt izomorfny s jednym z grafov
na obrazkoch 2.3, 2.4 a 2.5. Oznacme si tieto grafy postupne Hy,, Hyp a Hi,.
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Obr. 2.3: Prvy typ dvojfarebného nesuvislého grafu na 8 vrcholoch - Hy,

4

Obr. 2.4: Druhy typ dvojfarebného nestvislého grafu na 8 vrcholoch - Hy,

4

3

8

7

Obr. 2.5: Treti typ dvojfarebného nestvislého grafu na 8 vrcholoch - H;,
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° 2.) uvazujme teraz, ze medzi 4-cyklami 1,2,3,4 a 5,6,7,8 vedu
2 hrany. Predpokladajme najprv, Ze neexistuju dva vrcholy z,y € V(H)
také, ze (z,y) € E,,(H) a (z,y) € E.(H). Potom bez ujmy na vseobecnosti
(1,3) € E.(H) a (5,7) € E.(H) a vzhladom na izomorfizmus uz potom
mozeme predpokladat, ze (2,6) € E.(H) a (4,8) € E.(H). Takto vzniknuty
graf ozna¢me ako Hy, (viz obrazok 2.6).

Obr. 2.6: Prvy typ dvojfarebného stvislého grafu na 8 vrcholoch - Hy,

V pripade, Ze existuju z,y € V(H), (z,y) € E,(H) a (z,y) € E.(H),
tak bez ujmy na vSeobecnosti + = 1 a y = 4. Potom mame dve moznosti
bud existuju vrcholy 2/, y" € {5,6,7,8} také, ze (2/,y') € E.(H) a (2/,y) €
E,,(H) alebo nie. V pripade, Ze neexistuji, tak bez ujmy na vSeobecnosti
dostavame graf izomorfny s grafom na obrazku 2.7. Tento graf si pomenujme
ako Hoyy,.

7

Obr. 2.7: Druhy typ dvojfarebného stvislého grafu na 8 vrcholoch - Hy,
V pripade, Ze také vrcholy 2’ a ¢’ existuju, tak bez ujmy na vSeobecnosti

' =6 ay =7a potom dostdvame, Ze posledny takyto typ je izomorfny s
grafom na obratku 2.8. Oznacme si tento graf ako Ho,.
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Obr. 2.8: Treti typ dvojfarebného suvislého grafu na 8 vrcholoch - H,,.

e 3.) zostdvame nam teda uz len treti typ a to ten, Ze vSetky Cervené
hrany vedt z mnoziny {1,2,3,4} do mnoziny {5,6,7,8}. Bez ujmy na vse-
obecnosti (1,6) € C.(H). Potom urcite plati, ze aspon jeden z vrcholov {2, 4}
je spojeny Cervenou hranou s nejakym z vrcholov {5, 7}. Potom existuje 4-
cyklus s alternujicimi hranami (striedaji sa v iom ¢ervené a modré hrany)
obsahujuci vrcholy 1 a 6 a bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat,
ze ide o cyklus {1,2,5,6} a teda (2,5) € E.(H). Potom je vrchol 4 spojeny
¢ervenou hranou bud s vrcholom 7 a dostdavame tak graf Hs, (viz obrazok
2.9) alebo je vrchol 4 spojeny Cervenou hranou s vrcholom 8 a dostéavame
posledny typ Hs, (viz obrazok 2.10):

Rozobrali sme teda vSetky moznosti a zistili sme, Ze existuje prave 8
neizomorfnych grafov H na 8 vrcholoch takych, ze H,, je tvoreny dvoma

4-cyklami a (), je perfektné parovanie, ¢o dokazuje nasu vetu 2.1.1. |
1 2 5 6
4 3 8 7

Obr. 2.9: Stvrty typ dvojfarebného stvislého grafu na 8 vrcholoch - Hs,
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Obr. 2.10: Piaty typ dvojfarebného stvislého grafu na 8 vrcholoch - Hj,

2.2 Polynomialne pripady

Nasledujtuca veta 2.2.1 ukazuje, ze pre vSetky typy vySie popisanych grafov
az na graf Hy, vieme problém nakrytia rozhodnuf v polynomidlnom case.
Samotny dokaz potom ukéze sposob ako zostrojit takéto zobrazenie.

Veta 2.2.1 Ak H je graf izomorfny s niektorym z grafov Hy,, Hyp, Hie,
Hy,, Hs., H3, alebo Hsy, tak probléem existencie nakrytia f : G — H, pre
dany suvisly graf G vieme rozhodnit v polynomidlnom case.

Pre nesuvislé grafy G stac¢i otazku nakrytia skiimaf pre kazda kompo-
nentu stvislosti a vetu 2.2.1 by sme potom mohli jednoducho rozsirit aj na
nesuvislé grafy G.

Vsetky dokazy polynomiality budeme robif pomocou (polynomialneho)
prevodu na ststavu rovnic nad GF[2], ktord uz je riesitelnd v polynomial-
nom case. Tuto sustavu skonstrujeme tak, aby jej riesenia boli v bijekcii s
nakrytiami. KedZe pocet rieSeni stistavy linedrnych rovnic vieme zistit v po-
lynomidlnom ¢ase, budeme dokonca schopny zostavit efektivny algoritmus
na hladanie poc¢tu korektnych nakryti. V pripade grafu Hy, neskor uké-
zeme, Ze takuto sustavu zostavit nevieme (aspon nie toho typu ako je to u
zvy$nych grafov) a dokonca ukdZeme, Ze problém rozhodnutia, ¢i existuje
nakrytie f : G — Hy, je NP-uplny.

Dodkaz: Nech G je graf, pre ktory nas zaujima, ¢i existuje nakrytie f : G —
H a nech H je najprv jeden z grafov Hy,, Hy, a Hi.. Potom H je nesuvisly
a pre dany suvisly graf G staci overit, ¢i existuje nakrytie do aspon jednej
komponenty suvislosti grafu H. Grafy H,,, Hy, a H;. vSak obsahuju iba dve
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neizomorfné komponenty stvislosti a teda staci overit, Ze otdzka existencie
nakrytia pre tieto dve komponenty je polynomialna.

Uvazujme najprv komponentu, z ktorej dvoch képii je zlozeny graf Hy,
(viz obrazok 2.3). Ozna¢me si ju ako H' a jej vrcholy si ozna¢me dvoma
bitmi (t.j. vektormi z (GF[2])?) tak, ako je to na obrazku 2.11.

00 10

11 01

Obr. 2.11: Prvy typ komponenty suvislosti H' na 4 vrcholoch s ohodnotenymi
vrcholmi

Teraz kazdému vrcholu u grafu G priradime dve premenné wu; a us.
Zrejme kazdy vrchol u ma prave dvoch modrych susedov, ozna¢me si ich
ako x,y a jedného Cerveného suseda, oznacme si ho ako v (ind¢ by Ziadne
nakrytie f uréite nemohlo existovat).

Pre dany graf G a pre vSetky jeho vrcholy u a prislusnych susedov (vSetky
kombinécie prislusnych susedov) pridajme do nasej stustavy nasledujice rov-
nice:

il U1—|—$1:1

)
22) To + Yo = 1
i3)

U1+U1=1
24) U2—|—’U2:O

Rovnica 71) hovori, ze kazdé dva vrcholy grafu G, ktoré st spojené mod-
rou hranou musia maft rézne ohodnotent prvi premennt (bit), pri¢om rov-
nost i2) hovori, ze modry susedia kazdého vrchola musia mat rozny druhy
bit. Z toho ale vyplyva, Ze bity u; a uy vrchola u uz jednoznacne urcuju
aké bity budi mat modry susedia tohoto vrchola (aZ na ich pripadnt za-
menu). Rovnice i3) a i4) potom hovoria, Ze bity u; a usy tiez presne uréia
bity cerveného suseda vrchola u.
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Teraz ukazeme, ze pokial m4 tato sistava rieSenie tak uz existuje nakrytie
f: G — H'. Funkciu f budeme definovat nasledujicim sposobom:

Vu € V(GQ); f(u) = (u1,u2) € V(H')

Funkcia f teda vrcholom grafu G prideluje dva bity z GF'[2] a teda obor
hodnét tejto funkcie je prave mnozina V(H'). Na to aby f bola nakrytim
potrebujeme ukézat, Ze susedia kazdého vrcholu u sa zobrazia na rovnaké
dva bity ako maju susedia vrchola f(u) v grafe H'. Ale my vieme, Ze hodnoty
Uy a ug uz jednoznacne urcuju aké bity dostani susedia vrcholu u a teda staci
overit 4 moznosti, na ktoré sa vrchol u moéze zobrazit a ukazat, Zze susedia uz
potom musia dostat rovnaké bity ako maju susedia vrchola f(u) v grafe H' a
toto vieme spravit jednoducho, rozobranim vSetkych pripadov. A teda kazdé
rieSenie hore popisanej sustavy, nam priamo definuje najkrytie f : G — H'.

Predpokladajme teraz, ze existuje nakrytie f : G — H'. Pre kazdé u €
V(G) potom definujme premenné u; a uy tak, ze u; je prvy bit z f(u) a usy
je druhy bit z f(u). UkdZzeme, Ze toto ohodnotenie uz spliiuje vSetky rovnice
z nasej sustavy. Na to ndm ale opéf staci rozobrat vSetky Styri moZnosti,
na ktoré sa vrchol u moze zobrazit a pre kazdu z tychto moznosti uz potom
budeme z grafu H’ vediet ohodnotenie susedov vrchola u v G a potom uz
len staci overit, ze platia rovnosti i1), i2), ¢3) a i4). Rozobrat tychto par
moznosti nie je zlozité a dostavame teda, Ze ak existuje nakrytie f : G — H’,
tak existuje aj rieSenie nasej sustavy (dokonca vsetky rieSenia ststavy s v
jednoznacnej korespondencii so vSetkymi korektnymi nakrytiami).

Pre dany graf G vieme hore popisant ststavu zostavit v ¢ase polyno-
midlnom od velkosti vstupu a zrejme aj vyrie§it ju vieme v polynomialnom
¢ase a tym padom vieme v polynomidlnom case povedat, ¢i existuje nakrytie
f:G— H'.

Pozrime sa teraz ako to vyzera s komponentou suvislosti, z ktorej dvoch
képii je zlozeny graf Hi. (viz obrazok 2.5). Oznacme si tito komponentu ako
H" a jednotlivé vrcholy ozna¢me dvoma bitmy (z GF[2]) tak, ako je to na
obrazku 2.12.

Za pomoci grafu G potom opit zostavime sustavu rovnic ako to bolo
v predchadzajicom pripade. Tiez pre kazdy vrchol © € G a jeho modrych
susedov x a y a Cerveného suseda v priddme do nasej ststavy rovnice il) a
i2) a namiesto rovnic ¢3) a i4) priddme nasledujice rovnosti:

i3l> Uy + v = 0
24/) Ug + Vg = 1
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Obr. 2.12: Druhy typ komponenty stuvislosti H” na 4 vrcholoch s ohodnote-
nymi vrcholmi

Potom opét plati, Ze bity u; a us vrchola u € V(G) uz definuji ohodno-
tenie prislusnych susedov vrchola u. Dékaz toho, Ze nakrytie f : G — H”
existuje vtedy a len vtedy ak hore popisana ststava ma riesenie nad telesom
GF[2], by sme uz potom robili anologicky ako v predchadzajicom pripade
(t.j. rozobranim jednotlivych moZnosti, na ktoré sa vrchol u moze zobrazit).

Dokazali sme teda, ze otazku existencie nakrytia na grafy H' a H” vieme
rozhodnit v polynomidlnom case a teda existenciu nakrytia vieme rozhodnit
aj pre grafy Hy,, Hy, a Hy..

V dalgej casti budeme uvazovat, ze graf H bude suvisly graf na 8 vr-
choloch (H bude postupne izomorfny s grafmi Hs,, Hs., Hs, a Hsp). Dokaz
polynomiality budeme robit obdobne ako sme to robili v predchadzajicom
pripade, t.j. zostavime si ststavu linedrnych rovnic nad GF[2] a ukdZeme
ekvivalenciu medzi existenciou rieSenia tejto ststavy a existenciou nakrytia
f G — H. Jedinou zmenou bude to, ze vrcholy grafu H si oznacime vzdy
pomocou troch bitov, tak aby kazdy vrchol dostal inti kombinéciu tychto
bitov (kedZe tychto kombinécii je prave osem, tak je zrejmé, ze vyuzijeme
vSetky mozné kombinécie) a vSetkym vrcholom u grafu G priradime tri pre-
menné (nad dvojprvkovym telesom GF'[2]) a budeme ich znacit uy, uy a
us.

Uvazujme teraz, Ze graf H je izomorfny s grafom Hy, (viz obrazok 2.6).
A jeho vrcholy si ozna¢me tromi bitmi z GF[2] tak, ako je to na obrazku
2.13.

Teraz opidf predpokladajme, Ze vrchol v € V(G) mé dvoch modrych
susedov x a y a Cerveného suseda v. Potom pre kazdy u € V(G) a vSetky
prislusné kombinécie susedov tohoto vrchola (t.j. mozné zdmeny vrcholov x
a y) priddme do nasSej sustavy nasledujice rovnice:
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U2+$2:1
r3t+ys=1
U1+UQ+U3+JI1+ZE2+I3:O

)
)
)
iid)  up+us+uv =1
)
)

219 UQ“‘UQ:O
116 U3+U3:1
000
110 100 111
011 101 4010 001

Obr. 2.13: Graf Hy, s ozna¢enymi (ohodnotenymi) vrcholmi

V rovnostiach iil) a #43) mozme zrejme 'z’ nahradif ’y’, pretoze mi tieto
rovnice pridavame pre vSetky kombinacie susedov. Potom ale z rovnosti ii1)
vyplyva, ze modry susedia maji réznu druht premennt, z rovnosti ii2) po-
tom plynie, Ze tito susedia maji rdzny treti byt a rovnost ii3) ndm potom
déava, ze kazdy dvaja modry susedia maju rovnaky sucet vsetkych troch
premennych (teda ak existuje rieSenie nasej sustavy, tak vsetky vrcholy v
jednom modrom cykle musia mat rovnaky stcet svojich premennych). Rov-
nosti #l), i12) a 13 potom dokopy davaji, ze ak uz mame ohodnoteny
vrchol u tak ohodnotenia jeho modrych susedov st uz jednozna¢né (az na
pripadntt vymenu tychto vrcholov). Rovnako by sme si mohli v§imnut, Ze
rovnosti ii4), 75 a i6) hovoria, Ze ohodnotenie vrchola v uz jednoznacne
urcuje ohodnotenie jeho cerveného suseda.

Zostéva nam teda ukazat, Ze tato ststava ma rieSenie prave vtedy ked
existuje nakrytie grafu G na graf H. Predpokladajme teda, Ze rieSenie exis-
tuje, potom pre vSetky u € V(G) definujeme f(u) = (uy, uz, u3). Teda fun-
kcia f bude zobrazovat vrcholy grafu G na vrcholy grafu H. Na to aby toto
zobrazenie bolo nakrytie, stac¢i ukazat, ze okolie kazdého vrcholu sa zobrazi
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bijektivne na okolie svojho obrazu a na to opitf sta¢i rozobraf jednotlivé
pripady, aké hodnoty moze nadobudntf f(u). Rozobratim tychto 8 pripa-
dov by sme sa Tahko presveddili, Ze ide o nakrytie. V pripade, Ze uz méame
nakrytie f : G — H tak stad¢i pre kazdy u € V(G) definovat u; ako prvy bit
f(u) a ug, resp. us definovat ako druhy, resp. treti bit f(u). Potom uz nie
je tazké overit, Ze toto ohodnotenie je rieSenim nasej stustavy. Tym padom
sme dokazali, Ze vieme v polynomidlnom ¢ase rozhodnit, ¢i pre dany graf G
existuje nakrytie na graf Hy,.

Uvazujme dalej, ze H je izomorfny s grafom H3, a oznacme si jeho vrcholy
tromi bitmi (prvky GF'[2]) tak ako je to na obrazku 2.14:

101 011 111 001

110 000 100 010

Obr. 2.14: Graf Hj, s oznacenymi (ohodnotenymi) vrcholmi

Teraz opit zostrojime ststavu rovnic. Pre kazdy vrchol v € V(G) a
jeho modrych susedov x a y a Cerveného suseda v pridame do nasej stustavy
rovnosti éil), 4i2), ii3), ii5) a nasledujice dve rovnosti:

224/) Uy + vy = 1
226,) Uz + vz = 0

Rovnvnosti ii1), 7i2) a ii3) opéf ako v predchadzajicom pripade hovoria,
Ze pre pevné uy, U a uz je uz ohodnotenie modrych susedov jednoznacéné (az
na ich vymenu) a rovnosti ii4’), ii5) a 7i6’ jednozna¢ne ur¢ia ohodnotenie
¢erveného suseda (tieto rovnosti mimo iné hovoria, Ze ¢erveny susedia maju
rozny prvy bit, resp. ohodnotenie prvej premennej a zvysné dva bity s
zhodné).

Dokaz toho, Ze tato ststava ma rieSenie prave vtedy ked existuje nakrytie

f : G — H by sme mohli robit tplne analogicky ako to bolo v predchadzaji-
com pripade (rozborom pripadov) a teda rozhodnut, Ze ¢ pre graf G existuje

23



nakrytie na graf Hs, vieme rozhodnit v polynomidlnom ¢ase (dokonca toto
nakrytie vieme aj najst).

Rovnice definované pre grafy Hs, a H3, nam zarucovali, ze stucet vSetkych
troch bitov vrcholov jedného modrého cyklu grafu G bol invariantny, kym
pre grafy Hy. a Hs, budeme pozadovat aby vrcholy jedného modrého cyklu
mali rovnako ohodnotenti prvii premennd. Na to budeme potrebovat pre
kazdé u € V(@) a jeho modrych susedov z a y rovnost:

a dalej, podobne ako to bolo v predchadzajtcich pripadoch, budeme po-
zadovat, aby boli druhé premenné modrych susedov rdzne a takisto aby
tretie premenné vrcholov, ktoré maju v grafe GG,, vzdialenost 2, boli rozne.
To moézeme zabezpecit nasledujicimi dvoma rovnicami:

iW43)  ws+y; =1

Tieto rovnosti budt spolo¢né pre oba grafy Hy, a Hsy,. Dalej predpokla-
dajme, ze H je izomorfny s grafom Hs. a vrcholy grafu H si ozna¢me tak,
ako je to na obrazku 2.15:

100 111 001 010

110 101 011 000

Obr. 2.15: Graf Hy. s oznacenymi (ohodnotenymi) vrcholmi

Tieto rovnice uz potom podobne ako to bolo v predchadzajicich pripa-
doch zarucuju, ze pre pevné uy, us a us je uz ohodnotenie modrych susedov
jednoznacné (az na ich permutéciu). Oznacme si ¢erveného suseda vrchola
u € V(@) ako v a do nasej ststavy pridajme nasledujice rovnosti:

ZZZ4) Uy + ug + vy = 0
’LZZ5) Uy + Vo = 1
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ZZZ6) ug + vz = 0

Nie je tazké nahliadnut, Ze potom pre dané ui, us a uz s uz premenné
vrchola v jednoznac¢ne uréené. Dokonca sa plati, Ze rovnost i2i6) je elemen-
tarnym dosledkom dvoch rovnosti #ii4) (s¢itame tito rovnost pouziti pre
vrcholy u a v, resp. v a u). Dokaz toho, ze pre dany graf G existuje nakrytie
na graf H,. prave vtedy, ked existuje rieSenie tejto ststavy je analogicky ako
predchéadzajice pripady.

Zostava nam uz len rozobrat pripad, Ze graf H je izomorfny s grafom
Hj,. Oznacme si potom vrcholy tohto grafu ako na obrazku 2.16.

110 100 000 010

101 111 011 001

Obr. 2.16: Graf Hj, s oznacenymi (ohodnotenymi) vrcholmi

Pre dany graf G potom opit zostavime ststavu linearnych rovnic a pre
kazdy vrchol u € V(G) do tejto stistavy pridame rovnosti ¢iil), iii2) a i1i3),
ktoré sa tykaji modrych susedov a pre ¢erveného suseda v priddme rovnost
i116) a nasledujice dve rovnosti:

iid)  up v =1
2225’) Uy + Us + Vg = 0
Vsetky tieto rovnosti znovu zabezpecia, ze pre dané ohodnotenie uy, usy

a uz su uz premenné jednotlivych susedov vrchola v dané jednoznacne az na
permutaciu modrych susedov (a to napriek tomu, Ze rovnost iii6) je opét
redundantnd, pretoze plynie z dvoch vhodnych rovnosti i:5’)). Ddkaz toho,
7e problém existencia nakrytia na graf Hs, vieme rieSit v polynomidlnom
case, by sme potom spravili rovnako ako to bolo pre vSetky predchadzajtce
pripady. |}
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2.3 Grafy s viacerymi naktytiami na graf Hy,

Skor ako sa pustime do dokazu, ze problém nakrytia na graf Hy, je NP-uplny,
ukédzme si, ze existuje graf, pre ktory existuje az niekolko nakryti na graf
Hsy. Tento graf, resp. jeho vlastnosti potom vyuzijeme v redukcii na NP-
uplny problém. Najprv si ale precislujme vrcholy grafu Hs, tak, ako je to
na nasledujicom obrézku 2.17. Toto znacenie budeme pouzivat az do konca
tejto kapitoly.

Obr. 2.17: Graf Hy, s preozna¢enymi vrcholmi (oproti obr. 2.7)

Pre zjednoduSenie zapisu budeme v nasledujicom texte znacit graf Hop,
len skratene ako H. Nasledujica veta 2.3.1 ukazuje existenciu grafu, pre
ktory existuje mnozstvo nakryti pre prislusny graf a popisuje vlastnosti nie-
ktorych tychto nakryti.

Veta 2.3.1 FEuxistuje graf G, so $pecialnym vrcholom u a modrymi susedmsi
u,us € V(G) (v danom poradi) taky, Ze pre kazdé x € V(H) a jeho
modrych susedov x1,xo € V(H) (v lubovolnom poradi) bude existovat na-
krytie frz wo @ G — H, ktoré bude spliovat podmienky fu ., 2,(u) = x,

fx,xl,mg (ul) =T a fx,xl,xg(u2) = Za.

Tato lemma teda hovori, Ze existuje graf GG, a jeho vrchol u taky, ze ak
pre lubovolny = € V(H) definujeme f(u) = x a okolie vrchola u sa zobrazi
zobrazenim f (lubovolne) na okolie vrchola z, tak aby sa zachovali farby hrén
(Cerveny sused vrchola u je uz vzdy jednoznacne uréeny), tak zobrazenie
f uz vieme dodefinovat na korektné nakrytie. V praci [2] je toto tvrdenie
zovSeobecnené, ale my si vystacime s tymto znenim. Ukazeme si konstrukciu
takéhoto grafu, ale najprv si definujme grafovi operaciu farebny sucin.
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Definicia: (farebného siucinu) Nech G; a Go st dva k-regularne grafy, kto-
rych hrany maja k farieb {1,2, ..., k} a kazd4 z tychto farieb tvori perfektné
parovanie. Teda E(G1) = F1(G1)UEy(G1)U...UEL(G1) a E;(G1) su vetky
hrany jednej farby (analogicky aj pre graf Gs). Potom definujme farebny su-
¢in grafov G1 a Gy ako G1 @ Gy = G(V, E), kde V = {(x,y);z € V(G1),y €
V(Ga)} (t.j. V je kartézsky stcin mnozin V(Gy) a V(Gy)) a E = UF_, E;, kde
E; = {((I7 y)? (xla y/)); (l’, y)? ('Tlv y/) S ‘/7 (l’, ZE,) S El(Gl)v <y7 y/) S EZ(GQ)}

Lahko potom overime, Ze E; tvoria v grafe G perfektné parovanie pre
vietky ¢ € {1,2,...,k}, takZe graf G je opiit k-regularny, jeho hrany maju
k farieb a hrany jednej farby tvoria perfektné parovanie na vrcholoch V(G).
Tento graf v§ak nemusi byt nutne stvisly na ¢o si niekedy treba dévat pozor.

Pozorovanie 2.3.2 Nech G; a Gy su dva k-reqularne grafy, ktorych hrany
maji k farieb a kazZdd farba tvori perfektné parovanie. Nech G = G1 ® Gj.
Potom existuje nakrytie f : G — G1 a tieZ nakrytie g : G — Gs.

Dékaz: Pre kazdy vrchol (z,y) € V(G), definujme f(z,y) =z a g(z,y) =
y. Potom zobrazenia f, resp. g zobrazuju graf G' do grafu Gy, resp. do Gj,
takze nam stac¢i overit, ze okolie kazdého vrchola (z,y) v G sa zobrazi bi-
jektivne na okolie vrchola f(x,y) v Gy, resp. okolie vrchola g(z,y) v Gy
(samozrejme v prislusnych farbach).

My ukéZeme, Ze hrana farby d € M(G) sa zobrazi na hranu farby d a
kedze kazdéa farba v grafoch G,G; aj Go tvorila perfektné parovanie, tak
to ndm uz zarudi, ze okolie kazdého vrcholu sa zobrazi bijektivne na oko-
lie svojho obrazu. Stac¢i nam teda ukazat, ze ak ((z,y),(2",y')) € Ei(G)
tak (f('ray)7f(x/7y/)) < El(Gl)v resp. (g(x,y),g(:c’,y’)) < EZ<G2)7 lenze
(f(z.y), f(&' ) = (2,2') a (9(2,9). 9(z".¥')) = (y,¥') a nase tvrdenie uz
potom priamo plynie z definicie farebného sicinu (definicia 2.3). |

Lemma 2.3.3 FExistuje 3-requldrny graf Gy so $pecidalnymi vrcholmi uy, us,
..., ug, ktory ma cervené a modré hrany, pricom cervené hrany tvoria per-
fektné pdarovanie a modré hrany tvoria disjunktné zjednotenie cyklov taky,
Ze Vi € V(H) nech x; a y; si modry susedia vrchola u; v pevnom poradi a
nech k a j si modry susedia vrchola i v grafe H (v pevnom poradi), potom
existuji nakrytia f; - Go — H a g; : Go — H také, Ze fi(u;) = gi(w;) = 1,
filzi) =7 = gi(yi) a fi(zi) =k = g:(y1).

Tato lemma teda hovori, Ze existuje graf G taky, Ze pre kazdé i € V(H)
existuje vrchol u; € Gq taky, ze ked si zoberieme Iubovolné zobrazenie f :
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V(Gy) — V(H) také, ze f(u;) =i a okolie vrchola u; sa tymto zobrazenim
zobrazi bijektivne na okolie vrchola ¢, pricom modry susedia sa zobrazia na

modrych susedov, tak toto zobrazenie uz budeme vediet rozsirit na nakrytie
f:Gy— H.

Doékaz: Uvazujme dva 3-regularne grafy H; a Hy na obrazkoch 2.18 a 2.19,
na mnozine vrcholov V(H), ktoré maja hrany troch farieb (fialova, zelend a
Cervend) a hrany kazdej farby pritom tvoria perfektné parovanie.

Obr. 2.19: Druhy typ prefarbenia hran grafu Hy,

Lahko si v§imneme, Ze ¢ervené hrany grafov H; a Hy zodpovedaju cerve-
nym hranam grafu H a fialové a zelené hrany grafov H; a Hy zodpovedaju
modrym hranam grafu H. Pre grafy H, a H, tiez plati, ze zelené hrany H;
zodpovedaju fialovym hrandm H, a fialové hrany H; zodpovedaju zelenym
hrandm H,.
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Definujme teraz graf G, = H; ® H,. Z definicie farebného sicinu potom
plynie, Ze Gj je 3 regularny graf, ktorého hrany maja 3 farby (opif zelend,
fialovi1 a Cervent) a hrany kazdej farby tvoria v grafe Gy, perfektné parovanie.
Definujme teraz Specialne vrcholy u; a to nasledovnym spésobom

Vi€ V(H) :u; = (i,i) € V(G})

Potom z pozorovania 2.3.2 dostavame, ze funkcie f : V(Gy) — V(H) a
g : V(Gy) — V(H) definované ako f(x,y) = x a g(z,y) = y, kde z,y €
V(H), st nakrytia grafu G na graf H; resp. Hy. KedZe tieto zobrazenia
zachovavaju farby hréan, tak si lahko vSimneme, Ze f(u;) = g(u;) = i a ak
st z, resp. y zeleny, resp. fialovy sused vrcholu u; v grafe Gy, tak plati, ze
f(x) =g(y) a f(y) = g(2).

Potom definujme Go(V(Gy), E), kde E obsahuje modré a ¢ervené hrany
definované nasledujicim sposobom FE,, = {(z,y); (z,y) je fialova alebo ze-
lend hrana v Gy} a E. = {(x,y), (z,y) je Cervend hrana v grafe G }. Graf Gy
je 3-regularny graf s cervenymi a modrymi hranami, pricom ¢ervené hrany
tvoria perfektné parovanie a modré hrany tvoria 2-faktor. Graf G, dalej
obsahuje 8 specialnych vrcholov uy, us, ..., us.

Uvazujme teraz pevné ¢ € V(H). Nech v, resp. w je zeleny, resp. fialovy
sused vrchola u; v grafe G, a nech j a k si modry susedia vrchola ¢ v grafe
H (j a k st teda fialovy a zeleny susedia vrchola i v Hy aj v Hs). Vieme,
ze existuju nakrytia f a g grafu Gy do Hy, resp. Hs, ktoré (bez ujmy na
v8eobecnosti) spliuju f(u;) = g(w;) =i, f(v) = g(w) = ka f(w) = g(v) = j.
Ked vsak pouzijeme zobrazenia f a g na graf Gy, tak lahko zistime, Ze ide o
nakrytia grafu Gy do H, ktoré presne splnuju to, ¢o tvrdi lemma 2.3.3. A to,
ze takéto zobrazenia existuju pre vsetky i € V(H), dokazuje nasu lemmu.

Este predtym ako sa pustime do samotného dékazu vety 2.3.1, rozsirme
si definiciu farebného sicinu pre viac ako dva grafy.

Definicia: (rozsireného farebného sicinu) Pre m prirodzené uvazujme k-
regu-larne grafy Gy, Go, ..., G, ktorych hrany maja k farieb {1,2,... k} a
kazda z tychto farieb tvori perfektné parovanie. Teda E(G;) = E1(G;) U
Ey(Gj) U ... U E(G;) a E;i(Gj) s vsetky hrany farby i grafu G, kde
j € {1,2,...,m}. Potom definujme farebny sicin grafov Gy, Gso,...,Gp,
ako G4 @ G ® ... ® G, = G(V,E), kde V. = {(x1,29,...,2,);V] €
{1,2,...,m},z; € V(G;)} (t.j. V je rozsireny kartézsky stc¢in mnozin V(G,),
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V(Gy),...,V(Gn)) a E=U" | E;, kde E; = {((z1, 22, ..., %m), (W1, Y2, .-,

Lahko overime, Ze ak G je takyto farebny sacin tak G je k-regularny
a hrany tohoto grafu maju k-farieb, pricom kazda farba tvori perfektné
parovanie. Tiez nie je tazké overit, ze ak si pre j € {1,2,...,m} zoberie
funkciu f; : V(G) — V(G;) definovant predpisom f;(xq, xa, ..., Tm) = x;,
V(x1,xg,...,xy) € V(G) tak toto zobrazenie bude nakrytie grafu G na graf
G, (ddkaz by bol analogicky ako dokaz pozorovania 2.3.2). Teraz sa uz mo-
zeme pustit do dokazu vety 2.3.1.

Dokaz: (vety 2.8.1) Definujme najskor graf G/, nasledujicim spdsobom:
G =Gy Gy®...0G,
8 krdt

kde G, je graf z dokazu lemmy 2.3.3 (t.j. Gy = H1® Ha, kde Hy a H, s grafy
z obrazkou 2.18 a 2.19). a zoberme vrchol u € V(G,,) ako u = (uy, us, ..., us),
kde w; € V(Gy),Vi € {1,2,...,8} st Specidlne vrcholy jednotlivych gra-
fov Gj,. Graf G, je 3-regularny a s fialovymi, zelenymi a Cervenymi hra-
nami, pricom hrany vsetkych farieb tvoria perfektné parovanie. Definujme
potom graf G, = (V(G,,), E) podobne ako to bolo v dékaze lemmy 2.3.3,
tj. E = E.UE,, kde E. = {(z,y),(x,y) je ¢ervena hrana grafu G/} a
E,. = {(x,y),(x,y) je zelena alebo fialova hrana grafu G/ }. Graf G, je po-
tom 3-regularny, s ¢ervenymi a modrymi hranami a pritom c¢ervené hrany
tvoria perfektné parovanie, kym modré hrany tvoria disjunktné zjednotenie
cyklov (resp. 2-faktor).

Nech st v a w modry susedia vrchola u v grafe GG,. Nech i je lubovolny
vrchol grafu H a nech st j a k jeho dvaja modry (rozny) susedia. Potom k
dokazaniu vety 2.3.1 sta¢i ukazaf, ze ak si zoberieme funkciu f : V(G,) —
V(H), ktoré spliiuje f(u) =i, f(v) =j a f(w) = k, tak tato funkciu sa uz
d4 rozsirit na nakrytie grafu G, na graf H.

Vieme, Ze zobrazenie f; : V(G,) — V(Gy) definované ako f;(x1, za, ...,
xg) = x; je nakrytie grafu G, na graf Gy spliiujtice f;(u) = u; € Go a vrcholy
v a w sa zobrazia na dvoch roéznych modrych susedov f;(v) a f;(w) vrcholu
u;. Z lemmy 2.3.3 ale esistuje nakrytie g : Go — H, ktoré spliuje g(u;) = 1,
9(fi(v)) =7 a g(fi(w)) = k. KedZe zloZzenim dvoch nakryti dostdvame opét
nakrytie, tak zobrazenie f : V(G,) — V(H) definujme ako:

Vo e V(G,) : f(z) =g(fi(x))
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Zobrazenie f je potom nakrytie grafu GG, na graf H, ktoré navyse spliuje
f(u) =1, f(v) = ja f(w) = k. Graf G, so $pecidlnym vrcholom u teda
dokazuje nasu vetu 2.3.1. |}

Graf G, z nagho dokazu ma 28 vrcholov, takZe nejde o "najmensi” graf.
Pri konstrukecii grafu, ktory by dokazoval vetu 2.3.1 by sme napriklad mohli
vyuzit rdzne symetrie grafu H a takisto aj to, Ze my budeme v dalSom texte
pozadovat iba to aby sa vrchol u zobrazoval do mnoziny {1,2,3,4,6,8} C
V(H). Graf G, navySe nemusi byt stvisly, v tomto pripade nam staci za G,
zobrat komponentu stvislosti obsahujticu vrchol wu.

Nasledujice pozorovanie potom ukazuje dalsi sposob, ktorého viacné-
sobny aplikovanim mdéZeme ”zjednodusit” graf G, tak, aby aj nadalej spl-
noval znenie vety 2.3.1.

Pozorovanie 2.3.4 Nech G je graf taky, Ze ezistuje nakrytie f : G — H,
ktoré zobrazuje graf G na H. Potom vsetky cykly grafu G, maji dizku deli-
telni 4. Ak graf G obsahuje 6 roznych vrcholov xg, x4, . . ., x5, takych, Ze Vi €
{0,1,...,4}, (25, xi11) € En(G) tak definuyme G' = (V(G), E!,UE.(G)), kde
El = E.(G) U {(vo,25), (x1,24)} - {(z0, 1), (z4,25)} (viz obrdzok 2.20).
Potom f je tiez nakrytie grafu G' na graf H.

G':

Obr. 2.20: Eliminacia modrych cyklov dlhsich ako 4

Aplikovanim tohoto pozorovania potom moézeme graf GG, upravit tak, aby
nadalej spliioval podmienky vety 2.3.1 a vSetky modré cykly tohoto grafu
mali dlzku 4.

Doékaz: Nech f: G — H je nakrytie a nech yy,ys,...,y, je modry cyklus
grafu G (kedZe existuje nakrytie, tak G, musi byt 2-faktor). Potom uz plati,
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ze {f(y1);f(y2);;f(yn)} C {1727374} alebo {f<y1)7f(y2)77 f(yn)} C

{5,6,7,8} a kedze vrcholy y; 1 a y;11 sa musia zobrazif na dvoch réznych
modrych susedov vrchola f(y;) pre Vi € {1,2,...,n} (kde y,11 = y1 a yo
= y,) tak je zrejmé, Ze vrcholy y1, s, ..., y, sa musia zobrazit cyklicky na
vrcholy 1,2, 3,4 alebo 5,6,7,8 (resp. na vrcholy 4,3,2,1 alebo 8,7,6,5) a
plati f(y;) = f(yi+4) (kde indexy pocitame modulo n). Ale to je mozné iba
vtedy ak n je delitelné styrmi.

Nech zg,1,...,z5 st vrcholy zo znenia pozorovania. A nech tieto vr-
choly patria do modrého cyklu xg,z1,...,z,. Kedze f(z;) = f(xi14) (pre
i = 1,2) tak nutne f(z9) = f(x4) a f(z1) = f(x5). Zobrazenie f nam
zobrazi vrcholy grafu G’ do mnoziny vrcholov grafu H. Na to aby islo o
nakrytie nam staci overit, Ze okolie kazdého vrcholu sa zobrazi bijektivne na
okolie svojho obrazu. Pre vSetky vrcholy z mnoziny V(G') — {zo, z1, 24, x5}
to ale plati, pretoze tieto vrcholy sa zobrazuju rovnako ako to robily vrcholy
grafu G a podla predpokladu f bolo nakrytie G do H. Kazdému z vrcholov
X, T1, T4, Ts sa vSak zmenil jeden sused, ale lahko overime, Ze novy modry
sused kazdého z tychto vrcholov sa zobrazuje na rovanky vrchol ako povodny
sused a teda okolia tychto vrcholov sa v skutku zobrazia bijektivne na okolia
svojich obrazov a teda f je aj nakrytie grafu G’ do H. |}

2.4 Vlastnosti (6 — 8) — cyklov

Je zrejmé, ze kazdy vrchol grafu H ma jednoznac¢ne urceného cerveného
suseda a takisto mé jednoznacne urceny vrchol, ktory od neho mé v grafe
H,, vzdialenost 2. Ak pre graf GG existuje nakryztie f : G — H, tak vrcholy
grafu G musia spliiovat podobnt vlastnost, mimo iné, ze pre kazdy vrchol sa
v8etky vrcholy vo vzdialenosti 2 v G,,, musia zobrazit na ten isty vrchol. A
pokial by sme uvazovali, Ze graf G,,, obsahuje iba 4-cykly znamenalo by to, ze
kazdy vrchol mé jednoznacne urceného cerveného suseda a modrého suseda
vo vzdialenosti 2. Potom pre kazdy vrchol méame dva vyznacné vrcholy a
kedZe ide o symetricku vlastnost, tak tieto vrcholy sa rozdelia do akychsi
disjunktnych ”savislych” mnozin (cyklov) a my si v tejto Casti ukdZeme
niekolko vlastnosti tychto cyklov, ale najprv si ukédzme forméalnu definiciu
(6 — 8) — cyklov.

Definicia: Nech G je graf taky, ze existuje nakrytie f : G — H a G,
obasahuje iba 4-cykly. Definujme potom mnozinu F, oranzovych hran ako

E, ={(z,y);z,y € V(G),dn(z,y) =2}
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kde d,, zna& vzdialenost vrcholov v grafe GG,,. Definujme potom graf G ako
G= (V(G)7 E, U Ec)

Kedze G obsahoval modré cykly iba dizky 4, tak je zrejmé, ze oranzové
hrany tvoria pefektné parovanie a graf G je teda 2-reguldrny. Z toho ale
vyplyva, ze sa skladd z disjunktného zjednotenia alternujucich cyklov. V
tychto cykloch sa zaradom striedaji oranzové a ervené hrany a teda dizky
tychto cyklov musia byt delitelné dvomi. Lahko nahliadneme, 7e v grafe H
dostéavame dva takéto cykly (viz obrazok 2.21), pri¢om jeden z nich ma dlzku
prave 2 (ide teda o dvojiti hranu).

2 3,7

Obr. 2.21: (6 — 8) — cykly grafu Hy,

Definicia: ((6 - 8)-cyklov) Nech G je graf, pre ktory existuje nakrytie f :
G — H a G,, sa sklad4 zo samjch 4-cyklov. Cykly, cesty a sledy grafu G
budeme nazyvat (6 — 8) — cykly, (6 — 8) — cesty a (6 — 8) — sledy.

Pozorovanie 2.4.1 Nech G je graf, pre ktory existuje nakrytie f : G — H
a G,, pozostdva len zo 4-cyklov. Potom f je aj nakrytie grafu G na graf H a
plati, Ze kazdy (6 — 8) — cyklus grafu G sa zobrazi na (6 — 8) — cyklus grafu
H.

Doékaz: Grafy G a H st oba 2 regularne a ich hrany maji dve farby (¢erventi
a oranzovi), pricom hrany kazdej farby tvoria perfektné parovanie. Ak f
je nakrytie G do H, tak zobrazenie f : V(G) — V(H) zrejme zobrazuje
cervenych susedov grafu G na &ervenych susedov grafu H a aby f bolo
nakrytie G na H nam stadi ukazat, ze (z,y) € E,(G) = (f(z), f(y)) €
E,(H).
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Nech (z,y) € E,(G). To znamend, ze vrcholy x a y sa nachadzaja v
jednom modrom 4-cykle grafu G a kedZe ich modra vzdialenost je 2, tak
sa tieto vrcholy nachadzaja v danom 4 cykle ”oproti seba”. Ale potom aj
vrcholy f(z) a f(y) sa musia zobrazif do jedného modrého 4-cyklu a navyse
musia byt ”oproti seba”. To ale znamena, ze (f(z), f(y)) € Eo(H).

Zobrazenie f je teda aj nakrytie grafu G na graf H. Nech potom 1, 7,
..., Tay, je (6 —8) — cyklus grafu G, bez ujmy na vSeobecnosti (za;, T2i41) €
E,(G) a (r2i41,%2i12) € E.(G) pre Vi € {1,2,...,2n}, pricom vSetky in-

dexy pocitame modulo 2n. Ale potom nutne (f(x2), f(xei41)) € E,(H) a

(f(z2i41), f(22i42)) € flc(H) a teda vrcholy f(z1), f(z2), ..., f(22,) tvoria
(6 — 8) — cyklus grafu H (resp. uzavrety (6 — 8) — sled). |}

Pozorovanie 2.4.2 Nech G je graf, pre ktory existuje nakrytie f : G — H
a G,, obsahuje iba 4-cykly. Nech x1,2s,. .., x, je (6 —8) — cyklus grafu G.
Potom Vi € {1,2,...,n}, f(x;) = f(xis6), pricom vsetky indery pocitame
modulo n.

Dokaz: KedZe kazdy (6 —8) — cyklus grafu G sa musi zobrazit na (6 —8) —
cyklus grafu H, tak cyklus 1,2, ..., 7, sa zobrazi bud na (6 — 8)cyklus
1,2,4,5,7,3 (resp. 3,7,5,4,2,1) alebo na cyklus 6,8. Najmensi spolo¢ny
nasobok dl7ok tychto cyklov je 6 a teda bez ohladu na to, na ktory z tjchto
cyklov sa bude cyklus x4, 2s,. .., z, zobrazovat, bude platit, Ze vrcholy vo
vzdialenosti 6 (v grafe () sa musia zobrazif na ten isty vrchol. ||

Doésledok 2.4.3 Nech xq, s, ..., 2, je (6—8) —cyklus grafu G a nech exis-
tuje nakrytie f : G — H. Potom ak n nie je delitelné tromi, tak tento cyklus
sa nemoze zobrazovat na (6 — 8) — cyklus 1,2,4,5,7,3 (resp. 3,7,5,4,2,1)
a nutne {f(x1), f(z2),..., f(z,)} = {6,8}.

Kedze kazda (6 — 8)cesta xy,xs, ..., x, sa da rozsirit na (6 — 8)cyklus
T1,X2, .y Ty Tpil, - - -, L. Tak je zrejmé, Ze pre n > 6 plati, Vi € {1,2,. ..,
n—6}, f(x;) = f(xise) (kde f je nakrytie G na H).

(6 — 8)cykly a (6 — 8)cesty sme zatial mali definované, len v grafoch
G, ale ich definiciu by sme mohli rozsirif aj na grafy G. V tomto pripade
(6 — 8)cykly vyzeraju ako cykly, v ktorych sa cyklycky striedaji dve modré
hrany a jedna ¢ervena. (6 — 8)cesty v grafe G potom mozeme definovat ako
Tubovolny tsek z (6 — 8)cyklu. Nech z1,x,,...,x, je takyto cyklus, resp.
cesta. Potom uz ale obecne neplati tvrdenie, ze f(z;) = f(z;1¢). Problémom
su vrcholy x;, ktoré st v tejto ceste, resp. cykle incidentné s dvomi modrymi
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hranami (plati teda (z;-1,2;), (z;, i41) € Enm(G)), pre ostatné vrcholy ale
tvrdenie plati nadalej.

Uvazujme teraz pevny suvisly graf G, so $pecidlnym vrcholom u, ktory
bude spliiovat vetu 2.3.1 a jeho modré cykly budé maf dizku 4. Potom si
modrych susedov vrchola u ozna¢me ako x a y, ¢erveného suseda vrchola u
si ozna¢me ako v a Cerveného suseda vrchola x si oznacme ako w, tak ako je
to na obrazku 2.22.

G,

Obr. 2.22: Znacenie rozsireného okolia vrchola u v grafe GG,

Lahko si uvedomime, Ze vrchol u musi byt rézny od vrcholov z,y a v,
pretoze inak by G, obsahoval slucku (¢o by vynucovalo aj slucku v grafe
H, ¢o je spor) a vrchol v musi byt rézny od vrchola w, pretoZe inak by
platilo, ze (z,u) € E,(G,) a (z,u) € E.(G,). Lenze my vieme, Ze existuje
nakrytie f : G\, — H a potom by muselo platit (f(z), f(u)) € E,(H) a
(f(x), f(u)) € E.(H) a to by znamenalo, Ze nutne f(u) € {1,2}. Ale my
vieme, Ze pre kazdé z € V(H) existuje nakrytie grafu G, na H také, Ze
vrchol u sa zobrazi na z. No ale to nie je mozné v pripade, Zze by w = u a
teda nutne plati u ¢ {z,y, v, w}.

Vrchol z je uréite rozny od vrchola w (a tiez u) pretoZe su to susedia.
V pripade, Zze by * = v, znamenalo by to, Ze (z,u) € E,(G,) a (x,u) €
E.(G.) a teda opiit by sme dostali, Ze pre kazdé nakrytie f : G,, — H plati
f(u) € {1,2}, ¢o je spor s vyberom grafu G, a teda nutne z # v. Vrchol
x je tiez rozny od vrchola y, pretoze graf GG, by obsahoval dvojiti modria
hranu, ktort by nasledne musel obsahovat aj graf H, ¢o je spor. Plati teda,
ze x ¢ {u,y,v,w}

Vieme teda uz, ze vrchol y je rézny od vrcholov v a x. Ak by y = v, tak
opift dostavame, Ze medzi vrcholmi u a y vedie modré aj ¢ervend hrana a
teda by muselo platit f(u) € {1,2}, ¢o je spor a preto y # v. V pripade, Ze
by platilo y = w, znamenalo by to, Ze v grafe G, existuje (6 — 8)cyklus x,y.
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Tento cyklus by mal dlzku dva a teda podla désledku 2.4.3 by pre Tubovolné
nakrytie platilo {f(z), f(y)} € {6,8}. Ale potom by sme nutne mali, Ze
f(u) € {5, 7}, ¢o je spor s volbou grafu G,.

Na to aby sme dokézali, ze vSetky vrcholy u,z,y,2z a v si navzajom
rozne, nam stac¢i uz len dokazat, ze v # w. Keby platilo v = w, znamenalo
by to, ze v ma Cerveného suseda vrchol u ale tiez vrchol x a teda by muselo
platit, Ze x = u, ¢o je spor a teda nutne v # w. Zistili sme teda, Ze vSetky
vrcholy u, z,y, z a v s si navzajom rozne.

Definicia: Definujme graf G/, ako G, = G, — {(z,w), (u,v)}, teda graf G,
po odstraneni ¢ervenych hran (z,w) a (u,v) (viz obrazok 2.23).

Gy

Obr. 2.23: Graf G, po odstraneni ¢ervenych hran (z,w) a (u,v)

Pozorovanie 2.4.4 Nech G je graf, pre ktory ezistuje nakrytie f : G — H
a nech G, je podgraf tohoto grafu (teda G! vieme dostat z grafu G pomocou
mazania hran a vrcholov). Potom ak f je lubovolné nakrytie grafu G na H

tak (f(z), f(w)), (f(u), f(v)) € Ec(H).

Toto pozorovanie teda hovori, Ze napriek vymazaniu hran (z,w) a (u,v)
bude stéle platit, Ze vrcholy x a w, resp. u a v sa zobrazia na cervenych
susedov grafu H. Ak si zoberieme restrikciu nakrytia f na vrcholy grafu G/,
tak f bude vlastne homomorfismus s vlastnostou, ze okolie kazdého vrchola
zobrazi proste na vrcholy svojho obrazu. Takze toto pozorovanie sme mohli
definovat aj pomocou takéhoto lokalne prostého homomorfizmu.

Dodkaz: Je zrejmé, ze vrcholy x a w sa v grafe (G, nachadzaji na jednom
(6—8)cykle. Dalej vieme, 7e pre kazdé z € V (H) existuje nakrytie f' : G, —
H také, ze f'(u) = z, takze pre z = 1, existuje nakrytie f; : G, — H také, ze
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fi(u) = 1. Potom ale fi(x) € {2,4} a teda existuje nakrytie, ze (6 —8)cyklus
obsahujtci vrcholy x a w sa zobrazi na (6 — 8)cyklus 1,2,4,5,7,3 alebo
3,7,5,4,2,1 (resp. sa niekolkokrat cyklicky zobrazi na tento cyklus). No ale
potom z dosledku 2.4.3, musi platit, Zze (6 — 8)cyklus obsahujuci vrcholy
x a w mé dlzku delitelna siestimi. V grafe G’ potom musi existovat (6 —
8)cesta x = x1,xa, ..., Teprs, Tokre = W (tato cesta existuje za podmienky,
ze (6 — 8)cyklus obsahujuci vrcholy x a w neobsahuje vrcholy u a v a to si
ukézeme neskor). Graf G vSak obsahuje vrchol w’ taky, Ze (w,w’) je ¢ervend
hrana. Kedze (6 — 8)cestu 1,2y, ..., 76,16 vieme predlzif o tento vrchol
(xer+7 = w'), tak nutne pre kazdé nakrytie f : G — H plati, ze f(w') =
f(zer+7) = f(x1) = f(x). Ale kedZe (w,w’) € E.(G) tak potom nutne aj
(f(w), f(w')) € E.(H) ateda (f(w), f(z)) je ¢ervena hrana grafu H.

Uplne analogicky by sme mohli dokazaf, Ze pre kazdé nakrytie f : G — H
plati ((w), f(v)) € EL(H).

Pre tiplnt korektnost tohoto dokazu este musime ukazat, ze (6 —8)cyklus
grafu G, obsahujtci vrcholy z a w je rdzny od (6 — 8)cyklu obsahujaceho
vrcholy u a v. My vieme, Ze existuje nakrytie f5 : G, — H, také Ze f5(u) =5
anavyse f5(x) = 6. Potom uz nutne f5(v) = 4 a teda (6—8)cyklus obsahujici
vrcholy x a w sa bude zobrazovat na (6 — 8)cyklus 6,8 a (6 — 8)cyklus
obsahujuci vrcholy u a v sa bude zobrazovat na (6 — 8)cyklus 1,2,4,5,7,3
a teda nemoze ist o ten isty (6 — 8)cyklus. |}

Definicia: Definujme mnoziny A, B, C nasledujtcim sposobom: A = {1, 3},
B ={2,4} a C ={6,8}.

Definicia: Pre graf G obsahujtci modré a ¢ervené hrany definujme modro-
cerveno-modri cestu (sled) ako cestu (sled) obsahujicu vrcholy z,y, z,v,
pricom plati (x,y), (z,v) € E(G) a (y,2) € E.(G) (viz obrazok 2.24).

y z
X Vv

Obr. 2.24: Modro-¢erveno-modra cesta x, vy, z, v
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Pozorovanie 2.4.5 Nech G je graf, pre ktory existuje nakrytie f : G — H.
Nech x,y,z,v € V(G) si vrcholy modro-cerveno-modrej cesty grafu G (viz
obrazok 2.24). Potom plati:

o i) ak f(x) € A tak nutne f(v) € BUC
e i) ak f(x) € B tak nutne f(v) € AUC

o iii) ak f(x) € C tak nutne f(v) € AUB

A navyse ak X je lubovolnd mnozina z A, B a C, tak pre kaZdy vrchol
e V(G), f(z') € X avrcholv” € (AUBUC)—X ezistuji vrcholy y', 2" a v’
také, zZe 2’y 2/ v je (6 —8)cesta v grafe G, pricom (2',y'), (2/,v") € E,(G)
a (Y, 7) € E(G) a navyse f(v') =v".

Dokaz: Kedze cesta x,y, z,v sa musi zobrazenim [ zobrazif na sled f(z),
fy), f(z), f(v), tak stac¢i overit, ze vSetky sledy, ktoré sa skladaji (po-
stupne) z modrej, ¢ervenej a modrej hrany a za¢inaju v mnoZine A kondcia
v mnozine B alebo C' a to vieme lahko nahliadnut z grafu H (viz obrézok
2.25). Analogicky to vieme ukézat aj ked zac¢iname vo vrchole z mozZiny B,
resp. C.

B A
2 3 ’
C
6, X
N /-
1 4
5

Obr. 2.25: Graf Hs, s vyznadenymi mnozinami A, B a C'

Druhé cast pozorovania tiez plynie z predchadzajiuceho obrazku a staci
overit, Ze ak X je niektord (lubovolnd) mnozina z A, B alebo C' a 2"’ € X,
tak pre kazdy v € (AU BUC) — X uz existuju vrcholy y"”, 2" € V(H)
také, ze (", y"), (2", v") € En(H) a (y",2") € E.(H) a to vieme lahko
urobit rozobranim vSetkych moznosti. |

Analogicky by sme si mohli definovat mnozinu D = {5, 7} a lahko by sme
sa presvedcili, ze kazdy modro-cerveno-modry sled zac¢inajici v mnozine D
konéi v jednom z vrcholov mnoziny D (dokonca ak z, z € D tak vzdy existuje
takyto sled zacinajici v = a kondiaci v z).
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2.5 Zlozitost problému nakrytia na graf Hy,

V nasledujicej ¢asti budeme dokazovat, Ze problém existencie nakrytia na
graf H je NP-iplny. Zékladnu ¢ast bude tvorit prevod na dobre znamy prob-
1ém 3-farebnosti, ktory je NP-uplny problém a prave pozorovanie 2.4.5 bude
hrat v tomto prevode velkt rolu, pretoZze vrcholom budeme pridelovat tri
farby A, B a C' pomocou vlastnosti nasej modro-¢erveno-modrej (6 — 8)cesty
potom budeme schopny dosiahnut toho, aby vrcholy spojené hranou dostali
roznu farbu a na druhej strane, ak dostaneme korektné tri ofarbenie bu-
deme schopny dodefinovat korektné nakrytie. Prezentujme teda najdolezi-
tejsiu vetu tejto kapitoly.

Veta 2.5.1 Problém rozhodnit, ¢i pre dany suvisly graf G existuje nakrytie
na graf H je NP-uplny.

My budeme vSetky nasledujice ddkazy robit pre suvislé grafy, ale nie je
tazké si rozmysliet, Ze by sme to mohli urobit aj pre nestuvislé grafy, len by
sme sa v kazdom pripade museli zaoberaf kazdou komponentou stvislosti
zvlast. Na dokaz samotnej vety 2.5.1 potom budeme potrebovat nasledujtce
dve lemmy.

Lemma 2.5.2 Pre problém existencie nakrytia daného grafu G na graf H
existuje polynomidlny certifikat. Tento problém je teda riesitelny nedetermi-
nistickym polynomaidlnym Turingovym strojom a tym pddom patri do triedy
NP.

Lemma 2.5.3 Problém rozhodnutia, ¢i sa dany graf G da korektne ofarbit
3 farbami je polynomidlne prevoditelny na problém existencie nakrytia na

graf H.

Doékaz: (vety 2.5.1) Z lemmy 2.5.2 dostdvame, Ze nas problém patri do
triedy NP a z lemmy 2.5.3 dostavame, ze existuje NP-uplny problém prevo-
ditelny na problém existencie nakrytia na graf H a z definicie NP-iplnosti
plynie, ze nas problém patri medzi NP-tuplné problémy. |

Doékaz: (lemmy 2.5.2) Ak dostaneme funkciu f : V(G) — V(H), tak vieme
v Case polynomidlnom od velkosti grafu G (a teda aj velkosti vstupu) roz-
hodnut, ¢i je zobrazenie f aj nakrytie v grafu G na graf H a to je nas
polynomidlny certifikat. [
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Dokaz: (lemmy 2.5.3) Predpokladajme, Ze pre dany graf G’ uz vieme roz-
hodnut, Ze ¢i existuje nakrytie f : G’ — H. Nech je G graf, pre ktory
chceme zistit ¢i je 3-ofarbitelny (chceme teda zistit, ¢i sa jeho vrcholy daju
ofarbif 3-farbami tak, aby Ziadne dva vrcholy, ktoré maji rovnaka farbu
neboli spojené hranou). Pomocou tohoto grafu G v polynomidlnom ¢ase zo-
strojime graf G’ taky, ze graf G je 3-ofarbitelny prave vtedy, ked existuje
nakrytie grafu G’ na graf H a to uz bude dokazovat existenciu redukcie
problému 3-ofarbitelnosti na problém existencie nakrytia na graf H.

Hlavna myslienka prevodu bude ta, ze kazdému vrcholu y grafu G prira-
dime jeden vrchol u(y) grafu G’ a v pripade, Ze existuje nakrytie f : G’ — H,
tak ukdzeme, ze vidy f(u(y)) € AUBUC a podla toho, do ktorej z mnozin
A, B a C hodnota f(u(y)) padne, priradime farbu vrcholu y (pouzijeme teda
prave 3 farbicky). V pripade, Ze = a y st susedia v grafe G, tak prislusné
vrcholy u(x) a u(y) spojime modro-¢erveno-modrou cestou, ¢o zarudi, ze ich
ofarbime roznymi farbickami. A kedze kazdy vrchol grafu G moze maf stu-
y € V(G) niekolko kdpii vrcholu u(y) a zabezpecit, aby kazda képia dostala
zobrazenim f rovnakd hodnotu.

Popisme si teda ako budeme konStruovat graf G’. Zékladnou staveb-
nou jednotkou bude graf G!. Nech y je vrchol grafu G stupiia k. Potom
zoberieme k képii grafu G! a ozna¢me ich G/ (1),G,(2),...,G, (k) a vr-
choly grafu G’ (i) indexujme skratka indexom i (teda ak ¢t € V(G)) tak
t; € V(G (7). Vytvorme potom graf M, tak aby obsahoval vsetky kdpie
G, (1),G.(2),...,G. (k) a pre vietky i = 1,2,...,k priddme do grafu M,
Cervené hrany (u;, v;41), pricom vSetky indexy pocitame modulo k (viz ob-
razok 2.26).

Nech teraz G’ je graf, ktory obsahuje M, ako podgraf (y je vrchol G
stupnia k) a nech existuje nakrytie f : G’ — H. Predpokladajme teraz, ze
f(u;) = q € V(H) pre nejaké ¢ = 1,2...,k a nech p je ¢erveny sused ¢ v
grafe H. Potom nutne plati, Ze f(v;41) = p. Z pozorovania 2.4.4 vieme, Ze
(f(vit1), f(uis1)) € E.(H) a teda vrchol w;;; sa musi nakrytim f zobrazit
do ¢erveného suseda vrchola p v grafe H a teda plati f(u;1) = q = f(u;).
Indukciou uz potom Tahko dostavame:

flur) = f(ug) = ... = f(ur)

Vrcholy u; sa potom vSetky musia zobrazif do jedného vrcholu. Definujme
potom f(M,) = f(u1). K dokonceniu konstrukcie grafu G’ ndm uz ostava
iba prepojit jednotlivé képie vrcholov u(y), v pripade ak v grafe G existovala
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Obr. 2.26: Konstrukcia grafu M,

hrana a zabezpecit aby Vy € M,, f(M,) e AUBUC.

Ak budeme vrcholy 'u’ spajat modro-¢erveno-modrymi (6 — 8)cestami,
tak podla pozorovania 2.4.5 bude stacit zabezpecit to, aby pre aspon jeden
vrchol ¢ grafu G vynucoval f(M,) € AUBUC. Pretoze G je stuvisly graf,
tak ak by pre nejaky vrchol y” € V(G) platilo f(M,) ¢ AU B U C museli
by existovat dva susedné vrcholy grafu G, z ktorych jeden by sa zobrazoval
do mnoziny vrcholov AU BUC' a druhy nie (pri¢om ich vrcholy ”u” by boli
spojené modro-¢erveno-modrou cestou), no ale to je spor s pozorovanim
2.4.5.

Takze nam staci vybrat si lubovolny vrchol y' € V(G) a zabezpecit pre
neho, aby pre kazdé G’ také, ze M, je jeho podgraf a pre kazdé nakrytie
f : G' — H uz nutne platilo, ze f(M,) € AU B U C. Predpokladajme, ze
vrchol ' mé v grafe G stupen k. Potom M, zostrojime rovnako ako sme
predtym konstruovali grafy M, az na to, Ze pouzijeme k + 1 képii grafu G/,
a k vrcholom zj,; a wyy; priddme nasledujice vrcholy a hrany ako je to na
obrazku 2.27.

Keby sme to chceli zapisat formalnejsie, tak A, sa skladd z k£ + 1 ké-
pii grafu G/, ktoré by sme pospajali ako predtym plus obsahuje 8 $peciél-
nych vrcholov a, b, c,d,e, f,g a h (priom v tomto pripade zépisom f mys-
lime vrchol a nie nakrytie) a obsahuje navySe modré hrany (a,b), (b,c),
(C, d)a (d> a)a (6, f)a (fa g)’ (97 h)7 (h> 6) a Cervené hrany ($k+17 a)? (wk+17 d),
(b,e), (¢, g) a (h, f). Dokaz toho, Ze potom uz nutne pre kazdé nakrytie plati
f(M,) € AU BUC si nechame na neskor.
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Obr. 2.27: Graf M, s pridanymi vrcholmi zarucujicimi, Ze pri kazdom na-
kryti sa vrchol w1 bude zobrazovat do mnoziny AU BUC

Ukézme si teraz ako budeme z grafu G konstruovat samotny graf G'. Graf
G’ bude obsahovat zjednotenie grafov M, pre vSetky vrcholy y € V(G). K
tomuto (nesavislému) grafu potom priddme hrany nasledujicim spésobom.
Postupne si budeme brat hrany (o, r) grafu G. V grafe M,, resp. M, zvolime
prvy nepouzity vrchol 'u’ (nepouZity v zmysle, Ze sme ho este neuvazovali
pre ziadnu hranu), nech je to w;(0), resp. u;(r) a priddme Cervené hrany
(xi(0),z;(r)) a (w;(0), w;(r)) (viz obrazok 2.28). Kedze grafy M, maju tolko
vrcholov "u’ ako je stupeti vrchola y (az na vrchol ¢/, ale ten ma vrcholov "’
o jedna viac ako stupen vrchola ' ale jeden vrchol 'u’ uz je obsadeny), tak je
zrejmé, ze také indexy i a j budu vzdy existovat a nakoniec sa mina vSetky
(takze vSetky vrcholy 'z’ a w’ budu incidentné s prave jednou cervenou
hranou). Lahko sa potom presved¢ime, ze graf G’ je uz 3-regularny, jeho
hrany st ofarbené dvomi farbami, pricom cervené hrany tvoria perfektné
parovanie a hrany modrej farby tvoria disjunktné zjednotenie cyklov (na
to ndm staci overit, Ze to plati pre jednotlivé vrcholy v, u, z,y, pretoze pre
ostatné vrcholy je to zrejmé z konstrukcie grafu G7,).

Obr. 2.28: Prepojenie grafov Mr a M, ((r,0) je hrana grafu G)

Zostava nam uz len dokazat, ze graf G je 3-ofarbitelny < existuje na-
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krytie f : G’ — H. Predpokladajme najprv, Ze existuje nakrytie f : G' —
H. Potom vrcholom grafu G priradime prave jednu z mnozin A, B a C
(tieto mnoziny budu predstavovat jednotlivé 3 farby, ktorymi chceme ofar-
bit vrcholy). Pri¢om farbu vrchola y budeme definovat ako X € {A, B, C},
f(M,) € X. Na to aby tato definicia bola korektna potrebujeme najprv uka-
zat, ze Vy € V(G), f(M,) € AU BUC. Ako uz vieme tak na to nam staci
ukazat, ze f(M,) € AUBUC.

Graf M, obsahuje k + 1 kdpii grafu G, pricom ku képii G (k + 1) st
pridané Specialne vrcholy a,b,c,d, e, f, g, h. Pozrime sa teraz lepsie na to,
ze kde sa mohli zobrazif tieto Specidlne vrcholy. Vrcholy e, f, g a h tvoria
modry 4-cyklus (pri¢om to ¢ zépisom f myslime nakrytie alebo Specidlny
vrchol vyplyva z kontextu), takze vrcholy f(e), f(f), f(g) a f(h) musia tvorit
modry 4 cyklus grafu H. Ale tiez plati, ze (h, f) € E.(G) = (f(h), f(f)) €
E.(H). Takze modry cyklus f(e), f(f), f(g), f(h) obsahuje ¢ervent priecku
(f(h), f(f)), no ale to je mozné iba v pripade, ze {f(h), f(f)} = {6,8}.
Potom ale uz nutne {f(e), f(9)} = {5,7} a teda {f (D), f(c)} = {3,4} a
kedZe vrcholy b a ¢, resp. f(b) a f(c) st modry susedia v grafe G, resp. H tak
nutne {f(a), f(d)} = {1,2}. Potom je ale uz zrejmé, ze f(xy41(y')) € {1,2}
a odtial uz priamo plynie, ze f(ur+1(v')) € {1,2,3,4} = AU B. Kedze
flur(v)) = flue(v)) = ... = flugna(v)) = f(M,) dostavame f(M,) €
AUBUC atedaVy € V(G), f(M,) e AUBUC.

Nakrytie f nam teda definuje ofarbenie vrcholov tromi farbami. Pred-
pokladajme teraz, ze toto ofabenie nie je korektné, t.j. existuju dva vrcholy
y1,y2 € V(G) také, ze (v1,y2) € E(G) a f(M,,) = f(M,,). Potom mu-
sia existovat vhodné indexy 7 a j také, ze vrcholy u;(y1) a u;(y2) st spojené
modro-¢erveno-modrou cestou. Ale tym dostavame spor s pozorovanim 2.4.5
a nase ofarbenie je preto korektné 3-ofarbenie grafu G.

Predpokladajme teraz, ze graf G je 3-ofarbitelny a nech g : V(G) —
{1, 2, 3} je korektné 3-ofarbenie tohoto grafu. Bez ujmy na vSeobecnosti mo-
zeme predpokladat, Ze ¢g(y’') = 1, inak si len vymenime tlohu nasich farieb.
Potom budeme definovat zobrazenie f : V(G') — H tak aby f nakoniec
spliiovalo podmienky lokélne bijektivneho homomorfizmu grafu G’ na graf
H.

Najprv definujeme zobrazenie f pre vsetky vrcholy 'u’. Nech teda y €
V(G) a nech M, obsahuje k képii grafu G!,. Vieme, ze nutne musi platit
Fln) = fus(y)) = .. = flun(y)) = F(M,). Potom ak g(y) = 1 tak
definujme f(M,) =1 € A, ak g(y) = 2, tak definujme f(M,) =2 € B a
inak definujme f(M,) =6 € C.
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Potom uz mame jednoznacne urcené zobrazenie f aj na vrcholoch 'v’,
pretoze vieme, ze (f(w;(y)), f(vi(y)) € E.(H), pre vsetky vrcholy y € V(G)
a prislusné indexy 7.

Uvazujme teraz dva vrcholy yi,y2 € V(G) také, ze (y1,12) € E(G).
Potom existujt indexy i a j také, Ze vrcholy u;(y1) a u;(y2) s spojené
modro-Cerveno-modrou cestou. Z pozorovania 2.4.5 vieme, Ze existuju vr-
choly x1,y € V(H), také ze f(w;i(y1)), 1,22, f(u;(y2)) je modro-Cerveno-
modry sled (resp. tah) grafu H. Vrcholy x; a x5 st uz potom dokonca jed-
noznac¢ne urcené. Potom mozeme definovat f(x;(v1)) = 21 = f(w;(y2)) a
f(a;(y2)) = 22 = fwiy1))-

Ukézme, Ze teraz uz vieme f korektne dodefinovat v kazdom podgrafe
G, (teda okrem posledného Specidlneho podgrafu pridaného do grafu M, ).
V kazdom G’ uz totiz, mame predpisané kde sa zobrazia vrcholy u,v,w a
z. Kedze f(v) je Cerveny sused f(u) a f(x) je modry sused vrchola f(u),
tak z definicie grafu G, uz plynie, Ze existuje nakrytie f' : G, — H také,
ze f'(x) = f(x), f'(u) = f(u) a f'(v) = f(v) (a zrejme tiez f/(w) = f(w)).
A pre vSetky vrcholy ¢ prislusného grafu G/, uz potom dodefinujeme f(t) =
F'().

fle)=5

fla)=1  f(b)=4

fd)=2 " fic)

fle)=7

Obr. 2.29: Pripustné ohodnotenie umelo pridanych vrchol ku grafu M,

Lahko potom overime, Ze okolie kazdého vrchola sa zobrazi bijektivne
na okolie svojho obrazu. Pre vrcholy rézne od u,v,x,w je to zrejmé a pre
tieto Styri vrcholy to plynie z pozorovania 2.4.4. Zostava nam uz len ukézat,
ze vieme dodefinovat aj Specidlny podgraf G, v grafe M,  aj s pridanymi
vrcholmi. Kedze g(y') = 1 plati f(u) = 1 € V(H) a dodefinujme f(z) = 2
(pricom vrcholy podgrafu G, (k + 1) uz piseme bez prislusnych indexov).
Potom uz mézeme opit ako v predchadzajicom pripade dodefinovat vsetky
vrcholy vnutri podgrafu G,. Uréite ndm potom vide, Zze f(w) = 1 a potom uz
len dodefinujeme zobrazenie f na zvysné vrcholy a to nasledujicim spdsobom

fla) =1, f(b) = 4, f(c) =3, f(d) =2, fle) =5, f(f) =6, f(g) =T a
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f(h) = 8 (viz obrazok 2.29).

Potom uZ nie je problém overit, Ze zobrazenie f spliia vSetky podmienky
nakrytia a teda plati, Ze ak G je 3-ofarbitelny, tak existuje nakrytie G’ do
H.

Pre Uplnost dokazu by sme eSte mali dodat, Ze prevod z G na G’ je
polynomialny, pretoze my v podstate kazda hranu grafu G nahradime dvomi
képiami grafu G!, ktoré maju fixny pocet vrcholov a teda cely prevod z G na
G’ vieme robit v ¢ase polynomidlnom od velkosti vstupu. Tymto sme teda

dokazali vetu 2.5.1. |

45



Kapitola 3

Nakrytia 4-regularnych
dvojfarebnych grafov

3.1 4-regularne grafy na 8 vrcholoch

V predchadzajicej kapitole 2 sme podali tiplnii charakterizaciu zlozitosti
problému existencie nakrytia pre 3-regularne dvojfarebné grafy na 8 vrcho-
loch, ktoré splnovali, ze hrany jednej farby tvorili dva disjunktné 4-cykly
a hrany druhej farby tvorili perfektné parovanie. V polynomialnych pripa-
doch sme dokonca ukéazali postup ako nédjst korektné nakrytie a takisto sme
ukézali postup ako vy¢islif pocet korektnych nakryti.

Dokazy polynomiality problému nakrytia v predchadzajicej kapitole sme
vzdy robili pomocou popisu symetrickej konstrukcie stistavy linearnych rov-
nic (pricom kazdému vrcholu grafu G sme priradovali tri premenné, viz do-
kaz vety 2.2.1). Tato konstrukcia bola charakteristicka tym, Ze rovnice si pre
kazdy vrchol vynucovali jednoznaéné ohodnotenie svojich susedov (aZ na
pripadntt permutéciu susedov po hranéch jednej farby). Takyto popis sme
nezostrojili iba pre graf Ho,, o ktorom sme ukazali, Ze otazka nakrytia pre
tento graf je NP-uplnd. V kapitole 4 neskor ukazeme, ze pre tento graf takyto
popis ani existovat nemoze. Vynéra sa teda otdzka, Ze ¢i problém zozitosti
nakrytia je polynomialny préve vtedy, ked sa da riesif pomocou symetrickej
konstrukcie ststavy linedrnych rovnic.

Odpoved na tato otézku je, ale zdporna. Existuje totiz graf H (viz obré-
zok 3.1), pre ktory otazku nakrytia nevieme riesit symetrickou konstrukciou
ststavy linedrnych rovnic analogickou ako to bolo v dokaze vety 2.2.1 (viz.
veta 4.3.2), ale tento problém je napriek tomu efektivne riesitelny.
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V tejto kapitole si ukdzeme polynomialny algoritmus, ktory bude rozho-
dovaf o existencii nakrytia na graf H. Tento algoritmus bude opéf zaloZeny
na prevode hladania nakrytia na hladanie rieSenia ststavy linearnych rov-
nic. Tato sustavu vsak budeme konstruovat inak ako sme to robili doteraz
a hlavnym rozdielom bude to, ze jednotlivé rovnice nebudu symetrické pre
vsetky vrcholy.

Podobne ako to bolo v predchadzajicej kapitole aj tento algoritmus ne-
bude len schopny rozhodnit, ¢ dané nakrytie existuje, ale v pripade, Ze
existuje je schopny aj najst jedno takéto rieSenie a tiez zistit pocet korekt-
nych nakryti (tiez bude schopny popisat vSetky korektné nakrytia ako afinny
podpriestor, takZze budeme schopny vypisat, vSetky korektné nakrytia v case
O(P(|V(G)|).M), kde P je polyném a M je pocet prislusnych nakryti).

3.2 Algoritmus pre problém nakrytia na H

Ukazme si polynomialny algoritmus, ktory na vstup dostane suvisly graf G a
odpovie ano alebo nie. V podkapitole 3.3 neskor ukazeme, ze odpoved bude
kladné préve vtedy, ked bude existovat (aspoii jedno) nakrytie grafu G' do
H, pricom H je graf z nasledujtcej definicie:

Definicia: Nech H = (V, E) je 4-regularny graf s hranami ofarbenymi mod-
rou a Cervenou farbou (viz obrazok 3.1), pri¢om plati:

vV =1{0,1,2,3,4,5,6,7}

E.={(0,1),(1,2),(2,7),(7,0),(3,4), (4,5), (5,6), (6,3)}
En ={(0,1),(1,2),(2,3),(3,0), (4,5), (5,6),(6,7), (7, 4)}

Obr. 3.1: Graf H
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Nie je tazké overit, ze graf H je bipartitny v zmysle, ze vrcholy sa dajt
rozdelit do dvoch mnozin (viz nasledujica definicia) tak, Ze kazd& hrana
(lubovolnej farby) obsahuje vrcholy vZzdy z réznych mnozin. Potom ak pre
graf GG existuje nakrytie do grafu H , tak aj graf G musi byt bipartitny, ¢o
ukazuje pozorovanie 3.2.1.

o~ o~

Definicia: Definujme mnozinu Vo(H) = {z;2 € V(H),x = 0(mod 2)} a

o~ o~

Vi(H) ={z;2 € V(H),z = 1(mod 2)}.

Pozorovanie 3.2.1 Ak existuje nakrytie f : G — H , tak G je nutne bipar-
titny graf.

Dokaz: Ak f: G — H je nakrytie, tak definujme mnoziny A a B nasledovne
A =A{z;z € V(G), f(x) € W(H)} a B = {z;z € V(G), f(z) € Vi(H)}.
Tieto dve mnoziny st urcite disjunktné a kedze kazdy vrchol z G lezi v
asponi jednej z tycho mnozin, je zrejmé, ze tvoria rozklad mnoziny V(G).
Keby existovala hrana medzi vrcholmi z,y € A alebo z,y € B znamelo by
to, ze f(z) = f(y) (mod 2) a (f(z), f(y)) € E(H). To ale nie je mozné,
pretoze pre vSetky hrany (2,y') € E(H) plati, ze 2’ # y/(mod 2) a teda graf
GG je nutne bipartitny a mnoziny A a B, st jeho partity. |

Popisme si teraz samotny polynomialny algoritmus. Algoritmus bude z
velkej Casti zalozeny na tom, Ze pre vstupny graf G zadefinujeme ststavu
linedrnych rovnic nad GF[2] a podla toho, Ze ¢i exisuje rieSenie tejto sustavy
rozhodneme, ¢i existuje nakrytie f : G — H. Pre dany suvisly graf G pre
kazdy vrchol z € V(G) definujme premenné (bity) 1,29 a x3. O tychto
premennych budeme niekedy hovorit aj ako o stipcovom vektore (21, 2o, 23)7
priradenému vrcholu x. VSetky premenné ako aj vSetky operacie budeme
uvazovat nad dvojprvkovym telesom GF'[2].

V pripade, Ze graf G nie je 4-regularny s hranami modrej a Cervenej
farby a taky, ze hrany kazdej farby tvoria 2-faktor, tak algoritmus odpovie
nie. V danom grafe G potom rozdelime vsetky vrcholy do partit A a B. V
pripade, Ze G nie je bipartitny graf, tak podla pozorovania 3.2.1 nakrytie na
H neexistuje a algoritmus nam opit odpovie nie. Ak je graf G bipartitny,

—

tak mame dve moznosti, bud sa vrcholy z A zobrazia do Vo(H) a vrcholy
B do Vi(H) alebo to bude naopak (vdaka stvislosti grafu G, ziadne iné
moznosti nepripadaji v tivahu). Staci teda vyskasat obe tieto moznosti. Ak
pre aspoil jednu najdeme rieSenie bude to znamenat, Ze nakrytie existuje,

inak nakrytie nebude existovat.

48



Predpokladajme teda, Ze vrcholy mnoziny B sa buda zobrazovatf na vr-

o~ o~

choly Vi(H) a vrcholy z A sa zobrazia na Vy(H ). Potom pre vSetky vrcholy
z (G budeme definovat nasledujice rovnosti:

i) Pre vSetky x € A definujme rovnost
il) 3 =0
a pre vsetky y € B definujme
i2) ys =1

Treti (posledny) bit kazdého vrcholu teda bude hovorit o tom, do ktorej
partity grafu G dany vrchol patri.

i1) Pre vSetky z,y,z € V(G) také, ze (x,y) € E,(G) a (y,2) € E,(G)
(viz obrazok 3.2) definujeme rovnosti:

ZZl) 1 =

ZZQ) To + 29 = 1

)ff/.)\Z

Obr. 3.2: Modréa cesta z,y, 2z v grafe H

Rovnost ii1) hovori, Ze vrcholy, ktoré sa budd zobrazovat do jedného
modrého 4-cyklu z H, budi mat rovnaky prvy bit, kym rovnost i2) hovori,
ze vrcholy ktoré maju v grafe G, vzdialenost dva dostant rézny druhy bit.

iii) Pre vSetky z,y,z € V(G) také, ze y € B, v,z € A a (z,y) € E.(G)
a (z,y) € E.(G) (viz obrazok 3.3) definujeme rovnosti:

11i2) Y1+ Y2 =21

Prvé rovnost hovori, Zze vrcholy z A, ktoré maju v grafe G, vzdialenost
dva dostant rézny druhy bit, kym rovnost i7i2) hovori, Ze prvy bit kazdého
vrchola z A je jednozna¢ne uréeny prvymi dvoma bitmi (kazdého) jeho cer-
veného suseda. Mimo iné potom plati, Ze vrcholy z a z musia maf rovnaky
prvy bit.
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X V4

Obr. 3.3: Cervené okolie vrchola y € B

iv) Pre vSetky z,y,z € V(G) také, ze y € A, x,2 € B a (v,y) € E.(G)
a (z,y) € E.(G) (viz obrazok 3.4) definujeme rovnosti:

ZUl) T + 21 = 1
iv2) To+ 29 =1
X z

y

Obr. 3.4: Cervené okolie vrchola y € A

Rovnosti ivl) a iv2) teda hovoria, Ze vrcholy z mnoziny B, ktoré maja v
grafe G. vzdialenost dva musia mat rozny prvy aj druhy bit. Rovnosti éiil)
a 1v2) spolu mimo iné vynucuju, ze vSetky vrcholy, ktoré maja v G, vzdia-
lenost dva musia mat rozny druhy bit (teda nezalezi na tom ¢i st z A alebo
B), obdobnu vlastnost ndm zarucuje aj rovnost ii2) ale pre modré hrany.
Tiez si moézeme uvedomit, ze rovnost iv2) je linedrne zavisla na (vhodnych)
rovnostiach i7i2) a vl (takze je Gplne zbyto¢né ju tu uvadzaft, ale pri dokaze
korektnosti algoritmu nam zjednosi zapis).

Cely algoritmus sa teda sklada z dvoch casti v prvej sa vrcholy rozdelia
do partit A a B a v druhej ¢asti potom vytvorime sustavu. V pripade,
Ze vytvorend sustava ma rieSenie, algoritmus vrati odpoved dno (existuje
korektné nakrytie grafu GG na graf H ). V pripade, Ze rieSenie neexistuje, tak
vymenime tlohu mnozin A a B a opif popiSeme novu sustavu. V pripade,
ze bude existovat rieSenie tejto ststavy vrati nas algoritmus odpoved dno,
ina¢ vracia nie. Takto popisany algoritmus je zjavne polynomidlny, kedze
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rozdelovat vrcholy do partit aj hladaf rieSenia ststavy linedarnych rovnic
vieme robif v ¢ase polynomidlnom od velkosti vstupu (velkost sustavy je
zrejme tieZ polynomialna od velkosti vstupného grafu G).

3.3 Zlozitost nakrytia grafu H

Skor ako sa pustime do dékazu toho, ze algorimus definovany v predchadza-
jucej podkapitole 3.2 nam pre graf G vrati odpoved dno prave vtedy, ked
existuje nakrytie grafu G na graf H, zapisSme si formalne hlavny vysledok
tejto kapitoly.

Veta 3.3.1 Problém ¢i pre dany suvisly graf G existuje nakrytie na graf H
vieme rozhodnit v polynomidlnom case.

Tato veta bude platif aj pre nestuvislé grafy. Jediny rozdiel v dékaze by
bol len to, Ze by sme kazdi komponentu stvislosti museli rozobrat zvlast.
Pre jednoduchost si ttto vetu dokazeme len pre suvislé grafy.

Doékaz: Doékaz priamo plynie z nasledujtcej lemmy 3.3.2. |

Lemma 3.3.2 Pre dany sivisly graf G ezistuje korekiné nakrytie [ : G —
H < algoritmus popisany v podkapitole 3.2 odpovie dno.

Pri dokaze lemmy 3.3.2 ukaZeme, Ze rieSenia sustav linedrnych rovnic
vytvorenej nasim algoritmom (v skutocnosti ide o dve ststavy) st v bijekcii
so vSetkymi nakrytiami grafu G do H. TakZe nie sme schopny len rozhodovat
o existencii nakrytia, ale dokonca sme schopny najst v polynomidlnom case
takéto nakrytie.

KedZe mnozinu rieSeni ststavy linedrnych rovnic tvori afinnd mnozina,
tak je zrejmé, Ze pocet rieseni bude mocnina 2, pricom tito mocninu nie
je tazké urcit v polynomidlnom case. A preto ak chceme vedief pocet vSet-
kych nakryti grafu G na H tak staci zostavif si prislusné dve sustavy (jednu
pre partity A a B a druhd po vymene tychto partit) a spocitat pocet rie-
Seni tychto sustav. KedZe rieSenie ststavy linearnych rovnic vieme popisat
pomocou bazy, tak nie je tazké si rozmyliet, Ze my dokonca vieme popisat
vsetky korektné nakrytia.

Skor ako sa pustime do samotného dokazu lemmy 3.3.2 definujme si este
akusi negéciu nad telesom GF[2], ktorda ndm v samotnom dokaze ulachci
zapis.
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Definicia: Pre kazdé ¢ € GF[2]| definujme ¢’ ako ¢’ = ¢ + 1.

Dodkaz: V pripade, Ze existuje nakrytie f : G — H, tak ohodnotenie pre-
mennych mozeme definovat nasledovnym sposobom: Nech pre dané x €
V(G) je (y1y2ys3)2 bindrny zépis ¢isla f(x) (toto ¢islo je v intervale od 0
do 7, takZe sa da v dvojkovej ststave jednoznacne popisat pomocou troch
cifier) a polozme x; = y;, pre i = 1,2, 3. Zostdva nam potom overit, Ze platia
vSetky nase rovnosti: -

Zobrazenie f nam rozdeli vrcholy na tie, ktoré sa zobrazia do V4(H) a do
Vi(H). Polozme potom A = f~1(Vo(H)) a B = f~1(V1(H)). Potom u lahko
nahliadneme, Ze pre dany rozklad mnoziny V(G) na A a B platia rovnosti

i).

1=(001), 2=(010), 7=(111), 4=(100)

0=(000), 3=(011), 6=(110), 5=(101),

Obr. 3.5: Korektné ohodnotenie vrcholov grafu H

Na obrazku 3.5 médme ohodnotenie premennych pre graf H (resp. jedno z
moznych korektnych ohodnoteni). Lahko overime, Ze vSetky rovnosti i), ii),
i1i) aj iv) tu platia. Ak f je nakrytie grafu G na H , tak ohodnotenie okolia
kazdého vrcholu x € V(G) je rovnaké ako ohodnotenie okolia vrcholu f(x)
na obrazku 3.5, no a odtial vidime, Ze potom uZ musia byt vSetky rovnosti
i1),1i1) a iv) pri tomto ohodnoteni splnené. A teda implikécia z ava doprava
plati.

Predpokladajme teraz, Ze na$ algoritmus ndm vrati odpoved ano. Po-
tom mame rozdelené vrcholy grafu G do mnozin A a B. Definujme potom

Y

zobrazenie f : V(G) — V(H) nasledujticim spdsobom:
f(z) = (z12923)2, ¢ € V(Q)
Tato operaciu mozeme prepisat ako f(z) = 4 % x1 + 2 % x5 + x3 pricom

v tomto pripade s¢itujeme nad mnozinou celych cisiel. Teraz postupne ro-
zoberieme vsetky vrcholy a ukazeme, Ze ich susedia sa bijektivne zobrazuju
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na susedov v grafe H. Vidy budeme rozoberat vrchol z € V(G), jeho suse-
dov si ozna¢me ako vy, z,u,v € V(G) a nech plati (z,y), (z,u) € E,(G) a
(x,v), (z,2) € E.(G) (teda y a u su susedia po modrych hranach a v a z st
susedia po Cervenych hranach).

Uvazujme = € f~1(0) U f~1(4), potom z; = a,z3 = 0,73 = 0, kde
a € GF[2] (viz obrazok 3.6). Urcite teda plati z € A.

y:abl wab'l viedl z:c'd'l

x: a00

Obr. 3.6: Ohodnotenie okolia vrchola z € f~1(0) U f~1(4) v grafe H

Potom nutne y, u,v a z € B a zrovnosti i2) mame y3 = ug = v3 = 23 = 1.
Z rovnosti iil) dostdvame, Ze y; = u; = a. A z rovnosti i12) plynie, Ze
vrcholy ¥y a v maju rozny druhy bit a teda mozeme pisat yo = b a uy = 0/,
kde b € GF|2]|. Z rovnosti iii2) dostdvame, ze v1 + vy = T3 = 21 + 23 a 2
rovnosti vl) a iw2) potom moézeme pisat v; = ¢, vy =d, 2y =,z = d’, kde
c,de€ GF[2lac+d=a.

Potom ak a = 0, tak f(z) = 0 a lahko zistime, Zze nutne {f(y), f(u)} =
{1,3} a {f(v), f(2)} = {1,7}. A to je presne to Co potrebujeme, pretoze
okolie vrchola 0 v grafe H obsahuje vrcholy 1 a 3 po modrych hranach a
vrcholy 1 a 7 po cervenych hranach a teda susedia vrchola x st v bijekeii so
susedmi vrchola f(z).

V pripade, Ze a = 1, analogicky dostaneme, ze f(z) =4, {f(y), f(u)} =
{5,7} a {f(v), f(2)} = {3,5}. A teda opét vidime, Ze susedia vrcholu = s
v bijekcii so susedmi vrchola f(z).

V pripade, ze x € f~}(1) U f71(5), tak x; = a,25 = 0,23 = 1, kde
a € GF[2] (viz obréazok 3.7).

Potom uz nutne z € B a y,u,v a z € A a z rovnosti il) mame y; =
ug = v3 = z3 = 0. Z rovnosti iil) dostavame, Ze y; = u; = a. A z rovnosti
i12) plynie, ze vrcholy y a w maju réznu druht siradnicu a teda moZzeme
pisat yo = b a upy = b, kde b € GF[2]. Z rovnosti iii2) dostavame, Ze
v =2z =1+ 23 =a+0 a z rovnosti iiil) dostavame vy = c a 2o = ¢, kde
ce GF[2|.
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x: a0l

y:ab0 u:ab’0 v:acO z:ac'0

Obr. 3.7: Ohodnotenie okolia vrchola z € f~1(1) U f~1(5) v grafe H

Potom ak a = 0, tak f(z) = 1 a lahko zistime, ze nutne {f(y), f(u)} =
{0,2} a {f(v), f(2)} = {0, 2}. Takze vidime, Ze susedia vrcholu z st opit v
bijekcii (v prislusnej farbe) so susedmi vrchola f(z).

V pripade, Ze a = 1, analogicky dostaneme, ze f(z) =5, {f(y), f(u)} =
{4,6} a {f(v), f(2)} = {4,6}. A teda opit vidime, Ze susedia vrcholu z st
v bijekcii so susedmi vrchola f(z).

Ak z € f7Y2)U f71(6), tak 1 = a, 15 = 1,23 = 0, kde a € GF[2] (viz
obrazok 3.8).

y:abl uab'l v:edl z:c'd'l

x:al0

Obr. 3.8: Ohodnotenie okolia vrchola z € f~1(2) U f~1(6) v grafe H

Potom uz nutne x € A a tiez nutne y,u,v a z € B a z rovnosti i2)
mame ys3 = uz = vz = 23 = 1. Z rovnosti 7il) dostavame, Ze y; = u; = a.
A 7z rovnosti 4i2) plynie, Ze vrcholy y a u maji réznu druht stradnicu a
teda mozeme pisat y» = b a up =, kde b € GF[2|. Z rovnosti ivl) a iv2)
dostédvame, ze v; + z; = 1 a vy + 25 = 1 (teda prvé aj druhé bity vrcholov
v a z st rozne). Mdzeme teda pisat v = c,v9 = d, 21 = ¢ a zp = d’, kde
¢,d € GF[2]. A navyse z i7i2) dostavame ¢ + d = a.

Potom ak a = 0, tak f(z) = 2 a lahko zistime, ze nutne {f(y), f(u)} =
{1,3} a {f(v), f(2)} = {1,7}. Takze vidime, Ze susedia vrcholu = si opét
v bijekcii so susedmi vrchola f(x). V pripade ak a = 1, tak analogicky
dostaneme, Ze f(x) = 6, {f(y), f(u)} = {5,7} a {f(v), f(z)} = {3,5}. A

teda opif vidime, Ze susedia vrcholu z st v bijekcii so susedmi vrchola f(z).
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Zostava nam uz len prebrat posledny pripad a to, ze z € f~1(3)U f~1(7),
teda x; = a, 9 = 1,23 = 1, kde a € GF[2] (viz obrazok 3.9).

x:all

y:ab0 u:ab'0 v:ia'c0 z:a'c'0
Obr. 3.9: Ohodnotenie okolia vrchola = € f~1(3) U f~1(7) v grafe H

Vrchol = potom lezi v mnoZine B a nutne y,u,v a z € A a z rovnosti il)
mame y3 = uz = vy = 23 = 0. Z rovnosti 7il) dostavame, Ze y; = u; = a.
A z rovnosti #i2) plynie, Ze vrcholy y a u maju opét rozny druhy bit a teda
mozeme pisat yo = b a ug = ', kde b € GF[2]. Z rovnosti i7i2) dostdvame,
ze vy =2z =1 +x2 = a+ 1 az rovnosti i7il) dostdvame ve = c a 25 = ¢,
pre vhodné ¢ € GF'[2].

Potom ak a = 0, tak f(z) = 3 a lahko zistime, Ze nutne {f(y), f(u)} =
{0,2} a {f(v), f(2)} = {4,6}. Takze vidime, ze susedia vrcholu = st opét
v bijekcii so susedmi vrchola f(z). V pripade, ze a = 1, tak analogicky
dostaneme, ze f(z) =7, {f(y), f(u)} = {4,6} a {f(v), f(2)} = {0,2}. A
teda opit vidime, Ze susedia vrcholu z st v bijekcii so susedmi vrchola f(z).

Spolu sme teda dokézali, Ze nech sa vrchol z € V(G) zobrazi kdekolvek,
tak jeho susedia buda vzdy v bijekcii so susedmi vrchola f(z) € V(H).
Z toho ale plynie, ze ak na$ algoritmus vrati odpoved dno, tak existuje aj
ohodnotenie nasich premennych (a tiez rozdelenie mnoziny V(G) do mnozin
A a B) tak aby spliiovali vSetky rovnice i1),iil),4iil) a vl a pomocou
tohoto ohodnotenia potom mozeme definovat funkciu f : V(G) — V(H),
ktora bude navysSe aj nakrytie grafu G na graf H, ¢o sme potrebovali k

dokazu nasej lemmy 3.3.2. |}
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Kapitola 4

Existencia popisu pomocou
sustavy linearnych rovnic

4.1 Vlastnosti popisu symetrickej konstruk-
cie sustavy

Zatial sme stale pracovali s regularnymi grafmi na 6smich vrcholoch, ktoré
sa skladali z dvoch modrych 4-cyklov a ¢ervené hrany tvorili bud perfektné
parovanie alebo dva 4-cykly. V 2. kapitole sme si rozobrali vSetky pripady
takychto 3-regularnych grafov. Ukazali sme, ze pre vsetky tieto grafy az na
graf Hy, vieme v polynomialnom ¢ase rozhodnut, ¢i pre dany graf G existuje
nakrytie z G do prislusného grafu (a tiez vieme néjst jedno takéto riesenie,
zistit pocet vSetkych nakryti a popisat vSetky takéto nakrytia). Dokaz sme
potom robili pomocou toho, ze sme vsetkym vrcholom priradili 3 premenné
a popisali sme symetricka konstrukciu ststavy linedrnych rovnic nad GF[2],
ktord mala rieSenie prave vtedy ak existovalo pozadované nakrytie (resp.
rieSenia ststavy boli v bijekcii s prislusnymi nakrytiami).

Pri konstrukcii ststavy v kapitole 2 sme vzdy museli kazdému vrcholu
grafu G priradif tri bity a potom sme museli pre kazdy vrchol v € V(G)
popisat niekolko linedrnych rovnic tak, aby ohodnotenie premennych wy, sy
a ug uz jednoznacne (az na permutéciu susedov po rovnako ofarbenych hra-
nach) urcovalo ohodnotenie vSetky premennych susedov vrchola u a dalej
sme museli zarudit, Ze existuje ohodnotenie vrcholov grafu H, ktoré bude
splitovat vSetky tieto rovnosti a pre vSetky rozne dvojice u a v vrcholov to-
hoto grafu bude platit, Ze trojica (u1, uz, u3) bude rézna od trojice (vy, va, v3)
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(alebo inymi slovami, pre kazda trojicu premennych z G F'[2] bude existovat
prave jeden vrchol z V(G) ktory dostane takéto ohodnotenie).

V kapitole 3 sme uz stustavu konstruovali trosku inak. Hlavnym rozdielom
bolo to, Ze jednotlivé rovnosti neboli symetrické pre vsetky vrcholy, ale pre
vrcholy réznych partit sme do ststavy pridali rézne rovnosti.

V tejto kapitole si ukdzeme dva dokazy toho, ze pre graf Ho, nevieme
zostavit sustavu anologicktl ako to bolo pre ostatné grafy v kapitole 2 a tiez
ukézeme, ze takito ststavu nevieme zostrojit ani pre graf H definovany v
kapitole 3 (viz. obrazok 3.1).

4.2 Neexistencia sustavy rovnic pre graf Hoy,

Veta 4.2.1 Pre graf Hy, nevieme definovat symetricki konstrukciu sistavy
linearnych rovnic, ako to bolo v dokaze vety 2.2.1 tak, aby tdto sustava mala
rieSenie prdave vtedy, ked existuje prislusné nakrytie.

Dodkaz: Pre spor predpokladajme, Ze popis konstrukcie takejto stustavy exis-
tuje. Oznacme si potom jedno pevné ohodnotenie grafu Hsy,, ktoré bude spl-
niovat vSetky rovnice zo ststavy (prislichajicej grafu H) ako g (t.j. funkcia
g priraduje premennym grafu Hy, ohodnotenie 0 alebo 1). Potom uz pre
dany graf G a jemu prislichajicu sustavu bude platif, Ze pomocou kaz-
dého korektného ohodnotenia spliiujiceho tuto ststavu mozeme definovat
nakrytie f : G — H tak, 7ze Yu € V(G) nech z € V(H) je taky, ze
(9(x1), g(x2), g(x3)) = (ug,us,u3), potom f(u) = x. A pre kazdé nakrytie
f, mdzeme definovat ohodnotenie premennych grafu G' ako w; = g(f(u);)-

Preto nam staci ukazat, ze akonahle budeme mat pre graf Hyy, pre kazdy
vrchol u definované rovnosti, ktoré by uz zarucovali jednoznac¢nost ohodno-
tenia prislusnych susedov vrchola u (aZ na permutéciu modrych susedov)
a tiez to ze vSetky vektory premennych prislusnych vrcholov budu rdézne,
tak nebude existovat ohodnotenie premennych vrcholov grafu Hyy, ktoré by
splniovalo vsetky rovnosti, alebo inymi slovami neexistuje ziadna funkcia ¢ z
predchadzajuceho odstavca.

Pre vrchol u € V(G) teraz definujme @ trojprvkovy stipcovy vektor pre-
mennych (uy, us, u3)T. Modrjch susedov vrchola u ozna¢me ako z,y a Cer-
veného ako v. Potom rovnosti definované pre vrchol u mozeme zapisat ako:

i) Au+Bi+Cjy+Di=FE
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kde A, B,C a D st vhodné matice s rozmermi k X 3 nad GF[2], E je
k-prvkovy (stlpcovy) vektor nad GF[2] a k je podet rovnosti definovanych
pre kazdy vrchol w.

Nech @, 7, § a ¥ st 3-prvkové stipcové vektory prislichajtce jednotlivym
vrcholom. Potom zapisom (u, Z, ¥, 7)” budeme rozumiet 12-prvkovy vektor
(w1, Uz, Uz, T1, Ta, T3, Y1, Yo, Y3, V1, V2, v3)T . Ak si potom definujeme maticu
F s rozmermi k x 12 ako F' = (A|B|C|D), tak rovnost i) mozeme pisat ako:

ii)  F.(u,z,y,0)=FE

Potom ale nutne vSetky rieSenia rovnosti i) musia tvorif afinni mnozinu
M. Tiez vieme, ze pre kazdu trojicu bitov wy,ws a w3 existuju prave dva
vektory z M, ktoré zac¢inaji prvkami w;, we a wsz (pretoze kazdy vrchol
si vynucuje jednoznacné ohodnotenie svojich susedov az na ich prislusna
permutéciu). Tieto dva vektory musia mat potom rovnaké posledné tri bity
(Cerveného suseda) a lisia sa iba tym, Ze maji navzajom vymenenu trojicu
bitov zacinajicu 4., resp 7. prvkom.

Predpokladajme teraz, ze existuje ohodnotenie vrcholov grafu Hy, tromi
bitmy nad GF[2], ktoré by spliiovalo rovnost ii) pre vSetky u € V(Hy) a
také, ze kazdy vrchol ma inu trojicu bitov. Potom bez ujmy na obecnosti
mozeme predpokladat, Ze ohodnotenie bude ako na obrazku 4.1.

g

Obr. 4.1: Ohodnotenie vrcholov grafu Hy, vektormi z (GF[2])3

Mnozina M potom musi obsahovat nasledujucich 16 vektorov (a ziaden
iny):

v1 = (a,b,d,b) vg = (e, h, f,c)
vy = (a,d, b, b) vio = (e, f, h, )
U3:(b7a7caa’) Ullz(f7eagah)
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vy = (b,c,a,a) vi2 = (f,9,¢h)
vs = (¢,b,d, ) vi3 = (g, f, b, d)
ve = (¢, d, b, e) vig = (g, h, f,d)
vy = (d,a,c,g) vis = (h,e, g, f)
vg = (d, c,a,q) vig = (h,g,e, f)

Vieme, ze pre vSetky ¢,7,1 € {1,2,...16} plati F.u; = Flv, = Foyy=FE a
kedze pracujeme nad dvojprvkovym telesom GF'[2] tak musi platit:

Fv+vi+v)=Fvy+Fvj+Fy=E+E+E=EFE

a teda sucet lubovolnych troch vektorov z mnoziny M musi opif lezaf v
mnozine M. Z toho plynie, ze t = v1 +vo +v3 = (a +a+ b,b+d+ a,d +
b+c,b+b+a) = (b,b+d+a,d+b+c,a) € M. Vektor t zacina tromi
bitmy b, z ¢oho plynie, Ze bud t = v3 alebo t = v,. Keby platilo ¢t = v3
tak by sme dostali b + d + a = a odkial by plynulo b 4+ d = 0, alebo ina¢
b = d, ¢o je spor, pretoze my predpokladame, Ze kazdy vrchol grafu Hy,
bol ohodnoteny inou trojicou bitov a teda nutne ¢ = v,. Potom dostavame
b+d+a=c&a+b+c+d=0.

Ak by sme za t zvolili stcet vektorov wvg, vig a v1; dostali by sme, ze
t=v9+vo+uvn=(e+e+fih+f+e f+h+gc+c+h)=(fh+
f+e f+h+gh) € M. Vzhladom na prvé tri prvky vektora ¢ mame
opiaf dve moznosti, bud t = vy alebo t = v5. Keby platilo ¢ = vy, tak
by sme zo Stvrtého az Siesteho bitu vektora t vycitali, ze h + f +e = e
a teda h = f, ¢o je spor. Dostdavame teda t = vi5 odkial dostavame, Ze
h+f+e=gce+f+g+h=0.

Zistili sme teda, Ze stucet vektorov v kazdom z modrych stvorcyklov musi
byt nula. Zoberme teraz t ako stucet vektorov vy, v1g a v13. Dostavame potom
t = vitviptvis = (ate+g, b+ f+f, d+h+h, b+c+d) = (a+e+g, b, d, b+c+d)
a vyuzitim toho, Zze a+b+c+d = 0 dostavame t = (a+e+g,b,d,a). V mno-
zine M sa vSak nenachédza ziadny vektor ktory by koncil takymito 9 bitmi
a teda dostavame spor s existenciou pozadovaného ohodnotenia grafu Hoy,
= otazku nakrytia pre graf Hy, nevieme riesit popisanim analogickej symet-
rickej konstrukcie ststavy linedrnych rovnic ako to bolo v pripade ostatnych
3-regularnych dvojfarebnych grafov na 8 vrcholoch. |
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4.3 Neexistencia stistavy rovnic pre graf H

7 dokazu predchadzajucej vety 4.2.1 vyplynul elementarny dosledok, ze sticet
vektorov v kazdom jednofarebnom 4-cykle grafu Hy, by musel byt nulovy.
Nasledujica lemma 4.3.1 dokazuje toto tvrdenie pre vic¢siu mnozinu grafov
a dokonca ho rozsiruje tym, ze tvrdi Ze ak si zoberieme 4 cykly jednej farby,
tak stcet dvoch protilahlych vrcholov (resp. ich vektorov) je invariantny.

Lemma 4.3.1 (o uhloprieckach) Nech H je requldrny graf na 8 vrcholoch s
ofarbenymi hranamsi taky, Ze kaZda farba tvori requldrny graf. Nech d je farba
takd, Ze graf Hy sa skladd z dvoch disjunktnych 4-cyklov. Predpokladajme,
Ze pre tento graf existuje popis symetrickej konstrukcie sustavy linedrnych
rovnic, analogicky ako to bolo v dokaze vety 2.2.1. Potom pre lubovolné ohod-
notenie premennych grafu H, spliiujice tito sistavu, bude existovat stlpcovy
vektor D € (GF[2])? taky, Ze pre vsetky x,y € V(H), dy(x,y) = 2 bude sicet
vektorov prislichajicich vrcholom x ay rovny D (T + 1y = D).

Dokaz: Predpokladajme, ze existuje popis symetrickej konstrukcie ststavy
linedrnych rovnic analogicky ako v dokaze vety 2.2.1. Uvazujme teraz vr-
chol u € V(H) a jeho susedov x a y takych, ze (u,z),(u,y) € Eq4(H).
Vieme, Ze nase linearne rovnice musia pre dané hodnoty uq, us a uz vynu-
covat jednozna¢né ohodnotenie premennych vrcholov x a y (aZ na prislusna
permutéciu). Preto musi existovat matica [’ o rozmeroch k x 9 a stipcovy
vektor B’ € (GF[2])* také, Ze plati:

i) F.(0,%,7) = E'

kde k je vhodné prirodzené ¢islo. Definujme M’ = {z € (GF|[2])°; F'.2 = E'}
mnozinu riesni ststavy #ii). TAto mnoZina je zrejme afinny podpriestor s
vlastnostou, Ze pre kazdi kombinaciu troch bitov, existuja v M’ prave dva
vektory zacinajice tymito troma bitmi a navyse tieto dva vektory sa musia
lisit iba tym, Ze 4. az 6. bit jedného vektora sa rovna 7. az 9. bitu druhého
vektora a naopak.

Predpokladajme teraz, ze pre graf H existuje rieSenie nasej sustavy, ktoré
ohodnoti kazdy vrchol grafu H inou trojicou bitov. Bez ujmy na vSeobecnosti
si toto rieSenie oznacme tak, ako je to na obrazoku 4.2. Potom musi platit
{a,b,c,d,e, f,g,h} = GF[2] x GF[2] x GF[2] (priCom zapisom x myslime
kartézsky st¢in mnozin).

Dostavame potom, Ze mnozina M’ musi obsahovat prave nasledujtcich
16 vektorov:
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d c h g

Obr. 4.2: Dva 4-cykly z ohodnotenymi vrcholmi vektormi z (GF|[2])3

v1 = (a,b,d) vg = (e, h, f)
vy = (a,d,b) vio = (e, f, h)
vy = (b, a,c) vi1 = (f,e,9)
vy = (b, c,a) vi2 = (f, g, €)
vs = (¢, b,d) vis = (g, f, h)
ve = (c,d, b) vig = (g, h, f)
vy = (d,a,c) vis = (h, e, g)
vg = (d,c,a) vig = (h,g,¢€)

Analogicky ako to bolo v dokaze vety 4.2.1, potom musi platit, Ze stcet
Tubovolnych troch vektorov z mnoziny M’ musi opiit lezat v mnozine M’.
Definujme teraz vektor ¢ ako sucet vektorov vy, vy a vs. Dostavame, ze t =
v +vet+vs=(a+a+bb+d+a,d+b+c)=(bb+d+a,d+b+c)e M.
Vzhladom na prvé tri bity vektora ¢ musi platit, Zze ¢ = v alebo t = v,.
Keby platilo ¢ = v3 znamenalo by to, Zze musi platit b + d + a = a, ¢o je
ekvivalentné s b = d, ¢o je spor a teda nutne ¢t = v, a potom uz nutne musi
platit a+ b+ c+d = 0.

Keby sme zvolili ¢t = vg + v19 + v11, tak by sme tuplne analogicky dostali,
ze e+ f+ g+ h = 0. Zvolme teraz t ako sicet vektorov vy, vy a vg. Potom
dostavame t = vy +v3 +v9 = (a +a+e,b+d+ h,d+b+ f) = (e,b+d +
h,d+b-+ f) € M’'. Potom nutne ¢t = vg alebo t = vyy. Nie je tazké overit, Ze
moznost ¢ = vy by viedla k spornej rovnosti b = d a teda musi platif ¢ = vyg.
Ked si tito rovnost rozpiseme po zlozkéich, tak dostavame:

b+d+h=f<b+d=h+f
azrovnostia+b+c+d=0ae+ f+ g+ h =0 uz potom priamo plynie:

a+c=b+d=h+f=e+g=D
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a teda Tubovolné ohodnotenie vrcholov spliiajiice nasu sistavu vynucuje,
ze sucet vektorov priradenych vrcholom vo vzdialenosti 2 (v grafe Hy) je
konstantny. [

Pomocou lemmy o uhloprieckach uz nie je problém ukézat, Ze popis sy-
metrickej konstrukcie sustavy linearnych rovnic analogicky ako v dokaze vety
2.2.1 pre graf H neexistuje.

Veta 4.3.2 Pre graf H neezistuje popis symetrickej konstrukcie sustavy li-
nedrnych rovnic (analogicky ako v dokaze vety 2.2.1), ktorej riesenia by boli
v bigekcii s prislusnymi nakrytiami na tento graf.

Dokaz: Ak by takyto popis existoval, muselo by existovat ohodnotenie
(troch) premennych vrcholov grafu H, ktoré by spliiovalo tito ststavu a
navyse vSetky vrcholy by boli ohodnotené inou trojicou bitov. Predpokla-
dajme, ze takéto ohodnotenie existuje a bez ujmy na vSeobecnosti ozna¢me
ohodnotenie vrcholov tak ako je to na obrazku 4.3.

d c h 8

Obr. 4.3: Ohodnotenie grafu H vektormi z (GF[2])3

KedZe vrcholy ohodnotené vektormi a, b, ¢ a d, leZia na jednom modrom
4-cykle, z lemmy 4.3.1 dostavame a+c = b+d. Vrcholy ohodnotené vektormi
a, b, e a d lezia na jednom cervenom 4-cykle a teda plati a+e = b+d. Dokopy
teda dostavame a + ¢ = b+d = a+ e ¢o uz nutne vynuvuje ¢ = e, o je spor
a teda hladany popis ststavy linedrnych rovnic pre graf H neexistuje. |

4.4 Druhy dokaz neexistencie sustavy pre Hy,

Ukazme si teraz este jeden dokaz, ze popis stustavy pre graf Hy, neexistuje.
Tento dokaz bude vo velkej miere vyuzivat najmé dosledky lemmy 4.3.1.

62



Dokaz: (vety 4.2.1) Uvazujme, Ze existuje popis symetrickej konstrukcie
ststavy linéarnych rovnic (analogicky ako v dokaze vety 2.2.1) pre graf
Hsy,. Vieme, 7ze potom ohodnotenie vrchola u uz musi jednoznacne urco-
vat ohdnotenie premennych svojho ¢erveného suseda a teda musi existo-
vat matica K s rozmermi 3 x 3 a vektor L € (GF|2])? taky, Ze pre kaz-
dych dvoch cervenych susedov u a v plati K.u + L = v. Potom nutne
t=Ki+L=K(Ku+L)+L=K?u+K.L+ L. Ak si potom ozna¢ime
I35 jednotkovt maticu 3 x 3 tak dostavame

i)  (K?+ )= (K+13).L

My vsak vieme, Ze & mdze nadobudat vietky mozné hodnoty z (GF[2])® a
teda aj vektor (0,0,0)”. Potom je ale zrejmé, ze (K + I3).L = 0 (pricom
zépisom 0 myslime nulovy vektor). Navyse keby matica (K?+13) = (K +13)?
obsahovala nenulovy stipec, tak pre aspoii jeden z vekorov (1,0,0)”, (0,1,0)”
a (0,0,1)T by st¢in tejto matice a prislusného vektora vysiel nenulovy a teda
matica (K + I3)? musi byt nutne nulova a plati K? = I3 (to mimochodom
plynie aj z toho, Ze 0 je vlastné ¢islo matice K2 + I3 a pre toto vlastné ¢islo
existje 8 navzajom rdznych vlastnych vektorov, z ¢oho plynie, ze tdto matica
je podobnd nulovej matici).

Dalej vieme, Ze musi existovat ohodnotenie vrcholov grafu Hoy, splitujice
nasu sustavu a také, ze kazdy vrchol dostane iny vektor. Oznac¢me si jedno
takéto riesenie rovnako ako na obrazku 4.1. Z lemmy 4.3.1 vieme, Ze existuje
vektor D € (GF[2])?) taky, Ze stcet Iubovolnych dvoch vektorov, ktoré
prislichaja vrcholom v modrej vzdialenosti 2, sa rovna D.

atK.pD+
K.a+L a+D KatkD+L

h S

a Ka+L+D W+K.D

Obr. 4.4: Zavislosti pri ohodnoteni grafu Ho,

Vieme, ze vrcholy s vektormi a a c st v modrej vzdialenosti 2 a teda
¢ =a+ D (viz obrazok 4.4). Vrcholy s vektormi a a b s ¢erveny susedia a
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teda b = K.a+ L. Potom uz nutne d = K.a+ L+ D pretoze podla lemmy 4.3.1
musi byt stcet vektorov a, b, ¢ a d rovny nulovému vektoru (a tiez preto, zZe
ide o vektor vrcholu, ktory je v modrej vzdialenosti 2 od vrcholu s vektorom
b).

Vrchol s vektorom e, resp. g je ¢ervenym susedom vrchola ohodnoteného
vektorom ¢, resp. d a preto musi platit, ze ¢ = K.a + K.D + L, resp. g =
K?.a+ K.L + K.D + L a s vyZtim toho, 7e (K + I3).L = 0 a K?.a = a
dostdvame g = a + K.D (viz obrazok 4.4). Vrcholy s vekormi e a g maja
modra vzdialenost 2 a teda plati D =e+g=K.a+ K.D+L+a+ K.D =
K.a + L + a. Odtial dostavame, ze b = K.a+ L = a+ D = ¢, ¢o je spor,
pretoze my sme predpokladali, ze vektory b a ¢ st rozne. |
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Kapitola 5

Z.aver

V tejto praci sme ukézali, ze linedrna algebra a Specialne sustavy linear-
nych rovnic maji ¢asto v matematike (a teda aj v samotnej kombinatorike)
nezastupitelné miesto. Nasli sme totiz sposob ako moézme nakrytia jednot-
livych grafov hladat pomocou jednoduchého prevodu na problém riesenia
ststavy linedrnych rovnic nad dvojprvkovym telesom GF[2], ¢o je znamy
polynomiélny problém riesitelny napriklad Jordan-Gaussovou elimina¢nou
metodou.

V kapitole 2 sme podali uplnt charakterizaciu problému existencie na-
krytia pre 3-regularne grafy na 8 vrcholoch, ktorych hrany st ofarbené dvomi
farbami, pricom hrany jednej farby tvoria dva disjunktné 4-cykly a hrany
druhej farby tvoria perfektné parovanie. Nech H je takyto graf, potom nie
je fazké overif, ze problém nakrytia pre graf H,, aj H. vieme riesit v po-
lynomidlnom ¢ase (¢o plynie napr. z [3]). Preto by sa dalo cakaft, Ze tento
problém by mohol byt efektivne riesitelny aj pre graf H. Vo vete 2.2.1 sme
ukazali, Ze pre vSetky takéto grafy okrem grafu Hs, (viz obrazok 2.7) to
plati.

Pre graf Hs, sme vo vete 2.5.1 ukézali, ze problém existencie nakrytia na
tento graf je NP-uplny, co eSte priamo nezarucuje, Ze nie je polynomidlny,
ale kazdopadne je to nepravdepodobné. V ¢lanku [1] autori podali plnt cha-
rakterizaciu problému nakrytia na ofarbenych grafoch na dvoch vrcholoch a
ukézali, Ze tento problém je NP-uplny prave vtedy, ked existuje farba, pre
kotra je NP-uplny problém existencie nakrytia na podgraf indukovany hra-
nami danej farby. Pre graf Hy, teda ni¢ podobného neplati, pretoze problém
nakrytia na prislusné podgrafy je efektivne rieSitelny, kym pre cely graf je
tento problém NP-uping.
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To vsak nie je ziadny prevratny vysledok, pretoze sa vie, ze takiuto vlast-
nost maju uz aj niektoré ofarbené multigrafy na 3 vrcholoch. Kazdopadne
by bolo uréite zaujimavé pokusit sa charakterizovat grafy, pre ktoré tato
vlastnost plati a pre ktoré nie.

V kapitole 3 sme ukéizali dalSiu moznost prevodu problému existencie na-
krytia na sustavu linedrnych rovnic, ktora sa lisila od tej pouzitej v kapitole
2 a v [3]. Tento novy typ prevodu bol zaloZzeny na tom, Ze sme rovnice do
sustavy nepridavali symetricky pre kazdy vrchol, ale vrcholy sme si rozdelili
do dvoch mnozin a pre kazdu z tychto mnozin sme potom do stustavy pridali
iné rovnice. Tu sa potom vynéara otéazka, jednak ¢i sa daji nejak popisat
grafy, pre ktoré sme takyto postup schopny urobit a takisto otézka, ze ¢i
sme schopny vrcholy rozdelit do viac ako dvoch mnozZin a pre kazdi mno-
Zinu potom definovat samostany typ rovnic, ktoré potom budeme pridavat
do samotnej ststavy (pri¢om rozdelenim vrcholov myslime iné rozdelenia
ako do tried blokového rozkladu).

V kapitole 4 sme potom ukéazali niekolko nutnych podmienok na exis-
tenciu popisu symetrickej konstrukcie a ich aplikovanim sme dokazali, Ze
takyto popis neexistuje pre graf Hy, (NP-tuplng pripad) a ani pre graf H
(ktory vieme riesit pomocou popisu nesymetrickej konstrukcie ststavy line-
arnych rovnic).
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