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Abstrakt: V predlozené praci zkoumame relaxaci topografie ledovych meésici. Relaxaci
modelujeme programem pro deformaci radialné symetrické kulové slupky, ktera pred-
stavuje svrchni ledovou vrstvu meésice.V1iv dalsich vrstev zahrnujeme ve formé hraniéni
podminky. Predpokladame viskoelastickou reologii materidlu — maxwellovské téleso
— a vysledky pro tuto reologii srovnavame s vysledky pro newtonovskou kapalinu.
Analyticky a numericky zkoumame vliv ruznych parametru na relaxaci, nejobsdhleji
se vénujeme vlivu viskozitni struktury modelované vrstvy. Pracujeme ve spektralni
oblasti, ziskané vysledky proto nejsou vztazeny ke konkrétni topografii a mohou byt
aplikovany na libovolna topografickd data. Vysledky obracené tlohy na syntetickych
datech naznacuji, ze z pozorované relaxace topografie nelze jednoznaéné uréit prubéh
viskozity s hloubkou. Za dodate¢nych predpokladu vsak muzeme vybrat nékolik pfti-
pustnych modelu a srovnat je s modely pouzivanymi jinymi autory nebo odvozenymi
jinymi metodami. Tento pristup je aplikovan pro model s parametry mésice Europa.
Relaxaci jeho topografie odhadujeme na zakladé publikovanych topografickych dat.
Profil viskozity ziskany obracenou tlohou je ve shodé s modelem konvekce v ledové
vrstvé Europy za piedpokladu viskozity na povrchu 10% az 10?4 Pas.
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Abstract: In this work we study relaxation of the topography of an icy satellite. We
model deformation in the outer icy shell of a satellite. The influence of the inner
parts of the satellite is included in terms of a boundary condition. The icy satellite is
approximated by a radially symmetrical viscoelastic body. Relaxation in the case of a
linear viscoelastic rheology is compared with the one obtained for a Newtonian fluid.
We study the dependence of the relaxation on various parameters, in particular, we
focus on the influence of the viscosity structure of the modelled layer. The problem is
treated in the spectral domain so that the derived results are independent of a particular
topography. Solving an inverse problem for viscosity, we find a class of models for
which the relaxation is similar, although they have different viscosity structures. Using
additional physical constraints, several successful models can be selected. We apply this
approach to an Europa-like model. We use the data published for several craters and
we find them consistent with the viscosity structure obtained for a convection model
of Europa provided that the surface viscosity is between 10** and 10%* Pas.
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1 Uvod

Od 70. let 20. stoleti, kdy byly vyslany prvni sondy Pioneer za drahu Marsu, mapuji
vesmirné sondy vzdélené oblasti Slunecéni soustavy. V 80. letech navéazaly na prizkum
v ramci programu Pioneer sondy Voyager 1 a 2, které ptinesly prvni detailni zabéry
planet Jupiter a Saturn a jejich mésicu. Mésice velkych planet, které jsou pro vysoky
obsah ledu nazyvany ledové mésice, se staly jednim z hlavnich cilu sondy Galileo v le-
tech 1989 az 2003 a sondy Cassini, kterd operuje ve vesmiru od roku 1997. Sonda
Cassini se zamérila na mésice a prstence planety Saturn, které zkoumad ruznymi meto-
dami. Diky bohatému piistrojovému vybaveni potidila sonda Cassini detailni snimky
ledovych meésicu ve viditelné, infracervené a ultrafialové oblasti, zkoumala jejich mag-
netické pole a ¢astice v jejich okoli.

Vysledky pozorovani sondami ukazuji, ze ledové meésice maji velmi ruznorody vzhled
a pravdépodobné i stavbu a evoluci. Nékteré ledové mésice jsou ziejmé aktivnimi svéty,
ve kterych probiha rada procesu — konvekce, ledovy vulkanismu, obnovovani povrchu a
jeho deformace a praskani. Modelovanim téchto déju se zabyva rada praci, které maji
za cil vysvétlit pozorovanou aktivitu ledovych mésicii a zaroven prohloubit znalost
jejich vnitini stavby a dynamiky. Vyzkum ledovych mésicu vyvolal i zdjem vefejnosti,
protoze na nékterych ledovych mésicich je ziejmé kapalnd voda, ktera je zakladnim
predpokladem pro rozvoj zivota a kterd nebyla nalezena na zadné planeté Slunecni
soustavy kromé Zemeé.

Dulezitym vstupem pro modelovani jsou reologické parametry materialu, v piipadé
ledovych meésicu hlavné reologické parametry ledu. Ty jsou casto voleny predevsim
na zakladé teoretickych tivah a nejsou piimo podlozeny pozorovanim. Vzhledem k ne-
dostatecné znalosti reologie ledu v podminkach, jaké panuji v ledovych mésicich, jsou
informace o reologickych parametrech plynouci z pozorovani cenné. Jednim z pozorova-
telnych jevu, ktery je piimo zavisly na reologickych parametrech, je relaxace topografie.
Relaxace topografie se projevuje napiiklad zplosténim nebo vydutim dna impaktnich
krateru a je predevsim zavisla na viskozité materialu. Viskozita materialu pod silné
relaxovanou topografii bude zfejmeé nizsi, nez pod topografii, kterd prakticky nerelaxo-
vala. Muze vSak studium relaxace prinést nejen takovéto kvalitativni zavery, ale také
kvantitativni informaci o viskozitni struktute ledovych mésicu?

Cilem této prace je posoudit, co lze z pozorovatelné relaxace topografie fict o visko-
zité materialu pod povrchem. Nejprve analyticky a numericky zkoumame vliv riznych
parametru na relaxaci. Relaxaci modelujeme ve spektralni oblasti, takze ziskané re-
laxacéni kiivky nejsou vztazeny ke konkrétni topografii a mohou byt aplikovany na li-
bovolné topograficka data. Za ui¢elem posouzeni citlivosti relaxace topografie na prubéh
viskozity s hloubkou formulujeme obracenou tlohu na syntetickych datech. Pro redlna
data hledame obracenou ulohou prubéh viskozity v ledové vrstvé na meésici Europa. Na
zaveér prace diskutujeme moznosti a omezeni zvoleného pristupu.



2 Ledové meésice velkych planet

Ledové meésice jsou mésice velkych planet Slunecni soustavy — Jupiteru, Saturnu,
Uranu a Neptunu, které jsou charakteristické vysokym obsahem vodniho ledu ve svém
nitru. Mezi ledové meésice patii napiiklad meésice Jupiteru Europa, Ganymed a Cal-
listo, mésice Saturnu Titan, Mimas a Enceladus a mnohé dalsi. Prumérné hustoty
ledovych mésict jsou velmi nizké, obvykle jsou nizsf nez 2000 kg m—2 a jen ziidka dosa-
huji 3500 kg m 2. Nékteré mésice jsou vnitiné diferencované, takze jejich svrchnf vrstvu
tvori prakticky cisty led, v jinych je led promichéan s dalsimi horninami. Rozmeéry le-
dovych mésicu jsou velmi promeénlivé, od prumeéru nékolika desitek kilometru az po
prumeér 5262 km v piripadé mésice Ganymedu, nejvétsiho meésice ve Slunecni soustave.
Ve velkych mésicich se led ve vétsich hloubkach pravdépodobné vyskytuje ve vysoko-
tlakych modifikacich. V nékterych meésicich je ziejmé pritomna také kapalna voda ve
formé podpovrchového oceanu.

Vzhledem k teplotnim podminkdm panujicim ve vzdalenych oblastech Sluneéni sou-
stavy bychom predpokladali, ze ledové mésice budou davno vychladlé a neménné jako
nas Meésic. Nékteré ledové meésice tuto predstavu spliuji a jsou Mésici podobné svym
povrchem pokrytym impaktnimi kratery, viz obrazek 1. (VSechny obrazky v této kapi-
tole jsou prevzaty z http://www.jpl.nasa.gov.) Jiné jevi prekvapivou aktivitu — ackoliv
byly kdysi bombardovany dopadajicimi asteroidy stejné jako Mésic, impaktni kratery
z jejich povrchu prakticky zmizely. Mizeni krateru lze pficitat pozvolné relaxaci topo-
grafie a v nékterych ptipadech také obnovovani povrchu. Na povrchu aktivnich mésicu
pak najdeme namisto krateru jen jejich zpostélé obrysy a na jinych mistech praskliny
pripominajici pozemské oceanské hibety nebo jen rozlamany a nepravidelny povrch,
viz obrazky 2 az 4.

Pozorovana aktivita nékterych meésicu ukazuje na procesy probihajici v jejich nitru
— na zahfivani materidlu a v nékterych piipadech na konvekci. Zdrojem energie
zpusobujici zahtati materidlu a pripadné pohénéjici konvekci je pravdépodobné sla-
pova sila deformujici mésic a nésledna disipace energie tfenim. Alternativnim zdrojem
energie muze byt radioaktivni rozpad, ktery zfejmé hral vyznamnéjsi roli v pocatecnich
fazich evoluce mésicu. Studium zdroju energie a vysvétleni pozorované aktivity nékte-
rych ledovych mésicu ale neni predmétem této prace. V této praci se zamérujeme na
jeden z projevu aktivity — relaxaci topografie — a jeji souvislost s reologickymi para-
metry materialu ledového mésice. Zkoumame moznost vyuziti pozorovatelnych defor-
maci povrchu ledovych mésictu pro odhad reologickych parametru jejich svrchni ledové
vrstvy, specidlné pro odhad prubéhu viskozity s hloubkou. Abychom mohli porovnat
nami urcené hodnoty viskozity s hodnotami pouzivanymi nebo vypoc¢tenymi v jinych
studiich, budeme pouzivat rozmeéry a dalsi parametry modelu odpovidajici konkrétnim
ledovym mésicum. Prednostné se budeme zabyvat mésici Enceladem a Europou, jakozo
piiklady aktivnich mésicu, jejichz vnitini stavba a evoluce je predmétem ¢etnych praci.
Zakladni udaje o Enceladu a Europé jsou uvedeny v tabulce 1.



Tabulka 1: Parametry meésicu [1, 8]

polomér r | stfedni hustota p | gravitacni zrychleni na povrchu g
(km) (kg m®) (ms?)
Enceladus 252 1610 0,113
Europa 1565 3010 1,32
Europa

Mesic Europa patif mezi velké ledové mésice. Na zdkladé jeho momentu setrvacnosti a
stfedni hustoty lze usoudit, Ze je diferencovany na vnitini prevazné zelezné jadro, vnéjsi
silikdtové jadro a ledovy plast. Ledovy plast je pravdépodobné oddélen od silikdtového
jadra vrstvou kapalné vody — podpovrchovym ocednem [1]. Hypotéza existence pod-
povrchového ocednu je podporena mérenimi magnetického pole v okoli Europy. Kromé
silného magnetického pole Jupiteru bylo naméteno i indukované magnetické pole, jez
lze vysvétlit jako odezvu podpovrchového ocedanu z vodivého materidlu [2]. Mésic Eu-
ropa je velmi zajimavy z hlediska astrobiologie — pokud by pod jeho svrchni ledovou
vrstvou skutecné byl ocean, dotykal by se pfimo silikatového jadra. Byly by tim splnény
tti zakladni podminky pro vznik mikrobidlniho zivota: pritomnost vody a uhlikatych
sloucenin a zdroj energie.

Povrch Europy se pravdépodobné stale obnovuje a podle statistiky ¢etnosti krateru
se odhad stafi povrchu pohybuje piiblizné mezi 30 az 70 My [3]. Na povrchu bylo
identifikovano méné nez 30 kratertu o prumeéru 20 km a vétsim. Modelovanim vzniku
téchto krateru byla tloustka ledové vrstvy na Europé odhadnuta na 10 az 15 km [4].
G. Tobie [1] odhaduje na zdkladé modelovan{ konvekce a slapového zahtivani tloustku
ledové vrstvy na priblizné 20 az 25 km, pficemz ve spodnich ¢asti probiha konvekce a
svrchnich 35 az 50% ledové vrstvy je v konduktivnim rezimu.

Enceladus

Mesic Enceladus je pozoruhodny svoji dichotomii. Zatimco oblast u severniho pélu En-
celadu je velmi chladnd (teplota povrchu je ptiblizné 70 K) a husté pokrytd impaktnimi
kréatery, jizni pdl je vyrazné teplejsi a ma hladky povrch s nékolika paralelnimi praskli-
nami (obrazky 5, 6, 7). Nad jiznim pdlem byla navic pozorovéana atmosféra tvorena
pravdépodobné vodni parou; jejim zdrojem by mohl byt teplejsi materidl odhaleny
v prasklindch (obrazek 8). Zdrojem energie zpusobujici aktivitu v oblasti jizntho pélu je
pravdépodobné slapové zahtivani, ale prozatim neni jasné, proc je aktivita soustfedéna
jen u jizniho polu. Nejasnosti jsou stale ohledné vnitini diferenciace Enceladu. Tvar
mesice je nejlépe ve shodé s homogennim vnittkem [5], naproti tomu aktivni oblast
jizniho pélu implikuje vnitini diferenciaci na silikdtové jadro a ledovy plast. V souvis-
losti s prasklinami a atmosférou, ktera je nad nimi pozorovatelnd, se dokonce uvazuje
o kapalné vodé pod ledovou vrstvou [6].

Stari povrchu urcené ze statistiky cetnosti krateru se lisi pro ruzné typy povrchu
na Enceladu. Staii oblasti husté pokrytych kratery je 1 az 4 Gy. Hladké oblasti jsou
naopak velmi mladé, odhad jejich staii je 10 az 400 My pro nejmladsi povrch v okoli
prasklin na jiznim poélu a maximélné 2 Gy pro relativné hladké oblasti okolo rovniku
[7]. Kratery v rovnikovych a ve stfednich sitkéch jsou v ruzné mife relaxované.



Obréazek 1: Mimas — krater Herschel Obrazek 2: Europa — krater Pwyll

S prumérem 140km a hloubkou Krater Pwyll je prikladem silné relaxovaného
pres 10km je krater Herschel — krateru. Jeho priimér je priblizné 26 km, ale jeho
nejvyraznéjSim povrchovym ttvarem obvodovy val je vysoky sotva 300 metru. Pri
na mésici Mimas. Stejné jako ostatni  pouziti ¢erveného a modrého filtru (na pravé a
kratery na tomto mésici je ziejmé  levé oko) se obrazek jevi trojdimenziondlni.
zachovan ve tvaru, jaky nabyl kratce

po svém vzniku.

Obrazek 3: Europa Obrazek 4: Europa — chaoticky terén
Slozité zvrasnény povrch mésice Europa V této oblasti Ize vidét nepravidelné ledové
ukazuje, ze byl mnohokrat zdeformovan kry vylamané z ledové kury Europy, které
silami, jejichz zdroj je pravdépodobné svédci o nedavném obnoveni povrchu. Kry
v nitru mésice. Dvojity hrbet dominujici se vzajemné prekryvaji a jsou znovu srostlé
obrazku je priblizné 2,6 km Siroky a 300 do kompaktni ledové vrstvy.

metri vysoky.



Temperature, Kelvin

Obrazek 5: Enceladus — teplota
Mapa ukazuje teplotu na strané Enceladu
pravé privracené ke Slunci. V rovnikové
oblasti priblizné ve stredu snimku dopadaji
slune¢ni paprsky nejvice — pozorovana
teplota je kolem 75 K. V okoli jizniho pélu
teplota presahuje 80 K. Vysvétleni takto
anomalné vysoké teploty je nutno hledat
ve vnitini aktivité mésice.

Obrazek 6: Enceladus — jizni pdl
Vyrazna soustava prasklin, ktera se
nachazi v oblasti jizniho pélu Enceladu.
V' okoli prasklin teplota dosahuje 90 K,
a primo v nich jesté o desitky stupiiu
vice. Pravdépodobné v nich vystupuje na
povrch material z hlubsich vrstev ledového
plasté Enceladu. Namodrala barva svédci
o ruzné strukture ledu v prasklinach a

v jejich okoli.

Obréazek 7: Enceladus — kratery
Kratery na Enceladu jsou v rizné mife

relaxované. V pravé dolni ¢asti obrazku
vidime velké silné relaxované kratery s vy-
klenutym dnem. Ve stiedni ¢asti obrazku
je skupina méné relaxovanych kulovitych
kratery. Vlevo zacind rozsahla oblast bez
krateru.

Obrazek 8: Gejzir vodni pary
Oblast
podsvicena

nad jiznim polem Enceladu
sluneénim  svétlem. Ve
vhodném osvétleni je jasné vidét oblak
jemné pary unikajici pravdépodobné
z prasklin.



3 Matematicky model

3.1 Fyzikalni predpoklady

Pro studium relaxace topografie aproximujeme meésic sféricky symetrickym télesem,
které je vnitiné diferencované a jehoz vnéjsi vrstvu tvoii vodni led. Jako modelovanou
oblast uvazujeme kulovou slupku ptredstavujici tuto vnéjsi ledovou vrstvu. Topografii
v nasem modelu aproximujeme plosnou hustotou, kterd muze byt libovolné rozlozena
po povrchu. Gravitacni ucinek topografie zanedbavame a material povazujeme za ne-
stlacitelny. Predpokladdme, ze vektor gravitacniho zrychleni ma na celém povrchu
télesa konstantni velikost a radialni smér. Vzhledem k pozvolnému charakteru relaxace
topografie zanedbavame setrvacnou silu pusobici na materidl v prubéhu deformace.
V celé préaci predpokladame malé deformace materialu.

Zajimavym problémem je volba vhodného popisu materidlu — v pripadé ledovych
meésicu tedy reologie ledu. Ta je obecné nelinearni a pti deformaci ledu se uplatnuje rada
mechanizmu. Ruzné mechanizmy dominuji v ruznych podminkdch — teploté, napéti a
dalsich. Hranice malych mérenych napéti dostupnych pti laboratornich experimentech
je piiblizné 10~2 MPa a pro nizsi napéti vychdzi extrapolaci linearni zavislost deformace
na napéti [1, 9]. Relaxaci topografie povazujeme za velmi pomaly proces a jako prvni
pribliZzeni pro dany problém jsme zvolili linearni popis.

Pro zatéz pusobici po uréitou dobu ¢, muzeme odhadnout vhodny materidlovy po-
pis na zakladé relaxacniho ¢asu, definovaného jako pomér viskozity n a modulu torze
w. Pro t, > n/u, je vhodny viskézni popis. Pro t, srovnatelné s timto pomérem neni
uz viskézni model dostacujici a je potieba pouzit viskoelasticky model. Pro t, < n/u
je vhodnou volbou elasticka reologie. V ptipadé relaxujici topografie pusobi zatéz dlou-
hodobé a uplatni se tedy prevazné viskézni deformace. Pro led se pomér 1/u pohybuje
v §irokém rozmezi od dnti po miliardy let. Abychom mohli posoudit vhodnost viskézni
resp. viskoelastické reologie, studovali jsme relaxaci pii pouziti obou téchto modelu ma-
terialu. Za konkrétni reologické modely jsme zvolili newtonovskou kapalinu pro viskézni
piipad a maxwellovské téleso pro viskoelasticky ptipad.

3.2 Rovnice pro viskézni a viskoelasticky material
Viskoézni material

Pro popis deformace viskézniho materialu pouzivame eulerovskou formulaci a proménné
rychlosti (¢)) a napéti (o). Pro rychlost ¢ plyne ze zakona zachovani hmoty rovnice kon-
tinuity

dp
9P . = 1
5 TV PU=0, (1)

kde p je hustota kontinua. Pro proménné ¢ a o a vnéjsi objemovou silu f plyne ze
zakona zachovani hybnosti pohybova rovnice pro kontiuum

. Do
. = p—0 . 2
Veo+ f P D1 (2)

Pro nestlacitelny materidl a pokud je setrvacna sila p%7 na pravé strané rovnice (2)
zanedbatelnd vzhledem k objemové sile, redukuji se rovnice kontinuity a pohybova
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rovnice na tvar

V-§ = 0, (3)
Vio+f = 0, (4)

ktery pouzivame v dalSich vypoctech. Dale uvazujeme reologickou rovnici pro nestla-
Citelnou newtonovskou kapalinu

o= —pl+n(Vi+ V'), (5)

kde p je tlak. Hrani¢ni podminku na spodnim rozhrani volime podle predpokladaného
charakteru tohoto rozhrani. Pokud predpokladame, ze se pod vrstvou ledu nachazi
silikatové jadro s vyrazné vyssi viskozitou nez je viskozita ledu, predepisujeme nulovou
rychlost

7 = 0. (6)

Pokud jde o rozhrani pevné latky a kapaliny pfedepisujeme volny prokluz a nulovou
rychlost v radidlnim sméru

oc-¢—((o-¢)-¢)e. = 0,
v-e& = 0, (7)

kde €, je jednotkovy radialni vektor. Hrani¢ni podminka na svrchnim rozhrani vyplyva
z rovnovahy sil na tomto rozhrani:

ot) -7 — p§<h(0)+ /0 tﬁ(a)-ada>, (8)

kde h(0) je vyska topografie v ¢ase nula, tedy pii jejim vzniku, a g je vektor gravitacéniho
zrychleni. Velicinu h(0) + [} #(a) - €,da budeme déle oznacovat jako topografii v case t

(e = h(o) + [ "H(a) - €.da. (9)

Viskoelasticky material

Rovnice pro viskoelasticky material jsou formulovany v proménné posunuti () a napéti
(o). Pouzivame eulerovskou formulaci. Zatimco pohybova rovnice pro zanedbatelnou
setrvacnou silu (4) v téchto proménnych tvar nezmént,

Viot+f = 0, (10)
rovnice kontinuity pro nestlacitelny material (3) pfejde na tvar
V-u=0. (11)
Pokud tenzor napéti rozlozime na stopovou ¢ast —pl a deviatorickou ¢ast D,

o=—-pl+D, (12)
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muzeme reologickou rovnici pro maxwellovské téleso zapsat ve tvaru [10]
t
D(t) = u(Vi(t) + Vi) — / ‘;Dm)da, (13)
0

pricemz v case t < 0 predpokladame, ze téleso je v hydrostatické rovnovéaze a devia-
torické napéti je v ném nulové. Hrani¢ni podminku na spodnim rozhrani volime podle
charakteru tohoto rozhrani. Pokud predpoklddame, ze modul torze ma pod modelo-
vanou vrstvou vyrazné vyssi hodnotu nez v modelované vrstveé, predepisujeme nulové
posunuti

u = 0. (14)
Podminka nulového posunuti je vhodné, kdyz se jednéa o rozhrani mezi ledovou vrstvou
a silikdtovym jadrem. V piipadé rozhrani mezi pevnou latkou a kapalinou predpokla-

dame, ze skok hustoty na rozhrani je zanedbatelny, coz je dobfe spliieno pro rozhrani
mezi ledem a vodou. Za tohoto predpokladu predepisujeme nulovou silu

o-¢ = 0. (15)

Hranicni podminka na svrchnim rozhrani je stejna jako ve viskéznim pripadé, ale topo-
grafii v Case t tentokrat nehledame integraci rychlosti, ale po¢itame ji piimo z posunuti,
h(t) = h(0) + - é,,

o-é = pgh(t). (16)

3.3 Skalovaci vztahy

7 tesenych rovnic Ize odvodit vztahy popisujici skalovani hledanych proménnych podle
nékterych parametru modelu. Za timto ucelem formulujeme feSené rovnice bezrozmeérné.
Viskozni material

Nejprve se podivejme na soustavu rovnic pro relaxaci viskézniho materidlu (3)-(8) s nu-
lovou objemovou silou f = 0. Zavedme bezrozmérné veliciny t', +/, @', h'(0), v’ a o’
spliujici nasledujici vztahy

o= Iy
PgTro
r ror’,
U = TO’L_LV,
Rh(0) = roh'(0), (17)
2
Q_J) — Topgﬁ/ ’
n
o = pgroo’,

kde r¢ je veli¢ina o rozméru délky a pro viskozitu plati n(r) = 7 19(r"). Rovnice (3)-(5)
lze za pomoci téchto veli¢in zapsat ve tvaru

V.7 = 0, (18)
V.o = 0, (19)
1

a"—gTr(a") = (VT + V') (20)



Hrani¢ni podminka na spodnim rozhrani mé v piipadé rozhrani s tuhym jadrem (7)
v bezrozmérné formulaci tvar

7 =0 (21)

a pro piipad rozhrani pevné latky a kapaliny (7) ma tvar

—

o'-¢ —((o'-¢) ¢e)e = 0,
v e = 0. (22)

Hrani¢ni podminka na svrchnim rozhrani je v bezrozmérné formulaci
tl
o'(t)-e = —é (h/(()) +/ v'(a) - érda> : (23)
0

V téchto rovnicich vystupuje jako parametr pouze prubéh viskozity s hloubkou 7y(r).
Zavislost relaxace na ostatnich parametrech je vyjadirena ve skalovacich vztazich (17).
Méme-li dva ruzné modely A a B se shodnym prubéhem viskozity ny(r’), pak ze
skéalovacich vztahu vyplyva

B 5 ptglrg
RO (pBZBn? " t) (24)
hi(0) hi’(0)

Viskoelasticky material

Obdobné prevedeme na bezrozmérny tvar soustavu rovnic pro relaxaci pro viskoelas-
ticky material (11)-(16) s nulovou objemovou silou f = 0. Nésledujicimi vztahy defi-
nujeme bezrozmérné veliciny ¢, v/, @', h'(0), v/, D" a o”.

t = Qt’,
fi
r o= ror,
l_[ = Toﬁ/, (25)
h(0) = roh'(0),
o = pgroo’,
D = pgroD’,

kde ry je veli¢ina o rozméru délky, pro viskozitu plati n(r) = 719(r’") a pro modul torze
plati p(r) = f pio(r’"). Rovnice (11)-(13) lze za pomoci téchto velicin zapsat ve tvaru

V.-ad = 0, (26)

V.o =0, (27)

D) = L vaw) + VEE) - [ oD (a)da. (28)
PIdTo 0 To

Hrani¢éni podminka na spodnim rozhrani v bezrozmeérné formulaci je v ptipadé rozhrani
s tuhym jadrem (14)

i =0 (29)



a v pripadé rozhrani mezi pevnou latkou a kapalinou (15)
o'-¢ = 0. (30)
A kone¢né hrani¢ni podminku na svrchnim rozhrani (16) lze zapsat ve tvaru
o'-e = —¢ (WO0)+d -ée). (31)

Ve srovnani s viskoznim ptripadem vystupuje v bezrozmérné formulaci fesenych rovnic
vice parametru, jejichz vliv nevyplyva ze skalovacich vztahu (25). Kromé prubéhu
viskozity s hloubkou 7 (") vystupuje v rovnicich také prubéh modulu torze s hloubkou
w(r’) a parametr (pgro). Pro specidlni ptipad dvou modelu A a B se shodnym pribéhem

w(r) a no(r) a parametrem (pg?“o) plati

hA( ) = JgA ) : (32)

]

3.4 Sférické harmonické funkce

Rovnice pro relaxaci viskézniho materialu a pro relaxaci viskoelastického materidlu
budeme tesit na kulové slupce. Budeme pouzivat sférické souradnice, tedy vzdalenost
od stfedu 7 € (rpot, Ttop), Sitku 6 € (0,7) a délku ¢ € (0,2m). Veliciny v fesenych
rovnicich vyjadiime formou rozvoju do zobecnénych sférickych harmonickych funkei
zavedenych v [11, 12, 13].

Skalarni funkci f(r, 0, ¢) lze za pomérné obecnych podminek [11] rozlozit do tiplné
ortonormalni baze sférickych harmonickych funkei Yj,, (6, ¢)

7" 0 ¢ Z Z f]m m ¢)v (33)

Jj=0m=—j

kde funkce fj,,(r) nazyvame koeficienty rozvoje. Skaldrni sférické harmonické funkce
jsou definovany jako

ij(07¢> = (_1>m ij\(‘gv ¢) pro m <0, (34)

kde P["(cosf)) jsou pridruzené Legendreovy funkce a symbol * znamend komplexnf
sdruzeni, takze je splnéna podminka ortonormality

/ / Vi (0, 8)Y s (0, 6) sin 0dgdd = 65,01y (35)

kde § je Kroneckerovo delta. Analogicky k rovnici (33) 1ze vektorové a tenzorové veli¢iny
rozlozit do vektorovych a tenzorovych sférickych harmonickych funkei.

Pomoci kanonické eukleidovské baze {e,,€,, €} sestrojime cyklickou vektorovou
béazi {€1,e_1, e}

— _1 (—» + )
e = —=\(€y 1€
1 \/5 Y
S L
e_ = —=(€; — 1€
1 \/5( y)
50 — 6_; y (36)



a definujeme vektorové sférické harmonické funkce }élm(ﬁ, o),

—

y!

1 l )
m(0.0)= > > CliYu(0,0)e., (37)

u=—1v=-—1

kde C7"" jsou Clebsh-Gordanovy koeficienty zavedené v [13]. Déle sestrojime komplexni
tenzorovou bazi {exy},

Z Z CHt 8 (38)

u=—1v=-1

a definujeme tenzorové sférické harmonické funkce Y% (6, ¢),

Ylk Z Z ClukaEU )ekv : (39)

u=—lv=—"k

Vektorovou funkeci f (r,0,¢), resp. tenzorovou funkci f(r, 6, ¢), lze potom za pomérné
obecnych podminek rozlozit do fady

00 J Jj+1

fr0.0) =3 > X fu)Yiu0.9), (40)

j=0 m=—j I=|j—1|

respektive
Jj+k 2

£(r,0,¢) = ZZ S S fEr)YR (60, 9). (41)

Jj=0 m=—j I=|j—k| k=0

Skaldrni funkce f}, (r), resp. fir (r), nazyvéme koeficienty rozvoje vektorové funkce

1 (r,0,¢), resp. tenzorové funkce f(r,0, ¢), do sférickych harmonickych funkei.

Kdyz do soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic (3)—(8), resp. (11)—(16), v pro-
meénnych r, 6 a ¢ dosadime vSechny veli¢iny ve tvaru sférickych harmonickych rozvoju,
ziskdme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic v proménné r. Pokud viskozita a
modul torze zavisi pouze na r (zanedbdavame lateralni zmény reologickych parametru),
muzeme tuto soustavu déle rozlozit podle j a m na vzdjemné nezavislé soustavy rovnic,
z nichz kazda obsahuje pouze sférické harmonické koeficienty prislusejici danému stupni
j a fadu m. Pii sestavovani diferencialnich rovnic pro koeficienty rozvoje jednotlivych
veli¢in se uplatni nékteré vlastnosti sférickych harmonickych funkei:

1) V rozvoji osové symetrické funkce, tj. naptiklad f = f(r,0), se vyskytuji pouze
cleny s m = 0.

2) Index k = 0, 1, 2 u tenzorové bazové funkce Y% (6, ¢) odpovida rozdéleni libo-
volného tenzoru T na (po fadé) stopovou, antisymetrickou a deviatorickou ¢ést

1 1
Ty = Tadyy + 5(Tyy — Tia) + | 5 (Tij + Tja) — Taadys | - (42)

Pokud tedy v reologické rovnici vystupuje symetricky tenzor (V@ + V17), vyjadifme
tento ¢len pouze pomoci koeﬁmentu s k=2

3) Vektorova bazova funkce Ym je toroidalni, tj. V?fm =0a 37]]7” - €. = 0 pro
v8echna pripustna j, m. Bazové funkce Y;]ml jsou sferoidalni, tj. (Vx Yﬁf 1) -e. = 0.
Rozvojem vektoru do sférickych harmonickych funkci dostaneme tedy primo rozklad
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tohoto vektoru na sferoidalni a toroidalni cast. Jelikoz zdrojovymi ¢leny v nasich rov-
nicich jsou gravitacni sily, které maji nulovou toroidalni slozku (Vx g = 0), a viskozita
a modul torze zdvisi pouze na r, 1ze ukdzat [14], ze toroidalni ¢ast feseni rovnic (3)-(8),
resp. (11)-(16), bude identicky rovna nule (v’ 7= ).

gm — O_jm

Viskézni material

Rozvineme-li rovnice popisujici relaxaci topografie pro viskézni material do sférickych
harmonickych funkei, ziskdme rovnice pro koeficienty rozvoje jednotlivych veli¢in. Rov-
nice kontinuity (3) prejde pro kazdé j, m na rovnici pro koeficienty rozvoje rychlosti

Ol () 2 0] (7)

im
J d j-1Y ;4 J+1 (d J+2) ;4
_ . _ j —0. (43
2j+1<dr r >”ﬂm (r) 2+ 1\ar ) m (r) (43)

Koeficienty rozvoje rychlosti jsou stejné jako koeficienty rozvoje dalsich veli¢in funkcemi

r a t. Pro prehlednost cas v argumentu neuvadime, jestlize to neni nutné pro platnost

vzorce. Vektorova pohybové rovnice (4) sestava ze tif skalarnich rovnic, nicméné pro

pripad bez lateralnich variaci viskozity je toroidalni ¢ast napéti nulova. Pro kazdé j

a m tedy fesime dvé skaldrni rovnice pro koeficienty rozvoje tenzoru napéti ag;g(r),
5,2 j—2,2 42,2

s . ., i—1 i1
ohn(1), 03y (r) a 07,77 (r) a vnéjsi objemové sily f7.°(r) a fi,, (7)

J d J+1Y\ o Jg—1(d 7=2Y ;95
} 3<zj+1>(dr+ , )%<r>+ zj_l(df ; )m ") =
(j+1)(2j +3) d J+1) ;o . -1
_\l6(2j—1)(2j+1) <dr+ r )Uﬂ‘m(r) = L (1),
32 +1) \dr )7 6(2 +3)(2j+1) \dr r

Tr2 (d j+3) }
- 2j+3<drjL ) ) = ).

(44)
Stejné tak reologicka rovnice (5) prejde pro kazdé j, m na tii skalarni rovnice
42,2 J+2 (d  J+1\ ;4
ey (5 - T e = o,
=1 (d j i
0§m2,2(7=) —2n(r) 271 (dr + r) vgml(r) = 0,
2 (j + 1)(2] + 3) d J—1 i—1
j(2j - 1) d  Jj+2) ;1
—9 — J =0 45
N G2+ 3@+ 1) \ar ) () (45)
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Hrani¢ni podminka na spodnim rozhrani, tedy pro r» = rye, pro piripad tuhého jadra
(6) ma pro kazdé j, m tvar

Ugn_ml(rbot) = 07
U;:zl(rbot) =0 (46)

a hraniéni podminka pro piipad rozhrani pevné latky a kapaliny (7) mé pro kazdé j,

m tvar
Vi vt (o) = 5+ Wi () = 0,

G+l [—1 o, L jU+D0+2) 0

2(25 —1)(25 + 1)(25 +3) Jm(rbot> = 0. (47)

Na svrchnim rozhrani, tedy pro r = r.p, predepisujeme pro kazdé j, m podminku

- — ) e
]‘—l- ]. 0]-;12’2(7%@) _ g+ : )(J + )01:12,2(”01))
27 +1\V2j—1" 27 +1 27 +3 J

_J 3 +1) .2

22— 1)(2j + 1)(2j 1+ 3) ) =0

(Ttop7 tn) -

G —1) 2,2 G+DU+2) oo
J i+ g —p)m Vet J CENCEDNKA

2j(J+1) -1
_Jwy’—l)(mg) Tim(Tansta) 4 20 ) = hyn(l) guopp (45)

kde
B (tn) = By (0) Wz{([ 1 (eops 1) — 17+ 100 (riops )) At}. (49)

Casovou integraci v rovnici (8) jsme nahradili s¢itdnim pres ¢asové kroky At; = t;—t;_1.

Viskoelasticky material

Pro viskoelasticky material ziskdme z pohybové rovnice stejnou sadu rovnic pro koefi-
cienty rozvoje tenzoru napéti a vnéjsi sily jako ve viskéznim piipadé (44). Rovnice kon-
tinuity a hrani¢ni podminky se oproti rovnicim (43), (47) a (48) zméni pouze prechodem
na proménnou posunuti misto rychlosti Rovnice kontinuity (11) pro jednotlivé koefi-
cienty rozvoje posunuti u;;} (r) a uj FL(r) je tedy

J d g1\ a0 Jg+lfd g2
2j+1<d7“ , >ujm (r) 2 +1 dT+ . U, (1) =0. (50)
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Hrani¢ni podminka na spodnim rozhrani pro piipad dvou pevnych latek (14) je

Wl (Ther) = 0,
ug‘;l(rbot) =0 (51)

a pro piipad pevné latky a kapaliny (7) je

—1 i —1) -
]'70 J 2,2
Z3omret) Gy m gy (o) £
U+DE+2) jioe 2j(G+1) o _
T o2 () T2 (rpor) = 0
(2 +1)(2+3) ™ 327 — )(2j +3) Y T
) +1 -1 1 J+1)+2)
]. ] - U§m2,2( bot> . : .](.] : )(] )0_5:22,2<Tbm)
27+1V25—-1 27 +1 2743

3(j+1) 2 -
_$ 2025 = 1)(25 +1)(25 + 3)Ujm(7“bot) = 0. (52)

Hrani¢ni podminka na svrchnim rozhrani (16) vyjadfend pomoci koeficientu rozvoje
topografie a posunuti se lis{ od (48) jen ve vyrazu pro hj,(t,)

hin{tn) = Hin(0) + s (0 e t) = T+ T i) - 59

Jedinou rovnici, jejiz tvar je pro viskoelasticky a viskozni materiadl vyrazné odlisny,
je reologickd rovnice. V pripadé viskoelastické reologie v ni integrujeme deviatorickou
¢ast tenzoru napéti, pricemz integraci nahradime sc¢itanim pres casové kroky At;:

» +2 (d j+1\ () &

Di+22 £)+2 J a j+1 D]+2 2 DAL
gm (T7 ) + M(T) 2] + 3 d’f‘ r ujm ( Y r Z Y
i— ) — 1 d j i wu(r) &

D22 £) —2 J a 7)), i Dg 2, 2 A
Jm(rv tn) + IU(T)\J 6(2] _ 1 2] _|_ d r Jm (T, tn)

+

j(25 —1) d J+2 Wt . H(T) - 3,2

Odvozeni vzorcu uvedenych v této kapitole lze nalézt v [12].
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3.5 Studium relaxace ve spektralni oblasti

Relaxaci topografie muzeme studovat zadanim konkrétni topografie, geometrie a ma-
teridlovych parametru modelu a porovnavanim zrelaxované topografie v ruzném case a
pro ruzné modely. Protoze nemame k dispozici dostatecné presna realna data, zvolime
obecnéjsi postup nezavisly na konkrétni topografii, jehoz vysledky mohou byt pozdéji
aplikovany na realnéd topografickd data.

V rovnicich pro koeficienty sférického harmonického rozvoje (43)-(48) a (50)-(54)
vystupuje vzdy pouze jeden stupen j a tvar rovnic nezavisi na fadu m. Diky tomu lze
danou topografii rozlozit do sférickych harmonickych funkci, pro kazdé j a m ji nechat
relaxovat zvl4st a na zdvér v urcitém case opét slozit. Jesté obecnéji muzeme studovat
prubéh relaxace pro kazdy stupen j bez ohledu na danou topografii, kterou muzeme
v ¢ase nula zvolit pro jednoduchost jednotkovou na vsech stupnich. Relaxaci topografie
na stupni j pro dany model pak charakterizuje jedna relaxa¢ni kiivka, tedy zavislost
topografie na stupni j na case, ktera je pro dané j stejna pro vsechna m. Tento postup
je nazorné popsan v obrazku 9.

9 | | | 10 | | | |
g O ‘_/\/\_ - 8 — |
=, -10 - L
c 2 -
-4 —— I I —20 I I I I
-0.1 0.0 0.1 100 200 300 400 500
0 [rad] j
~ 1.0 5 : ' '
S 0.8 0 -
< 0.6 £ -5 =
=~ 0.4 1 < =10 =
= 0.2 - -15 + =
0.0 T T T T =20 T T !
0O 1000 2000 3000 4000 0O 1000 2000 3000 4000
t [My] t [My]
10 | | | | 5 | | |
o 0 =—/\/\/“— g 0 ————-—~—
=
-10 v v v v -2 — v v
100 200 300 400 500 -0.1 0.0 0.1
i 0 [rad]

Obrazek 9: Priklad spektralniho pristupu — relaxace krateru

Pivodni tvar krateru (vlevo nahore) rozlozime do sférickych harmonickych funkci a ziskame
jeho spektrum (vpravo nahoie). Relaxacni kiivky pro jednotlivé stupné j (vlevo uprostred)
pro dany model vypoc¢teme nezavisle na topografii a pro danou topografii prenasobime hod-
notami h;(0) (vpravo uprosted). Hodnoty takto prenasobenych relaxacnich krivek v case t
ddvaji spektrum krateru v tomto c¢ase (vlevo dole). Slozenim spektra ziskame tvar relaxo-
vaného krateru (vpravo dole).
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3.6 Rotace elementu kontinua

Pro blizsi zkoumani deformace kontinua se zaméime na tenzor V', ktery charakteri-
zuje zménu polohy dvou blizkych bodu v kontinuu. Jako kazdy obecny tenzor druhého
fadu jej muzeme rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast. Pracujeme-li pro jed-
noduchost v kartézské bazi, lze rozklad zapsat ve tvaru

1 1 _ 55
kde symetricky tenzor 3 (u;/dx; + Ou;/dx;) predstavuje vlastni deformaci kontinua.

Antisymetricky tenzor 3 (Ou;/0x; — du;/0x;) predstavuje rotaci elementu kontinua;
nazveme jej tenzorem rotace w,

YTy <axj B ax,) ' (56)

Tenzoru rotace muzeme priradit axialni vektor &,

& = (wsa, w3, Wa1) - (57)

Predpokladédme-li osové symetrické pole posunuti, 1ze rotaci materidlu v daném bodé
popsat jedinym ¢islem €2 — hlem otoceni v roviné prochézejici osou symetrie. Velikost
2 bude shodna s velikosti vektoru & (a zaroven i s prumétem tohoto vektoru do roviny
kolmé na osu symetrie), znaménko €2 je ddno orientaci vektoru &.

Pro vypocet Q) nejprve vyjadiime koeficienty rozvoje antisymetrické ¢asti tenzoru
Vi do sférickych harmonickych funkei [13]

i-ty-1=t jt1 (d _j-1 J—lyil 58

Ve V'] 22+ 1) \dr ¢ ) tim (58)
] T (L 52\ g

I o) Lot d syl 59

|: u]m jm :| 2(2] + 1) dr + r u]m jm ( )

Toroidalni ¢ast posunuti je pro sféricky symetrickou viskozitu a plosné zatizeni nulova
a bude tedy nulovy i jeji gradient

P o 1k J d j i+1,1
0= [Vl V9 Y S N B D e
V] 2(2j + 1) (dr r) Ygm ¥ m
]+1 d ]‘l’l j i—1.1
R | yi—LL 60
2(2j +1) (dr p ) tim T am (60)

Antisymetrickd céast tenzoru Vi v tomto pifpadé obsahuje pouze cleny s bazovym
tenzorem Y%

R o R R T o

.7 . T
j=0m=—j
J d J+2 §+1 i1
— 2 | =+ LAY 62
2(2j + 1) (dr r )“Jm ym (62)
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Diky antisymetrii plati
(V=" = —[Va)*, (63)

tedy
w = V@)=t = —[va)='. (64)

Ve zvoleném bodé v prostoru piejdeme od baze (38) zpét do kartézské baze a vypocteme
slozky w. Kone¢né podle rovnice (57) uréime slozky vektoru & a 1hel otoceni 2.
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4 Program

Program pouziva spektralni metodu ve sférickych proménnych 6 a ¢, tedy rozvoj vsech
veli¢in do sférickych harmonickych funkei, jak bylo popsano v kapitole 3.4. Resfme sou-
stavu obycejnych diferencidlnich rovnic (43-48), resp. (44-54), v proménné r. Obyéejné
diferencidlni rovnice Fesime metodou posunutych siti [14], ve které popisujeme sférické
téleso n vrstvami se vzajemnou vzdalenosti A. Na stfedech téchto vrstev zadavame
koeficienty rozvoje objemové sily, hustoty a rychlosti, resp. posunuti, na hranicich
mezi vrstvami zadavame koeficienty rozvoje napéti, viskozity a modulu torze. Derivace
v radidlnim sméru jsou aproximovany diferencemi mezi stfedy vrstev nebo hranicemi
vrstev, naptiklad derivaci vektoru posunuti podle r na hranici mezi i-tou a 141 vrstvou
lze aproximovat jako
dué-m ué-m(nﬂ) - uém(rz)

dr A ’ (65)

kde uém (r;), resp. ugm(riﬂ), jsou koeficienty rozvoje posunuti na stredu vrstvy i, resp.
v+ 1.

Koeficienty v soustavé rovnic usporadame do pasové matice A. Koeficienty této
matice jsou funkcemi r a stupné j a nezavisi na radu sférického harmonického rozvoje
m. Do vektoru pravé strany b sestavime plosnou hustotu na svrchni hranici télesa a
pro viskoelasticky materidl také integralni pamétovy ¢len v rovnici (13). Objemové sily
jsme ve vypoctu polozili rovné nule, protoze jejich vliv na vysledek lze diky linearité
rovnic v pifpadé potieby pficist dodateéné. Casovy vyvoj relaxace je zptisoben zménou
topografie a tedy plosné zatéze na svrchni hranici modelu v jednotlivych casovych
krocich. Pro viskoelasticky materidl se navic s ¢asem méni integrdlni pamétovy ¢Elen
v rovnici (13). Vektor feseni & splnujici podminku A-7 = b obsahuje hledané koeficienty
rozvoje napéti a rychlosti, resp. posunuti. Vektor teseni ziskame inverzi matice A,
F=A"1-b

Koneénym vystupem z programu je topografie ve zvoleném case t, uvedend v rovnici
(8), resp. (16). Dalsim vystupem je posunuti @ v daném ¢ase a misté a ihel otoceni ma-
teridlu €2 v daném case a misté, jak byl specifikovan v kapitole 3.6. Pro vypocet lokalnich
hodnot veli¢in byly pouzity podprogramy vyvinuté Z. Martincem a O. Cadkem na Ka-
tedie geofyziky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Program pro vypocet relaxace pro viskézni material byl testovan srovnanim se
spektralnim programem vyvinutym O. Cadkem. Srovnavanym vystupem byla radidlni
komponenta trakéni sily o,.,. na hranicich modelované kulové slupky pti zatézi na vrstve
s danou tloustkou a s polomérem r. Zatéz predepisujeme jednotkovou na stupni har-
monického rozvoje j a vystupem je o, na stejném stupni (obrazek 10).

Program pro vypocet relaxace viskoelastického materidlu byl testovan na ptripadé
postglacidlniho vyzdvihu; zadani a srovnavané vysledky poskytl O. Cadek v osobnim
sdéleni. Zadanym problémem byl zjednoduseny model deformace zemského povrchu
v dusledku pozvolného rustu a pozdéji rychlého tani ledovce. Byl pouzit jednoduchy
osové symetricky model polarniho ledovce — ledovy vélec na severnim poélu o prumeéru
osm stupnu, jehoz vyska linedrné narustala 90 tisic let a poté se béhem deseti tisic let
opét snizila na nulu. Modelem Zemé bylo t¥ivrstvé kulové téleso, jehoz svrchni elasticka
vrstva predstavovala zemskou litosféru, sttedni vrstva priblizné odpovidala hustotou a
viskozitou zemskému plasti a vnitini vrstva zemskému jadru. Srovnavanym vystupem
programu byla radidlni komponenta posunuti w, osm tisic let po tiplném odténi ledovce

22



v zé&vislosti na zemépisné sitce 6 (obrazek 11).
Provedené testy potvrzuji, ze pfesnost obou nasich programu je srovnatelnd s jinymi
numerickymi nastroji pouzivanymi pro modelovani viskézni a viskoelastické deformace.

0.000
—-0.001
—-0.002

Orr

—0.003
—0.004

—0.005

Obrazek 10: Funkce odezvy na jednotkovou zatéz ve vrstvé o poloméru r
o na svrchni hranici: cervené ¢ary — referencéni reseni pro stupen 2, 4, 6, 10 a 15, ¢ervené
krizky — nase reseni pro stupen 2 az 15
oy na spodni hranici: zelené c¢ary — referencni feSeni pro stupen 2, 4, 6, 10 a 15, zelené

krizky — nase reseni pro stupen 2 az 15

40 -

0 5 10 15 20 25 30
0 [rad]

Obréazek 11: Postglacialni vyzdvih

Srovnani naseho reseni (Cervené krizky) s resenim analytickym (Cervend ¢édra) [15] a dalsimi
numerickymi feSenimi. Spektralni reseni (zelena ¢dra) [6], feSeni metodou konec¢nych elementu
v axisymetrické geometrii — francouzsky komercéni program Zebulon (modré ¢dra) [16], feseni
metodou konec¢nych elementii ve 3D — komer¢ni program Marc (tmavé modra ¢ara) [17].
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5 Parametry modelu

Relaxaci topografie studujeme pro modely plasté ledovych mésicu s ruznymi para-
metry. Predpoklddame, ze ve skutecném ledovém meésici je teplota na povrchu nizsi
nez na spodu ledové vrstvy a ze se ledovéa vrstva skldada ze svrchni ¢asti, ve které se
teplo Sifi prevazné kondukci, a ze spodni ¢asti, ve které probiha konvekce. Teplota ve
svrchni ¢asti pak narustd priblizné linedrné s hloubkou a ve spodni ¢asti je (pomineme-li
hraniéni vrstvy) pfiblizné konstantni. Tato predstava vychézi z praci [18] a [19]. V préci
[19] je zkoumén vliv slapového zahiivani na konvekci v ledové vrstvé Europy. Profily
horizontalné prumeérované teploty uvedené v této praci priblizné odpovidaji nasemu
popisu. Uvadéna vysledna teplota v ledové vrstvé neni sice zavisla jen na hloubce, ale
material s vyrazné odlisSnou teplotou je soustifedén do tizkych oblasti. V ptripadé studie
konvekce v ledovém plasti Enceladu [18] je slapové zahiivani predepsané konstantni
v celé ledové vrstve, ¢imz jisté dochazi ke zkresleni. Prubéh teploty pro tento model
nicméné opét odpovida nasemu popisu a detailnéjsi studie vlivu slapového zahtivani
na konvekci v nitru Enceladu neni prozatim dostupna.

V nasem modelu aproximujeme prubéh teploty dvéma vrstvami. Ve svrchni vrstve
klesa teplota linearné s hloubkou a ve spodni vrstvé se teplota s hloubkou neméni. Pro
popis pribéhu teploty potom staéi étyfi parametry: tloustka modelované ledové vrstvy
d, hloubka rozhrani mezi konduktivni a konvektivni casti dy,;q, teplota na povrchu Ti,p
a teplota konvektivni vrstvy (a zaroven teplota na spodu konduktivni vrstvy) Thes, viz
obrazek 12. Jako specialni pripad uvazujeme model s teplotou konstantni v celé kulové
slupce a modely s teplotou linearné klesajici s hloubkou.

V tomto zjednoduSeném prubéhu teploty je na rozhrani mezi svrchni a spodni ¢asti
nespojita derivace teploty. Pii vypoctu ale ledovou vrstvu diskretizujeme na vrstvy
s konstantni teplotou a konstantni viskozitou. Samotny vypocet tedy v sobé zahrnuje
zanedbani fyzikalniho predpokladu spojitosti teploty a jeji derivace a toto zanedbani
nelze v dané metodé odstranit.

T=Ttop
)
dmid
r d
T=Tbot
rbot 0

Obrazek 12: Priibéh teploty v modelu

Pro ptechod od teploty k viskozité v daném misté pouzivame vztah

n(r) = 7 €Xp lA (ﬁ% - 1)1 | (66)
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uvedeny napiiklad v préci [1]. Modul torze povazujeme za konstantni v celé ledové
vrstveé. Konstanty v fesenych rovnicich jsou uvedeny v tabulce 2. Pro nékteré z téchto
konstant uvadime dvé hodnoty indexované ¢isly 1 a 2. Konstanty volime tak, aby jejich
hodnoty zhruba odpovidaly mésicim Enceladus (index 1) a Europa (index 2).

Vypocet relaxace provadime i pro nékteré modely, které jsou fyzikalné nepripustné,
protoze maji prilis nizké Rayleighovo ¢islo v ¢asti, kterou povazujeme za konvektivni.
Skalovanim vysledkli a parametrti téchto modelii podle rovnic (24) a (32) lze ziskat
vysledky platné pro fyzikalné pripustné modely.

Tabulka 2: Parametry v feSenych rovnicich

PICE 0 A N Tw & Ttop,l  Thot,l G2 Ttop,2  Thot,2
920 3-10° 22 10 273 0,113 250 150 1,32 1565 1505
kgm=3 Pa Pas K ms?2 km km ms? km km
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6 Vysledky

6.1 Srovnani viskozniho a viskoelastického pripadu

Relaxaci topografie studujeme pro viskézni a viskoelasticky material. Viskoelasticky po-
pis povazujeme za lepsi ptiblizeni skute¢ného chovani materidlu a vysledky z programu
pro viskézni material jsou uvedeny pouze pro zhodnoceni potiebnosti viskoelastického
popisu.

Pro viskézni materidl se relaxacni kiivky pro jednotlivé stupné ukéazaly byt expo-
nencialni. To 1ze oduvodnit nezavislosti viskozni relaxace na historii relaxace. Zména
topografie za kazdy casovy krok At zavisi pfimo imeérné na vysce topografie na zacatku
tohoto kroku, nebot predpoklddédme, Ze ostatni parametry modelu se neméni. Viskézni
relaxaci topografie na daném stupni h;(t) lze tedy charakterizovat jedinym ¢islem 7;,
hj (t) = hJ(O) exp(—t/Tj).

Pro viskoelasticky material uz tato ivaha neplati, protoze zménu topografie ovliv-
nuje integrdlni pamétovy ¢len (viz rovnice 13). Pokud srovnavame prubéh relaxace
vypocteny pro viskozni a viskoelasticky material, zjistime vyznamné odlisSnosti obzvlas-
té pro modely s velikym kontrastem mezi viskozitou na povrchu a na spodu ledové
vrstvy. V téchto modelech se projevi elasticita svrchni vrstvy s vysokou viskozitou,
takze ani v méfitku nékolika miliard let nebude topografie relaxovat k nule, jak doklada
obrazek 13. Ze srovnani relaxacnich kiivek v obrazku 13 vyplyva, ze volba viskoelastické
reologie je pro studium relaxace krateru i na dlouhych c¢asovych skalach nezbytna,
pokud se viskozita materidlu meésice vyrazné méni s hloubkou. Za vyraznou zménou
pritom povazujeme zménu o nékolik Ffadu. Vysledky uvedené v dalsich ¢astech této
studie jsou vypocteny programem pro relaxaci viskoelastického materialu.

1.0 ' ' ' 1.0 +—== ' '
o84 ———F
S 064  —t
= 0.4 - T
0.2 -

0.0 — . 0.0 . . .

0O 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t [My] t [My]

Obréazek 13: Relaxacni krivky pro viskézni a viskoelasticky material

Relaxac¢ni kiivky h;(t) pro stupein j = {10,20,30,40,50} pro viskézni (modrd barva) a
viskoelasticky (¢ervend barva) pripad. Vyssi stupen j vzdy odpovida pozvolnéjsi relaxaci.
Vypoéteno pro model 1vop = Tiop,1; Thot = Thot,1; § = ¢1; graf nalevo pro viskozity
Ntop = Mbot = 10?2 Pas, graf napravo pro viskozity Ntop = 1022 Pas a nyo; = 100 Pas,
dmia = 10km.
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6.2 Relaxace topografie pro rizné parametry modelu

Provedli jsme vypocty relaxacnich kiivek pro modely odpovidajici svou geometrii a
gravitacnim zrychlenim mésicum Enceladu (7top = Ttop,1; Tbot = Tbot,1; ¢ = ¢1) & Europé
(Ttop = Ttop,2> Thot = Thot.2, § = g2). Pro oba tyto piipady zkoumdme tvar relaxac¢nich
kiivek v zavislosti na prubéhu viskozity s hloubkou, tj. na parametrech 7op, Mbot; dmids
a na hrani¢ni podmince na spodnim rozhrani. V grafech jsou vyneseny relaxa¢ni kiivky
pro stupné 5 = 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200 a 500. Tyto relaxa¢ni kiivky jsou vykresleny
oranzovou ¢arou (j = 2), oranzovou ¢arkovanou ¢arou (j = 5), ¢ervenou ¢arou (j = 10),
¢ervenou ¢arkovanou ¢arou (j = 20), fialovou ¢arou (j = 50), fialovou ¢arkovanou ¢arou
(7 = 100), modrou carou (j = 200) a modrou ¢arkovanou ¢arou (j = 500). Kfivky pro
modely s parametry Enceladu vykreslujeme pro ¢ € (0, 4Gy), tedy v maximalnim
intervalu casu, ktery ma vzhledem ke staii Slunecni soustavy smysl uvazovat. Kiivky
pro modely s parametry Europy vykreslujeme v casovém intervalu ¢ € (0, 100My),
ktery priblizné odpovidd hornimu odhadu stari povrchu Europy [3].

Nejprve zkouméme vliv hrani¢ni podminky na spodnim rozhrani na relaxaci topo-
grafie (obr. 14). V levé éasti jsou vzdy vyneseny relaxacni kiivky vypoctené s hraniéni
podminkou (14) a v pravé ¢asti s hraniéni podminkou (15). Relaxaéni kiivky pro mo-
dely, které se lisi pouze hrani¢ni podminkou, jsou si velmi blizké. Jisty rozdil je patrny
u modelu s konstantni viskozitou A1l a A2 na stupnich 2 a 5 a pro modely C1 a C2
priblizné do stupné 50. Pokud predpokladame vyraznéjsi pokles viskozity s hloubkou
(modely B a D), volba hraniéni podminky se projevi jesté méné — rozdil je patrny jen
mezi modely D1 a D2 na stupnich 2 a 5. Zavedeme-li vlnovou délku topografie na stupni
J jako Aj = mryp/J, 1ze Tict, Ze na volbu hraniéni podminky na spodnim rozhrani jsou
citlivé jen stupné, kterym pifslugi vlnova délka srovnatelnd nebo vétsi nez tloustka
ledové vrstvy. Pro modely A a B je 7, = 250km a tloustka ledové vrstvy je 100 km,
¢emuz priblizné odpovida stupen 8. Pro modely C a D je 7y, = 1565km a tloustka
ledové vrstvy je 60 km, cemuz ptiblizné odpovida stupen 80. Topografie na stupnich
7, které jsou nizsi nez tyto mezni stupné, muze byt na volbu hrani¢ni podminky cit-
liva, ale pro viskozitu klesajici s hloubkou se volba hraniéni podminky témér neprojevi
ani pro topografii na téchto stupnich. Relaxaci topografie proto pokladame za malo
citlivou na volbu hraniéni podminky a v dalsich grafech predepisujeme pro modely
typu Enceladus podminku (14), tedy nulové posunuti, a pro modely typu Europa na-
opak predepisujeme podminku (15), tedy nulovou silu. Tato volba odrézi predstavu
kontaktu ledové vrstvy se silikatovym jadrem v pripadé Enceladu a naopak podpovr-
chového oceanu mezi ledovou vrstvou a silikatovym jadrem v ptipadé Europy.

Relaxaé¢ni kiivky pro ruznou volbu parametril nop, Mot & dmid jsou uvedeny v obraz-
cich 15 az 17 pro modely typu Enceladus a v obrézcich 19 az 21 pro modely typu
Europa. V obrazku 18 a 22 se zabyvame vlivem tloustky ledové vrstvy na pribéh
relaxace, protoze tento parametr neni piimo pozorovatelny a jeho odhady se ruzni
v ptipadé Enceladu i v pripadé Europy. Dalsi informace k jednotlivym obrazkim jsou
uvedeny v popiskach pod obrazky.
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Obrazek 14: Vliv hrani¢ni podminky na spodnim rozhrani
Zvolené parametry modelu: (A1) Enceladus, pevné rozhrani, e, = Nhor = 1023 Pas; (A2)
Enceladus, rozhrani s kapalinou, niwop = Mhot = 102 Pas; (B1) Enceladus, pevné rozhrani,
Ntop = 106 Pas, npot = 106 Pas, dyiq = d; (B2) Enceladus, rozhrani s kapalinou, Ntop =
102 Pas, nuot = 10'° Pas, dyia = d; (C1) Europa, pevné rozhrani, nwep = npot = 1023 Pas;
(C2) Europa, rozhrani s kapalinou, nwp = Mhot = 10?2 Pas; (D1) Europa, pevné rozhrani,
Nop = 1029 Pas, nuoy = 101 Pas, dynq = d; (D2) Europa, rozhrani s kapalinou, niop =

10% Pas, nhoy = 1010 Pas, dmig = d 28
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Obrézek 15: Enceladus — vliv viskozity na povrchu nyop

Zvolené parametry modelu: n,o; = 10'° Pas, dpig = 0,1d = 10km

Volba nyop vyznamné ovliviiuje relaxaci topografie na vsech stupnich j. Pro vysokou hodnotu
Nwop (grafy dole) topografie na vysokych stupnich v casové skale miliard let nerelaxuje a na
nizkych stupnich nejprve relaxuje velmi rychle a poté zustava prakticky konstantni.
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Obrazek 16:
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Enceladus — vliv viskozity konvektivni ¢asti nyot

Zvolené parametry modelu: 1o, = 10?5 Pas, dpig = 0,1d = 10km

VIiv npot Se projevi zejména v relaxaci topografie na nizsich stupnich. Pro tenkou konduktivni

cast dmig = 0,1d = 10km je na viskozitu konvektivni c¢asti viditelné citliva uz relaxace

topografie na stupnich 50 a 100. Je dobré zdiraznit, ze volba nyo ovliviiuje nejen viskozitu

v konvektivni ¢asti, ale také gradient viskozity v konduktivni c¢asti. Topografie na nizkych

stupnich nejprve relaxuje velmi rychle, tim rychleji, ¢im je nnot nizsi. Poté se relaxace zvolni

a jeji rychlost je ddle urcena hlavné parametrem 7nyqp.
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Obrazek 17: Enceladus — vliv tloustky konduktivni ¢asti dyq

Zvolené parametry modelu: nyp = 1026 Pas, nyor = 1016 Pas

Pokud nezménime o, a Muhot, znamend ztenceni konduktivni ¢dsti pokles viskozity

v nékterych hloubkach a tedy zrychleni relaxace. Zména dy;q se projevi na stupnich, jejichz

vinova délka je srovnatelna s d,iq. Napriklad do stupné 20 probiha relaxace témér stejné pro
dmia = 1km az 10 km a list se az pro dy;q = 50km, pricemz g ~ 40 km.
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Obrazek 18:
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Enceladus — vliv tloustky ledové vrstvy d

Pro studium vlivu tloustky ledové vrstvy uvazujeme piipad s konstantni viskozitou v ledové

vrstvé (grafy nahore), a pripad, kdy viskozita klesa s hloubkou (grafy dole). Zkoumame

prubéh relaxace pro vyrazné odlisné hodnoty tloustky ledové vrstvy d = 100km a d =

50 km. Tloustka ledové vrstvy vyznamné ovliviiuje rychlost relaxace pro vrstvu s konstantni

viskozitou (grafy nahore) pro stupné j < 20, ale pro vrstvu s viskozitou klesajici s hloubkou

se témér neprojevi (grafy dole). Pokles viskozity s hloubkou je fyzikdlné opodstatnénym

predpokladem, a proto miiZeme malé nejistoty v tloustce d jakozto vstupnim parametru pro

ostatni zkoumané modely zanedbat.
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Obréazek 19:  Europa — vliv viskozity na povrchu 1y

Zvolené parametry modelu: npo; = 106 Pas, dpig = 0,25d = 15km

Zména viskozity na povrchu ma v pripadé modelil typu Europa podobny vliv jako pro modely
typu Enceladus. Jeji zvyseni vede ke zpomaleni relaxace topografie na vSech stupnich. Pro
Ntop =~ 1030 Pas probih4 relaxace jen zpocdtku a pozdéji ziistavé topografie témér konstantni.
Srovnani s obrazkem 15 ukazuje, Ze relaxace topografie je pro obdobny pribéh viskozity
vyrazné rychlejsi pro model typu Europa nez pro model typu Enceladus. Tento rozdil je
zpusoben predevsim vétsim polomérem riop, a vétsim gravitacnim zrychlenim na povrchu
g. Pokud bychom uvazovali viskézni material a modely se stejnym prubéhem viskozity a
stejnym d/riop, platil by pro relaxaci topografie v téchto modelech vztah (24). Relaxace
topografie pro model s polomérem a gravitacnim zrychlenim odpovidajicim Europé by v tomto
priblizeni byla vice neZ 70krat rychlejsi neZ pro model s polomérem a gravitacnim zrychlenim
odpovidajicim Enceladu. Prestoze uvazujeme viskoelasticky materidl, kde vztah (24) neplati
presné, muzeme z néj ziskat predstavu o priblizné zavislosti rychlosti relaxace na gravitacnim
zrychleni na povrchu a na rozméru modelu.
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Obrazek 20:
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Europa — vliv viskozity konvektivni ¢asti nyq

Zvolené parametry modelu: 1o, = 10?5 Pas, dpig = 0,25d = 15km

Podobné jako pro model typu Enceladus (graf 16) se relaxace topografie zpomaluje s ros-

toucim Nyt -
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Obrazek 21: Europa — vliv tloustky konduktivni ¢dsti dpiq

Zvolené parametry modelu: nyp = 1026 Pas, nyor = 1016 Pas
Volba tloustky konduktivni ¢dsti vyznamné ovliviiuje rychlost relaxace. Pro dy;q = 0, 1d (graf
vlevo nahore) bude po 100 My vyrazné zrelaxovana topografie na stupnich j < 200. Pokud
predpokladdame, Ze se teplota v celé ledové vrstvé méni linedrné, tj. dy;,q = d (graf vpravo
dole), nebude topografie na stupni j ~ 200 vyznamné zrelaxovana ani po ¢tyfech miliardach

let.
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Obrazek 22: Europa — vliv tloustky ledové vrstvy d

Pro studium vlivu tloustky ledové vrstvy uvazujeme dva pripady — s konstantni viskozitou

v ledové vrstvé (grafy nahore) a s viskozitou klesajici s hloubkou (grafy dole). Stejné jako pro

model typu Enceladus (obrazek 18), je patrny rozdil mezi kiivkami pro vrstvu s konstantni
viskozitou a riznym d (grafy nahore), ale kiivky pro vrstvu s viskozitou klesajici s hloubkou
a ruznym d (grafy dole) jsou témér stejné.
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6.3 Deformace pod kraterem

Pro model s parametry Enceladu zkoumame posunuti « a thel otoc¢eni {2 materidlu
v ledové vrstvé pii relaxaci topografie. Jako topografii predpokladame osové symetricky
krater, jehoz tvar po urcitou dobu relaxoval. Zvolime konkrétni tvar krateru, ktery
priblizné odpovidé tvaru typického mensiho nerelaxovaného krateru, tzv. jednoduchého
krateru [20]. Prumeér krateru od valu k valu zvolime 30 km. Kratery s timto prumérem
se na Enceladu vyskytuji, ackoliv nejsou cetné. Velky prumér krateru jsme zvolili,
abychom mohli odhadnout maximalni hloubku, do které zasahuje vliv relaxace krateru.

Uvazujeme dva modely ledové vrstvy s ruznym prubéhem viskozity. V modelu A
je viskozita v celé ledové vrstvé konstantni, v modelu B viskozita klesd s hloubkou
a kontrast viskozit miep a Mper je 10'°. V obrdzku 23 srovnavdme @ a Q pro tyto dva
typy modelu. Pro kazdy z nich vykreslujeme piipad s hraniéni podminkou (14), tedy na
nulové posunuti, a s hrani¢ni podminkou (15), tedy na nulovou silu. Je vidét, ze v obou
modelech se relaxace krateru projevi posunutim jen ve svrchni ¢asti ledové vrstvy.
Relaxace topografie je tedy spise lokalni jev. Pro modely B je tento efekt vyraznéjsi
nez pro modely A, a proto se volba hrani¢ni podminky v modelech B projevi méneé,
jak bylo konstatovano uz na zakladé relaxacnich ktivek na obrazku 14.

V obrazku 24 vykreslujeme posunuti a otoceni materidlu pro modely se stejnym
prubéhem viskozity jako v obrazku 23 a s hrani¢ni podminkou nulového posunuti na
spodnim rozhrani. V tomto obrdzku zkoumdme vliv tloustky ledové vrstvy, kterou
pro modely A1l a B1 volime 100 km a pro modely A2 a B2 50 km. Posunuti i oto¢eni je
prakticky nezavislé na tloustce ledové vrstvy, protoze relaxace krateru zptisobi posunuti
predevsim ve svrchni ¢asti vrstvy.

V obrazcich 23 i 24 jsou vidét rozdily v tihlu otoceni €2 mezi modely A a B. V mo-
delech A se ma €2 v jednom misté v ruznych hloubkach stejné znaménko a v modelech
B ma ) opacné znaménko na povrchu nez na spodu konduktivni vrstvy.

Piimou aplikaci studia uhlu €2 pro ruzné relaxované kratery je studium zmény
magnetizace povrchu Marsu vznikem a ndslednou relaxaci krateru [21]. Tato aplikace
se netykd reologie ledovych mésicu, a proto zde neni dale diskutovana.
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Obrazek 23: Enceladus — vliv hrani¢ni podminky na spodnim rozhrani

Vykresleno posunuti @ (nahore), iihel otoceni §) (dole) a profil krateru (Gervend barva) v ¢ase
t = 4Gy a profil krateru v ¢ase t = 0 Gy (¢ernd barva). Profil krateru, posunuti i ithel otoceni
jsou pétkrat zvétsené.
Zvolené parametry modelu:
(A1) pevné rozhrani, Nyt = Nrop = 10%! Pas
(A2) rozhrani s kapalinou, nyet = Top = 10%! Pas
(B1) pevné rozhrani, nye; = 1016 Pas, niop = 1020 Pas, dpiq = 0, 1d
(B2) rozhrani s kapalinou, npe, = 1016 Pas, niop = 1020 Pas, dyiq = 0, 1d
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Obrazek 24: Enceladus — vliv tloustky ledové vrstvy d

Vykresleno posunuti @ (nahore), ithel otoc¢eni ) (dole) a profil krdateru (¢ervend barva) v case
t = 4 Gy a profil krateru v ¢ase t = 0 Gy (¢ernd barva). Profil krateru, posunuti i tthel otoc¢eni
jsou pétkrat zvétsené.

Zvolené parametry modelu:

(A1) d = 100km, Mot = Mtop = 10%! Pas

(A2) d = 50km, Mpey = Neop = 10%! Pas

(B1) d = 100km, 1ot = 1010 Pas, ntop = 1029 Pas, diyia = 0, 1d

(B2) d = 50km, et = 1016 Pas, niop = 1020 Pas, dpiq = 0, 1d
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6.4 Obracena tloha na syntetickych datech

Citlivost relaxace topografie na parametry modelu ilustruji relaxacni kiivky v kapi-
tole 6.2. Pro vétsi nazornost formulujeme obracenou tlohu na syntetickych topogra-
fickych datech. Syntetickymi daty je topografie krateru relaxovana po urcitou dobu ¢.
Tvar krateru predpokladame stejny jako v predchozi kapitole. Parametry modelu rqp,
Thot, § @ (4 volime tak, aby odpovidaly mésici Enceladu, viz tabulka 2. Tloustku mode-
lované vrstvy d = rop — 7ot tedy volime pevné, protoze je pro ledové mésice pomérné
dobfe znamé a na malé chyby v jejim urceni neni prubéh relaxace citlivy. Na spodnim
rozhrani predepisujeme nulové posunuti (14). Obrécenou tlohou tedy hleddme pouze
parametry Miop, Moot & dmia- Vzhledem k malému poctu parametri muzeme zvolit me-
todu primého prebirani modelu, ve které s urc¢itym krokem ménime volné parametry a
posuzujeme shodu dat a topografie predikované pro tyto parametry. Kritériem shody
je vzdélenost dat h°™ (0, ¢) a predikované topografie hP**4(0, ¢) v L, normé

2w
Sy = \//0 /0 (h0b5(9,¢) — hpred(e,qs))Q sin 0 d dg =

_ J S (hgbs — hoe)” (67)

J=0

Abychom mohli 1épe srovnavat shodu pro ruznéd data, délime vzdalenost S normou
dat

s (e (1) — W)’
s (hes (1))’

kde nescitame nekone¢nou sumu, ale s¢itame pouze do maximalniho stupné rozvoje do
sférickych harmonickych funkei jax, ktery je v nasem pripadé 500. Shoda dat a predikce
je tim lepsi, ¢im bliz je Xy nule. V obréazcich 25 az 30 vykreslujeme X5 v zavislosti na
Mhot & Neop V Tezech s konstantnim 7,,,. V horni ¢dsti obrazku vykreslujeme tvar krateru
(vpravo) a jeho spektrum (vlevo) pred zacatkem relaxace (Cernd barva) a v case t
(Cervend barva).

Nejprve predpokldddme dokonalou znalost spektra topografie pied zacdtkem rela-
xace {h;bS(O)}jizx i po nf {h;?bs(t)};rizx a doby relaxace t. Rozliseni obrdcené ulohy
zkoumame pro dva prubéhy viskozity. V obou piipadech predpokladame dobu relaxace
100 My, ale v jednom je po této dobé krater znatelné relaxovany (obr. 25) a v druhém
pripadeé se tvar krateru prakticky nezménil (obr. 26). Pro znatelné relaxovany krater lze
obracenou tlohou vyloucit modely, ve kterych relaxace probihd prilis rychle nebo ptilis
pomalu. Zustane urc¢ita skupina modelt, pro které je Xy pomérné malé a ze kterych
prakticky nelze vybrat jeden nejlepsi model, protoze dochazi k prelévani zejména mezi
Mbot & dmiq- Pro mélo relaxovany krater lze obracenou ilohou pouze vyloucit modely,
ve kterych relaxace probiha pftilis rychle.

V obrazku 27 studujeme vliv chyb v datech. Predokladdme dokonalou znalost

{h;?bs(t) }?m;x a doby relaxace t, ale topografii pred relaxaci {h;?bs(t) }J.m:( zname s uréitou
j= )=

relativni chybou. Tento zpusob zasuméni dat se projevi zplosténim minim X, ve srov-
nani s obrazkem 25. Celkovy tvar X se jinak nedeformuje, protoze pouzivame nahodny
sum.

X2:

(68)
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Vliv chyby v délce relaxace t popisuje skalovaci vztah (32), pro vétsi ndzornost
jej znovu zkoumame i numericky. Predpoklddame, Zze skuteéna doba relaxace dat t je
desetkrat kratsi (obr. 28), respektive desetkrat delsi (obr. 29), nez doba relaxace pouzita
pii vypoctu predikované topografie. Minima X, nalezneme pro modely s viskozitou
desetkrat vyssi, respektive desetkrat nizsi, nez je viskozita materidlu v modelu, pro
ktery jsou napocitana data.

Protoze topografie na nizkych stupnich j relaxuje rychleji nez na vysokych stupnich,
posilime vliv nizkych stupnu upravou kritéria shody dat a predikce

2
_ 00 ths . hpred
52 _ Z (JJ> (69)

J=0 J

a zkoumame rozliSeni pro toto kritérium. V obrazku 30 vykreslujeme hodnotu

~ 7=0 j

Xy = , 70
2 i (h;’bs (t) ) 2 ( )
J=0 Fi

pro stejnd data jako v obrazku 25. Posilenim vlivu nizkych stupnu se minima zuzila,
ale prelévani mezi jednotlivymi parametry se odstranit nepodarilo.

. bs pred 2
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Obréazek 25: Obracena iiloha — relaxovany krater

Parametry modelu: niop = 102 Pas, npor = 109 Pas, dyiq = 0,1d = 10km, ¢ = 100My
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Obrazek 26: Obracena tuiloha — nerelaxovany krater

Parametry modelu: niop = 1026 Pas, npor = 1016 Pas, diiq = 0,5d = 50km, ¢ = 100My
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Obrazek 27: Obrdcend tloha — relativni chyba v {h?bs(t)}

max

J=0

Parametry modelu: nyop = 10%* Pas, npor = 106 Pas, diiq = 0,1d = 10km, ¢ = 100My
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Obrézek 28: Obracena uloha — desetkrat kratsi ¢as relaxace

Parametry modelu: 1o, = 10% Pas, nyor = 109 Pas, dpig = 0,1d = 10km, tops = 10My,
tpred = 100My
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Obrézek 29: Obrécena iiloha — desetkrat delsi ¢as relaxace

Parametry modelu: 1o, = 10%* Pas, npor = 106 Pas, dpiq = 0,1d = 10km, tohs = 1Gy,

tpred = 100My
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Obrazek 30: Obradcena uloha — posileni nizkych stupiiu

Parametry modelu: niop = 102 Pas, npor = 109 Pas, dyiq = 0,1d = 10km, ¢ = 100My
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6.5 Obracena tloha na realnych datech

Obdobny postup jako v ptedchozi kapitole pouzijeme ke zpracovani redlnych topogra-
fickych dat. Vyuzijeme zavéru studie [4, 22], ve které je uvedeno, kolikrat je pomér
prumeéru krateru Dy k hloubce krateru hy pro vybrané kratery na Europé vétsi nez pro
srovnatelné velké kratery na mésicich Ganymed a Callisto. Relaxaci krateru na Gany-
medu a Callistu povazujeme za zanedbatelnou a zaroven predpokladame, ze kratery na
nich vznikaly za podobnych podminek jako na Europé a mély proto puvodné podobny
tvar. Srovnanim Dy : hy pro dany krater na Europé s Dy : hy pro kratery se stejnym
prumérem na Ganymedu a Callistu ziskdme veli¢inu h;(t)/h;(0) pro stupenn j od-
povidajici vilnové délce \; = Dy. Dobu relaxace odhadujeme pomoci pfedpoklddaného
staif povrchu 30 az 70 My [3]. Predpokladdme, ze doba relaxace je kratsi nez staii po-
vrchu, a za konkrétni hodnoty volime ¢t = 10 My a t = 50 My. Tloustku ledové vrstvy
predepisujeme 30 km a na spodnim rozhrani predpokladdame nulovou silu.

Specidlné jsme se zamérili na kratery Govannan, Mannann’an a Pwyll. Pramér
krateru Govannan je ptiblizné 10 km a Dy : hy ~ 30, coz je ¢tytikrat vice nez pro srovna-
telné velké kratery na Ganymedu a Callistu. Stupen j odpovidajici vinové délce 10 km
je pro Europu priblizné 500, takze piedpokladame, ze plati hj—s00(t) = 0,25 hj—500(0).
Obdobny postup pouzijeme pro krater Mannaann’an, jehoz prumeér je 20 km (j = 250)
a Dy : he = 200 coz je dvacetkrat vice nez pro kratery na Ganymedu a Callistu.
Predpokldddme tedy, ze plati hj—o50(t) = 0,05 h;j=250(0). Krater Pwyll ma prumeér
mirné vétsi nez krater Mannaann’an, ptiblizné 25 km (5 =~ 200), a Dy : h, ~ 100.
Krater Pwyll je tedy pravdépodobné méné relaxovany nez krater Mannaann’an, ackoliv
je vetst; vychazl hj_o00(t) = 0,1 hj_000(0). Vysvétlenim muze byt nizké staif krateru,
kterému napovidaji pozorované paprsky hmoty vyvrzené pii impaktu, které jsou ty-
pické pro velmi mladé kratery [4]. Na Europé je mnoho malych sekundarnich krateru
a dalsich dtvaru, které nejsou prilis relaxované. Piikladem mélo relaxované topogra-
fie je centralni masiv v krateru Pwyll, jehoz rozmér 8 krat 4 km odpovida priblizné
stupni j = 1000. Topografii na tomto stupni proto predpokldddame malo relaxovanou,
hjzloog (t) = (0, o+ 1) h]’:1000(0).

V obrézcich (31) az (34) vykreslujeme modifikovanou sumu Xo

obs __ ppred 2
X | % (hg™(t) — Bt <t>)7 -

5, (s ()’

ve které s¢itdme pres stupné j, pro které zname h;(t)/h;(0) na zédkladé pozorovéni.

Nékteré modely, pro které jsme formalné vypocetli relaxaci a pro které vykres-
lujeme X5, nejsou fyzikdlné piipustné, protoze maji prilis nizké Rayleighovo cislo
v casti, kterou povazujeme za konvektivni. Aby v ledové vrstvé na Europé probihala
konvekce, musi byt viskozita na spodu vrstvy nizsi nez 10'° Pas pro tloustku vrstvy
d ~ 25km [1]. Za pifpustné proto pokldddme pouze modely s n,o; < 10 Pas a s do-
stateénou tloustkou d — d,iqg.

V obréazku 31 je vykresleno X, pro dobu relaxace ¢t = 10 My a v obrazku 32 pro
dobu relaxace t = 50 My. Data h;(t)/h;(0) pfedepisujeme pro stupné j = 200, 250, 500
a 1000, prestoze data pro stupné 200 a 250 pravdépodobné odpovidaji ruzné dobeé
relaxace. Vysledek obrdcené ilohy srovnavdame s modelem ledové vrstvy na Europé [1],
ktery predpoklad4 silnou konduktivni vrstvu (dmiq = (0,35 + 0, 50)d) nad konvektivni

48



vrstvou s viskozitou mensi nez 10'° Pas. Model s malym Xs, npo: < 10! Pas a silnou
konduktivn{ vrstvou jsme nalezli pro n, = 10* Pas pii ¢ = 10My a pro 7y, =
10%* Pas pti t = 50 My.

Malé hodnoty X, déle najdeme pro konduktivni model s 7o, = 1022 Pas a nNpo; =
10" Pas pii t = 10 My a pro model s 7, = 102 Pas a n,e, = 10" Pas pii ¢ = 50 My.
Dalsi konduktivni modely s malym X5 maji viskozitu na spodni hranici vyrazné vyssi
nez je viskozita tani ledu, coz je v rozporu s predpokladem vodniho ocednu pod ledovou
vrstvou.

V obrézcich 33 az 35 zkoumame vliv znalosti relaxace topografie na jednotlivych
stupnich na vysledek obracené tlohy. Nejprve predpokladame pouze znalost relaxace
na stupnich j = 250, 500 a 1000. Vytadime tedy stupen 200, ktery odpovida relaxaci
krateru Pwyll, jehoz staii je pravdépodobné nizsi nez staii ostatnich krateru. Vysledny
obrazek 33 se prili§ nelisi od obrazku 32, ktery je vypocteny pro stejné parametry a
se znalosti relaxace topografie na stupni 200. Déle zkoumame vliv ruznych odhadu re-
laxace topografie na stupni 1000. Ze srovnani obrazku 33, 34 a 35 je vidét, ze vyznamny
rozdil je v hloubce minim X,. Predpokladame-li vétsi relaxaci na stupni 1000 (obr. 33),
nelze data vystihnout nami predepsanym prubéhem viskozity.
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Obréazek 31: Obracena uloha — doba relaxace 10 My

hj—200(t) = 0, 1hj—200(0)
hj=250(t) = 0,05k =250(0)
hj:500(t) =0, 25hj:500(0)
hj=1000(t) = 0, 75hj=1000(0)
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Obréazek 32: Obracena uloha — doba relaxace 50 My

Pouzita data:

t — 50 My

hj=200(t) = 0, 1h;j=200(0)
hj=250(t) = 0,05h;=250(0)
hj:500(t) =0, 25hj:500(0)
hj=1000(t) = 0, 75hj=1000(0)
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Obrazek 33: Obracena uloha — bez krateru Pwyll

Pouzita data:

t =50 My

hj=250(t) = 0,05 hj=250(0)
hj:500(t) =0,25 hj:500(0)
hj=1000(t) = 0,75 hj—1000(0)
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Obrazek 34: Obracena iiloha — vétsi relaxace topografie na stupni 1000

Pouzita data:

t =50 My

hj=250(t) = 0,05 hj=250(0)
hj:500 (t) =0,25 hj:500(0)
hj=1000(t) = 0,5 hj=1000(0)

23



l0g;10(Npor) [Pa.s] 10g16(Npor) [Pa.s]

l0g;16(Npor) [Pa-S]

| | | | 24 | | | |

24 r]tople%Pa-S i 22 l']top=1025 Pas L
22

20
18
16
14

20 40 60 80 100

22
20
18

Nip=10%* Pa.s

16
14

40 60 20 40 60 80 100
dmig [%0d]

e

20 40 60 80 10 00 02 04 06 08 1.0
dmig [%d] X;

Obrazek 35: Obracena iuloha — zanedbatelna relaxace topografie na stupni 1000

Pouzita data:

t = 50 My

hj—250(t) = 0,05 hj—250(0)
hj:500(t) =0,25 hj:500(0)
hj=1000(t) = hj=1000(0)
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7 Diskuze

Vypocet relaxace pouzitou metodou se opird o mnoho predpokladu. Nékteré z nich
ziejmé pro dany problém plati velmi dobfe, jiné plati jen v nékterych ptipadech nebo
jsou diskutabilni. Za predpoklady, které jsou pti relaxaci topografie velmi dobte splnény,
povazujeme zanedbatelny gravitacni ucinek topografie, konstantni a radidlni vektor
gravita¢niho zrychleni, homogenitu ledové vrstvy a zanedbatelnou setrvac¢nou silu.

Vhodnost aproximace topografie plosnou hustotou je omezend na mélkou topo-
grafii s malym sklonem. Topografie by méla byt mélka ve srovnani s tloustkou dyyg,
v opacném piipadé by prubéh teploty a viskozity nebyl ptriblizné radialni nebo by byla
skutecnd tloustka konduktivni ¢4sti ledové vrstvy riizné v riznych mistech. Malé sklony
topografie jsou pro ledové mésice splnény, pohybuji se typicky v fadu stupnu. Pomérné
velké sklony topografie maji zpravidla nerelaxované jednoduché kratery, u kterych je
typicky pomér prumeéru valu k hloubce krateru priblizné 5:1, tedy sklon pobliz valu
priblizné 25° [3]. Jesté vétsi sklony topografie 1ze ocekédvat pii pocatetnim stadiu vzniku
krateru, pii kterém jsou ale dominantni jiné procesy nez relaxace topografie a které
zde nemodelujeme.

Pti vypoctech také predpokldadame radialné symetricky model ledového meésice. To
sice neodpovida realité, ale jak jsme ukazali v kapitole 6.3, relaxace krateru je lokalni
déj a jeho prubéh zavisi prednostné na podminkéach pod kraterem. Proto vysledky pro
dely, pokud se jejich parametry méni pozvolna. Déale pti vypoctech uvazujeme prubéh
viskozity neménny v Case, coz samoziejmé nemusi pro skutecné ledové meésice platit.
Zkoumaéni ¢asovych zmén prubéhu viskozity nebo jinych parametru je nad ramec této
prace.

Diskutabilnim predpokladem je volba maxwellovské reologie a vztahu mezi teplotou
a viskozitou n(7T). Pii pouziti vztahu (66) vychézi pro teplotu 100 K, charakteristickou
pro povrch mésicti Jupiteru, viskozita piiblizné 10°° Pas a pro teplotu 70 K, charakte-
ristickou pro povrch mésicii Saturnu, dokonce vice nez 10%° Pas. Tyto hodnoty viskozity
jsou zrejmé nerealistické a relaxace topografie by pro né prakticky neprobihala ani na
nizkych stupnich. Vysvétlenim muze byt pritomnost povrchové vrstvy regolitu, ktery
by silné tepelné izoloval a zaroven by nebranil deformaci. Regolit silny nékolik set
metru by zpusobil efektivni narust povrchové teploty o desitky stupnu [23]. Proti to-
muto vysvétleni stoji predpoklad, ze zdrojem regolitu je material uvolnény pii vzniku
krateru. Na Europé a v oblastech bez krateru na Enceladu by proto méla byt vrstva
regolitu tenkd nebo témeér zadna a efekt by mél byt zanedbatelny. Dalsim moznym
vysvétlenim je pritomnost primési v ledu, které by snizily viskozitu pii dané teploteé.
Specidlné se uvazuje o pritomnosti amoniaku [1]. Roli muze hrét také struktura ledové
vrstvy na vétsich prostorovych skalach, napiiklad jeji rozlamani.

Viskozitu jsme predepsali nezavislou na napéti — predpokladdme tedy linearni re-
ologii ledu, pfestoze reologie ledu je obecné mocninna. Linedrni reologii povazujeme
za prvni priblizeni skutecného chovani a jedna se o extrapolaci vysledku laboratornich
mérfeni pro velmi pomalé déje a mald napéti [9]. Pfi pouziti mocninné reologie by
doslo k dalsimu zvysSeni efektivni viskozity pro mald napéti a naopak snizeni efektivni
viskozity pro vyssi napéti. Relaxace topografie by pravdépodobné probihala zpocatku
rychleji nez v nasem modelu a pozdéji by se naopak zpomalila. Vypocteme-li efektivni

stiizné napéti oo (v kartézské bézi plati o2 = 7, Dy;D;;), mizeme jej srovndvat
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s napétim méfenym v laboratornich experimentech [9]. Na za¢dtku relaxace ve svrchni
vrstvé dosahovalo g4 maximalné 1 MPa pro krater s hy = 2,5km. S hloubkou vrstvy,
ve které napéti vycislujeme, a se zmensujici se vyskou topografie toto napéti rychle
klesa. Pro métena napéti mensi nez 1 MPa vychazi z laboratornich experimentii rych-
lost deformace imérna prvni az druhé mocniné napéti [1]. Zda se tedy, ze za danych
podminek je pouzita linearni reologie pomérné dobrou aproximaci.

Vysledky obracené ulohy na syntetickych datech pro Enceladus ukazuji, ze i pro
pro velmi presnd data nelze z relaxace topografie jednoznacné urcit prubéh viskozi-
ty s hloubkou. Najdeme vzdy celou fadu modelu, ve kterych bude relaxace probihat
podobné. Jestlize data nejsou presnd, nelze z téchto modelu vybrat jeden nejlepsi.
Muzeme nicméné oveérit, jestli je pozorovand topografie v souladu s prubéhem viskozity
pouzivanym jinymi autory nebo odvozenym jinymi metodami. Enceladus je pro podob-
nou studii vhodny, protoze na jeho povrchu najdeme velké mnozstvi relaxovanych i ne-
relaxovanych krateru ruznych velikosti. Srovnani spektra stejné velkého relaxovaného a
nerelaxovaného krateru poskytuje piimo odhad veli¢iny h;(t)/h;(0) potfebny pro feseni
obracené ulohy. Kratery na Enceladu jsou navic vétsinou jednoduché, a proto je jejich
tvar teoreticky dobre popsatelny. Mezni prumeér krateru, od kterého dochazi ke zhrou-
ceni valu a vzniku komplexni struktury, je vzhledem k nizkému gravitaé¢nimu zrychleni
na Enceladu 15 az 25 km [3]. Popisu krateru na Enceladu se bohuzel zatim nevénovalo
mnoho pozornosti a data potfebna k vypoctu obracené tlohy nejsou k dispozici.
Enceladu, protoze velké kratery na Europé maji komplexni strukturu. Na Europé je
diky vétsimu gravitacnimu zrychleni mezni prumeér pro prechod od jednoduchych ke
komplexnim kraterum pouhé 2 az 3 km. Jednoduché kréatery, které jsou vhodné ke
studiu relaxace, jsou proto na fotografiich ze sond rozlisitelné, ale urceni jejich tvaru uz
neni prilis presné. Pro parametry Europy jsme provedli obracenou tlohu na redlnych
datech, kterymi byla relaxace topografie h;(t)/h;(0) na nékolika stupnich j, kterou
jsme odhadli na zdkladé praci [4, 22]. K nalezen{ minima funkce X, stacily hodnoty
relaxace pro pouhé tfi stupné j, protoze mezi nimi byl stupen s vyrazné relaxovanou
topografii i s malo relaxovanou topografii. Predpokladu silné konduktivni vrstvy nad
konvektivni vrstvou s nizkou viskozitou [19] vyhovuji modely s viskozitou na povrchu
10% Pas az 10?* Pas. Dobrou shodu s daty ziskdme také pro nékolik konduktivnich
modelt, tj. modelu s d = d;q, a dale pro modely s vyssi viskozitou na povrchu a
s mens{ tloustkou konduktivni vrstvy.

Ukazalo se, ze nejistota v topografickych datech a v dobé relaxace neni zasadni.
Obé nejistoty lze zmensit statistickym zpracovanim dat a obé lze navic snadno nume-
ricky zkoumat. Vliv chyby v urceni ¢asu je dokonce popsan analytickym skalovacim
vztahem (32). Nejvétsim problémem pouzitého piistupu zustava volba reologie ledu
v extrémnich podminkéch ledovych mésicu — pouzita linedrni reologie je sice ziejmé
pro popis relaxace topografie vhodna, ale chybu vzniklou touto aproximaci je obtizné
kvantifikovat.
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8

Zaver

V této praci jsme studovali relaxaci topografie ledovych mésicu. Dosazené vysledky lze
shrnout do nasledujicich bodi:

1.

Pro model viskézniho materidlu (newtonovské kapaliny) a viskoelastického ma-
terialu (maxwellovského télesa) jsme odvodili analytické skdlovaci vztahy a bez-
rozmérnou formulaci rovnic popisujicich relaxaci topografie.

. Ukazali jsme, ze relaxace topografie ve viskdznim a viskoelastickém materialu se

pro redlny prubéh viskozity vyznamné lisi. Viskoelasticky popis povazujeme za
lepsi ptiblizeni skuteéného chovani a dalsi vysledky jsme vypocitali za pouziti
tohoto popisu.

Uskutecnili jsme fadu numerickych simulaci relaxace pro modely s parametry
meésicu Europa a Enceladus a s prubéhem viskozity ptiblizné odpovidajicim vrstve
s konduktivni svrchni ¢asti a konvektivni spodni ¢asti. Vypocet jsme provedli ve
spektralni oblasti a ziskali jsme kiivky popisujici relaxaci topografie na ruznych
stupnich sférického harmonického rozvoje. V prostorové oblasti jsme zkoumali
posunuti a uhel oto¢eni materialu pii relaxaci osové symetrického krateru.

Citlivost relaxace na parametry prubéhu viskozity s hloubkou demonstruje obra-
cena tuloha na syntetickych datech pro model s parametry Enceladu. Ukéazalo
se, ze existuje celd tiida modell, ve kterych relaxace probihda podobné. Mezi
témito modely nelze bez dodatec¢nych informaci zvolit ten, pro ktery byla ziskana
topograficka data.

. Pro model s parametry Europy jsme formulovali obracenou tlohu na realnych da-

tech, kterymi byl odhad relaxace nékolika krateru na Europé. Ziskali jsme fadu
modelu s ruznym prubéhem viskozity s hloubkou, které data vystihuji. Kdyz vy-
lou¢ime fyzikalné nepiipustné modely, vybér modelu, které jsou v souladu s daty,
se znacné zuzi. Srovname-li vysledky s modelem konvekce v ledové vrsvté Eu-
ropy [19], ziskdme shodu pro viskozitu na povrchu piiblizné 1023 Pas az 10?! Pas
v zavislosti na dobé relaxace.

Vhodnym rozsitenim prace by bylo pouziti nelinedrni reologie ledu a aplikace na redlna
topograficka data. Jako vhodna topograficka data se jevi kratery na Enceladu, protoze
jejich tvar pred relaxaci lze dobfe popsat.
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