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Uvod

Souctové vzorce pro goniometrické funkce (déle jen souc¢tové vzorce) jsou zakladnim
prvkem goniometrie, ktera je jednou z vyznamnych soucasti matematiky jiz od starovéku.
Goniometrie se navic vyuzivd v mnoha oblastech matematiky i v ryze praktickych od-
vétvich, jako je napiiklad astronomie, geodézie a navigace. Prvni dvé kapitoly vénujeme
definici goniometrickych funkci a odvozeni souctovych vzorci. Dalsi ¢asti popisi nékteré je-
jich aplikace. Cilem této bakalarské prace je ukazat zpiisoby odvozeni souctovych vzorci a
uvést nekolik jejich historickych aplikaci, a tim prispét k popularizaci goniometrie zejména
souctovych vzorct.

V tvodni ¢asti vyslovime definice goniometrickych funkci, tak jak se uvadi na zadkladni
a stfedni skole. Ukazeme konstrukci grafu funkce sinus z jeji stfedoskolské definice. Sezna-
mime se rovnéz s definici goniometrickych funkci pomoci funkcionalnich rovnic a ukazeme,
jak dilezitou roli hraji souctové vzorce v goniometrii.

Dalsi ¢ast zaméfime na odvozeni souctovych vzorci, odvodime je hned nékolika zpu-
soby. Prvni z nich, ktery vychézi z odvozeni uvedeného v ucebnici pro stfedni skoly [Od]
je platny pro soucet libovolnych uhli z oboru redlnych ¢isel. Abychom ukazali, Ze odvo-
zeni souctovych vzorci neni slozité, a motivovali tak k odvozovani na stfednich skolach,
uvedeme v dalsi podkapitole nekolik dalsich odvozeni. Tato odvozeni vSak plati pouze
v otevieném intervalu (O,g). Napriklad v kapitole [2.2.2| uvedeme dtikaz zalozeny na jedno-

duchém obrazku z knihy [Ne|, kde uz samotny obrazek by postacil jako dobréa didakticka
pomiticka pii vysvétlovani souctovych vzorci. Oproti knize vSak tento obrazek doplnime
patficnym vysvétlenim.

V dalsich kapitoldch uvedeme nékolik aplikaci souctovych vzorct i s jejich historic-
kymi souvislostmi. Ukézeme si, zZe souctové vzorce hraly dilezitou roli ve vypoc¢tu hodnot
goniometrickych funkci, ale i v propojovani svéta goniometrie a exponencialnich funkci
komplexni proménné.

Ve treti kapitole nastinime, jak lze pomoci souctovych vzorci odvodit nejen vztahy
mezi funkcemi sinus a kosinus, ale také vSechny dalsi vzorce pro goniometrické funkce.
Néktera z téchto odvozeni explicitné uvedeme.

Dalsi kapitolu zaméfime na vypocet hodnot funkce sinus. V dobéach, kdy neexistovaly
kalkulatory, bylo velmi dtlezité pro vypocty v astronomii, ale i tieba ve stavebnictvi,
disponovat presnymi tabulkami hodnot goniometrickych funkci. V této kapitole ukazeme,
jak se takové tabulky konstruovaly. Vychéazet pritom budeme z Ptolemaiovych postupt
pro vypocet hodnoty sinu t¥i stupni a al-Késiho iteracni metody pro ziskani sinu jednoho
stupné. Na konci této kapitoly ukazeme cely postup v programovacim jazyce Python3 a
zdrojovy kod popiseme.

Pata kapitola uvede algoritmus CORDIC, ktery se vyuzival v navigaci pii vypoctu
polohy v redlném ¢ase. Oproti préaci [Ha| — ze které vychazime — odvodime matematicky
zéklad algoritmu pomoci rovnic pro prevod mezi polarnim a kartézskym soufadnicovym



systémem. I tento algoritmus zpracujeme v jazyce Python3.

V posledni ¢4sti se budeme vénovat Leonhardu Eulerovi a vzorci e’ = cos ¢ + i sin ¢,
ktery nyni zname jako Euleriiv. Nejprve priblizime ctenafi jeho zivot, nasledné popiseme
zpusob, kterym takzvany Eulertv vzorec odvodil. Vychéazet pti tom budeme z jeho pi-
vodniho dila [Eu] a z knihy [Sa], kterd Eulertv postup také popisuje. Oproti knize [Sa]
vsak uvedeme Eulerovo odvozeni vzorce pro kosinus nasobného argumentu a jeho zpiisob
vypoctu Taylorovy fady goniometrickych funkei.

V textech se vyskytuji programy v jazyce Python3. Zdrojové kody téchto programi se
nachazeji na CD, které prikladame k této praci.



1. Definice goniometrickych funkci

V této kapitole nejprve zavedeme sinus a kosinus jako pomér délek stran v pravoithlém
trojuhelniku tak, jak se zavadi jiz na zakladni Skole. Nasledné definujeme sinus a kosi-
nus jako funkce na celé mnoziné realnych ¢isel pomoci jednotkové kruznice a nakonec si
ukazeme, ze souctové vzorce predstavuji velmi silny néstroj, nebof jejich pomoci dokézeme
odvodit vSechny vlastnosti funkci sinus a kosinus.

1.1 Definice na zakladni skole
Méjme pravouhly trojuhelnik ABC' (viz obr. s pravym thlem pii vrcholu C' a

thlem « pri vrcholu A, jehoz velikost se na zakladni skole udava v mife stuptiové. Oznac¢me
odvésnu protilehlou thlu « pismenem a, druhou odvésnu b a preponu c.

B

Obrazek 1.1: Pravouhly trojuhelnik.

Nyni na zakladé tohoto oznaceni mizeme vyslovit nasledujici definici.
Definice 1. Pomér odvésny a, kterd je protilehla ihlu o € (0,90°), a prepony ¢ pravotihlého
trojuhelniku nazyvame sinus uhlu o. Tento vztah zapisujeme jako
a
sina = —. (1.1.1)
c

Ostatni vztahy 712 zavedeme strucnéji.

S

Kosinus o definujeme jako pomér odvésny b k preponé c
. cosa = —.
a zapisujeme c

Tangens « definujeme jako pomér odvésny a k odvésné b g = @
a zapisujeme b
Kotangens o definujeme jako pomeér odvésny b k odvésné a cotg a = b
a zapisujeme @



1
Rozsitime-li vztah pro tg a zlomkem —, dostaneme
c

a
; a . sino
ga = —- = = = .
b b cosa
c
Totéz miizeme provést s kotangentou:
b
b . cosa
cotga = — = 7 = — .
a ¢ sina
c

Tyto poméry sinu a kosinu z pfedchozich dvou odvozenych vztahtt mtzeme pouzit jako
alternativni definice tangens a kotangens.
Nakonec se jesté zamysleme nad vztahy v pravothlém trojihelniku ABC' z obrazku
[1.1] Dle Pythagorovy véty plati a 4 b* = ¢2, pokud celou rovnost vydélime c?, dostaneme
a®> b

ata=t
V této rovnosti vak hned vidime vztahy pro sin?a = (a/c)” a cos®> a = (b/c)”. Zjistili jsme
tedy, ze soucet druhjch mocnin funkei sinus a kosinus je roven jedné, neboli

sin® v + cos® a = 1. (1.1.2)

1.2 Stredoskolska definice

V predchozi ¢asti jsme definovali sinus a kosinus jako pomér délek stran v pravoihlém
trojuhelniku. V této ¢asti prace zavedeme sinus a kosinus jako funkce. Pouzijeme k tomu
kruznici o poloméru jedna (tzv. jednotkova kruznice) a obloukovou miru, ktera se od stfedni
skoly vyuziva pro zapisovani velikosti thlu.

Na zakladni gkole se o goniometrickych funkcich nemluvi jako o funkcich, nebot pojem
funkce jesté neni zaveden. Pravdou ale je, ze definice, kterou jsme uvedli v predchozi ¢asti,

by se dala chéapat jako definice funkci, jejichz definiéni obor je D(f) = (O,g) v obloukové

mife. Mlizeme si navic v§imnout, Ze sinus a kosinus jako pomér nabyvaji pouze kladnych
hodnot. Délka tsecky je totiz definovana jako nezaporné ¢islo a pomér délek tedy také
nemiize byt zaporny. Oproti tomu ve stfedoskolské definici, kterou uvedeme v této ¢asti,
mohou sinus a kosinus nabyvat hodnot v intervalu (-1,1), coz si ukédzeme pozdéji.

Jednotka obloukové miry radidan je standardizovanou odvozenou jednotkou soustavy
jednotek SI (francouzsky: Systéme international d’unités, v prekladu Mezinarodni systém
jednotek), nékdy znacime rad, vétsinou se vSak toto oznaceni vynechéva. Jméno jednotky
radian je odvozené ze slova radius neboli polomeér.



Obrazek 1.2: Ilustracni obrazek k definici radianu.

S vyuzitim oznaceni z obrazku [I.2] vyslovme nésledujici definici.

Definice 2. Mé&jme kruznici k jejiz stied spljvd s vrcholem uhlu «. Uhel jeho# velikost je
jeden radian, je takovy uhel o, pro ktery plati, Ze oblouk | kruznice k, ktery leZi v cdsti
roviny vymezené timto uhlem, je stejne delky jako polomeér kruznice k.

Konkrétné pro jednotkovou kruznici je to stfedovy thel ptislusejici oblouku o délce 1.
Nasledujici obrazek je inspirovan animaci ze stranky [Bal.

Obrazek 1.3: Jeden radian.

Jeden ze zptusobi jak si lze sinus predstavit, je pohyb bodu po jednotkové kruznici
a zaznamenavani jeho y-ové souradnice. Méjme tedy jednotkovou kruznici (viz obr. se
sttedem O v pocatku kartézské soustavy souradnic. Dale ozna¢me dva body A se soufad-
nicemi [1,0] a B se soufadnicemi [0,1].

Predstavme si, ze jsme se v pohybu po jednotkové kruznici z A do B zastavili v bodé
M . Spustme z tohoto bodu kolmici na osu z. Patu této kolmice ozna¢me M. Uhel MyOM
oznacme «. Potom v pravouhlém trojihelniku OMyM plati, Ze hodnota sinu thlu « je
rovna y-ové souradnici bodu M. Vyuzili jsme toho, ze kruznice je jednotkovéa, a vychézeli
jsme pritom z definice sinu z ¢asti Tato tivaha je popsana v nasledujici rovnosti (|1.2.1)).
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Obrazek 1.4: Pomocny obrazek pro odvozeni funkce sinus.

[MoM| _ [MoM| _
|OM| 1

Tyto vztahy plati i pro ostatni body lezici na jednotkové kruznici mezi body A a B.
Pohybujeme-li bodem M dél po kruznici, zjistime, Ze uz v bodé B nemuzeme aplikovat
vztah z definice . Nebudeme totiz schopni sestrojit prislusny pravouhly trojihelnik,
protoze splyne pocatek O a bod By (pokud bychom tak oznacili patu kolmice vedouci
z bodu B na osu x). Definice funkei sinus a kosinus jako pomér nelze tedy ptimo aplikovat
na vsechny trojuhelniky, které podle ni vznikaji v jednotkové kruznici. Ptrikladem, ktery
tuto skute¢nost doklada, neni pouze bod B, ale i bod A. V obou téchto bodech nelze
sestrojit pravouhly trojihelnik. Problematickych bodi bychom vsak mohli najit i vice.
Proto je tfeba definovat goniometrické funkce jinak.

V dalsi Gvaze vychazejme z obrazku [1.4] Zjistili jsme, ze pokud pfepona trojuhelniku
je rovna jedné, pak je hodnota sinu rovna jeho y-ové souradnici. Soutadnice bodu M tedy
zévisi na thlu a. Velikost thlu je ale kladné ¢islo a my chceme definovat funkce sinus a
kosinus na celém oboru realnych c¢isel. Potfebujeme tedy jednoznac¢né definovat thel tak,
abychom nasledné mohli zavést pojem velikost tithlu, kde by ,,velikost “ thlu mohla nabyvat
i zdpornych hodnot.

Méjme tedy ZAOB velikosti a (viz obr. [L.F), ktery je urcen polopiimkami OA a OB.
V mnoha piipadech pii praci s thly nas zajimé kromé velikosti tthlu i jeho orientace (na-
priklad kdyz chceme védét, jak se néco otocilo, tak nam k zjisténi ptivodni polohy nestaci
thel, ale musime védét také ,smér“ tohoto thlu). Mtzeme si to predstavit tak, Ze otacime
jednou z polopiimek kolem vrcholu O, dokud nesplyne s polopfimkou druhou. Pokud bu-
deme otéacet proti sméru hodinovych rucicek, rikame, ze otac¢ime v kladném smyslu, pokud

sina = Ym (1.2.1)



otac¢ime naopak, pak je to ve smyslu zaporném.

Q /N

Obrazek 1.5: Orientovany thel a.

Pomoci ptredeslého znaceni pak definujme:

o
Definice 3. Orientovanym uhlem budeme nazyvat uspordadanou dvojici poloprimek OA,
O@ se spolecnym pocdatkem O. Pruni z poloprimek nazvéme pocdtecnim ramenem a druhou

koncovym ramenem orientovaného uhlu. Zapisugme tento uhel jako AOB.

o Zadkladni velikosti orientovaného uhlu budeme nazyvat déelku oblouku jednotkove kruz-
nice naleZici ¢dsti roviny, kterou opise pocatecni rameno tohoto uhlu pri otoceni kolem
svého vrcholu v kladném smyslu, dokud nesplyne s koncovym ramenem.

o Velikosti orientovaného uhlu, jehoZ zakladni velikost v obloukoveé mire je o, je prave
jedno cislo o+ k - 2w, kde k je celé cislo.

Zakladni velikosti orientovaného tihlu je tedy ¢islo, které nalezi intervalu (0,27).

Potiebujeme vsak zajistit, aby pro vSechny = € IR, kde x je velikost orientovaného tthlu
existoval pravé jeden thel. Je pro nas velmi dilezitda jednoznacnost, kterou nam zaruci
nasledujici véta. Uvedeme ji bez ditkazu.

—
Véta 4. Je-li v roviné ddna poloprimka OA a libovolné cislo a € R, pak existuje prdve
jeden orientovany uhel AOB tak, Ze velikost tohoto uhlu je c.

Méjme jednotkovou kruznici se stifedem v pocatku soustavy soutadnic Ozy. Oznacme
bod D = [1,0] a zvolme libovolné realné ¢islo a, potom dle véty |4 existuje pravé jeden

orientovany uhel urceny polopiimkou O? a Cislem «. Tento thel oznac¢me DOH.



X= [il?u, yu] e
|OD| =1

F{“—_““““—“"““
&8
S

D =[1,0] @

Obrazek 1.6: Ilustracni obrazek k stfedoskolské definici goniometrickych funkei

Jak vidime i na obrazku , poloptimka O_H) protind jednotkovou kruznici v bodé X
se soufadnicemi [zg,yo]. Pro kazdé realné ¢islo a tedy existuje pravé jedna dvojice ¢isel
a 9o. Nyni uz ndm nic nebrani v definovani funkci sinus a kosinus pomoci orientovaného
uhlu. Vyuzijeme pii tom znaceni, které jsme pouzivali v pfedeslych dvou odstavcich.

Definice 5. Funkci sinus se nazyvad funkce definovand na mnoziné IR, kterd ke kazZdému
cislu o € R priradi c¢islo yg.

Funkci kosinus se nazyvd funkce definovand na mnoziné IR, kterd ke kazZdemu cislu
a € IR priradi cislo xg.
1.2.1 Konstrukce grafu funkce sinus

Pokusme se nyni na zakladé definice funkce sinus sestrojit jeji graf.

Definice 6. Grafem funkce f : IR — IR nazgvame mnoZinu uspordidanych dvojic

{(zy) e R*: 2 € D(f),y = f(z)}.

Geometricky lze kazdou usporadanou dvojici chépat jako bod o soufadnicich [z,y] a
graf funkce jako mnozinu bodu v roviné.

Pro konstrukci grafu budeme potiebovat najit obrazy bodi, ty ale umime snadno zis-
kat pomoci definice funkce sinus. Vyjdéme tedy z jednotkové kruznice (viz obrazek
v kartézské soustavé souradnic Oxy, didle méjme kartézskou soustavu souradnic O'z’'y’ ta-
kovou, Ze osa ¥’ je rovnobézna s osou y a bod O’ mé v kartézské soustavé soufadnic Ozy

10



soutadnice [2,0]. Od pocatku soustavy O'z'y’ zaéneme konstruovat graf funkce sinus. Graf
budeme konstruovat z diivodu lepsi piehlednosti pro kladné hodnoty. Osu 2’ budeme in-
dexovat pomoci nasobku ¢isla 7, protoZe hodnoty na ose z’ zapisujeme jako velikost tthlu
v radianech.

Postupné zvolime orientované tihly na jednotkové kruznici o riizné velikosti se stejnym
pocatecnim ramenem, v tomto textu vSak popiseme, jak bychom konstruovali pouze prvni

bod.

o
(NN

Obrazek 1.7: Konstrukce grafu funkce sinus.

Dle véty 4| existuje pravé jeden thel velikosti o s pocatecnim ramenem @ Prisecik
koncového ramene s jednotkovou kruznici oznac¢ime Y a vedeme jim primku a rovnobéznou
s osou x. Na osu 2’ vyneseme bod « a vedeme jim kolmici. Prisecik této kolmice a pfimky
a, oznacen na obrazku pismenem X, je bodem grafu funkce sinus.

Konstrukce grafu funkce sinus je velice vhodnym cvi¢enim pro vyuku na stiedni skole.
Oproti této praci, kde je graf tvofen v programu Geogebra, je vSak pro zaky vhodné&jsi
konstruovat funkci sinus na papife. Podobné jako jsme sestrojili bod X v pfedchozim
odstavci, mizeme ziskat dostate¢né mnozstvi bodid grafu funkce sinus tak, abychom jej
mohli od ruky nacrtnout.

1.2.2 Porovnani definice v uc¢ebnicich pro stfedni skoly

P1i psani této iivodni kapitoly jsem vychézel z nékolika stfedoskolskych ucebnic goni-
ometrie, zejména z ucebnice O. Odvarka Goniometrie ze série Matematika pro gymnéazia
[Od]. Dalsi knihy, které jsem vyuzival pro inspiraci v tomto textu, jsou Matematika pro tii-
leté obory Strednich odbornych ucilist od E. Caldy [Cal a Prehled stredoskolské matematiky
Josefa Polaka [Po].

Na definici goniometrickych funkci v knize [Ca] je velmi krdsna zejména névaznost
stfedoskolskych znalosti na uc¢ivo ze zakladni Skoly. Neni zde vSak uvedena zadna véta
podobna vété 4] ani neni jinak zdivodnéna jednoznacnost konstrukce orientovaného thlu.
kniha [Od] je dislednéjsi v definovani jednotlivych pojmi. I zde je vSak uzito kratkych
definic na tkor jednozna¢nosti (napfiklad definice radidnu).

V knize [Po] pak uplné chybi v kapitole Goniometrické funkce definice funkei sinus a
kosinus jako pomér stran v pravouhlém trojihelniku a jeji vztah ke stiedoskolské definici.
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Goniometrické funkce jako pomér stran vsak casto vyuzivame ve stiedoskolské matematice,
proto by zde alespon zminka o téchto vztazich nebo odkaz na vice nez 200 stranek vzdalenou
kapitolu Trigonometrie byla vhodna.

1.3 Definice goniometrickych funkci pomoci funkcio-
nalnich rovnic

V nasledujici ¢asti si ukazeme, ze pokud zvolime vhodné funkcionalni rovnice, pak
pomoci nich miizeme definovat goniometrické funkce. Mnohem vice o této definici a vlast-
nostech goniometrickych funkei se mizeme docist v knize [Ve], kde nalezneme i dikaz
nasledujici véty [Ve, Véta 6.6.3], kterou zde nebudeme dokazovat.

Véta 7. Existuje pravé jedna dvojice funkci na mnoZiné IR, pro které plati

c(x —y) = c(x)e(y) + s(z)s(y), zy € IR, (1.3.1)
s(x—y) =s(z)c(y) — c(x)s(y), zyeR, (1.3.2)

a vyhovugi podmince
lim ? = 1. (1.3.3)

Z podminky (|1.3.3)) plyne, Ze funkce s a ¢ jsou spojité, a to nejen v bodé 0, ale dokonce
na celém oboru realnych cisel.

Definice 8. Funkce s a ¢ z véty |7 nazgvdme po Tadé sinus a kosinus a oznacujeme je sin,
COS.

Jak se pozdéji dozvime, funkciondlni rovnice z véty [7] odpovidaji souc¢tovym vzorctim
pro goniometrické funkce.

1.3.1 Nékteré vlastnosti funkci sinus a kosinus

Nyni si ukdzeme, ze z definice funkei sinus a kosinus pomoci vztahu (1.3.1) az ((1.3.3)
z predchozi ¢asti lze odvodit fadu vlastnosti goniometrickych funkci. Vychazet budeme
opét z knihy [Ve].

e Diky symetri¢nosti pravé strany vztahu (1.3.1) mizeme psat c(z —y) = ¢(y — x), kde
za x dosadme 0 a ihned dostaneme

c(—y) = c(0 —y) = c(0)e(—y) + s(0)s(—y) = c(0)c(y) + s(0)s(y) = c(y).

Funkce kosinus je tedy suda.
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s(2)

e Funkce sinus neni konstantni uz diky podmince lim, ., —= = 1. Pokud by byla
x

konstantni, rovnala by se tato limita nule, nebo by neexistovala.
Nyni predpokladejme, ze funkce c(x) je konstantni. Necht ¢ nabyva konstanty K na
celém definicnim oboru IR, potom po dosazeni do (|1.3.1)) plati

K — K?

s(y)

Zvolme pevnou hodnotu y = yo potom by musela byt funkce s(z) konstantni, coz je spor.
Funkce ¢ tedy neni konstantni.

K =K*+s(z)s(y) = s(z) = ., xyelR.

e Jako dalsi vlastnost odvodme lichost funkce s, pro jeji odvozeni budeme opét vychézet
ze vztahu (|1.3.1]).

c(y —z) = c((=2) = (=y)) = c(=x)c(=y) + s(—x)s(—y)
oz — y) = e(@)ely) + 5(2)s(y)
Odectenim prvni rovnosti od druhé ziskame
c(x —y) —cly —x) = c(x)c(y) — e(=z)c(—y) + s(x)s(y) — s(—x)s(—y)

diky sudosti funkce ¢ dostaneme

0= s(z)s(y) — s(—z)s(—y) (1.3.4)
a dosazenim = za y mame rovnost

0= s(z)s(z) — s(—x)s(—x),
kterou lze také prepsat rozloZzenim podle vzorce A?> — B* = (A — B)(A + B) jako

0= (s(x) — s(—x))(s(x) + s(—x)). (1.3.5)

Pokud by platilo (s(z) — s(—z)) = 0, kde = € IR, pak by tato rovnost byla splnéna,
ale funkce s(z) by byla suda. Dokazme tedy nejprve, ze funkce s neni sudé. Toto tvrzeni
dokazme sporem. Pfedpokladejme tedy, Ze je funkce s suda, pak diky tomuto predpokladu
a sudosti ¢ plyne nasledujici rovnost:

c(r —y) = c(z)e(y) + s(z)s(y) = c(z)e(=y) + s(z)s(=y) = c(z +y)

ze které po dosazeni z = y dostaneme ¢(2x) = ¢(0), z ¢ehoZ plyne, ze funkce ¢ by byla
konstantni. Dosli jsme tedy ke sporu, diky kterému vime, Ze funkce s neni suda. Muzeme

tedy psat:
dzy € R s(xy) # s(—x1), s(z1) # 0. (1.3.6)
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Po dosazeni z; do (1.3.5)) dostaneme
0= (s(z1) = s(=21))(s(z1) + 5(=21)).

Diky této rovnosti a predchozimu odstavci, kde jsme zjistili ze (s(x1) — s(—x1)) # 0,
miizeme psat ze

s(z1) + s(—x1) =0, resp. S(—x1) = —s(x1) #0.
Dosazenim x; za y do rovnice dostaneme
0=s(z)s(z1) — s(—x)s(—mz),
a protoze s(—xy) = —s(x1) # 0, tak
0= s(z1)(s(z) + s(—x))

neboli —s(x) = s(—=z), pro vSechna x € IR. Muzeme tedy Fict, ze funkce s je licha na celé
mnoziné redlnych ¢isel. Specidlné pro x = 0 tedy plati s(0) = —s(0) = 0.

e Pro s(x — 0) na zakladé pfedchoziho zjisténi a vztahu plati :

s(x) = s(x —0) = s(x)c(0) — c(z)s(0) = s(x)c(0)

z ¢ehoz vyplyva, ze ¢(0) = 1.

e Také plati
c(0) = c(x — ) = c(x)c(z) + s(x)s(x) = s(x)® + c(x)* = 1.
e Nakonec z pfedchoziho bodu vidime, ze |s(z)| < 1, |e(x)| < 1. Funkee s i ¢ jsou tedy

omezené a pokud |s(x)| = 1, pak |¢(x)| = 0 a naopak.

V této praci nebudeme dokazovat ostatni vlastnosti goniometrickych funkeci jako na-
priklad existenci derivaci funkci sinus a kosinus, jejich periodi¢nost nebo popis nulovych
bodi. Tyto dalsi vlastnosti jsou odvozeny v knize [Ve].

1.4 Definice goniometrickych funkci pomoci
Taylorova polynomu

V této kapitole aproximujeme lokalné, tedy v okoli zvoleného bodu, funkce sinus a kosi-
nus pomoci polynomu. V nasem pripadé zvolime pro aproximaci okoli bodu nula. Nasledné
ovérime, Ze se polynom P, v okoli tohoto bodu dostatecné piimyka funkci f, kterou chceme
aproximovat. Jinymi slovy, Ze plati lim,,_, f(z) — P, (x) = 0. Vychézet pfi tom budeme
z knih [Ja] a [Kop|. Vyuzivat piitom budeme znamou Taylorovu vétu.

Nejprve vSak uvedme vétu, kterd ukaze jak by mél polynom, ktery pouzijeme pro aproxi-
maci, vypadat aby byl jeho rozdil oproti funkci f, kterou chceme aproximovat, co nejmensi.
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Véta 9. Necht funkce f md v bodé xy € R vlastni derivace do vadu n véetné, kde n € IN.
Potom ezistuje pravé jeden mnohoclen P,(z) stupné nejvgse n (nebo nulovy), Ze plati

f(x) = Py(x) = o((x — z0)")-

Tento mnohoclen je dan vzorcem

(x — z0)", (1.4.1)

k=

[e=]

nazyva se Taylorovgm mnohoclenem n-tého stupné a oznacuje se T, (z;xo,f).

Tuto vétu zde nebudeme dokazovat, dikaz vSak lze nalézt v knize [Kop, Véta 5.22].
Nasledujici rovnosti definujme chybu, které jsme se dopustili pii nahrazeni funkce f
polynomem T7,,(x). Pisme tedy

Ry () = f(z) = To(x).

R, 1 budeme nazyvat Taylorovym zbytkem funkce f po n-tém ¢lenu. Budeme se snazit
odhadnout velikost ¢isla R, 1(x). Tento odhad je popsén v takzvané Taylorové vété [Kop,
Véta 5.23] ve které je popsan i tzv. Lagrangetv tvar zbytku

f(nJrl)(S) (I‘ —r )n-i—l
(n+1)! o
kde J je otevieny interval s krajnimi body x a x(. Toto vyjadfeni zbytku budeme vyuzivat
pro jeho jednoduchost, neni vSak jediné mozné.

Rn_:,_l(llf) = 5 € J,

Nyni jiz najdéme polynom, kterym muzeme nahradit funkci sin pomoci vztahu (|1.4.1))

n

; (k)
sinx = Z %xk + R,
k=0 )

rozepsanim dostaneme

[sin(z)") _,2* [sin(x)®] _ a7

sinz = [sin(z)],_, + [sin(z)],_,z + 2!’5: a0 =04
: (4) 4 : (n) n
sin(x T sin(z T
[ ( ) i|m:0 S |: ( ) i|m=0 +Rn+17
4] n!
z &ehoz diky cykliénosti derivaci sinu ((sinz)’ = cos z, (sinz)” = —sinz, (sinz)® = —cosx
a nakonec (sinz)® = sin r) ziskdme
in(0)z? 0)z3  sin(0)z* sin(z)™ "
sinz = sin(0) + cos(0)x — sm(Q')x - COSé')x + s1ni')x 4ot [sin(z) ‘L_O + Ry



a protoze cos(0) = 1 a sin(0) = 0, vypadnou vSechny ¢leny posloupnosti obsahujici sudou
mocninu z. Nize ukdZeme, Ze lim, o, R,11(x) = 0 pro vSechny = € IR, dostavame tedy
vyjadieni funkce sinus pomoci Taylorovy fady:

I T LA

Obdobné bychom mohli odvodit Tayloriv rozvoj funkce kosinus:

2?2 2t 2% a8

Cosle—g—l—ﬂ—a—i—g—i—... (1.4.3)

ODbé tyto fady konverguji pro vSechna x € IR. MizZeme tedy pouzit vztahy ((1.4.2) a ((1.4.3)
jako definici funkci sinus a kosinus na mnoziné realnych cisel.

V tomto odstavci ukdzeme, Ze pro Lagrangetv tvar zbytku piislusného Taylorovu po-
lynomu funkce sinus plati: lim,,_, R,+1 = 0 pro kazdé = € IR. Jelikoz je

‘ [(Smm)(n)}ng‘ -z 1-|z"

(n+1)! ~ (n+ 1)
vyuzili jsme omezenosti funkei sinus a kosinus: [sinz| < 1 a |cosz| < 1 na celé mnoziné
realnych cisel a protoze

0 < [Rpa| =

—— =0, VrxelR,
dostavame, ze

lim R,.1(z) =0, VzelR.

T—00
Jelikoz zbytek konverguje pro vSechna x € IR, tak Tayloriv rozvoj, ktery jsme odvodili,
konverguje k funkci sinus na celé mnoziné realnych ¢isel. Podobné bychom mohli ukazat,
Ze analogické tvrzeni plati i pro rozvoj funkce kosinus.
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2. Odvozeni souctovych vzorcu

V nadchéazejici kapitole se zamérime na zaklad této bakalarské prace, kterym je od-
vozeni souc¢tovych vzorct. Nejprve vyslovime vétu o souc¢tovych vzorcich, kterou nasledné
dokéazeme.

V dalsich c¢astech ukazeme néktera dalsi odvozeni, ktera nebudou dokazovat platnost
souctovych vzorcti na celém oboru redlnych ¢isel. Pomtize ndm to k rozsifeni pohledu a
jejich zapamatovani. Nékteré obrazkové diikazy, které uvedeme, miizou slouzit jako dobra
didakticka pomiicka.

Véta 10. (O souctovych vzorcich.) Pro vsechna x,y € IR plati:

sin(x 4 y) = sinz cos y + cos x siny,
cos(z +y) = cosz cosy — sinx siny.
sin(x — y) = sinx cosy — cos x siny,
cos(x —y) = coswcosy + sinx siny.

Tyto ctyri rovnosti nazyvdme souctovymsi vzorci pro goniometricke funkce.

Nez zacneme tuto vétu dokazovat, postupné si ukazeme, ze rovnosti (2.0.1) az (2.0.4)
jsou vSechny ekvivalentni.

e Protoze je kosinus funkce sudé a sinus lich4, ziskdvame ihned ekvivalenci (2.0.1)),([2.0.3))
a (2.0.2)),(2.0.4). Vychézime-li ze vzorci se souftem v argumentu, dostavame

sin(z — y) = sin(x + (—y)) = sinx cos(—y) + cos z sin(—y) = sinx cos y — cos xsiny

cos(x — y) = cos(z + (—y)) = CcoSx cos(—y) —sinz sin(—y) = cosx cosy + sinzsiny.

Obdobné bychom odvodili z vzorec a také z (2.0.4), (2.0.2). Proto se v dal-

sich bodech omezime pouze na souctove vzorce s rozdllem v argumentu
e Pro dalsi odvozovani budeme potfebovat pomocné vztahy

LT
sin §—x = cosz,

7T .
COS 5 — ) =sInw,

které umime snadno odvodit. Zde si ukdzeme odvozeni prvniho z nich pomoci vzorce pro
sin(z — y). PiSme tedy

. ™ . ™ . .
S <§ —$> :SIHECOS$—COS§SIH$ =1-cosz—0-sinx = COS T,
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analogicky bychom pomoci rovnosti (2.0.4)) odvodili druhy vztah.

e Nakonec pomoci vztahtl, které jsme odvodili v predchozim bodé, dostavame ekviva-

lenci vzorct pro sin(z — y) a cos(x — y). Pomoci rovnosti (2.0.4) odvodime (2.0.3)).

sin(z — y) = cos <g — (z — y)) = cos ((g — x) —|—y>
= cos <g — x) cos(y) — sin (g - :13) sin(y) (2.0.5)

=sinrcosy — cosx - siny.

Podobné bychom dostali vzorec pro cos(z — y) pomoci (2.0.3]). Miizeme tedy dokazat
platnost pouze jedné z téchto rovnosti, ¢imz dokédzeme vsechny.

2.1 Dukaz véty o souctovych vzorcich

Nésledujici dikaz je inspirovan dikazem z knihy [Od]. Omezime se zde na rovnost
[2.04), neboli
cos(a — ) = cosacos 3 + sin asin 3.

Méjme jednotkovou kruznici v kartézské soustavé souradnic Oxy (viz obrazek 2.1a).
Predpokladejme, Ze ¢isla «,5 € (0,27). Ozna¢me bod o soutadnicich [1,0] jako D, dale
sestrojme orientované tuhly DOA =aaDOB = B, potom thel BOA =a— B. Predpokla-
dejme, Ze body A a B lezi na jednotkové kruznici. Ze stiedoskolské definice sinu a kosinu
potom plyne, Ze pro body A a B plati

A = [cosa,sinal, B = [cosf,sinfj].

Vedme pfimku prochézejici bodem B kolmou na osu y a piimku prochézejici bodem A kol-
mou na osu x. Prisecik téchto pfimek oznacme C. Z Pythagorovy véty, kterou aplikujeme
v trojuhelniku ABC', pak ziskame

= |sln & — sin + |cos & — coS ,
AB|? . . 52 52

z ¢ehoz po jednoduchych upravach a vyuziti vzorce pro soucet druhjch mocnin sinu a

kosinu (1.1.2)) dostaneme

|AB|* = 2(1 — sinasin 8 — cos acos f3). (2.1.1)
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/A =[cosa,sinal’
a /’/," / -
_gj B= [cos,sin/] A:[c?s(a—ﬁ),
’ sinfa—9)
B o—03 b
\ 0 b ID=[1,0] = \ ON/B] F [B=[1,00 =
a=|sina—sinf| a=[sin(a—f)|
b=|cosa—cosf] b=[1—cos(a— )| D

(a) (b)

Obrazek 2.1: Vyjadfeni souc¢tového vzorce v jednotkové kruznici a jeho otoceni.

V dalsim kroku odvozeni otoc¢ime body D, A a B o thel (—/f) se stiedem otoceni
v pocatku, obraz bodu B se tak dostane na osu x, neboli B’ = [1,0]. Vysledek tohoto
otoceni miizeme vidét na obrazku 2.1b. Otoceni je shodnost, zachovava tedy délky stran
a velikosti thli. Muzeme tedy psat, ze |A'B| = |AB)|. Sestrojime bod F, ktery je patou
kolmice z bodu A’ na osu x. Potom muzeme opét pomoci Pythagorovy véty vyjadrit v troj-
uhelniku A’B'F délku strany A'B’:

|AB)? = |AB|* = [sin(a — 8)|* + |1 — cos(a — B)[>.
Po jednoduchych tpravach mame

|AB|* = 2(1 — cos(a — B)). (2.1.2)

Porovnanim pravych stran rovnosti (2.1.1)) a (2.1.2)) ziskame

cos(a — ) = cos accos B + sin arsin .

Platnost tohoto vztahu pro libovolna ¢isla z,y € IR je zarucena diky tomu, ze funkce
sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2.

2.2 Odvozeni souc¢tovych vzorcu v intervalu (O,%)

V nasledujicich podkapitolach uvedeme nékolik odvozeni souc¢tovych vzorcet, kde «, 8 > 0]
fs
a soutet a + [ € <0,—). V prvnich dvou podkapitolach je to dan za vyuzivani definice
goniometrickych funkci jako poméru, tak jak se uvadi na zakladni skole. Ve tfetim ptripadé

vyuzivame odchylky dvou vektort, kterd nabyva hodnot (0,7). Proto ani toto odvozeni
nemiizeme povazovat za obecné na mnoziné vsech realnych cisel.
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2.2.1 Odvozeni pomoci definice goniometrickych funkci ze za-
kladni Skoly

V této casti budeme vychazet z Pythagorovy véty a vztahl pro sin a cos z definice,
ktera se uvadi na zakladni skole. K lepsi orientaci nam pak pomtize nize ptiloZeny obrazek
2.2 Pro tuto kapitolu jsme vyuzili uéebni material [Ka].

Méjme tithel o = /BAF a tihel k nému pfilehly 8 = ZFAD. Usetku AD oznadime v.
Daéle predpokladejme, Ze délka tsecek AB, AD a AF je jedna. Z bodu D spustme kolmice
na tusecky AF a AB. Patu kolmice na tsecce AF oznaéme C. Pata kolmice na AB a bod
D necht definuji tsecku u. Potom pro sin(« + () plati

sin(ao + ) = %' (2.2.1)

Nyni spustme kolmice z bodu C' na tisecku AB a z téhoZ bodu na tsedku u. Pata kolmice
na usecce v a bod D vytvofi tisecku 71 a pata kolmice z bodu C' na tisecce AB pak vytvori
spolu s bodem C' tusecku k. Nyni plati nasledujici rovnost

Jul _ fm] + |k
|v] |v]
D
I
|
|
1:04 sin(a—i-ﬁ):%
| g
|
|
r=1 |
v : F
u |
(] C
n k
B
(8
A B

Obrazek 2.2: Pomocny obrazek k odvozeni souctovych vzorcti pomoci definice, tak jak ji
uvadime na zakladni skole.

Jak muzeme vidét, na obrazku se thel o vyskytuje tikrat. Jsou si ale opravdu vSechny
tyto dhly rovny? Uhel pii vrcholu C je s thlem pifi vrcholu A stiidavy a thel pii vrcholu

20



C je rovny uhlu pfi vrcholu D diky podobnosti trojihelniki, které maji spolecnou tusecku
s krajnim bodem C kolmou na u .

Abychom dostali sou¢tové vzorce, hledejme mezi poméry stran vztahy pro sinus a kosi-
nus. Clen m neumime vyjadrit ani jako sinus, ani jako kosinus v zadném z trojihelniki.
Hledejme tedy néco, co maji tsecky / a v spole¢ného. Z obrazku mﬁieme vidét, ze
strany 77 1 v jsou soucasti trojuhelniku, ve kterém jedna ze stran je DC'. Oznac¢me ji g a
rozsitme jeji velikosti vztah m Timto krokem ziskdme dva zlomky (—%, vyhodou vsak
je, ze vime, Ze pro jejich soucin plati !

! lg]

= cos asin S. (2.2.2)
g1 vl

Obdobné budeme hledat tisecku spolecnou dvéma trojihelniktim obsahujici /- a v, coz bude
usecka AC'. Ozna¢me tuto tsecku » a jeji velikosti rozsifme podil /i a v, ¢imz dostaneme
k] _ 1Kl |n]

= = sin av cos f. (2.2.3)
ol Inf fv]

Vyuzitim rovnosti (2.2.1)) a seCtenim ([2.2.2)) a (2.2.3)) ziskdme kone¢né

k| |n m
_ Wl ol

= = sin o cos 3 + cos asin f3. (2.2.4)
[nf o] gl ||

sin(a + B)

2.2.2 Odvozeni pomoci obrazku

Tato ¢ast vychazi ze sbirky od R. Nelsena, Proofs without words II (Dtikazy beze slov)
[Ne]. Sklada se ze dvou obrazku, na nichz lze ukazat, ze plati vSechny ¢tyfi varianty soucto-
vych vzorci. Je to tedy asi jejich viibec nejjednodussi neformalni dikaz, ovsem s omezenim
a, >0 asoucet a+ 3 € <0,g). V tomto textu vsak pro jednoduchost popiseme prvni
z téchto obrazki, na kterém najdeme odvozeni vzorce pro cos(a+ 3), sin(a+ ) a ukazeme
si, ze je vlastné velmi podobny predchozimu odvozeni. Poté, co si obrazek vysvétlime, staci
jen porovnat délky protilehlych stran obdélniku a dostaneme ihned souctové vzorce.

Vychazejme tedy z obrazku Méjme obdélnik ABC'D a vepisme do néj pravouhly
trojuhelnik AFEF tak, ze E € BC a F € DC, thly /BAFE, ZEAF oznacme postupné «,
B. Uhly ZBAF a ZAFD jsou st¥idavé, proto ZAFD = o + (3. Polozme AF = 1.

Velikost thlu ZC'E'F je rovna |al, nebot porovname-li rovnosti

180° = |/BEC| = |/BEA| + 90° + | /CEF|

180° = |ZBEA| + 90° + |a
zjistime, Ze |ZCEF| = |al.
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D cos(a + 3) F sin asin 3 C

cosasinf3

sin(a + 3)

sinacos 3

A cosacosf3 B
Obrazek 2.3: Odvozeni vztahii pro sin(a+3), cos(a+f), inspirovano obrazkem z knihy [Ne].

V nésledujici ¢asti budeme postupné odvozovat délky stran z obrazku [2.3] Vychézet
budeme opét ze zakladnich vztahi pro goniometrické funkce z ¢asti[1.1]
Pro velikosti usecek E'F', EA plati,
|EF|

Sln/@:T — ‘EF|:SIH/B, Cosﬁ:

EA
1E4] = |EFA| = cosp,

dale pro EB a AB plati,
| EB|

cos 3

[AB|

— |EB|=sinacosf, cosa=-—— = |AB|=cosacosf.
c

os 3

Budeme pokracovat po sméru hodinovych rucicek stranami AD a DF, pro které je

sino =

|AD| |DF|

sin(a+0) = = |AD| =sin(a+p), cos(a+p)= - = |DF| = cos(a+ ).

Zakonéime rovnostmi pro strany FC a CE. Jelikoz

|FC| _|CE|

Sinoz:|F—E|, COSOé—lF—_E||,
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kde |F E| = sin 3, tak po kratké tipravé dostaneme
|FC| =sinasin 8, |CE|= cosasinf,

¢imz jsme odvodili veskeré vztahy v obrazku a vidime tedy, ze plati. Vzhledem k jedno-
duchosti je toto odvozeni vhodné jako cvic¢eni na stfedni skole, kde by studenti méli byt
schopni ukazat, proc je obrazek pravdivy.

Pro zajimavost uvedme i druhy obréazek, na kterém je odvozeni vzorce pro cos(a—f3) a
sin(a—f3). Platnost tohoto obrazku by se zdtivodnila obdobné jako u obrazku [2.3

sin(a — B) F' cosasing
gy af \.]C
sin 3 sin asin 3
cos(a — ) 1
a—0 AT
cos (3
cosa cos (3
: r
A sin a cos 3 B

Obréazek 2.4: Odvozeni vztahi pro sin(a—/), cos(a—f), inspirovano obrazkem z knihy [Ne].

Porovnani dvou predchozich odvozeni

Posledni dvé odvozeni se lisi zejména v pristupu k odvozovani. Zatimco prvni zptsob
byl vice algebraicky a bylo v ném tieba rozsitit zlomek, ve druhém odvozeni stacil jeden
obrazek s predepsanymi velikostmi stran, na kterém bylo tfeba pochopit, pro¢ byly délky
stran zvoleny uvedenym zptisobem.

Vztah téchto dvou odvozeni nejlépe ilustruje obrazek [2.5], ve kterém jsou obsaZeny oba
puvodni obrazky a[2.3] zjednoduseny a vlozeny do jednotkové kruznice. Je krasné vidét,
ze rozdil je pouze v pouziti dvou riznych tisecek xia x4, které maji stejnou velikost a jsou
tedy zaménitelné.
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o L1

i) o

[0,1]

Obrazek 2.5: Porovnani predchozich odvozeni.

2.2.3 0Odvozeni pomoci skalarniho souc¢inu
Mgjme dva jednotkové vektory @ a ¥ (viz obr. [2.6)), kde vektor @ svird s osou x thel «
a vektor U svird s osou y thel S a o, >0, a+( € O,g). Plati tedy a+ + ¢ = g, kde

¢ je odchylkou vektord «,v. Vektory u, v miizeme psat jako

i = (cosa,sina), o= (sinf3,cosf3). (2.2.5)
Yy
g}
Bl
u
[0
O X

Obrazek 2.6: Vektory 4 a .
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Jelikoz je a + = g — ¢, plati také sin(a + ) = sin(g — ¢). Pravou stranu bychom

ale mohli zjednodusit. Pokud si do jednotkové kruznice zakreslime sin(g — ) a cos ¢ (viz

obr. , dostaneme

sin(g — ) = cos p.

y
R ;
2 v/

:B/
0

cos ¢

a5

Obrézek 2.7: sin(g — ) = COS .

Miuzeme tedy psat, ze
sin(a + 3) = cos .
Tim jsme cely problém hledéni vzorce pro sin(a + () prevedli na problém hledani vzorce
pro cos . Zde si snadno pomtzeme takzvanou kosinovou vétou, ktera plati v libovolném
trojihelniku.

Obrazek 2.8: Rozdil vektortl.
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Méjme tedy vektor Z = v—1, viz obrazek 2.8 potom podle kosinové véty pro trojihelnik
urceny vektory Z,v,u plati

17— a@|* = [|al]* + 19* — 2[|] - [|7]] - cos . (2.2.6)

—

Norma vektoru je ||Z]| = v/ Z o Z, druhd mocnina normy rozdilu vektori pak bude

| —a|)?> = (@ —¥)o(@—0)=Cob+iloil—2iov=|il]>+ ||v]]* - 2@ovd. (2.2.7)

Porovnanim pravych stran vztahi (2.2.6) a (2.2.7) dostaneme

wo o= ||d - ||U]| - cos .
Po osamostatnéni cos ¢ ziskdme krasny vztah pro vypocet velikosti thlu mezi vektory

"Uov

cos p = p e (0,m). (2.2.8)

il - |0]’
V geometrii tento vzorec vyuzivame pro definici odchylky dvou vektorti. Méli bychom si ale
pfipomenout, Ze thel mezi dvéma vektory nélezi intervalu (0,7), proto jsme takto omezili
i tento vztah. Po dosazeni z ([2.2.5)) ziskdme

(cos a, sin @) o (sin 3, cos f3)
1

Cos p = = cos asin  + sin av cos f3. (2.2.9)

Ve jmenovateli zlomku je jednicka, protoze vektory u i ¢’ jsou jednotkové. Ze vztahu cos p =

sin(g — ) a (2.2.9) nakonec dostaneme

sin(a+ ) = sin(g — ) = cosp = sinacos § + cos asin f,

coz je vztah, ktery jsme chtéli ukazat. Je dilezité si uvédomit, zZe toto odvozeni plati stejné

T
jako vztah (2.2.8]) pouze pro «a,8 > 0 takové, ze a + 5 € (0,5). Pii odvozeni vzorce pro

odchylku vektoru jsme se inspirovali v knize [Se].
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3. Odvozeni riznych goniometrickych
vztahil pomoci souctovych vzorct

V této casti ukdzeme, Ze vSechny goniometrické vzorce jsou odvoditelné ze souctovych
vzorci a nékterych dalsich vlastnosti goniometrickych funkei (vyznacné hodnoty, parita a
pod.). Navic, vétsina odvozeni je jejich prostou aplikaci, coz ndm usnadnuje praci, protoze
si je diky tomu nemusime pamatovat. Vétsinu téchto odvozeni muzete najit v praci [Mo],
kde jsme se inspirovali.

3.1 Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Nésledujici vztah jsme jiz v pfedchozi kapitole odvodili graficky pro ¢ € (O,g). Snadno

jej ale dostaneme aplikaci souctovych vzorci
sin(90° — ¢) = sin90° cos p — cos 90° siny = 1 - cosp — 0 - sin p = cos .
Obdobné dostaneme
cos(90° — ¢) = cos90° cos ¢ + sin 90° sin p = sin ¢
a také velmi dulezity a vyuzivany vzorec

1 = cos(x — x) = cosx cosx + sinxsinz = sin® z + cos” z. (3.1.1)

3.2 Sinus a kosinus dvojnasobného a trojnasobného
argumentu

Pro odvozeni vzorci dvojnasobného argumentu jednoduse dosadime do souctovych
vzorci x = .

sin 2z = sin(z + x) = sinx cosx + cos rsinx = 2sinx cos x,
cos 22 = cos(z + &) = cosx cos ¥ — sinxsinx = cos® x — sin® 7, (3.2.1)
coZ se da snadno pomoci (3.1.1) pfepsat jako
cos2r = 2cos’r — 1 =1 — 2sin’x, (3.2.2)
obdobné muizeme odvodit i sin 3z a cos 3z

sin 3z = sin(z + 2x) = sin x cos 2z + cos z sin 2z.
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Nyni rozepiseme vzorce pro sin 2z a cos 2x, které jsme jiz ziskali

sin z(cos® x — sin® x) + cos 2(2sin z cos ) = sinw cos® x — sin® r + 2sinx cos® z =

2 3

= 3sinx cos“ x — sin” x.

Pokracujme odvozenim vzorce pro cos 3x

cos 3T = cos x cos 2x — sin ' sin 27 = cos x(cos® & — sin® ) — sinx(2sinx cos ) =

3 3

= cos®x — coszsin®z — 2sin® z cosz = cos® x — 3sin® x cos .

Oba predchozi vzorce 1ze napsat v lehce zjednodusené varianté, kde opét vyuzijeme

vzorec (3.1.1)). Ziskame tak

sin 3z = 3sinx — 4sin® z, cos 3z = 4cos” x — 3cos . (3.2.3)

Tento vztah vyuzijeme pro vypocet sinu jednoho v kapitole 4.2.4. Podobné bychom mohli
dale odvodit vzorce s vicenadsobnymi argumenty. Na konci prace si vSak ukazeme, ze je
miizeme ziskat i jednodussim zptisobem.

3.3 Sinus a kosinus polovi¢niho argumentu

Ve vztahu ((3.2.2) jsme si mohli v§imnout, Ze na jedné strané vystupuje sin z a na druhé

cos 2z, toho vyuzijeme k odvozeni vzorce pro sin § tak, Ze za x nahradime .

cosy = 1 — 2sin? %, (3.3.1)
z ¢ehoz vyjadiime sin? z
. oYy 1—cosy
sin =z = ——=
2 2

a odmocnénim ziskdme

sin

Y

i

/1 —cosy
2

coz jsme chtéli odvodit. Je potieba si uvédomit, ze absolutni hodnota na pravé strané
viibec nemusi byt, protoze funkce cos nabyva pouze hodnot mezi jednickou a minus jed-
nickou. Jinymi slovy pod odmocninou bude vzdy kladné ¢islo, coz znamend, ze i vysledek
odmocniny bude kladny. Mtzeme tedy psat

i y‘ 1 —cosy
sin—| =4/———.
2 2

Pro cos% bychom vyuzili prvni ¢ast rovnosti (3.2.2)), ¢imz bychom dostali vztah

cosy = 20082%— 1,
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z néhoz bychom znovu pouze vyjadrili cos% a vysledek vyjadreni odmocnili, ¢imz bychom

obdrzeli vztah
‘ Y ’ /14 cosy
COSZ| =4/ ———=.
2 2

3.4 Soucet goniometrickych funkci

V této ¢asti budeme hledat vzorce pro sin a+sin b, sin a—sin b, cos a+cos b a cos a—cos b.
Protoze uz vime, Ze souctové vzorce jsou mocny nastroj, tak se je pokusime pii odvozovani

téchto vztahtu vyuzit.
sina + sinb = sin(x + y) + sin(x — y) (3.4.1)

potom
a=z+y,

=x—y.

Sectenim a odectenim téchto dvou rovnic dostaneme

b

a+tb=2r = x:a; (3.4.2)
a—2b

a—b=2y = y= 5 (3.4.3)

Tim jsme dostali vzorec pro = a y a mizeme rozlozit sin(z+y) +sin(x —y) z (3.4.1)) pomoci
souctovych vzorct. Tedy

sinx cosy + cosxsiny + sinz cosy — cosxsiny = 2sinx cos y, (3.4.4)

kde na levé strané se vyrazy coszsiny odectou a dosazenim (3.4.2)) a (3.4.3)) dostaneme

) ) a+b a—>b
sina +sinb = 2sin 5 coS 5

Vzorec pro sina — sin b odtud dostaneme nahrazenim —b za b:

) ) a+b . a—-0»b
sina —sinb = 2 cos 5 sin 5

U vztaht pro cosa + cosb a cosa — cosb bychom postupovali obdobné a dostali bychom
vzorce

a+b a—>b

cosa + cosb = 2 cos cos ,
2 2

. a+b . a—>

cosa — cosb = —2sin 5 sin 7
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3.4.1 Soucin goniometrickych funkci

Ze vzorct pro sou¢in goniometrickych funkci ukdzeme pouze odvozeni pro sin a sinb.
Pti odvozeni budeme opét vychazet ze souctovych vzorcli. Nejprve si rozepiseme sin a sin b
podle vzorce pro cos(a + b)

sinasinb = cosacosb — cos(a + b),

nyni si zkusime rozepsat cosacosb, vSimnéme si ale, ze pokud bychom rozepisovali opét
podle cos(a + b), tak by se ndm oba cos(a + b) odecetly. Zvolme tedy vzorec pro cos(a —b),
nyni dostavame

sinasinb = cos(a — b) — sinasinb — cos(a + b),

coz muzeme prepsat jako
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
a po prevedeni dvojky na druhou stranu mame

cos(a — b) — cos(a + b)
5 :

sinasinb =

Ostatni vzorce pro soucin goniometrickych funkci bychom odvodili obdobné.

3.5 Souctové vzorce pro funkci tangens

Postupné vyjadiime funkci tangens pomoci sinu a kosinu, na néz pak aplikujeme souc-

tové vzorce: ' ' '
sin(a +b) sinacosb+ cosasinb

tg(a +b) = _ ‘
gla+b) cos(a+b) cosacosb—sinasinb

Nakonec uz jen rozsitime vyrazem cosa cosb a po zkraceni dostaneme

sinacosb cosasinb sin a n sin b
cosacosb cosacosb _ cosa  cosb _ tga+tgh
cosacosb sinasinb sin a sin b 1—tgatgh
cosacosb cosacosb cosacosb

Z tohoto vzorce uz snadno dostaneme vzorec pro tg2x

2tgx
t =_-°°
gz + ) 1—tg’a
Analogicky mtzeme odvodit i vzorce
t tgb—1 tg?z — 1
cotg(a+0b) = N8 At0%8 , cotg(2r) = O LT
cotga + cotgb 2cotgx

a vzorce pro obé funkce s (a — b) v argumentu.
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4. Vypocet sinu jednoho stupné

Vypocet co nejpresnéjsi hodnoty délky tétivy, kterd odpovida danému stfedovému tthlu
o co nejmensi velikosti, byl jeden z problémii, ktery bylo potfeba fesit napfic¢ staletimi uz
od dob Hipparcha (asi 190-125 pt.n.l.). Duvod pro feSeni takovéto tilohy byl jasny. Pomoci
délky tétivy malého thlu a souctovych vzorcti je mozné sestavit celou tabulku takovychto
hodnot. Délka tétivy se velmi podoba dnesni funkci sinus. Pokud ji oznac¢ime crd a, kde «
je stfedovy thel k ni pfislusny, a polomeér piislusné kruznice oznacime R, pak presny vztah
funkce sinus a délky tétivy kruznice je

crd o = 2Rsin%.

Pro tvorbu tabulky bude nejlepsi, spoc¢itame-li nejprve hodnotu funkce sinus v jednoho
stupné. Zbytek hodnot uz jsme schopni dopocitat pomoci souctovych vzorcti. Dostaneme
tak tabulku hodnot s krokem jednoho stupné.

4.1 Soucdtové vzorce a Ptolemaiova véta

V této kapitole predstavime Ptolemaiovu vétu, z niz nasledné piimo dostaneme prii
vhodné aplikaci souctové vzorce. Uvadime ji zde hlavné z historickych diavodi. V antice
byla tato véta zakladem celé goniometrie. Z tohoto divodu uvedeme i nékteré historické
souvislosti.

4.1.1 Ptolemaiova véta

Klaudios Ptolemaios (Zijici pfiblizné mezi léty 85-165 n.1.) byl fecko—egyptsky matema-
tik pusobici po vétsinu zivota v Alexandrii. Proslavilo ho jeho dilo Almagest, tfinactidilna
encyklopedie astronomie, ktera byla pouzivana jesté ve sttedoveku. Kapitola 10. a 11. prvni
knihy je vénovana tabulce délek tétiv a jejimu vypoctu, kterou se budeme zabyvat v této
¢asti textu. Délky tétiv se vyrazné podobaji dnesni funkci sinus. Stafi Rekové je pouzivali
jak v astronomii, tak napriklad pfi vypoctu vysky pyramid s vyuzitim délky stinu. Za-
kladem pro tyto vypocty byla Ptolemaiova véta, kterd je zobecnénim véty Pythagorovy a
jedna jeji aplikace nam pomuze snadno odvodit souctové vzorce.

Véta 11. (Ptolemaiova) Méjme tétivovy ctyruhelnik ABC D vepsany do kruznice. Potom
v ném plati, Ze soucet soucini jeho protilehlych stran je roven soucinu jeho uhlopricek:

AD-BC+ AB-CD = AC - BD.

Dikaz. Méjme tedy cCtyithelnik ABCD vepsany do kruhu. Sestrojme thel Z/BCFE, kde
pro bod E plati: L
EeBD AN |4BCE|=|ZACD,|.
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Dvojice thlh ZCOBD, /CAD (vyznaceny na obrazkuld.1llmodie) a Z/BDC, /BAC (vy-

znaceny éerv_ené) maji stejnou velikost, protoze jsou to obvodové tihly nad tseckami C'D,
respektive BC'.

Obrazek 4.1: Obrazek k Ptolemaiové vété.

Trojuhelniky BEC a ADC jsou tedy diky shodnosti dvou tihli trojuhelniky podobnymi
a plati pro né

BC AC
BE ~ AD’
jinak pfepsano
AD - BC = AC - BE. (4.1.1)

Podobné jsou i trojuhelniky CDE a BC'A. Diky shodnosti ¢ervenych tthli a rovnosti souctu
uhlt
/JACD + /ECA=/BCE+ ZECA

plati
CDh AC
ED ~ AB’
neboli
CD-AB = AC-ED. (4.1.2)

Nyni staci seéist rovnosti (4.1.1) a (4.1.2)

AD-BC +AB-CD = AC - BE + AC - ED = AC - (BE + ED),
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kde BE + ED = BD, dostavame tedy
AD-BC+ AB-CD = AC - BD,

coz jsme chtéli dokazat.

4.1.2 Aplikace Ptolemaiovy véty

Vepisme do jednotkové kruznice tétivovy ¢tyithelnik ABCD tak, ze strana BC je
priamérem této kruznice, viz obrazek

AC =1

CD = cos «
AD = sina
BC = cos 3
AB =sinf

BD = sin(a + ()

Obrazek 4.2: Aplikace Ptolemaiovy véty pro odvozeni souctovych vzorci.

Hned dostavame dle Ptolemaiovy véty
AC-BD = AD-BC + AB-CD,
neboli
sin(a + ) = sinacos B + cos asin (.
4.2 Vypocet hodnoty sin 1°

Abychom spo¢itali sinus v jednoho stupné, odvodime si nejprve nékteré hodnoty funkci
sinus a kosinus. Tato odvozeni vychazi ze vztahii definice goniometrickych funkci, ktera se
uvadi na zakladni skole, a z Pythagorovy véty. Potom pomoci souctovych vzorct a vztahi
z nich odvozenych dojdeme az k hodnot€ sinus jednoho stupné.
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4.2.1 Zakladni hodnoty funkce sinus
Méjme rovnostranny trojihelnik ABC, viz nasledujici obrézek [4.3]

C

B

A

[VUS]

Obrazek 4.3: Odvozeni zakladnich hodnot goniometrickych funkei.

Pro thly o, plati

a
: 9 a 1
_ _2_a_1 42.1
sina = cos 8 =5, = ( )
/aQ a? 3a2 /3
- — —  —a

3
sinﬁzcosazgz 4 _ 1 _ 2 :£. (4.2.2)

a a a a 2

Obdobné mtzeme odvodit hodnoty sin45° a cos45° z pravouihlého rovnoramenného
trojihelniku.
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Obrazek 4.4: Odvozeni hodnoty sin 45°

a a 1 V2

sinor = cosa = — NG 5
Z téchto hodnot ale pomoci souc¢tovych vzorcti dostaneme pouze hodnotu sin 15°. Opakova-
nym pouzitim vzorce pro sinus poloviny tthlu bychom mohli lehce zmensovat tihel, ale brzy
bychom dostali ¢tvrtiny, osminy a pozdéji jesté mensi casti stupné. Budeme tedy muset
najit néjakou dalsi hodnotu funkce sinus, kterou bychom mohli odvodit pfimo.

Na zacatku této kapitoly jsme vyuzili pro odvozeni hodnoty sin 30° rovnostranny troj-
thelnik, coz je tloha identickd s vypoctem poloviny strany Sestitthelniku v jednotkové
kruznici. Co kdybychom obdobnou véc zkusili s pétithelnikem? Dostali bychom sin 36°.

Pro urceni délky strany pravidelného pétitthelniku vyuzijeme popis jeho konstrukce
znazornény na nasledujicim obrazku. Postup pro konstrukci pétithelniku se objevil jiz
v Eukleidové dile Zadklady nebo v Ptolemaiové Almagestu.
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Obrazek 4.5: Konstrukce pravidelného pétithelniku.

Vychézejme z obrazku [£.5 M&jme tsecku ED délky 2a. Sestrojme stfed této usecky
a ozna¢me ho S. Tento bod zvolme jako stfed kruznice s polomérem a. Tato kruznice
tak bude protinat krajni body tsecky ED. Sestrojme stied tisecky SD a oznacme jej Q.
Z bodu S vedme tsecku kolmou k pruméru ED a krajni bod na kruznici ozna¢me B. Na-
konec sestrojme kruznicovy oblouk o poloméru @) B se stredem (). Priisecik tohoto oblouku
s prumérem E D ozna¢me A. Nyni tsecka AB méa délku rovnou délce strany pravidelného
pétithelniku vepsaného do této kruznice a délka AS je délkou strany pravidelného deseti-
thelniku.

Vyuzitim Pythagorovy véty potom dostavame

a5 = AB = VAS? 1 a2, (4.2.3)

kde AS vyjadiime jako

2 5 5-1
A5 = BQ-5Q—Jar+ (2) — 4= [P -t -V 1,

Dosazenim za AS do vztahu [4.2.3] ziskdme
2
, <\/5—1a> PSR LR R P ER

% =17 A “ T

7 ¢ehoZ dostavame

5-v5

as = a
2
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Obrazek 4.6: Vztah mezi délkou tétivy v jednotkové kruznici a hodnotou funkce sinus.

Potom z obrazku [4.6] a posledniho vztahu pro as vidime ihned, Ze
1 1 [5—+5
% 54 1 [5—+/5
sin36° = 2— = 2 2 - Vi,
a a 2 2

Zvolme polomér kruznice z obrazku [4.6] roven jedné, potom pro cos36° diky Pythagorové

vété plati, cosz = v/1 — sin® z, neboli

2

1 [5—+5
36°= |1— | =
COS 2 2

4.2.2 Pouziti souc¢tového vzorce pro vypocet sinu Sesti stupnu

sin 6° = sin(36° — 30°) = sin 36° cos 30° — cos 36° sin 30°,
kde po dosazeni z (4.2.1)), (4.2.2)) a dvou pfedchozich vypocti dostaneme,

2
. 1 /5—=+53 1 [5—5 1
sin6” = — -— = 1—| = -
2 2 2 2 2 2

Podobné pro cos 6° plati
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. V3 1 [5—+5 1 [5—+51
cos6” = — 1—-1= + = —.
2 2 2 2 2 2

x
Nyni pouzijeme vztah pro sin —, ktery jsme si odvodili v ¢asti|3.3] Zde bychom znovu

dosazovali cos 6°, ale s jeho presnou hodnotou by se nam $patné pracovalo. Zjednodusime
tedy dosazenim cos 6° a dostavame

1 — cos6°
in3® =4/ ———.
sin 5

Nyni nés c¢eké posledni krok, kterym je aproximace sinu jednoho stupné. Inspiraci pro
feSeni této tllohy bychom mohli hledat uz v antice u feckého matematika Ptolemaia, jehoz
metoda byla zalozena na hledani horniho a dolniho odhadu pro sin 1°. Pro horni odhad

pouzil hodnotu sin 1 a pro dolni odhad sin = . Tato metoda se jiz nedd moc zpiesnovat,
proto zvolime metodu vypoctu sin 1°, kterou popsal jiz na zacatku 15. stoleti arabsky
matematik al-Kasi.

4.2.3 Al-Kasi

V této podkapitole jsme vychéazeli z ¢lanku [CoR| a kapitoly Arabskd matematika
v knize [Si].

Dzamsid Ghijath ad-Din al-K&si, narozen kolem roku 1380 v Kasanu, byl persky mate-
matik a astronom pusobici v Samarkandu (dnes mésto lezici v Uzbekistanu), kde také roku
1429 zemftel. Zasadni pro jeho praci bylo zdzemi, kterym mu byla observatotr v Samarkandu.
Tu nechal postavit sultan Ulugh Beg, ktery se zabyval matematikou a astronomii. Ulugh
Beg na nékterych dilech s al-Kasim ptfimo spolupracoval nebo vyuzival jeho pomoci. Na
observatori se naptiklad uskutecnilo pozorovani, diky kterému Ulugh Beg, pravdépodobné
za pomoci vypoctl al-Kéasiho, spocital délku roku jako 365 dni 5 hodin 49 minut a 15
sekund, coz se od dnesni hodnoty lisi pouze o pét vterin. Al-Kasi také spocital hodnotu 2w
na devét Sedesatinnych mist (coz odpovidd 16 mistim v soustavé desitkové), ¢imz ve své
dobé dosahl nejvyssi presnosti. Prekonal jej az témér o 200 let pozdéji némecky matematik
Ludolph van Ceulen, ktery publikoval vypocet ¢isla m na 20 desetinnych mist. Proto se
neékdy ¢islo m nazyva Ludolfovym ¢islem. V al-Kasiho dobé€ a pred ni byla Sedesatkova sou-

vvvvvv

pocital v soustavé desitkové, dokonce i s desitkovymi zlomky.
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Obrazek 4.7: Dzamsid al-Kasi, z ¢lanku [CoR].

Prace al-Kasiho, ve které popisuje vypocet hodnoty sin 1°, byla ztracena. Postup byl ale
dochovan napiiklad v komentafich k astronomickym tabulkam Pravidla operaci a oprava
tabulek sepsanych Marjanem Celebim kolem roku 1500. Dédecek Celebiho totiz ptisobil
jako astronom a matematik v Samarkandu ve stejné dobé jako al-Kasi. Tato metoda je
zalozZena na kubické rovnici vychézejici ze souctovych vzorci, kterou al-Kasi fesil pomoci
itera¢ni metody.

4.2.4 Aproximace sinu jednoho stupné

Al-Kasi vychézel z nami pouzitého Ptolemaiova postupu vypoctu hodnoty sin 3°, jehoz
presnost zavisi pouze na presnosti vypoctu odmocnin. Znal tedy tuto hodnotu s presnosti
14 desetinnych mist.

sin 3° = 0,05233595624294|4

Déle al-Kasi vyuzil tehdy dobfe znamého vzorce pro sinus trojnasobného argumentu,
ktery jsme v ¢asti[3.2] odvodili pomoci souétovych vzorct:

sin 3a = 3sina — 4sin® a.

Za « dosadil 1°, ¢imz ziskal kubickou rovnici, kde sin 1° byla nezndmad, oznac¢me jej z.
Dostaneme tak

sin 3° = 3z — 42°.
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Z této rovnice jiz vytvoril iteracni predpis, ktery miizeme zapsat nasledovné

4o | +sin3° 1
=" Iy=—.
3 60
Timto zptisobem al-Kasi spocital hodnotu sin 1° s pfesnosti na Sestnact desetinnych mist:

(4.2.4)

T

sin 1° = 0.0174524064372835.

Se stejnou presnosti umél spocitat i hodnotu ¢isla 7. Al-K&si nebyl prvni, kdo k apro-
ximaci sin 1° vyuzil kubickou rovnici, pfed nim se o totéz pokousel al-Biruni. Iterativni
metoda Teseni pouzita al-Kasim byla vSak jednim z vybornych vysledkt stfedovéké mate-
matiky.[Ha|,[Ma]

4.3 Vypocet sinu jednoho stupné a sestaveni tabulky
ostatnich hodnot s vyuzitim programovaciho ja-
zyku Python

V této casti si ukdzeme, ze al-Kasiho metoda muize byt velice uzitecna i dnes. Naptiklad
pomoci této metody mizeme s vyuzitim dnesnich programovacich jazykd spocitat ,ne-
omezené presnou hodnotu* sin 1°. Navic, pokud mame hodnotu sin 1°, je uz velmi snadné
sestavit celou tabulku hodnot sin « a cos a pro a = 1°,2°.3°,...,90°.

Pokud pouzivame datové typy jako je BigDecimal v Javé nebo Decimal v jazyce Python,
kde velikost jejich reprezentace v paméti neni stanovena pevné, ale mulze se rozsirovat,
pak i tak nejsme schopni dosdhnout tplné neomezené presnosti. Omezenim nam je velikost
operacni pameéti pocitace. Maximalni pfesnost, které bychom mohli dosahnout, mize byt
vyrazné vyssi, nez s jakou budeme pocitat, i tak ale rozdil mezi hodnotou sin 1°, kterou
spocitame na Sedesat desetinnych mist, a readlnou hodnotou sin 1° bude o vic nez tricet
desetinnych mist mensi nez velikost jednoho kvarku v metrech (dosud jedna z nejmensich
znamych ¢astic ve vesmiru, ze které se skladaji protony a neutrony). Proto jsme si do
uvozovek dovolili napsat ,, neomezené presnou hodnotu*.

Pro teseni tohoto problému jsme zvolili programovaci jazyk Python3, protoze ma jed-
noduchou syntaxi a je Open-source (tzn. jsou volné dostupné jeho zdrojové kédy, tudiz je
volné stazitelny i Sifitelny) véetné integrovaného vyvojového prostiedi IDLE.

4.3.1 Vypocet sinu jednoho stupné v jazyce Python

Pro ptehlednéjsi popis rozdélime program do nékolika ¢asti, jmenovité to budou c¢asti
Inicializace duleZitych promennych, Ptolemaituv vypocet sin3°, Al-Kdsiho vipocet sin1° a
Sestaveni a vypocet tabulky hodnot funkci sinus a kosinus. Tyto ¢asti budeme popisovat
jednotlivé. Nékteré kroky jsou popsany pifimo v programu cCervené formou komentait.
Jednotlivé Tadky kédu jsou ocislovany, ¢ehoz vyuzijeme pfi jejich popisovani. K ocislovani
jsme vyuzili rozsifeni IDLEX pro IDLE, které je také volné stazitelné.
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from decimal import *
getcontext () .prec = 60

# Na nasledujicich fadcich definujeme typované
# hodnoty pfirozenych &isel(1,2,3,5), které budeme potiebovat pro dalii vipoéty.
9 # Pokud bychom to neudelali vypocet by nebyl dostatedné presny.

1
2
3
4
5 x = Decimal (1) /Decimal (60)
6
7
8

10/ _1 = Decimal (1)
11| _2 = Decimal(2)
12| _3 = Decimal(3)
13| 5 = Decimal(5)

Na prvnim radku programu jsme nacetli knihovnu Decimal, diky niz mizeme pocitat s vyssi
presnosti s desetinnymi ¢isly. Na fddku 2 nastavujeme presnost representace cisel i vSech
vypoctl na 60 desetinnych mist. Dale definujeme proménnou x, kterou inicializujeme hod-

notou 0’ jiz. budeme dale vyuzivat jako odhad pro sin 1°.

14|# Ptolemaiuv postup vypoltu hodnoty sin 3°
15 sin30 = 1/ 2

16/cos30 = _3.sqgrt()/_2

17|sin36 = (_1/_2)*((_5-_5.sqgrt())/_2) .sqgxt()
18/cos36 = (_1 - sin36*sin36) .sqrt()

19 2in6 = =in36*co=30 - cos36*=2in30

20 cos6 = cos36*cos=30 + =2in36*=in30

21/sin3 = ((_1 - cosG}/_2}.sqrt{}

Na fadcich 15-21 jsme v podstaté pouze prepsali Ptolemaitv postup vedouci k vypoctu
sinu tii stupni, ktery jsme uvedli v ¢astech ad.2.2

22 # Al-Kasiho iteradni metoda

23|print("iterace |hodnota pro =in 1° po dané iteraci")

24 print (" ")
25| for count in range (22):

26 Vysledek = (Decimal (4) *xX*xX*x + =in3)/3

27 print("%s. %s" % ((count+l) ,Vysledek))

28 x = Vysledek

Radek 25 definuje takzvany ,for® cyklus, ktery zajisti, Ze se blok p¥ikazt na nésledujicich
odsazenych fadcich provede tolikrat, kolik udava cislo v zavorce za klicovym slovem range.
Na nésledujicim fadku jsme do proménné Vysledek ulozili vypocet na zakladé iterac-

niho vztahu z [4.2.4] kde x je na zacatku definovano jako —. Po kazdém vypoctu ulozime

do proménné x novou hodnotu pro sin 1°, kterou vytiskneme spolecné s cislem iterace
(count+1). Vysledkem po dvaceti dvou iteracich je pak nasledujici vystup.
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iterace |hodnota pre sin 1° po dané iteraci

1. 0.0174514515871541170802123827091989750831789241528544726673408
2. 0.0174524053227379782084612252360245107333805277463352117811975
3. 0.0174524064359256108547523132328852425901553968602260604751237
4, 0.0174524064372818584250439724575692344383442265877441486513670
5. 0.0174524064372835108037242724891122306721256080640363935199027
6. 0.01745240643728351281696325029520642327824653090735168434312712
7. 0.0174524064372835128154159865897547041155527495259222106344456
B. 0.0174524064372835128154169748711145482552029217055940551487815
9. 0.01745240643728351281541689785118750757690430273857755224795220
10. 0.01745240643728351281541689785163107816556514443215650958256778
11. 0.01745240643728351281541697851631618586800061640559336136430176
1z2. 0.017452406437283512815416897851631615246422108333606847315684827
13. 0.01745240643728351281541689785163161524722429345246652457530872
14. 0.01745240643728351281541689785163161524722527083852437023407691
15. 0.01745240643728351281541689785163161524722527202926146485161207
16. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071219462161086
17. 0.01745240643728351281541689785163161524722527203071356211231208
18. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071326426573425
1s. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071326426835786
20. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071326426836105
21. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071326426836106
22. 0.01745240643728351281541689785163161924722527203071326426836106

Pro kontrolu pouzijeme hodnotu, kterou vypocital program Mathematica
sin 1° = 0.0174524064372835128194189785163161924722527203071396426836105.

Pf1i porovnani zjistime, ze hodnota, kterou jsme vygenerovali po dvacaté iteraci, je totozna
s kontrolni hodnotou. Také mtzeme vidét, ze hodnota sin1° se velmi rychle zpresnuje.
Al-Kasimu tedy pro presnost 16 desetinnych mist stacilo pouhych pét iteraci.

V posledni ¢asti programu na fadcich 30 a 31 ulozime hodnotu sin 1° do proménné
Sinl a dopocitame Cosl. Na dalsich dvou fadcich definujeme poc¢ateéni hodnoty pro SinN
a CosN.

29 # Seztaveni a vi{podet tabulky hodnot pro sinus a kosinus
30|/8inl = Vysledek

31l/Cosl = (_1 - 5inl*Sinl) .sqrt() # Podle vzorce cos X = odmocnina(l- sinx*sinx)
32

33/5inN = S5inl

34|/ CosN = Cosl

35 # Vyuzijeme souftové vzorce a

36 for count in range (91): # budeme postupné pEiditat 1°.

37 if ((count+l) < 6) or (count+l == 45) or (count+l == 30) or (count+l == 90):
38 print ("sin %s° = %s" % ((count+_1),SinN))

39 print ("cos %s° = %=" % ((count+_1) ,Co=N))

40 SinNplusl = 5inl*CosN + Cosl*SinN
41 CosNplusl = Cosl*CosN - Sinl*SinN
42 S5inN = SinNplusl
43 CosN = CosNplusl

Nakonec vyuzijeme znovu ,for cyklus“ pro vytvoreni tabulky hodnot funkci sinus a
kosinus. V kazdé iteraci ,,for cyklu“ zacinajiciho na fadku 36 nejprve vytiskneme hodnoty
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spoc¢itané v predchozi iteraci (sinn a cosn), kde poprvé tiskneme nami uloZené hodnoty
Sinl a Cosl. Poté na fadcich 40-43 spocitame pomoci souctovych vzorct hodnotu sin(n+1°)
a cos(n 4+ 1°) a obé hodnoty ulozime, abychom je mohli vyuzit v dalsi iteraci. Vysledkem
je vystup podobny nasledujicimu.

sin 1° = 0.0174524064372835128194189785163161924722527203071396426836106
cos 1° = 0.9598476951563912351570115588139146851652740310583185939658321
sin 2° = 0.0348594567025005716455551816253329373548245760432568714250022
cos 2° = 0.999390827019095730006243440043929964455236306669996773103901
sin 3° = 0.05233595624259438327221186226090784187310182539401649204835040
cos 3° = 0.958629534754573873784452058439436580550552290767785532441442
sin 4° = 0.0697564737441253007755588351541433286009032016527965250436102
cos 4° = 0.997564050259824247613162680644255026369377660384221536225997
sin 5° = 0.0B71557427476581735580642708374735513777011561497026726137345
cos 5° = 0.9561546980917455322950104024736888046183562672645850974525444
sin 30° = 0.499999599959959959999995955955955959959959959955959595959559556
cos 30° = 0.866025403784438646763723170752936183471402626905190314027934
sin 45° = 0.7071067811865475244008443621048490392848359376688474036588292
cos 45° = 0.7071067811865475244008443621045849039284835537688474036588402
sin 90° = 1.00000000000000000000000000000000000000000000000000000000002
cos 90° = 1.577E-58

Tento vystup je upraven (podminka na fadku 37) tak, aby byly vidét zajimavé hodnoty
funkeci sinus a kosinus, jako je hodnota v 30°,45° nebo 90°.
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5. Algoritmus CORDIC

CORDIC (z anglického COordinate Rotation DIgital Computer) je jednoduchy algo-
ritmus pro vypocet goniometrickych funkci. Byl vyvinut v roce 1959 Jack E. Volderem
z nutnosti nahradit analogovy fesi¢ v pocitaci bombardérii B-58, ktery nebyl dostatecné
presny. Algoritmus CORDIC vyuziva pro vypocet v podstaté pouze sc¢itani, odc¢itani a
slogicky shift“ (posun desetinné ¢arky ve dvojkové soustavé), coZ jsou velmi jednoduché
operace. Mohl byt tedy implementovan do tehdejsich letadel, i kdyz vypocetni sila poci-
tact nebyla velka. To vedlo napiiklad k moznosti spocitat polohu letadla v redlném case.
Vychézet budeme z publikaci J. E. Voldera [Vo] a [Vo2]

5.1 Otoceni vektoru okolo pocatku

Algoritmus CORDIC je zaloZen na vyjadfeni rotace vektoru o urcity thel 0. Vektor 7,
ktery budeme rotovat, lze vyjadiit v kartézské soustavé souradnic jako 7 = [xg,y]. MZeme
ho vsak ur¢it i pomoci soufadnic polarnich, v kterych je vektor definovan orientovanym
thlem a velikosti. Velikost vektoru v budeme dale znacit jako v.

y |7l =7

=

r-sing

9] T - COS T

Obrazek 5.1: Vztah mezi kartézskou a polarni soustavou soutradnic.

Vztah mezi témito souradnicovymi systémy muzeme vyjadiit nasledovné
To =T - COS
0T rroRe (5.1.1)
Yo =1 - Sin .

Otoceni o thel § pak lze zapsat jako
x5 =1 - cos(p +0)
Ys =T~ Sin((p + 5)7

kde po rozepsani pomoci souctovych vzorcii a nahrazeni cos¢ a sinp s vyuzitim rovnic
(5.1.1) dostavame

x5 =1 (cospcosd —sinysind) = xgcosd — yosin d (5.1.2)
ys =1 (singcosd + cossind) = xgsind + yo cos d. -
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Zjistili jsme tedy, Ze otoceni vektoru o tihel d neni zavislé na jeho délce ani na pavodnim
thlu, kterym byl vektor 7 definovan v polarnich soutadnicich. Tyto rovnice, které pfimo
urcuji obraz bodu X pii otoceni o thel §, se nazyvaji transformacni rovnice pro otoceni.

5.2 Podstata algoritmu CORDIC

7 nésledujiciho obrézku mizeme vidét, ze tg(p + 0) = 2.
Xs
Yy
r
-
O r-cos(p + 9) x

Obrazek 5.2: Odvozeni souc¢tového vzorce pro tangens.

Diky vztahu (5.1.2)) mtzeme tedy psat, ze

Zosind + yo cos d

t 0) = i
gl +9) T oS — Yo sind

Pokud pravou stranu této rovnosti rozsiirime , dostavame
¢

0sd

Yo +.T0tg5
) T ed

1

Opétovnym rozsitenim zlomku z pravé strany rovnosti, tentokrat podilem —, dostaneme
Lo

souctovy vzorec pro funkci tangens

tgp +tgo
1—tgp-tgd
Souctovy vzorec pro funkci tangens je tedy zékladem algoritmu CORDIC. Myslenka,

diky které bylo mozno piedeslé vztahy zhodnotit, je vyuziti hodnot 27¢, kde i € IN, jako
volbu pro tgd. Kazdy thel § 1ze priblizné vyjadrit jako soucet

tg(yp +9) =

0 & k101 + kodo + k3d3 + - - - + kpon,
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kde kq,ks, ...k, € IN. Diky tomu miZeme misto ndsobeni vyuzivat operaci shift (neboli
bitovy posun, co# je velmi rychl4 operace). Hodnoty arctg 2~ si navic mtiZzeme predpocitat
doptedu a ulozit je do paméti. Takto postupoval J. E. Volder ve svych tivahach. V roce 1966
Hewlett Packard do svych kalkulatorti implementoval desitkovou verzi algoritmu, ktery dle
svého ndzvu vyuzival misto hodnot 27% hodnoty 107*. Hodnoty ¢; pak mtiZeme definovat
jako

§; = arctg 107"

Dostavame tak hodnoty:

il 10— tthel § v radidnech
1.0 0.7853981633974483
0.1 0.0996686524911620
0.01 0.0099996666866652
0.001 0.0009999996666668
0.0001 0.0000999999996666

0.00001 0.0000099999999996
0.000001 0.0000009999999999
0.0000001 | 0.0000000999999999
0.00000001 | 0.0000000099999999

© 00 I O U W N

Na tabulce si vSimnéme, ze ¢im vyssi je hodnota ¢, tim vice se k sobé blizi hodnoty
ve druhém a tfetim sloupci. Pro zjednoduseni se nékdy vyuzivala pouze hodnota v prv-
nim fadku tabulky a hodnoty zbylé se uvaZovaly jako arctg10~" = 107*. V nésledujicim
programu, kvili vyssi presnosti, vyuzijeme hodnoty z tabulky.
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1 [from decimal import *

2 getcontext () .prec = 60

3| _1 = Decimal(l);_0 = Decimal(0)

4/delta = [Decimal (0.7853981633974483096156608458198757210), # arctg 10°0
5 Decimal (0.09966865249116202737684461158780205902) , # arctg 10~-1
6 Decimal {0.0099996666866652382063401162092795485) , # arctg 10~-2
7 .
2]

Decimal (0.0009999996666668666665238096349205440) , #
Decimal (0.0000999999996666666686666666523809524) , #
] Decimal (0.0000099995999906666666666866666666652) , #
10 Decimal {(0.000000999999999999666666666666B666666) , #
11 Decimal (0.0000000999999999999956666666666666686) , #
12 Decimal (0.0000000099999999999999996666666666666) ,
13 Decimal (0.0000000009999999995999999596666666666) ,
14 Decimal (0.00000000009955558999555999999556666666) ]
15/print (" Tento program vypo€ita pomoci algoritmu CORDIC ")
16/ print (" tg() dhlu, ktery zvolite.")
B = o A R ")
18 print (" Pro ukonéeni programu stisknéte pouze enter.")
19 print (V=== —=—--m e ")
20| vstup = ( input("Zadejte thel (rad) a stisknete enter: ") )
21 if vstup = "":
22 exit()

23| vstup = Decimal (vstup);, a = Decimal (vstup)
24 while wstup != 0:

25\ x= _1; y = _0; d = Decimal(10);

26 for i in range(11):

27 d = d/10

28 while a >= deltal[i]:

29 a=a - delta[i]

30 x =x —-d*y; vy =y + d¥(x + d*y)

31 print ("tg %s = %="% ((vstup), (y/x)))

32 print ("------——m e e ")
33| print (7 Pro ukonéeni programu stisknéte pouze enter.")

34 vstup = Decimal ( input("Zadejte thel (rad): ") ); a = vstup

Program ceka na zadani ¢isla na vstupu a po stisknuti enter vypocita tangens vstupu.
Nasledné se zepta uzivatele na dalsi cislo.
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6. Odvozeni Eulerova vzorce uzitim
souctovych vzorcu

6.1 Leonhard Euler

Leonhard Euler, svycarsky matematik a fyzik, se narodil 15. dubna 1707 v Basileji a
zemftel 18. zati 1783 v Petrohradé. Je povazovan za jednoho z nejlepsich matematiki nejen
18. stoleti. Pro tuto ¢ast budeme ¢erpat z ¢lanku [CoR2).

Euler publikoval své prace v mnoha odvétvich, napf. mechanice, optice a astronomii.
Nejvetsi véhlas vSak ziskal diky svym pracim v oblasti matematické analyzy, kde také
zavedl velkou ¢ast matematickych pojmut a symboli.

Jeho otec Paul Euler vystudoval teologii a byl pasto-
rem reformované cirkve, zajimal se ale také o matema-
tiku. Osobné navic znal Jacoba Bernoulliho i jeho bratra
Johanna Bernoulliho (oba byli vyborni §vycarsti matema-
tici). Byl to on, kdo dal pravdépodobné mladému Leonhar-
dovi matematicky zaklad, se kterym nastoupil na univer-
situ v Basileji. Tam jiz ve svych 16-ti letech ziskal magis-
tersky titul z filosofie. Vétsinu svého zivota vsak ptso-
bil na Petrohradské nebo Berlinské akademii véd. Nejprve
pusobil v Petrohradé, kde po nemoci oslepl na jedno oko
(to mizeme vidét na pfiloZzeném portrétu). V letech 1738
a 1740 pak ziskal Grand Prix (Velkou cenu) od Parizské
akademie, diky niz se dostal do Berlinské akademie véd,
kterou od roku 1759 vedl. Nestal se vsak jejim preziden-
tem. Kral Frederick II. oslovil totiz nejprve D’Alemberta,
coz Eulera urazilo, a rozhodl se odejit zpét do Petrohradu.

Psal se rok 1766, kdy Euler onemocnél a oslepl kvuli
sedému zakalu i na své druhé oko. To ho ale nezastavilo
v jeho tvorbé. Navzdory své slepoté vydal jesté s pomoci
svého syna Johana Albrechta Eulera a pozdéji dalSich clent akademie A. J. Lexela a
N. Fusse témér polovinu svych praci. Napiiklad 775strankovou praci o pohybu Meésice.
Dale pokracoval ve svych pracich z algebry nebo optiky. To vSe dokéazal hlavné diky své
neuvéritelné paméti. Behem poslednich sedmi let zivota pripravil s pomoci Fusse pres 250
praci k publikaci. Po jeho smrti pak Petrohradska akademie vydavala jesté témér padesat
let jeho prace.

Obrézek 6.1: Portrét Eulera od
Emanuela Handmanna z roku
1753.
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6.2 Euleriv vzorec a jeho odvozeni

Eulertiv vzorec je dilezitym vztahem, ktery propojuje goniometrii s exponencialni
funkci y = € komplexni proménné. V této ¢asti popiseme zptisob, kterym Euler pomoci
goniometrického vyjadieni Pythagorovy véty a souctovych vzorct ziskal vétu Moivreovu
a z té nasledné odvodil vzorec dnes znamy jako Euleriv. V pribéhu tohoto odvozeni na-
vic ziskal z binomické véty vzorce pro sinus a kosinus nasobného argumentu. Dale ziskal
polynomy, jejichz ¢leny odpovidaji ¢leniim Taylorovy fady pro sinus a kosinus. Vychazet
pfitom budeme z knihy [Sa] a pivodni Eulerovy knihy [Eu], ktera je psana v latiné.

Ve 40. letech 17. stoleti pracoval Leonhard Euler v Berliné na své knize Introductio
in analysin infinitorum [Eu], kterou se mu také roku 1748 podafilo vydat. V této knize,
presnéji jeji osmé kapitole, se vénuje ziskavani vlastnosti funkci sinus, kosinus a tangens
témeér tak, jak to délame dnes. V dalsi c¢asti této kapitoly popisuje vyuziti komplexnich
¢isel, pficemz dojde ke vzorci, ktery dnes nazyvame jeho jménem.

Pravé tato ¢ast nas z pohledu této prace zajima. Euler zde pro komplexni jednotku
vyuziva oznaceni v/—1 oproti dnesnimu znaceni i, které budeme dle dnesni zvyklosti vy-
uzivat. Dale vyuzijeme tzv. Eulerovu konstantu znacenou pismenem e. Zde je tieba dodat,
ze Euler nebyl tim, kdo by tuto konstantu pouzival jako prvni. Byl ale tim, kdo ji jako
prvni znacil pismenem e, a to ne z diivodu jeSitnosti, ale jednoduse proto, ze e je druha
samohlaska v abecedé hned za pismenem a, které jiz ale ve svém znaceni vyuzival.

V odvozovani vysel ze vzorce sin? z + cos? x = 1, ktery prepsal jako
(cosx +isinz)(cosz —isinz) =1,

coz vychazi ze vzorce A> — B? = (A — B)(A + B). Déle vzal sou¢in podobny tomu z levé
strany rovnosti (cosx + isinz)(cosy + ¢siny) a roznasobil jej. Pomoci sou¢tovych vzorct
tak ziskal

cosx cosy — sinzsiny + (cosxsiny + sinz cosy)i = cos(z + y) — isin(x + y).

Nasledné po nékolika dalsich fadcich, protoze nasobeni lze povazovat za opakované sc¢itani,
uvedl vysledek
(cosz +isinz)" = cosnx + isinnz,

(cosz — isinx)" = cosnx — isinnz,

ktery dnes nazyvame Moivreova véta. Abraham de Moivre tento vysledek publikoval diive,
konkrétné v roce 1707. Neni jasné, jestli Euler tento vzorec znal, ve své knize totiz necitoval
zdroje. Pouhym sectenim a odectenim téchto dvou rovnosti dostavame ihned

(cosx +isinx)” + (cosx — isinz)”

2 Y
6.2.1
(cosz +isinz)” — (cosx — isinx)” ( )

21

cosnr =

sinnxr =
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Tyto vztahy pak rozepsal pomoci binomické véty, ¢imz de facto ziskal vzorec pro goniome-
trické funkce nasobného argumentu. My zde rozepiSeme pouze vztah pro kosinus. Analo-
gicky bychom postupovali s funkei sinus.
n nn—1) 5 nn—1)n—-2)(n-3) 4 4
cosnr = cos" x — ——————cos" “xsin”x cos" TxsinTx — ...
1-2 + 1-2-3-4

Euler védél, ze pokud jde z k nule, pak cosx = 1 a sinx = x, déle voli n jako ,,nekonecné

velké“ cislo tak, ze nx = v, kde v je konecné. Vyuzil tedy nasledujici substituce

v
cosr =1, sinv=x=—, (6.2.2)
n
dostal tak
v? vt v
cosv=1— +

1.2 1234 1.2.3456 7
coz je fada ekvivalentni s Taylorovou rfadou pro kosinus.
Substituci (6.2.2)) vyuzil znovu pro nahrazeni sinx a cos z ve vztahu (/6.2.1))

(1+i2) + (1-i0)
n n
2 Y

(i) - (-if)

21

COSV =

sinv =

V sedmé kapitole knihy [Eu] Euler odvozuje vztah e* = (1 + E)n, kde e je tzv. Eulerova
n

konstanta. Po uvedeni tohoto vztahu s odkazem na ptfedchozi dvé rovnosti mohl tedy psat

eiv + efiv
COSV = T,
eiv _ e—iv
sinv = -
21

Nakonec dostava
) ..
€~ = COoSv + 1S,
e "' =cosv —isinv.
coz je vzorec, ktery dnes nese jeho jméno. Pokud za neznadmou zvolime 7, ziskame
em"+1=0.

Tato rovnost je povazovana v matematice za jednu z nejkrasnéjsich, protoze ukazuje vztah
mezi konstantami e, ¢ a 7. Pravdépodobné z ticty k tomu, co vSe Euler dokazal, byla taktéz
pojmenovana po ném. Neni totiz prokazano, ze by k ni Euler samostatné dosel. Mnozi
matematici pfed nim byli k objeveni této rovnosti stejné blizko, jak se uvadi v knize [Sa].
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Zaveér

V této praci jsem chtél poukazat na dilezitost souctovych vzorci. Ukéazal jsem, zZe jsou
vyuzivany pro odvozeni vlastnosti goniometrickych funkci, ale i odvozeni transformacni
rovnice pro otoceni. Kapitoly pét a Sest pak dokladaji, ze dlilezitou roli hraly nejen v déji-
nach matematiky. S jejich pomoci byly sestavovany tabulky hodnot goniometrickych funkei
a J. E. Volder je vyuzil pti vyvoji algoritmu CORDIC, ktery byl vyuzivan pro navigaci
v bombardérech B-58.

Presto jsou souctové vzorce na stfedni skole nékdy nedocenované nebo povazované za
prilis obtizné jak zaky, tak v krajnich pripadech uciteli. V této bakalarské praci jsem uvedl
nékolik jejich riznych odvozeni, z nichz vSechny jsou pochopitelné pro zéky stiednich skol.
Chteél jsem tim prispét k popularizaci souctovych vzorct a ukazat, ze neni nikterak slozité
zafadit do vyuky na stiedni skole jak nékteré jejich odvozeni, tak také vybrané aplikace.
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