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Povazujem svoje dielo za
nagkrajsie i najskaredsie.
M. C. Escher

Uvod

Vytvéranie obrazkov z dielov skladacky (puzzle!, obr. 1a) je obltibenou
¢innostou vo volnom ¢ase nielen pre deti ale aj pre mnohych dospelych,
pri ktorej ¢lovek objavuje urcité geometrické zakonitosti typu ,,co k ¢omu
patri“. Tato ¢innost rozvija rekonstruktivnu i konstruktivnu predstavivost
(podTa skusenosti ¢loveka; vid podkapitola 3.1) v stvislosti s geometrickymi
atvarmi (,pasuju” dané casti k sebe?), a skusa cit pre vzor. V oblasti
oblecenia ¢i bytového textilu sa zase opakovane objavuje oblubeny $tyl
patchwork (obr. 1b).

Obr. 1 a) Detail skladacky (puzzle), b) deka v style patchwork.

Podobnou ¢innostou ako vytvaranie obrazku z jednotlivych dielov (vy-
zadujicou mozno menej predstavivosti, ale zato ovela uzito¢nejsou) je dlaz-
denie chodnikov, kachlickovanie stien v kupelni ¢i parketovanie podlahy.
ZlozitejSou ¢innostou je uz vymyslanie novych, nezvycajnych tvarov dlaz-
dic alebo parkiet (obr. 2, obr. 3, obr. 4).

L prv skladacka, tzv. jigsaw puzzle (Priloha I), bola vytvorena v roku 1766 anglickym
rytcom a vyrobcom méap, Johnom Salisburym, ktory sa vyuéil u kralovského geografa.
Salisbury pripevnil mapu Eurépy na drevent dosku a jednotlivé krajiny vyrezal; takto
vyrobena pomécka sa pouzivala v Skole. Napriek tomu, ze nadchla Siroki verejnost, az
do roku 1820 sa pouzivala vyluéne v skolach. Zlaty vek skladaciek nastal v dvadsiatych
a tridsiatych rokoch 20. storocia, kedy ju vyrdbalo niekolko spolo¢nosti. Typické skla-
dacky sua zlozené z 300, 500, 750 a 1000 dielov; komerc¢ne vyrobend skladacka zlozena
z najvicsieho poctu dielov mala rozmery 428 cm x157 cm a 24000 casti.
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b)
Obr. 2 Mozaikova podlaha: a) chodba gymnéazia vo Velkom Meziti¢i, b) postovy
motiv na dlazdiciach na hrade Kokofin.

a) b)
Obr. 3 Mozaikova podlaha: a) kaplnka sv. K¥ize na Prazskom hrade (rovinnéd
teselacia vyvolava trojrozmerny dojem), b) pasaz U Stybli, Vaclavské ndmésti.

a)
Obr. 4 Dlézdenie chodnikov: a) dlazdica v tvare nekonvexného dvandstuhol-
nika, b) $tvorcové dlazdica v dvoch farebnych odtietioch.

Aj 7iva priroda pontuka bohatstvo podobnej ,tvorby“. Koza Zirafy je
posiata skvrnami, ktoré z vicsej vzdialenosti pripominaji mnohouholniky
(obr. 5a); zebra (obr. 5b) sa zase pysi zndmymi ,pasmi“. Pre korytnacky
je najtypickejsim znakom ich pancier. Jeho vonkajsia ¢ast je rohovinové,
zlozend z charakteristicky tvarovanych a sfarbenych stitkov (obr. 6a) vy-
tvarajucich akusi mozaiku na zakrivenej ploche. Zaujimavostou je, ze kazdéa
korytnacka ma tuto ,,vyzdobu“ tak jedinecnt, Ze by mohla sluzif rovnako
ako odtlacok prstov v svete Tudi. Zivot véiel fascinuje Iudi od nepamiiti.
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Kazda komorka v plaste je priblizne rovnako velkd Sesthrannd rarka s ten-
kymi stenami ukoncend hrubsim voskovym poklopom. Otazka, ako st vcely
schopné vytvorit tak precizne hranoly, ktorych kolmym prierezom je pra-
videlny Sestuholnik (obr. 6b), je uz dlht dobu predmetom viacerych studii
nielen v bioldgii ale aj v matematike.?

Obr. 6 a) Korytnadi pancier, b) plésty vcelieho ula.

Vsetky predlozené priklady je mozné nazvat jednym pojmom — tese-
lacie. Tato praca sa zaobera najmé ich Specidlnym pripadom — rovinnou
teseldciou, ktora sice realne neexistuje (vSetky objekty sveta majua tri roz-
mery a medzery medzi jednotlivymi ttvarmi vzdy existuji, vid obr. 7a, b),
v mnohych pripadoch je ale moZné jeden rozmer i medzery zanedbat, a riesit
tak mnozstvo zaujimavych problémov. Dalsim spésobom ziskania rovinnej
teseldcie moze byt napriklad dvojrozmerny rez trojrozmerného objektu.

S rovinnymi teselaciami ako matematicko-didaktickou problematikou
som sa stretla pocas $tudia na vysokej skole a ich rafinovana krasa a si-
¢asne jednoduchost mi ucarovali natolko, Ze som sa im venovala nielen

2 Pravdepodobnym vysvetlenim neobycajnej presnosti véiel pri stavani plastu je teplo.
Najprv véely vybuduju z vosku komérku v tvare valca. Potom do nej vojde vcela —
wyhrievacka® — a rozohreje vosk, az sa zacne topit. Ako vosk chladne, vytvaruje sa
Seststenny utvar.



v diplomovej préci [[lucovd, 2002], ale pokracovala som dalej v tejto téme
aj v ramci doktorandského studia. A kedze som bola presvedéena (a este
stale som), Ze tato téma nie je len pre vyvolenych (t. j. matematikov, resp.
vedeckych pracovnikov vo vSeobecnosti), ale pre Siroku verejnost, rozhodla
som sa realizovat vyskum, ktory by preukédzal zdujem Iudi o rozne ,typy*
teselacii a schopnost deti gkolského veku vytvarat rovinné teselécie.

a) b)
Obr. 7 a) Cast vydlazdeného chodnika, b) prislusna dvojrozmern4 teselacia (je
zanedbany treti rozmer a $irka medzier, resp. hranic, medzi celami).

Obr. 8 Ukazky detskych teselacii.

Tito pracu je mozné rozdelit do dvoch casti. Prva cast (kapitoly 1 a 2)
sa venuje ¢loveku v tlohe stavitela, architekta, umelca ¢i vyskumnika. Pred-
klada krasu a tcelnost teselacii okolo nas a matematické problémy, ktoré sa
ich tykaju, a zamestnavali (a zamestnavaji) matematikov, fyzikov, biold-
gov €1 inZinierov v priebehu storo¢i. Druhé cast préace (kapitoly 3, 4, 5 a 6)
je o ¢loveku skolského veku ako bytosti s bohatym potencidlom tvorivosti
a predstavivosti pri roznych aktivitach s rovinnymi teseldciami v peda-
gogickej situacii.> V tej ¢asti chcem ukdzaf, Ze problematika teselacii je

3 Kapitola 3 predklada zédkladné poznatky o predstavivosti (geometrickej, resp. pries-
torovej) a tvorivosti, o ktoré sa v praci opieram, v kapitole 4 opisujem svoje zaciatky
s experimentami tykajucimi sa rovinnych teseldcii; na zaklade ich vysledkov som si vy-
tycila ciele, metddy vyskumu a javy a kategdrie, ktoré som chcela skiimat. Kapitola 5
sa venuje hlavnej ¢asti vyskumu. V niom okrem planovanej vyskumnej skupiny — ziakov
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témou vhodnou pre zaradenie do vyucCovania matematiky najméi zaklad-
nej skoly, pretoze ziakom prirodzenym a zadbavnym spésobom predvadza
roznost geometrickych zavislosti a vztahov, ktoré sa ¢asto vo vyucovani
geometrie stracaju. A naviac vytvaranie rdznych typov teselacil rozvija
u deti (ale aj u dospelych) vytvarni a geometricki predstavivost a kul-
tivuje ich estetické citenie (vid napriklad obr. 8). Ziaci st pritom ¢asto
bez zlozitého vysvetlovania schopni pouzit intuitivne to, ¢o sa v ich Zivote
prirodzene vyskytuje (napriklad zhodné zobrazenia), zatial ¢o my, ucitelia,
sa ich to snazime naucit ako nieco absolitne nové. Myslim si, Ze obrazky
nakreslené ziakmi uvedené v praci a ich reakcie pozitivny vplyv teselacii
dokazuju.

druhého stupnia zakladnej skoly — vystupuju aj studenti gymnazia, ktorych som ucila
matematiku. Nakoniec kapitola 6 podava zhrnutie prevedenych experimentov.
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Kapitola 1

Rovinné teselacie

Rovinnou teseldciou 7 nazvem mnozinu dvojrozmernych ohranic¢enych
utvarov v euklidovskej rovine, ktora predstavuje sucasne pokrytie roviny,
resp. jej Casti, bez prekrytiat. (Analogicky je definovana priestorovd tese-
ldcia ako pokrytie bez prekrytia v trojrozmernom priestore.’) Utvary vy-
tvarajuce teselaciu sa nazyvaju cely, vrcholy ciel vrcholy teseldcie, strany
ciel strany teseldcie. Napriklad rovnako velké Stvorce mozu vytvarat rozne
teselacie, pricom prienikom jednotlivych Stvorcov moze byt celd strana
stvorca, jeho vrchol alebo prazdna mnozina; takato teselacia sa nazyva
strana k strane (obr. 9a), pripadne je prienikom ciel teselacie len ¢ast strany
cely (obr. 9b). V pripade teselacie strana k strane spaja strana dva vrcholy
a kazdy vrchol je koncovym bodom niekolkych stran; pocet tychto stran sa
nazyva valencia vrcholu teselacie.%

Rovinni teselaciu je mozné chapat aj ako dekompoziciu alebo kom-
poziciu roviny, resp. jej Casti (podla [Peregrin, 1999]). Dekompoziciou je
napriklad rozstrihnutie pohladnice na ¢asti (charakterizované ako prechod
od teselacie k cele/celam), kompoziciou usporiadanie tychto ¢asti tak, aby
vznikla teselacia s pdvodnym alebo inym usporiadanim (prechod od cely /ciel

4 [covering without overlapping]
® B. Griinbaum a G. C. Shephard v [Griinbaum, Shephard, 1977, str. 227] definuju

rovinnu teselaciu nasledovne: ,Rovinné dlazdenie je systém mnozin nazyvanych dlazdice,
ktoré pokryvaji rovinu bez medzier a prekryti.“ [A tiling of the plane is a family of sets
— called tiles — that cover the plane without gaps or overlaps.] V tejto definicii je mozné
zamenit pojem ,plane“ za pojmy ,space“ resp. ,, Euclidean n-dimensional space“, a tak
ziskat zovSeobecnenie pre teselaciu v euklidovskom n-rozmernom priestore.

6 Terminoldgia pouzitd v praci bola ¢erpand najmé z publikdcii [Griinbaum, Shep-
hard, 1987], [Coxeter, 1989], [Ponizil, 1998]. Pojmy bolo nevyhnutné prelozit a niektoré
upravit pre slovensky jazyk, kedZe terminoldgia nie je pristupné v slovenskych publiké-
ciach; niektoré pojmy sa ale nachadzaju v [Pradlové, 2001] alebo [Marcinek, 2001].
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k teselacii). Pod pojmom konstrukcia/vytvorenie teselacie rozumiem na-
kreslenie teselacie pomocou rysovacich potrieb ale i volnou rukou alebo
vytvorenie teselacie z uz pripravenych ciel. (Za kompoziciu je mozné pova-
zovat aj konstrukciu Voronojovej teselacie; blizsie podkapitola 1.2.)

a) b)
Obr. 9 a) Stvorcova teselacia strana k strane (valencia kazdého vrcholu je 4),
b) Stvorcovéa teselacia, ktora nie je strana k strane.

Monoedrdlna teselacia je teselacia 7, ktorej kazda cela T; je kongru-
entnd (priamo alebo zrkadlovo) s jednou danou mnozinou 7' nazjvanou
protocela (t. j. vSetky cely teselacie st rovnakého tvaru i velkosti). Proto-
celou mdze byt jedna cela (ako napriklad v pripade Stvorcovych teseldcii
na obr. 9b), ale i koneénd mnozina viacerych ciel (napriklad na obr. 10).
Diedrdlna teselacia 7 je teselacia, ktorej kazda cela T; je kongruentnd s jed-
nou z dvoch roéznych protociel (napriklad obr. 11). Podobne sa definuje
triedrdalna, kvadriedrdlna, ..., n-edrdlna teselacia s 3, 4, ..., n réznymi pro-
tocelami. Problematika rovinnych n-edrdlnych teselacii (2 < n) je hlbsia
a ovela rozsiahlejsia, a k jej $tudiu je mozné pouzit napriklad publikaciu
[Griinbaum, Shephard, 1987].

4 |”I]|I|!

UL d

I
M

b)
Obr. 10 M. C. Escher: a) Eight Heads [Osem hlav] (1922), b) protocela teselacie.”

" Ak nebude uveden4 ind informaécia, tak vsetky obrazky od M. C. Eschera su prevzaté
z internetovej stranky http://www.mcescher. com [stranka aktuélna k driu 17. 1. 2010].
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Pojem teseldcia je prevzaty z anglického tessellation® odvodeného zo
slovesa tessellate (pokryvat), ktoré pochadza z gréckeho slova Técgape(
(tessares) s vyznamom ,Styri“. Gréci nazyvali hraciu kocku Té¢scapa (tes-
sara), pretoze kazda jej stena mala Styri hrany. Latinské slovo pre hraciu
kocku je tessera, jeho zdrobmneliny su tessella alebo tesserula. Napriklad
slovnik [Webster’s New Collegiate Dictionary, 1989, str. 1382] vysvetluje
slovo tessera ako mala tabulku dreva, slonoviny a pod. pouzivanu ako Ze-
ton, 16s alebo ako hraciu tabulu v starovekom Rime.

Obr. 11 Diedrélna teselécia.

Z matematického hladiska st teselacie velmi bohatou oblastou, ¢o do-
kazuje aj velky pocet knih a c¢lankov im venujici sa. Publikované boli
Specialne monografie zaoberajice sa teselaciami (napriklad [Okabe a kol.,
1992], [Mgller, 1994]), pripadne st im venované samostatné kapitoly v kni-
hach venovanych konvexnej (napriklad [Schulte, 1993]) ¢i stochastickej
geometrii (napriklad [Stoyan a kol., 1990], [Sax] a kol., 1995]), alebo je
tedria teselacii tesne spitd s tedriou geometrickych symetrii (napriklad
[Griinbaum, Shephard, 1987]).

KedZe tlohy zadané v experimentoch predvyskumu a hlavného vy-
skumu (kapitoly 4 a 5) sa tykali len rovinnych teselacii a ich vlastnosti,
v tejto kapitole je podany prehlad najdolezitejSich matematickych pojmov
a poznatkov prave o rovinnych teselaciach; priestorové teselacie, resp. li-
nearne, spomeniem len v pripade, Ze je to v suvislosti s dvojrozmernym

8 v anglickej literatiire sa okrem pojmu tessellation pouzivaju aj pojmy tiling, paving,
parquetting alebo mosaic, v nemeckej literature Pflasterung, Felderung, Teilung, Par-
kettierung a Zerlegung, vo francizskej pavage, carrelage a dallage a v ruskej naprxemaonc,
pasbuenue, samowenue [Griinbaum, Shephard, 1987, str. 16]. V ¢eskej literattre sa vy-
skytuji pojmy pokryti roviny mnohothelniky [Kufina, 2002], rovinnd alebo prostorovd
teselace [Saxl a kol., 1997], [Ponizil, 1998], mozaika [Kupcdkova, 2001], v slovenskej
rovinnd mozaika (pre pripad roviny), vgplni roviny alebo priestoru, parket a dlazba [Mar-
cinek, 2001], parketdz, dlazdickovanie alebo kachlickovanie. Vyznamy niektorych pojmov
sa od seba mierne li$ia (napriklad parket — dlazba, vid [Marcinek, 2001]), ale tymito roz-
dielmi sa nebudem podrobnejsie zaoberat. Pre itvary vytvarajice teseldciu sa v anglickej
literattire pouzivaji pojmy tiles [Griitnbaum, Shephard, 1977] alebo cells [Schulte, 1993],
v Ceskej a slovenskej buriky, cely [Ponizil, 1998] alebo dlaZdice [Kupcakova, 2001], [Mar-
cinek, 2001].
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pripadom nevyhnutné alebo zaujimavé.? Podkapitola 1.1 sa zaober4 pravi-
delnymi rovinnymi teselaciami, podkapitola 1.2 tymi, ktoré sa vyznacuju
nepravidelnostou, a podkapitola 1.3 teselaciou v roli struktury.

1.1 Pravidelné teselacie

Pod pravidelnymi teselaciami sa obycajne chapu tri monoedréalne
strana k strane teselacie — teselacia vytvorena zo zhodnych §tvorcov (Stvor-
covd), z rovnostrannych trojuholnikov a z pravidelnjch Sestuholnikov.!®
V tejto praci ale pravidelnou teseldciou budem nazyvat taka teselaciu, ktora
sa vyznacuje pravidelnostou vzhladom k tvaru a usporiadaniu svojich ciel,
pricom sa zameriam len na dvojrozmerny pripad monoedralnych teselacii.
Najprv zhrniem, ktoré mnohouholniky vytvaraji monoedralnu teselaciu,
potom ukazem moznosti pre aplikadciu zhodnych zobrazeni na cely, ktora
vedie k vytvoreniu tzv. escherovskych teselacii, a nakoniec sa pomocou grup
symetrie poktsim opisat rozne typy pravidelného usporiadania ciel.

1.1.1 Mnohouholnikové teselacie

Odpoved na otézku, ktory pravidelny mnohouholnik vytvara monoed-
ralnu rovinnu teseléciu, je z pohladu $kolskej matematiky jednoducha: je to
Stvorec, rovnostranny trojuholnik a pravidelny Sestuholnik (obr. 12). Dévo-
dom je, Ze len tieto pravidelné n-uholniky maja velkosti vntatornych uhlov
také, ze ich celociselny nasobok je rovny 360° (rovnostranny trojuholnik:
6 x 30°, stvorec: 4 x 90°, pravidelny Sestuholnik: 3 x 120°). Takisto zname
a jednoducho dokazatelné je, ze lubovolny stvoruholnik (aj nekonvexny, vid
obr. 13a) vytvara rovinnu teseldciu (dokaz je na obr. 14 a obr. 15) a lubo-
volny trojuholnik takisto!* (obr. 13b). Dané teselacie nazvem Stvoruholni-
kova a trojuholnikovd, teselaciu vytvorent opakovanim jedného n-uholnika
n-uholnikova.

9 K stadiu trojrozmernych teseldcii je mozné odporucit napriklad [Okabe a kol., 1992],
[Saxl a kol., 1995], [Ponizil, 1998].

10 Polopravidelnt teseldciu potom predstavuje teselacia vytvorena opakovanim roz-
nych pravidelnych mnohouholnikov, ktorych usporiadanie a pocet je okolo kazdého vr-
cholu rovnaké (vid Priloha IT). Takto zadefinované pravidelné a polopravidelné teselacie
su tiez znadme pod nazvom archimedovské.

' Dokaz je zalozeny na rovnakom principe ako dokaz pre $tvoruholniky; dalsou moz-
nostou je jednoduché predstava, ze pre kazdé dva zhodné trojuholniky existuje moznost
vytvorenia $tvoruholnika (napriklad rovnobeznika).
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a) b) c)
Obr. 12 Monoedralne teselacie vytvorené opakovanim zhodnych pravidelnych

mnohouholnikov: a) §tvorec, b) rovnostranny trojuholnik, c¢) pravidelny Sest-
uholnik.

a) b)
Obr. 13 a) Stvoruholnikova teseldcia s celou v tvare nekonvexného §tvoruhol-
nika, b) priklad trojuholnikove;j teselécie.

)
5
0
e) B '
Obr. 14 Pre stéet velkosti vniatorngch uhlov v lubovolnom $tvoruholniku plati:
a+ B4+ =360°

Problematika vytvarania monoedralnych teselacii opakovanim jedného
konvexného n-uholnika s n > 5 uz ale nie je taka jednoduché. Ako z pred-
chadzajucich riadkov vyplyva, pravidelny pétuholnik nepatri k ttvarom,
ktoré je mozné vyuzit ako celu teselacie, ale niektoré dalsie konvexné pétu-
holniky d4no. Na druhej strane pravidelny Sestuholnik vytvara teseldciu, ale
neplati to pre kazdy Sestuholnik. Kym ale problém, ktoré konvexné Sest-
uholniky vytvaraju teselaciu, bol uz vyrieSeny, pre konvexné pétuholniky
analogickd otézka nebola dlho uzavretd. Zoznam teselujtcich Sestuholni-
kov predstavuji tri typy Sestuholnikov na obr. 16 (pod ,typom* sa rozumie
mnozina mnohouholnikov, ktoré vyhovuji uréitym podmienkam pre velkost
stran a vnutornych uhlov), pocet vsetkych typov teselujicich péatuholnikov
je podla vyskumov $trnést. Opis vyhovujtcich Sestuholnikov a pétuholnikov
s nakresmi, ktoré boli objavované nezavislo odbornikmi i laikmi, je mozné
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najst napriklad v [Schattschneider, 1978a] alebo v [Griinbaum, Shephard,
1987, str. 492-494]. (Blizsie informécie o monoedralnych patuholnikovych
a Sestuholnikovych teselaciach vid podkapitola 2.2.)

Obr. 15 Otocenim Stvoruholnika o 180° okolo stredu jednej zo stran a okolo
stredov dalsich troch strén, sa vytvori monoedralna stvoruholnikova teselacia.

Pre konvexné n-uholniky s n > 7 ale plati, zZe ziaden z nich nevytvara
monoedralnu rovinnu teselaciu. Dokaz pochadza od I. M. Nivena a je mozné
ho ndjst napriklad v [Niven, 1981, str. 150-153].1? (Predpoklad konvexnosti
je podstatny — vid obr. 4a.)

Obr. 16 Tri typy Sestuholnikov vytvarajicich monoedrilne rovinné teselécie;
kazd4 z prislusnych troch teselacii je izoedralna (vid ¢ast 1.1.3). Podmienky,
ktoré musia niektoré strany spliiat, st vyznacené v obrazku (strany s rovnakymi
dlzkami sti oznacené rovakymi pismenami), podmienky pre velkosti vntitornych
uhlov st nasledujice: a) =21 —a—7v, e =21 -5 — ¢, b) v =21 — 5 — ¢,
e =21 — a — (3, ¢) velkost troch vnttornych uhlov je 120°.

Na konci tejto ¢asti by som sa cheela eSte pozastavit pri probléme exis-
tencie algoritmu, pomocou ktorého by bolo mozné zistit bez vytvorenia

12 Prvykrat dokaz Ivan Morton Niven publikoval v decembri 1978 (Niven, I. Convex
Polygons which Cannot Tile the Plane. American Mathematical Monthly vol. 85, No. 10,
1978, str. 785-792).
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teselacie, ¢i sa opakovanim danej cely, resp. protocely (v tvare mnohou-
holnika, ale aj so zaoblenymi ,stranami“) v rovine vytvori monoedrilna
rovinna teselacia. Tymto algoritmom je pouzitie tzv. Conwayovho kritéria
(obr. 17; vid napriklad [Schattschneider, 1980]). To tvrdi, Ze cela vytvara
monoedrélnu teselaciu, ak je moZzné rozdelit jej hranicu (obvod) na Sest
Casti tak, aby Casti a a d vznikli navzdjom posunutim, zatial ¢o ostatné
Styri Casti b, ¢, e a f st krivkami, z ktorych kazda méa stred simernosti.
Nevyhodou je, ze kritérium je len postacujicou podmienkou pre existenciu
teselacie a nie nutnou; napriek tomu ma ale Siroké uplatnenie.

a

! LT

’ .
' C
d
Obr. 17 Pouzitie Conwayovho kritéria: casti a a d vznikli navzajom posunutim,
zatial ¢o ostatné Styri Gasti b, ¢, e a f st krivkami, z ktorych kazd4 mé stred
stimernosti (obrazok nakresleny podla [Schattschneider, 1980]); tvar splhajuci
tieto podmienky vytvara opakovanim monoedralnu teselaciu.

1.1.2 Escherovské teselacie

Holandsky umelec M. C. Escher (vid blizsie podkapitola 2.1) sa v mno-
hyrch svojich grafikach venoval teseldcidm.'® Jedna z takto zameranych gra-
fik je na obr. 18, na ktorej je znadzorneny postup vytvarania teselacii s ¢ier-
nobielymi celami v tvare vtaka a rybky (ak sa neberie do ivahy farebnost,
tak v Casti 10 je protocelou vtak, v casti 11 rybka, protocela v casti 12 je
zlozend z rybky a vtéka). Autor vychadzal z pociatoéného rozdelenia roviny
dvoma systémami rovnobeznych priamok, vysledkom ktorého bola mono-
edralna kosodlznikova teselacia (¢ast 2 —4). V ¢asti 5 deformuje dve susedné
strany cely, ktoré nasledne posunie (t. j. zobrazi posivanim) na prislusné
protilahlé strany. Deformaécie v dal$ich ¢astiach st komplikovanejsie, opa-
kujtci sa ttvar ale stale spliia poziadavku ,,¢o sa uberie (prida), to sa musi
pridat (ubrat)“.!* Nakoniec sa cely este vyzdobia urcitym motivom a vy-
sledkom procesu su teselacie s celami v tvare rybky a vtaka. Takyto postup
vytvorenia teselacie nazvem escherovsky a prislusna teselaciu escherovska.

13" publikécia [Bool a kol., 2000] mapuje zivot a prdcu M. C. Eschera a je v nej mozné
najst nielen kompletni prehliadku jeho tvorby, ale aj opis postupov, ktoré pouzil pri
vytvarani niektorych teselacii.

14 pr spravnom zobrazeni deformovanych stran plati zachovanie obsahu pévodne;j cely,
a tak vSetky opakujiice sa titvary maji rovnaky obsah ako kosodlznik z casti 2.
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Obr. 18 M. C. Escher: Regular Division of the Plane I [Pravidelné delenie

roviny I] (1957).

Pre vytvorenie escherovskych teselacii je najvhodnejSie pouzit tri mno-
houholnikové teselacie — so Stvorcom (resp. vo vSeobecnosti rovnobezni-
kom), rovnostrannym trojuholnikom (napriklad obr. 21) alebo pravidel-
nym Sestuholnikom ako opakujtiicou sa celou. Deformécie stran ciel mozu
byt rozne'® (ako napriklad na obr. 19, obr. 20) a k ich zobrazeniu sa pouziji
zhodné zobrazenia — posunutie o vzdialenost protilahlych stran a otocenie
okolo vrcholu cely o 60° (rovnostranny trojuholnik), 90° (Stvorec) alebo
120° (pravidelny Sestuholnik).!6 K dalsim zobrazeniam, ktoré je mozné po-
uzif pri vytvarani ciel a teselacii, patri zrkadlenie a posunuté zrkadlenie'”
(vid nasledujica podkapitola); tieto zobrazenia som ale pri vysvetlovani
escherovskych postupov v experimentoch nevyuzila, preto sa im blizsie
nebudem venovat (pre detailnejsie informacie vid napriklad [Bool a kol.,
2000]).

15 Viac ingpiracif je mozné najst napriklad v [Teeters, 1974] a [Ranucci, Teeters, 1977].

16 Do uvahy pripada aj otocenie okolo stredu tychto ciel: o 120° v rovnostrannom
trojuholniku, o 90° v $tvorci a o 60° v pravidelnom Sestuholniku.

17 Pod zrkadlenim rozumiem osovi stmernost, posunuté zrkadlenie je potom zobra-
zenie zlozené z osovej simernosti a posunutia.

15



Obr. 19 Niekolko moznosti pre deforméciu stran ciel, ktord bude nésledne zo-
brazena postvanim.

™
s

~

Obr. 20 Niekolko moznosti pre deforméciu stran ciel, ktord bude nasledne zo-
brazena otacanim.

Obr. 21 Escherovska teselacia, ktorej cela vznikla deformovanim strany rovno-

stranného trojuholnika, otocenim tejto deformacie okolo vrcholu trojuholnika

0 60° a posunutim po jeho strane.

Ak sa pri tvorbe cely escherovskej teselacie deformuje len jedna strana
a nasledne je tato deformdcia zobrazend (napriklad postvanim ako na
obr. 22a, obr. 23a), tak pouzité prislusné zobrazenie nazvem jednondsobneé,
ak sa pouzije ta istd deforméacia na dve strany cely a dvakrat sa zobrazi
(napriklad obr. 22b, obr. 23b), tak dvojndsobné. V pripade Sestuholnikovej
cely méoze nastat aj trojndsobné (obr. 23c) zobrazenie tej istej deformacie.
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a) b) c)
Obr. 22 a) Jednonésobnd, b) dvojnisobnd deformécia stran cely Stvorcovej
teselacie; ¢) dve rozne deformacie stran cely Stvorcovej teselacie.

Pri vytvarani escherovskych teselacii je mozné na jednej cele deformo-
vat strany dvoma (napriklad obr. 22¢) alebo troma réznymi sposobmi.

QY W

Obr. 23 a) Jednonésobnd, b) dvojnasobna, c¢) trojndsobna deformécia stran
cely Sestuholnikovej teselacie.

Modely, ktoré som pouzila pri vysvetlovani escherovskych postupov
v experimentoch predvyskumu a hlavnej ¢asti vyskumu (podkapitoly 4.1.2,
5.1.2 a 5.2.2), boli zvolené tak, aby boli deformécie stran ciel ¢o najjedno-
duchsie a pouzité zobrazenia jednonasobné. Preto pri kresleni vlastnych
teselacii deti neboli silno ovplyvnené predlozenymi modelmi, a ak doslo
k ich ,napodobiiovaniu®, tak bolo jednoduché to zistit.

1.1.3 Rovinné grupy symetrii

Vsetky doteraz predlozené teselacie sa vyznacovali pravidelnym opa-
kovanim jednej cely, resp. protocely. Podla sposobu tohoto opakovania je
mozné kazdu z teselacii zaradif do jednej zo sedemndstich rovinnych grip
symetrii. Skor ako vysvetlim toto tvrdenie, je nevyhnutné objasnit niekolko
pojmov, ako ich chapem.

Pod pojmom motiv rozumiem Iubovolny ohraniceny geometricky ttvar
v rovine (napriklad obr. 24a), vzorom jeho pravidelné opakovanie (obr. 24b).
V pripade, ze motiv predstavuje uzavrety rovinny utvar (napriklad obr. 24c),
ktory je mozné opakovat v rovine bez medzier a prekryti (t. j. motiv pred-
stavuje celu), dostanem teseldciu'® (obr. 24d). Ak este kazdu celu teseldcie
dokreslim nejakym motivom (rovnakym alebo réznym), tak moZem pove-
dat, Ze teselacia je ozdobend ornamentom (obr. 24e).

18 Teselaciu je tak mozné povazovat za $pecidlny pripad vzoru.
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Obr. 24 a) Motiv, b) vzor (grupa symetrie pg, vid nizsie), ¢) uzavrety motiv,
d) teselacia (grupa symetrie pl), e) teselacia ozdobend ornamentom.

~

Kazdé zhodné zobrazenie v rovine — posunutie, otocenie, zrkadlenie
a posunuté zrkadlenie — zobrazujuce celu teselacie 7 na inu jej celu sa na-
zyva symetria teselacie (alebo tieZ izometria; priklady symetrii pre pismena
A, N a H st na obr. 25). Mnozina vSetkych symetrii teselacie 7" vytvara
jej diskrétnu grupu symetrii S(T).12 Dve vzorové cely teselacie st ekvi-
valentné, ak S(7 ) obsahuje izometrické zobrazenie, ktoré zobrazuje jednu
vzorovu celu na druht; stibor ciel ekvivalentnjch s danou vzorovou celou sa
nazyva jej triedou tranzitivnosti. Ak vsetky cely teselacie 7 vytvaraja jednu
triedu tranzitivnosti, tak je to teselacia izoedrdlna (obr. 26a). Ak teselacia
7T ma presne k tranzitivnych tried vzorovych ciel (napriklad obr. 26b), tak
sa nazyva k-izoedrdlna. Symetrickou teselaciou sa rozumie teselacia, ktora
sa vyznacuje lubovolnou symetriou; ak grupa symetrii teselacie obsahuje
aspon dve posunutia v nerovnobeznych smeroch, tak sa teselacia nazyva
periodickd |Griinbaum, Shephard, 1987].

Jednorozmerné grupy symetrii vzoru sa nazyvaju frizové vzory (je ich
7 — obr. 27), dvojrozmerny pripad tapetové vzory (je ich 17 — obr. 28) a 230
priestorovych grip je zndmych pod nazvom krystalografické.*

19 Grupa rovinnych symetrii spliia vlastnosti grupy: asociativitu, existenciu neut-
ralneho prvku (identita) i existenciu inverzného prvku ku kazdému prvku (inverzné
zobrazenie).

20y anglickej literattire sa pouzivaju pojmy frieze patterns, wallpaper patterns, crys-
tallographic patterns. Dalsie informacie o rovinnych i krystalografickych grupach symet-
rii su v podkapitoldch 2.1 a 2.2; pre hlbSie $tudium tedrie grap symetrii vid napriklad
[Griinbaum, Shephard, 1987] alebo [Darvas, 2007].
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a) b) c)
Obr. 25 Symetrie pismen: a) velké tladené pismeno A je symetrické podla ver-
tikdlnej osi, b) pismeno N v otoceni o 180° okolo stredu ,strednej priecky*,

¢) pismeno H mé dve na seba kolmé osi symetrie a symetriou je aj otoCenie
0 180° okolo priese¢niku tychto osi.

—
~N

a)
Obr. 26 a) Izoedrélna teselacia (t. j. existuje len jedno mozné usporiadanie

zhodnych ttvarov daného tvaru v rovine bez medzier a prekryti),
b) 2-izoedralna teselcia.

=
~—

Pre oznacenie grup symetrii pouziva krystalografia rézne symboly a za-
pisy. Oznacenia z prvého stlpca v Tab. 1 st prevzaté z Medzinirodnjch
tabuliek pre rontgenovi krystalografiu?!, symboly st nanajvys stvorclenné
a skratky v oznaceniach maji nasledovny vyznam:

m — zrkadlenie podla osi [mirroring in an axis|; g — posunuté zrkadlenie
[glide reflection]; 1 — posunutie o jednotku [translation by one unit]; 2, 3,
4, 6 — dvoj-, troj-, Stvor-, Sest- nasobné otocenie [2, 3, 4, 6-fold rotation];
p — primitivna rovinna bunka [primitive cell]; ¢ — centrovand rovinna bunka
[centred lattice].

21 Henry, N. F. M., Lonsdale, K. International Tables for X-Ray Crystallography,
vol. 1. Birmingham: Kynoch Press, 1952. Spoluautorkou tychto tabuliek pre rontgenovi
krystalografiu bola Kathleen Yardleyova-Lonsdalova (1903-1971), ktord vyznamne pris-
pela k tedrii priestorovych griup, venovala sa strukttram krystalov organickych zlticenin
a vlastnostiam prirodnych i umelych diamantov. O vyznamnosti jej prace hovori jej
zvolenie do Royal Society v roku 1945, kedy sa ¢lenovia tejto spolo¢nosti rozhodli po
prvykrat prijat aj dve Zeny (spolu s mikrobiologickou Marjory Stephensonovou).
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a) 11 — posunutie,

0 N; SO NG
b) ml — zrkadlenie podla vertikalnej osi a posunutie,
N O N; N;
@O O O &F
c) 1m: zrkadlenie po.dl’a horizontémlzej osi a posunrltie7
sON; H X3 H
o 17 H

d) mg — zrkadlenie podla vertikalnej osi a posunuté zrkadlenie podla horizontalnej osi,

?» N 0O N: O
VO @7 2 @7

[ 4 A J
e) mm — zrkadlenie podla vertikalnej a horizontélnej osi,

M 0 0 M
‘l- @: @F &°
) 12 — posunutia v dvoch navzajom opacénych smeroch,
N N N N;
O O OF &F

g) 1g — posunutie a posunuté zrkadlenie podla horizontalnej osi.

T A 1N
1YL

Obr. 27 Reprezentanti siedmych jednorozmernych grip symetrii a ich stru¢na
charakteristika.??

22 Motiv odtlacku chodidla je Gasto pouzivany pri vysvetlovani frizovych grip symetri.
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Obr. 28 Reprezentanti sedemnéstich rovinnych grip symetrii podla G. Pélyu
(blizsie informécie vid podkapitoly 2.1 a 2.2).

Pre ukazku predvediem zaradenie piatich teselacii na obr. 30 od
M. C. Eschera k prislusnej grupe symetrii, pricom sa zameriam len na
tvarovil symetriu a nebudem brat do Gvahy farebni symetriu. Pouzity al-
goritmus pre zaradenie vzoru ku grupe symetrii je na obr. 29.%

2 Algoritmus je prevzaty z internetovej stranky Donalda W. Crowa Symmetries of
Culture, http://vismath6.tripod.com/crowel/ [stranka aktudlna k diu 17. 1. 2010].
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Medzinarodné |Oznacenie Cast
tabulky pre RT'G| podla | Operacie generujucehol
krystalografiu |G. Pdlyu atvaru
pl Ch 2 posunutia 1
p2 Cy | 3 otocenia o 180° 1/2
pm D1kk | 2 zrkadlenia a 1 posunutie 1/2
pg Digg | 2 rovnobezné posunuté zrkadlenia 1/2
cm Dikg | 1 zrkadlenie a 1 rovnobezné posunuté zrkadlenie 1/2
pmm Dokkkk| 4 zrkadlenia na stranach rovnobeznika 1/4
pmg Dskkgg| 1 zrkadlenie, 1 posunuté zrkadlenie 1/4
pgyg D2gggg| 2 kolmé posunuté zrkadlenia 1/4
cmm, Dskgkg| 2 kolmé zrkadlenia a 1 otocenie o 180° 1/4
p4 Cy 1 otocenie o 180°a 1 otocenie o 90° 1/4
pdm Dj} 3 zrkadlenia na strandch rovnoramenného 1/8
(45°, 45°, 90°) trojuholnika 1/8
pdg DY | 1 zrkadlenie a 1 otocenie o 90° 1/8
3 C3 | 2 otoCenia o 120° 1/3
p3ml D3 1 zrkadlenie na stranch rovnostranného trojuholnika 1/6
p31lm DY 1 zrkadlenie a 1 otocenie o 120° 1/6
6 Cs 1 otocenie o 180°, 1 otocenie o 60° a 1 otocenie 0 120°|  1/6
pbm Dg 3 zrkadlenia na stranach pravouhlého
(30°, 60°, 90°) trojuholnika 1/12

Tab. 1 Oznacenia jednotlivych grip symetrii podla Medzindrodnych tabuliek
pre rontgenovi krystalografiu (prvy stipec), podla G. Pélyu (druhy stipec) a ich
stru¢ny opis (treti a $tvrty stipec) podla [Schattschneider, 1978b] a [Darvas,
2007].

Podstatou procesu zaradenia ku grupe symetrie je néjst najmensi (za-
kladny) motiv, ktory sa dalej posivanim a ota¢anim v rovine opakuje, a tak
vytvéara teselaciu, resp. vo vSeobecnosti vzor. V pripade teselacii moze byt
motivom jedna cela, jej ¢ast (polovica, tretina, Stvrtina, Sestina), pripadne
dve alebo viac ciel. Na zaciatku je potrebné urcif najmensi uhol otacania
tohoto zdkladného motivu, pricom je mozné dokazaf, Ze jediné moznosti
pre velkost uhla otdc¢ania st 180°, 120°, 90° a 60°.2* Ak vzor nem4 Ziadnu
int symetriu otdcania len tzv. trividlnu (otocenie o 360°, resp. 0°), tak sa
pouzije prva moznost v klasifikdcii — 0°.

Okridlené kone (obr. 30a)

Cela teselacie (v tvare koria) nie je symetrickd, preto sa pri opakovani zo-
brazuje cely tento ttvar. Dalsiu celu nie je mozné ziskat otdcanim (prva
moznost z algoritmu — 0°), pri opakovani sa nepouzije ani zrkadlenie, ani
posunuté zrkadlenie. Zaver: teselacia reprezentuje grupu pl.

24 Tento fakt je znamy ako krystalografickd restrikcia [crystallographic restriction].
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Obr. 29 Algoritmus pre uréovanie grupy symetrii teseldcie (resp. v8eobecne

vzoru).

Horizontalne pdsy rybiciek (obr. 30b)

Cela teselacie (v tvare rybky) nie je symetrickd, preto sa pri opakovani
zobrazuje cely utvar. Pri opakovani tohoto itvaru sa nepouzije ani otacCanie,
ani zrkadlenie, ale posunuté zrkadlenie (osou zrkadlenia je vertikéla). Zaver:

teselacia reprezentuje grupu pg.

Jastericky (obr. 30c)

Cela teselacie (v tvare jaSterice) nie je symetrickd, preto sa pri opakovani
zobrazuje cely ttvar. Dalie dve jasterice je mozné ziskaf ota¢anim o 120°
v smere i v protismere hodinovych ruciciek. Pri dalSom opakovani sa ne-
pouzije zrkadlenie. Zaver: teselacia reprezentuje grupu p3.
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Obr. 30 Vybraté monoedralne teseldcie od M. C. Eschera.?®

25 Teselacie pochéadzaju z Escherovho nacrtnika pod ¢islami 105, 88, 107, 93, 25; ob-
razky je mozné najst na internetovej stranke http://www.mcescher.com v kategdrii
Galéria [stranka aktualna k diiu 17. 1. 2010].
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Modré rybicky (obr. 30d)

Cela teselacie (v tvare rybky) nie je symetrickd, preto sa pri opakovani zo-
brazuje cely ttvar. Najmensim uhlom otécania je 180° (stredom otocenia je
bod v strede hranice malej plutvy alebo v strede dlhsej ¢asti chvosta), a tak
zékladnym ttvarom, ktory sa opakuje v celej teselacii, je ,,dvojrybicka®. Pri
opakovani sa nepouzilo zrkadlenie, ale pouzilo sa posunuté zrkadlenie (za-
klad dvojrybicka: svetld ,pozera” doprava hore, tmava dolava dole, a do
nich ,,vsunutd“ dvojrybicka — svetla ,pozera“ dolava hore a tmava doprava
dole, takze musi existovat posunuté zrkadlenie). Zaver: teselacia reprezen-
tuje grupu pgg.

Morské koniky (obr. 30e)

Cela teselacie (v tvare morského konika) nie je symetrickd, preto sa pri
opakovani zobrazuje cely utvar. Dalsieho konika je mozné ziskat pomo-
cou otocenia o 180°, pri¢om stredom otdc¢ania mozu byt Styri rozne body
(vSetky Styri st na nacrte vyznacené a su viditelné) leziace v dvojiciach na
vyznacenych rovnobeznych priamkach. Zakladom je teda ,,dvojkonik“ (je-
den hlavou hore a jeden hlavou dole). Pri dalSom opakovani sa uz nepouzije
zrkadlenie, ani posunuté zrkadlenie. Zaver: teselacia reprezentuje grupu p2.

O farebnej symetrii teselacii, resp. vzorov, je v literatiire méalo infor-
mécii. Kedze ale mnohé teselacie, ktoré deti nakreslili (kapitoly 4 a 5), sa
vyznacovali opakovanim farieb, zhrniem aspon niektoré z nich. Informécie
som ¢erpala z publikicie [Griinbaum, Shephard, 1987], ktora sa ale v tejto
oblasti venuje vzorom, takZze som si pojmy musela prispdsobit pre teselacie.

a) b)

Obr. 31 Dokonale farebné teselacie: a) Stvorfarebnd, b) Sestfarebnd.

Nech 7 je monoedralna teselacia a kazdej jej cele je mozné prira-
dif jednu z kone¢ného poctu farieb k. Takuto teselaciu nazvem farebnou.
Vsetky cely, ktoré maju jednu dant farbu j (5 = 1,..., k), vytvaraja triedu
farebnosti j. Ak kazda z k farieb je priradend aspon k jednej cele tesela-
cie, tak teselacia sa nazyva k-farebnou. Farebnu teselaciu nazvem dokonale
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farebnd?®S, ak je v nej zachovan4 farebnd pravidelnost (obr. 31). Farebnd sy-
metria teselacie 7 je kazda symetria, ktord zobrazi teselaciu tak, aby kazda
farebna cela bola priradena cele tej istej farby. Grupa vsetkych takychto
symetrii sa nazyva grupa farebnych symetrii teselacie. Tab. 2 predkladé po-
et farebnych symetrii pre jednotlivych sedemnést rovinnych grap symetrii
a pre pocet farieb £ < 12.

Rovinné grupa| Pocet farieb
symetrii 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pl 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2
g 2 2 4 2 5 2 7 3 6 2 1
pm 5) 2 10 2 1 2 16 3 12 2 23
cm 3 2 7 2 7 2 13 3 8 2 17
p2 2 1 3 1 2 1 4 2 2 1 3
Pgg 2 1 4 1 4 1 7 2 5 1 9
pmg 5 2 11 2 11 2 19 3 12 2 26
pmm 5) 1 13 1 9 1 21 2 10 1 25
cmm 5 1 11 1 8 1 21 2 9 1 22
p3 - 2 1 - 1 1 - 3 - 4
p31lm TP 2 1 - 5 - 1 3 - - 7
p3ml 12 1 - 4 - 1 3 - - 7
p4 2 - 5 1 2 -9 1 4 - 9
pdg 3 - 7 - 2 - 13 1 3 - 10
pdm 5 13 - 2 - 28 1 3 - 16
6 12 1 - 5 1 1 3 - - 8
pbm 3 2 -1 - 3 3 - - 20
Spolu
periodickych | 46 23 96 14 90 15 166 40 75 13 219
grup

Tab. 2 Pocet k-farebnych grip symetrii pre jednotlivé rovinné grupy symetrii,
k < 12 (tabulka je prevzatd z [Griinbaum, Shephard, 1987, str. 47]).

1.2 Nahodné teselacie

Doteraz opisané teselacie v kapitole 1 sa vyznacovali vyraznou pravi-
delnostou (pravidelné usporiadanie ciel, ich rovnaky tvar a velkost), hribka
ich hranic bola nulova a vSetky boli dvojrozmerné. Priroda je ale plna re-
alnych trojrozmernych teselacii. Teselacie tvorené bunkami zivych tkaniv
st optimalizované — maji velmi podobny tvar i rozmery (obr. 32) a aj

26 Takto zadefinovand dokonale farebna teselacia sa 1isi od definicie v [Griinbaum,
Shephard, 1987].
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ich usporiadanie je ¢iastocne pravidelné. Zrnéa polykrystalickych materia-
lov (a takisto aj ich dvojrozmerné rezy — profily) sa ale vyznac¢uju tvaro-
vou i rozmerovou variabilitou (obr. 33), ktora je désledkom nepravidelného
priestorového rozmiestnenia zarodkov, t. j. generatorov, i moznej lokalnej
variacie rastovych podmienok. Preto sa budem v tejto Casti venovat prave
ndhodnym teseldcidm, a to vo vieobecnosti v R,

7

Obr. 33 Dvojrozmerné rezy hlinika a medi po ECAPe ziskané pomocou EBSD
(blizgie informécie v podkapitole 2.3).

Vychodiskom pre jeden zo sposobov vytvorenia roznych druhov rovin-
nych teselécii je rozmiestnenie bodového systému — generatorov v rovine,
ktoré charakterizuji rézne modely nazyvané bodové procesy?®® s intenzitou

A. Generatory mozu byt rozmiestnené homogénne, t. j. navzajom nezavisle

2T Pre lepsie odlisenie svalovych vlaken bolo svalstvo zafarbené. Za poskytnutie ob-
razku dakujem profesorke Ide Erzen z Institiitu anatémie na Lekarskej fakulte Univerzity
v Lublane.

28 Tento postup ale plati vSeobecne pre R¢.

29 Pre izolované objekty je intenzita ndhodného procesu definovand ako stredna hod-
nota ich po¢tu v jednotke obsahu R?. To isté plati aj pre intenzity mier, napriklad
stredna hodnota dlzky alebo plogného obsahu v jednotke obsahu R,
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rovnomerne nahodne v ,prazdnej“ rovine, pricom odpovedajicim mode-
lom je Poissonov bodovy proces®® (PBP). Je zdkladnym bodovym proce-
som; teselacia nim generovana sa nazyva Poissonova- Voronojova alebo len
Voronojova®' (vid nizsie).

Dalsie bodové procesy s heterogénnym rozmiestnenim bodov®? je mozné
vytvorit pomocou inych pravidiel alebo z PBP selektivhym vyberom, resp.
implantaciou bodovych zhlukov do bodov jednoduchsich procesov, a je
mozné ich rozdelit do troch zdkladnych skupin (napriklad podla [Ponizil,
1998]):

1. Procesy s pevnym jadrom a Gibbsove bodové procesy

Do tejto skupiny patria napriklad nasledujice procesy. Pri Materno-
vom procese I je z pociatocného PBP odstranena kazda dvojica bodov,
ktorych vzdialenost je mensia ako polomer pevného jadra D. Pri Materno-
vom procese II je kazdému bodu z pociatocného PBP nezavisle priradena
hodnota rovnomerne nédhodne z intervalu [0, 1] — ,,¢as vzniku“, a bod nie je
odstraneny len v pripade, ze vSetky ostatné body leziace vo vzdialenosti D
od neho su ,mladsie“. Ak st body postupne generované v zvolenej oblasti
a prijaté st len body s vzdialenostou viiésou ako D od vSetkych uz prijatych
bodov, tak je to prosté postupné zamietanie; pri D = 0 prechadza v PBP.
Straussov proces je Gibbsovym bodovym procesom s parovym potencidlom
0(r) = —In(y) pre 0 < r < R, inak 0, kde ~ je parameter odpudzovania
0<~vy<1a#f(0)=o0;pri~vy =1 prechadza v PBP.

2. Translacné a posunuté bodové mriezky

Translacné bodové mriezky generuju pravidelné teselacie, vzniknuté
cely v8ak nie st vzdy translacne ekvivalentné s mriezkovymi celami (pre
porovnanie obr. 34). Z bodovych mriezok sa v rovine najcastejSie pouzi-
vaju $tvorcové a hexagonélne, v priestore kubické (prosta, plosne centro-
vana a priestorovo centrovand) a hexagonalne mriezky, ktoré sa niektorymi
svojimi celkovymi vlastnostami malo lisia od PBP.

30 Poissonov bodovy proces je mozné charakterizovat napriklad tym, Zze poéty bodov
n v Tubovolne obmedzenej borelovskej mnozine obsahu V' majiu Poissonovo rozdelenie
P(n) = ()‘X,)n exp(—AV), kde A je intenzita bodového procesu. V pripade, Ze body nie st
rozmiestiiované naraz, ale postupne, plati A\ = A(t); vid napriklad [Stoyan a kol., 1987].

31 Ppoissonova-Vorono jova teselacia mé pri stadiu teselacii rovnakt tllohu ako PBP pri
bodovych procesoch. Jej vlastnosti predstavuju standard pre kazdu klasifikaciu.

32 Heterogénne rozmiestnenie bodov (generatorov) moéze byt dosledkom napriklad vza-
jomnej interakcie generatorov, interakcie generdtorov s javmi odlisného charakteru (po-
vrch, fazové rozhrania) alebo premenlivého vonkajsieho pola (zmeny teploty alebo kon-
centrécie latok).
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Obr. 34 Rovinné Voronojove teseldcie generované: a) Stvorcovou mriezkou,

b) kosostvorcovou mriezkou.

Z Tubovolnej bodovej mriezky L? intenzity Az je mozné spojito prejst
k PBP dvoma jednoduchymi postupmi. Bernoulliho proces na mriezke
vznikne, ked pravdepodobnost realizacie Iubovolného uzla je p < 1. PBP
intenzity A dostavame limitou pre p — 0, A\, — oo pri zachovani pA;, =
\ = konst. V. Booksteinovom modeli®® je kazdému bodu priradené posu-
nutie &, s centrovanym trojrozmernym normélnym rozdelenim N (0, ¥?),
Y2 = @?], kde I je jednotkova matica a a je smerodajni odchylka distri-
bicie posunutia. Takto generované teselacie predstavuju spojity prechod
medzi izoedralnymi teselaciami (a = 0) a Poissonovou-Voronojovou tese-
laciou generovanou staciondrnym PBP (a — oo, ale a > 10 je prakticky
postacujuce).
3. Zhlukové polia

Teselacie vytvorené tymto spdsobom predstavuji velmi Sirokia triedu
delenia priestoru. V prvom rade zavisi na volbe bodového procesu rodi-
¢ov, ktorym moze byt mriezka, porusena mriezka, Booksteinov model na
idealnej ¢ porusenej mriezke, PBP alebo nejaky zhlukovy proces. Dalsi
krok predstavuje priestorové rozmiestnenie bodov zhluku — ndhodne ohra-
nicenej n-tice bodov — dcér so strednou hodnotou N, ktoré maju predpisané
rozmiestnenie v nejakej (zvycajne obmedzenej) oblasti. Ak st dcéry neza-
visle rovnomerne nadhodne rozmiestnené v guli s priemerom D, tak sa to
nazyva zhluk globuldrny, ak st na povrchu gule s priemerom D, tak sfé-
ricky. V pripade, Ze su dcéry vo vrcholoch pravidelnych mnohostenov pevne
alebo nahodne orientovanych, tak zhluk nazyvame pravidelny. Rodicovsky
bod je pritom niekedy v procese ponechany, inokedy odstraneny.

Bernoulliho zhlukové pole je modelom nezavislého zhlukovania: nahod-
né zhluky bodov st implantované do rodicovskych bodov (tie st potom
odstranené) s pravdepodobnostou 0 < p < 1. Tento proces predstavuje
spojity prechod medzi Poissonovou-Voronojovou teselaciou (p = 0) zo za-
rodkov a Neymanovym-Scottovej zhlukovym polom (p = 1) bodov.

33 Model je Casto pouzivany vo fyzike a stochastickej tedrii tvaru.
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Rast krystalu ako teselacie prirodzene modeluje tzv. rastovy model
(obr. 35).3* Predpokladom je, Ze zrna za¢nu rast konstantnou rychlostou
v > 0 v rozliénych ¢asoch t; z jadier z;, ktorych rychlost nukleicie je
I(t) = at, kde t je ¢as a a > 0 je [ubovolné konstanta (vid [Stoyan a kol.,
1987], [Velgosova a kol., 2003]). Rast zrna sa lokalne zastavi v kazdom
bode, v ktorom sa susedné zrnd dotknd, pri¢om nové zrno zacina rast len
v eSte nenaplnenom priestore. Takto vzniknuté zrné vytvoria homogénnu
Johnsonovu-Mehlovu teseldciu s celami, ktoré nemusia byt konvexné (vid
napriklad obr. 38). Tento model zahffia aj Voronojovu teseldciu ako Spe-
cidlny pripad, ked vSetky jadra zacnu rast sicasne. Ak je rychlost nukleacie
klesajucou funkciou ¢asu, tak vznikne nehomogénna varianta Johnsonovej-
Mehlovej teselécie.
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Obr. 35 Rastovy model teselacie.

Najjednoduchsim pripadom nahodnej teselacie je prave uz spominana
Voronojova teseldcia. Formalna definicia cely V; Voronojovej teselacie, ktora
je generovana kone¢nym alebo lokalne kone¢nym bodovym systémom P =
{z1,x9,...} d-rozmerného euklidovského priestoru je

‘/; = {flf S Rd,HfL’—fL’ill < ||$—l’j‘|,prei§£j},

kde || - || je euklidovsk4 vzdialenost**. Bod x; nazyvame generdtor i-tej
Voronojovej cely a mnozinu P = {x1, za, ...} mnoZina generdtorov Vorono-
jovej teselacie. Vnutro cely je potom tvorené bodmi priestoru, ktoré maja

34 Rastovym modelom je mozné vysvetlit rast zin krysStalickych a polykrystalickych
latok zo zarodkov.

35 Namiesto euklidovskej vzdialenosti je mozné pouzit napriklad manhattanski vzdia-
lenost, v ktorej je vzdialenost medzi dvoma bodmi P; (21, y1) a P2(22,y2) definovana ako
dizka Tubovolnej cesty spajajicej body po horizontalnych a vertikalnych jednotkovych
useckach, t. j. g(Pr, P2) = |1 — x2| + |y1 — 2|
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k danému bodu z; blizsie ako k ostatnym generatorom; hranice cely st tvo-
rené bodmi rovnako vzdialenymi od viacerych generatorov. Zjednotenim
vietkych ciel V; je Voronojova teseldcia.?¢ (Cely Voronojovej teseldcie st
konvexné mnohouholnikové oblasti.)

Voronojovu teseladciu v R? mozno vytvorit nasledujicim spdsobom:
nech E4(z;,z;) je polpriestor ohrani¢eny nadrovinou symetrie bodov z;, x;
obsahujtci bod x;. Potom prienik vsetkych tychto polpriestorov obsahujici
bod z; je cela Voronojovej teselacie

Vi =) B (wi, ).
i#]
V dvojrozmernom pripade hranice jednotlivych oblasti tvoria body leziace
v rovnakej vzdialenosti od dvoch (alebo viacerych) generatorov a st kon-
Struované ako usecky — Casti osi simernosti dvojic generatorov (obr. 36).

a)
Obr. 36 a) Cast osi usecky AB predstavuje ¢ast hranice cely Voronojovej te-
selacie, b) pri trojici generatorov predstavuju ¢asti osi stran trojuholnika s ge-
neratormi vo vrcholoch hranice ciel.

Ak sa spoja useckami generatory susednych ciel Voronojovej teselacie,
tak vznikne tzv. Delaunayova trianguldcia (alebo tiez Delaunayova teseld-
cia) — obr. 37.37

Konstrukcia prave Voronojovej teselacie bola cielom v jednej z tloh
zaradenych medzi experimentami predvyskumu i hlavného vyskumu (¢asti
4.1.3, 5.1.1 a 5.2.1) a je zaloZena na poslednom spdsobe vytvorenia. Za-
dané body — generdtory — predstavovali stanice autobusov/metra alebo
pristresky proti dazdu, cely teselacie boli spadovymi oblastami.

36 Vo vieobecnosti platia zaujimavé tvrdenia, ze dvojrozmerny rez trojrozmernej Voro-
nojovej teselacie nie je Voronojovou teselaciou, a ak je teselacia zadana bez jednotlivych
generatorov, tak nie je mozné zistit, ¢i je dand teselacia Voronojova alebo nie.

37 Zaujimavostou je, ze Delaunayova teselécia nemusi byt uréend jednoznaéne.
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Obr. 37 Voronojova teseldcia (vyznacend ¢iarkovane) a k nej duélna — Delau-
nayova teseldcia (plna Giara).

1.3 Charakteristiky teselacii

Priame pozorovanie a premeriavanie ciel redlnych trojrozmernych te-
seldcii je vidsinou nemozné a preto je k skimaniu nevyhnutné pouzit dvoj-
rozmerné alebo jednorozmerné rezy tychto teselacii, t. j. Studovat tesela-
cie indukované realnymi teseldciami v rovine alebo na testovacich priam-
kach. Statistické odhady vlastnosti trojrozmernych objektov z ich dvojroz-
mernych alebo jednorozmernych rezov a dvojrozmernych projekcii tenkych
vrstiev st predmetom aplikovanej matematickej discipliny — stereologie.
V tejto podkapitole sa budem venovat charakteristikim, ktoré sa pouzi-
vaji na opis teselacii (dalsie informécie o aplikacii tychto charakteristik
vid podkapitola 2.3).38

PretozZe cely teselacii si obyc¢ajne konvexné (az na vynimky ako napri-
klad na obr. 38), charakteristiky pre ich popis je mozné odvodit z jedno-
duchého tvaru Hadwigerovej teorémy3®, ktora hovori:

Pre mnoZinu konvexnijch objektov IKC v R? plati, Ze existuje d + 1
pohybovo invariantnych, aditivnych a spojitych funkciondlov nad
IC, takych Ze kazZdy dalsi funkciondl s tymito vlastnostami je ich
linedrnou kombindciou s kladnymi koeficientams.

38 Dolezitost tejto problematiky chcem odévodnit aj tym, Ze vicsina dvojrozmernych
teselacii, s ktorymi sa ¢lovek stretéva v zivote, v skuto¢nosti predstavuje teselacie indu-
kované v rovine trojrozmernymi teselaciami.

39 Hugo Hadwiger (1908-1981), $vajciarsky matematik nemeckého povodu. Od roku
1937 az do konca svojho zZivota posobil na univerzite v Berne. Pracoval v rdmci projektu
vyvoja Sifrovacieho stroja NEMA (NEue MAchine), ktory vznikol v rokoch 1941-1943
v Svajciarskom armadnom Sifrovacom centre ako vylepsSena verzia znadmej Enigmy. Jeho
préaca v oblasti geometrie zacala po roku 1935 po stretnuti s vyznamnym nemeckym ma-
tematikom W. J. E. Blaschkem (1885-1962) v Hamburgu. V roku 1957 publikoval knihu
Vorlesungen tiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie [Prednasky o objeme, povrchu
a izoperimetrii] (Springer: Berlin), ktora sa stala zdkladom pre mnoZinovi formuldciu
stochastickej geometrie.
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Pre konvexni mnozinu K dimenzie d je tak velmi vhodnéa nasledujica volba
charakteristik: v4(K), Evy_1(K|Lg—1), ... Evy(K|L,),v(K), kde v; zname-
na obsah (Lebesgueova miera) j-rozmerného objektu (j = 1,...,d),
Ev;(K|L;) je strednd hodnota obsahu ortogondlnych projekcii mnoziny K
do linedrneho podpriestoru dimenzie j, a v je FEulerova-Poincarého cha-
rakteristika. Zvolené charakteristiky teda predstavuji d-rozmerny objem,
subor strednych obsahov ortogonalnych projekcii K do vsetkych linearnych
podpriestorov a charakteristiku v(K), ktora sa pre konvexné telesa rovna 1.

Obr. 38 Rovinny rez polyméru, v jeho lavej Gasti je profil zrna nekonvexného
tvaru.
Pre cely C' dvojrozmernej teselacie sa tak okrem v(C) volia nasledujuce
tzv. rozmerové charakteristiky:
— plosny obsah a (= 1»(C)),
— stredna Sirka w (= Ev;(C|Ly)), t. j. stredna dl7ka priemetu do zviizku
priamok (rovna strednej vzdialenosti opornych priamok)* alebo ekvi-

valentne obvod p rovny podla Cauchyho relacie p = mw?!.

Pre cely trojrozmernej teselacie je volba podobna:

— objem v (= v3(C)),

— stredny plosny obsah projekcii & do nadrovin Ls (= Evy(C|Ls)) alebo
ekvivalentny plosny obsah hranice S opéf tmerny podla Cauchyho re-
lacie S = 4h,*?

— stredna Sirka w (= Ev(C|Ly)), t. j. stredna dizka projekcii do trsu
priamok*3.

40y technickej praxi je tato charakteristika zndma ako Feretov alebo kliestovy priemer.

4L yztah je znamy pre kruh, ale plati vSeobecne, takze napriklad pre Stvorec so stranou
cjew= 4?6 = 1.273c.

42 vztah je pre gulu znamy, ale plati vSeobecne, takze napriklad pre kocku s hranou ¢
: 3.2
je h=5c".

43 Pre gulu je to jej priemer, pre kocku s hranou ¢ je to 1.5¢.
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Priestorovii teselaciu ako mnozinu objektov — ciel — urcuja globdlne
charakteristiky ako objemovd intenzita ciel A (stredny pocet ciel v jednotke
objemu), plosnd intenzita hranic Sy (strednd plocha hranic ciel v jednotke
objemu), a dizkovd intenzita hran Ly (stredné dizka hran ciel v jednotke
objemu). Medzi rozmerovymi a globalnymi charakteristikami je zavislost,
plati A = ﬁ, Sy = 5\ (hranica je vzdy spolo¢na dvom celam). Vzfah pre
intenzitu Ly zévisi od toho, kolko ciel zdiela spolo¢nt hranu; vo Vorono-
jovych teselaciach sa vzdy v jednej hrane stretavaju tri cely a v jednom
vrchole $tyri cely. Preto plati Ly = 4 \Ew.

Zakladnym problémom hodnotenia plosnych, c¢iarovych ¢i bodovych
prienikov trojrozmernych systémov, napriklad teselacii, spoc¢iva v tom, ze
vyber prevedeny rovinnymi ¢i linedrnymi prienikmi zo zloziek trojrozmer-
ného systému nie je nestranny, ale vazeny vlastnostami tychto zloziek. Jed-
noduchym prikladom moéze byt trojrozmerny systém tvoreny dvoma rov-
nakopocetnymi stiitbormi vzajomne sa nedotykajicich rovnomerne ndhodne
rozmiestnenych guli A, B s polomermi r a 2r, ktorého rez je vySetrovany
v pozorovacom okienku mikroskopu. Pravdepodobnost, ze ndhodné rovina
rezu pretne Casticu A je imernd jej priemeru 2r a pravdepodobnost, Ze
pretne Casticu B, jej priemeru 4r — takze na reze je vidief priblizne dvoj-
nasobok profilov B v porovnani s profilmi A. Okraje okienka st ndhodné

2 a 47r? ich rovin-

usecky a tie budu pretinat Castice imerne plochdm 7r
nych projekcii, takze prefatych casti B bude Styrikrat tolko ako Casti A.
Nakoniec rohy okienka je mozné povazovat za ndhodné body a tie bud pre-
tinat Castice imerne ich objemu — pravdepodobnost, Ze roh okienka pretne
Casticu B, bude osemkrat vicsia ako pravdepodobnost, Ze pretne ¢asticu A.

Za predpokladu, ze stbor castic rdéznych rozmerov urcuja charakte-

ristiky A, s (s = 4h) a w, platia nasledujice vSeobecné, tzv. stereologické

rovnice
Ay = Ew t. j. rovina vyberé castice podla strednych $irok,
M =Eh\=E (Z) A t. j. priamka vybera castice podla stred-

nych projekcii h, ktoré st analégiou tcinnych prierezov v jadrovej fyzike.
Nech 7 je trojrozmerna teselacia, a vysledkom jej prienikov s testo-
vacou rovinou a s testovacou priamkou st indukované teselacie — dvojroz-
merna 73 a jednorozmernd 7;. Cely teselacie 7 sa nazyvaja zrnd, cely 7
profily a cely 7y tetivy, intenzitami jednotlivych teselacii (vid vyssie) je
stredny pocet zftn A, profilov Ay a tetiv \; pripadajici na jednotku ob-
jemu, plochy, resp. dlzky vyplneného priestoru. Pokial cely teselacie 7 st
konvexné, platia pre ne opif vysSie uvedené rovnice pre Ay a A;.
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Teselacia 7 mé vsak okrem ciel tiez dva uz vyssie uvedené komponenty,
ktoré ju vyplnujua celii. St to mnohonéasobne sivislé systémy ploch — hranic
zfn a mnohonasobne stvislé systémy ciar — styky troch, pripadne viacerych
zifn, charakterizované intenzitami Sy a Ly . Plocham odpoveda v rovin-
nom reze subor Giar — hranic profilov (rovinnych rezov), ktory ma plosni
intenzitu L4 a plati rovnica [Sy] = 2Ly, kde [ | predstavuje estimétor,
t. j. stredna hodnota %L 4 je nestrannym odhadom intenzity Sy . Styky zfn
si na reze zobrazené priesecnikmi troch a viacerych profilov a zase plati
vztah [Ly] = 4P,, kde P, je ploSné intenzita tychto priese¢nikov. Koefi-
cienty % a 4 su spravne, ked plochy a ¢iary st v trojrozmernom priestore
rozmiestnené izotropne rovnomerne nahodne. Potom staci jediny dosta-
toCne rozmerny rez, resp. dostatocne dlhé testovacie ciary. Inak sa musia
rezy volit tak, aby ich polohy a smery pohybu pokryli cely skimany pries-
tor.

-
6.0 4.0 2.0 1.6 1.3 1.1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5
T T T T T T T -

1.2 1.0 0.5 0.6 0.4
T T T T T 7T T T

EePG30 — theory (label=p)
ERPGI9 — theory (label=p)
BePGSO0 - simul. Clabel=p)

BePS30 - theory (label=p)
+-4 EePS29 (label=p)
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2.8
0.0

0.0 1.6
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.8 . . . . . . . . . .
6.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 .8 1.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2.8 2.2
Ew Ew

a) b)
Obr. 39 w—s diagram pre: a) globuldrne zhluky, b) sférické zhluky implantované
do rodicovského procesu PBP.

Labels: text

Vyber v indukovanych teselacidch je teda vazeny charakteristikami w
a h, resp. §, ktoré navzajom nesuvisia, a stredné hodnoty Ew, Es tak urc¢uji
trojrozmernt i indukované teselacie s jednotkovym objemom. Na tomto
zéklade je zostrojena grafickd reprezentécia, ktord sa nazyva w-s diagram.**
Na obr. 39 si dva priklady w-s diagramov pre teselacie s generatormi vo

forme zhlukovych poli, pricom kazda teselacia méa jednotkovy objem, do

44 Tento néastroj bol zavedeny v [Saxl, Ponizil, 2001] a predstavuje uzitoént pomocku
pre odhad vlastnosti trojrozmernej Strukttiry z rovinnych a linedrnych rezov. Databéazu
poditacovo simulovanych trojrozmernych teselacii a ich vlastnosti je moZné najst na
http://fyzika.ft.utb.cz/voronoi/ [stranka aktudlna k dnu 17. 1. 2010].
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trojrozmerného obrazku obr. 40 je ako tretia stiradnica zavedeny koeficient
variacie objemu CV v, ako parameter nezavisly na mierke.

7.86 00

A
Tzoo

1.6 “3.0 35 €S

Obr. 40 w-s diagram: kazd4 jednotkovd teselacia (t. j. [Ev = 1]) je reprezento-
vana bodom so stradnicami [Ew, Es]; trefou stradnicou je koeficient variacie
objemu ciel CV v.4%

1.4 Teselacia ako Struktara

Okrem striktne matematického pristupu predvedeného v predchadza-
jucich podkapitolach je mozné na kazda teselaciu nazerat tiez z logicko-
filozofického pohladu ako na systém objektov, medzi ktorymi st urcité
vztahy. Takéto pochopenie vyhovuje poziadavkam pre Struktiru napriklad
z prac [Peregrin, 1999] a [van Hiele, 1986]. Tato podkapitola sa preto venuje
pohladu na teselaciu préave v roli struktiry.

Dolezité je, ze o Strukttre méa zmysel hovorit len tam, kde st nejaké
Casti, ktoré st usporiadavané do nejakych celkov, a Struktira sa v [Pe-
regrin, 1999] rozumie prave v suvislosti so spdsobom usporiadania tychto
Casti do celku. Pri teselacidch st castami cely (alebo skupiny ciel) uspo-
riadané do celej teselacie; pod vzfahmi medzi celami ale rozumiem nielen

45 Body v diagrame predstavuju jednotlivé teselacie; JM — Johnsonova-Mehlova tese-
lacia, PVT — Poissonova-Voronojova teselacia, PG — Poissonova teselacia s globularnym
zhlukom, BePG — Bernoulliho (Poissonova) teselacia s globuldarnymi zhlukmi. Cisla na
krivkach urcuju stredny pocet bodov Poissonovského zhluku, ktoré boli implantované
pri jednotlivych procesoch; pozdlz krivky sa meni pravdepodobnost implantacie zhluku
medzi hodnotami p = 1 (PG) a p = 0 (PVT). V horizontélnej rovine je nakresleny
odpovedajici w-s diagram a vertikalna sturadnica je rovna CV wv.

36



vztahy tykajice sa ich usporiadania, ale aj vzhladu, ¢ sposobu vytvore-
nia jednotlivych ciel podla zadania. Tieto vztahy som zhrnula pod pravidia
pre $tvoruholnikové, escherovské a Voronojove teselacie, ktoré vysvetlujem
v podkapitolach 3.1 a 4.4.

P. van Hiele vysvetluje pojem $truktira*® [van Hiele, 1986, str. 28] na
styroch délezitych predpisoch urcujucich struktaru, ktoré prebera z tvaro-
vej psycholdgie®”:

1. Struktiru je mozné rozsirovat. Ktokolvek pozna ¢ast Struktiry, pozna
aj jej rozsirenie. Rozsirenie Struktiry sa riadi tym istym pravidlom ako jej
Cast.

2. Struktira moéZe byt chdpand ako cast jemnejsej struktiry. Povodna struk-
tara tym nie je ovplyvnena: pravidla sa nezmenia, len sa rozsiria. Tymto
sposobom je mozné zainteresovat viac detailov pri vytvarani (skladani)
struktury.

3. Struktira méze byt chdpand ako cast sirsej struktiry. Pritom SirSia Struk-
tara ma viac pravidiel, z ktorych niektoré definuju pévodni struktiru.

4. Dand Struktira moze byt izomorfnd s inou Struktirou. V takom pripade
s obe struktiry definované cez pravidla, ktoré si vzajomne odpovedaju. Ak
niekto zisti pravidlo v jednej strukture, vie, ako vznikla aj druhé strukttra.
V pripade globalneho izomorfizmu st iné pravidla nez v matematickom
izomorfizme.

Van Hiele rozoznava dva typy Struktir — pevne zadand [rigid] a slabo
zadand [feeble] (v dalSom texte uz pouzivam pojmy pevnd a slabd Struk-
tara). Ak je znama cast Strukttary (napriklad obr. 41), je moZné ju rozsirit
bez chyby. Takuto strukttru nazjva van Hiele pevnou. V pripade, Ze rozsi-
renie nie je jednoznac¢né, resp. nevie sa, ako dalej pokracovat v rozsirovani
Strukttry (napriklad teseldcie), je to Strukttra slabd.*®

46 p. van Hiele v praci pojem Struktira priamo nedefinuje, ale zavadza ho na zaklade
roznych prikladov (ako priklady uvadza aj rovinné teselacie), ktoré zhriiuje nasledovne:
»Struktira je to, ¢o Strukttra je. Najprv pochopte ako struktara funguje, a potom
pochopite, ¢o struktira je.“ [Structure is what structure does. First see how structures
work, and afterward you will understand what structures are.| [van Hiele, 1986, str. 5]

AT Gestalt psycholdgia.

48 Van Hiele ale zdoraziiuje dolezitost slabych Struktir, pretoZe prave s nimi sa ludia
stretavaju kazdodenne, napriek tomu, ze ich nemaja radi, pretoze smeruju k neistote.
Slabé struktiry mozu staf na zadiatku pozndvania na vySSi stupeifi myslenia, kde sa
z nich stavaju Struktiry pevné alebo zostavaju stile slabymi. Dana Struktira moze byt

pre niekoho pevné, pre iného ¢loveka moze byt slabd, zévisi to ale od roznych faktorov
(napriklad skisenost).
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a)

b)
Obr. 41 Stvorcové teselacia ako pevna struktira: a) 4 Stvorcové cely, b) rozsi-
renie Stvorcovej teselacie.

L—1—1—1—]
L—1—1—1—]
L—1—1—1—]

Obr. 42 Monoedrélne teselacie s roznymi stvoruholnikmi ako celami.

Zo styroch uvedenych predpisov pre struktdru st pre moju pracu v su-
vislosti s vytvaranim teselacii ziakmi a Studentmi v kapitolach 4 a 5 dolezité
dva — prvy a posledny. Podla prvého o rozsirovani struktury je teselaciu
mozné rozsirovat. V pripade Stvorcovej teselacie (napriklad na obr. 41) je
rozsirovanie jednoduché, a to aj pre deti mladsieho veku (ako napriklad
v praci [Swoboda, 2006], kde na Stvorcovych celach bol vyznaceny este aj
motiv). Podobné je to s obdlznikmi (obr. 45), hoci ich usporiadanie v tvare
,rybia kost je zlozitejsie. DalSie typy stvoruholnikovych tesel4cii (obr. 42)
mozu uz byt pri rozsirovani v pozicii pevnych i slabych Struktir, zavisi to
od geometrickej predstavivosti a sktisenosti ¢loveka. V pripade Voronojo-
vych ¢ escherovskych teselacii je to podobné (napriklad obr. 43). Pre tieto
teseldcie je spolocné, Ze cely kazdej z nich st vytvorené a usporiadané podla
urc¢itého pravidla. K spravnemu rozsirovaniu je potom toto pravidlo nevy-
hnutné odhalit (inak clovek vytvara teselaciu stratégiou ,pokus-omyl“).
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Obr. 43 Teselacia s celou v tvare jasterice z Escherovho obrazu Reptiles (vid
podkapitola 2.1) moze byt v pozicii pevnej i slabej $truktiry, zalezi to na
sktsenostiach ¢loveka a jeho geometrickej predstavivosti.

Poziadavku izomorfizmu zo Stvrtého predpisu pre struktiru je mozné
v stvislosti s teselaciou vysvetlif nasledovnym prikladom s obdlZnikovou
teselaciou a teselaciou zlozenou z pravouhlych trojuholnikov (obr. 44). Ich
odli$nost je evidentna, obidve st ale vytvorené rovnako pomocou pravidla
prislusnych stran (ttvary st k sebe prilozené stranami s rovnakou dizkou)
a prislusnych uhlov (Gtvary su k sebe priloZené tak, aby sa sucet velkosti
vnttornych uhlov rovnal 180° alebo 360°).%

Obr. 44 Izomorfizmus medzi $tvoruholnikovou a trojuholnikovou teselaciou.

V niektorych pripadoch sa méze Struktira — teselacia zdat pevnou (na-
priklad obr. 45a), existuje ale viacero moznosti pre jej rozsirenie (obr. 45b,
¢, d). Vtedy sa hovori o vzore ocakdvania. (V pripade jednej obdlznikovej
cely pripada do tvahy eSte usporiadanie ciel ako na obr. 45e.)

49 Je to ako ked sa porovnavaju gotické kostoly; si postavené v rovnakom S§tyle, teda
maju vela spoloénych znakov, a to je mozné chapat ako izomorfizmus, ale tak isto sa od
seba lisia.
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e)
Obr. 45 a) Obdiznik ako protocela, pas ciel nie je mozné chapat ako pevni
Struktiru, b), ¢), d) vzor oakévania pre protocelu — obdlznikovy pas, e) opa-
kovanim obdlznikovej cely je mozné vytvorif tieZ teselaciu so vzorom tzv. ,rybia
kost“.

K analyze teselacii alebo vzorov, ktoré ziaci nakreslili, som nakoniec
pouzila pojmy pevné a slabéa Struktura pre charakteristiku schopnosti roz-
Sirovat spravne alebo nie teselaciu; dolezité postavenie mali takisto vztahy
medzi Gastami — celami, t. j. pravidla.
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Kapitola 2

Teselacie okolo nas

Tato kapitola je venovana fascinujicemu svetu teselacii okolo néas. Jej
prva podkapitola sa zameriava na trojrozmerné i dvojrozmerné teselacie
v architektire a umeni, druhd podéva historicky prehlad ich matematického
vyskumu, a tretia, posledna podkapitola predstavuje teselacie ako model
v roznych vednych disciplinach.

2.1 Teselacie v umeni a architekture

Vytvaranie teselacii v architektire a umeni je spojené s celou his-
tériou Tudstva. Uz pri stavbe obydli a opevneni sa Iudia oddavna snazili
usporiadat naldmané kamene tak, aby medzi jednotlivymi kusmi vytvé-
rajucimi ndhodni priestorovi teselaciu (t. j. mir, stenu) neboli medzery
(obr. 46). Takéto ,teselovanie“ sa pritom zdokonalovalo nielen z ekonomic-
kého dévodu (usporiadat kamene tak, aby uniklo ¢o najmenej tepla) ale aj
estetického, a postupne sa vyznacdovalo vyraznejSou pravidelnostou. Z na-
ldamanych nepravidelnych kamenov sa ¢asom stavali Coraz viac presnejsie

kvadre — tehly (obr. 47).

So zdokonalenim zrucnosti v stavebnictve Iudia zacali vyzdobovaf aj
interiér a exteriér svojich obydli, verejnych budov i modlitebni (kostoly,
synagogy, mesity). V obdobi gotiky sa objavili vitraze — mozaiky z fareb-
nych a na povrchu malovanych skiel spojenych priuzkami olova. A tak sa
mozeme nadchynat nadhernymi vyzdobami a obloZeniami na podlahéch,
stenach (vonkajsich ¢i vnitornych) alebo stropoch budov, mozeme kracat
po fascinujucich parketazach ¢i dlazdeniach chodnikov a namesti, ktoré si
ukézkami teselacii potvrdzujucimi Tudskia tvorivost v architekture.
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Obr. 46 Mury z naldmanych kametiov: a) na zrtcanine stredovekého hradu
Klenové, b) v podzemi kostola sv. Klimenta v Levom Hradci, ¢) na Spisskom
hrade®.

Obr. 47 Klasické usporiadanie tehal.

0 Prvii kamennt dast Spisského hradu, ktort nechal na hradnom kopci v polovici
12. storodia vystavat kralovsky dvor Arpadovcov, bola velkd kruhova obytnd veza ob-
klopend murovanym opevnenim. Veza ale vplyvom tektonickych pohybov hradného brala
spadla, z opevnenia sa zachovala mensSia ¢ast na vychode brala. Prvé skutoéné hradné
miry boli vybudované pravdepodobne az na zaciatku 13. storo¢ia. Aj vdaka nim hrad
ako jeden z mala odolal vpadu Tatarov v roku 1241.
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f)

Obr. 48 Rovinné teselacie — mozaiky z roznych kultir: a), b) maurské, c) egypt-
ska, d) perzskd, e) byzantska, f) zo starovekého Korintu.

S rovinnymi teselaciami ako vyzdobou je mozné sa stretnit v réznych
kultarach, pricom nietoré z nich vytvorili Specifické styly teselacii a vzorov
na ich celach (obr. 48). Napriklad na zlozitych mozaikich z okolia Stre-
dozemného mora sa vyskytuji ¢asto portréty Tudi a vyjavy z prirody. Na
druhej strane, islam chéape figurativne zobrazovanie ako rthanie, prejav
spupnosti ¢loveka, ktory sa snazi napodobovat tvorivy akt Boha, a preto
islamska kultira vyvinula jedine¢ny charakter vytvarného umenia pouziva-
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jaci mnozstvo abstraktnych geometrickych tvarov (geometrické a kvetinové
opakujuce sa tvary, arabesky a kaligrafia). Tie sa vyskytuju nielen ako vy-
zdoba budov a mesit, ale napriklad aj na ndhrobkoch, kobercoch, tkaninach
a inych predmetoch dennej potreby. Aj tie boli ¢asto prekrasne zdobené a st
tak dokonalym dokazom umelecky zvladnutého remesla. Maurska architek-
ttra v Spanielsku a islamska kultira na Strednom vychode tak pontkajt
skvelé ukazky rovinnych teselacii s bohatymi vzormi.

Pravdepodobne k jednym z najznamejsich pamiatok islamského ume-
nia je Alhambra v $panielskej Granade (obr. 49).5! Je vysledkom vplyvu
viacerych moslimskych panovnickych rodov a préace mnohych stavitelov
i umelcov, ktori jej vtlacili osobity Sarm. Po navriteni vlady do krestan-
skych rik v roku 1492 sa Alhambra na nejaky cas stala krestanskym pa-
lacom (svojim povabom ocarila panovnicky par Ferdinanda Aragénskeho
a Izabelu Kastilsku), potom schétrala a stala sa z nej ruina. Nasledné ne-
spravne zvolené a zle prevedené restauratorské prace spolu s vandalskym
spravanim niektorych turistov a dalsie negativne vplyvy (niekolkokrat ze-
metrasenie, poziar, vybuch skladu strelného prachu a vojny) zanechali na
Alhambre nenapravitelné skody. Napriek vSetkému je od 19. storocia, kedy
ju ,,znovuobjavili“ romanticki cestovatelia®® a bésnici, velmi vyhlad4vanou
turistickou pamiatkou.

51 Alhambra (ndzov mé arabské korene z ,al-Hamrd“, ¢o znamend ¢ervend alebo tma-
vocervend pevnost alebo zamok; podla rozpravania bola Alhambra stavana pri svetle
fakiel a ich odraz dodal stendm jedine¢né zafarbenie) bola sidelnym a spravnym kom-
plexom nasrovskej dynastie (jej zakladatel Muhammad I. Ibn al-Ahmar (1203-1273)
ziskal moc v Granade okolo roku 1238). Vo vnutri Alhambry sa nachadzalo Sest palacov,
kasdreri, velkd mesita a malé mestecko, zoologicka zahrada, voliéra a priemyselné dielne;
vSetko zaberalo plochu priblizne 14 hektarov a odhadom tam mohlo Zif asi az 40 tisic
Tudi. Preto arabské zdroje ¢asto Alhambru oznacuji ako ,madina“ — mesto a nie ,kasr
— palac (vid napriklad [Irwin, 2004]).

52 g ednym z nich bol aj anglicky architekt a dizajnér Owen Jones (1809-1874). Pocas
svojej cesty po krajinach v okoli Stredozemného mora sa stretol s M. Julesom Gourym
a pri ndvsteve Alhambry v roku 1834 sa snazili zachytif ornamenty na stenéch na papier;
do Alhambry sa Jones vracia eSte raz o tri roky neskor saim (Goury eSte v lete 1834
podlahol v Granade cholere), aby nékresy revidoval. V obdobi 1842 az 1846 vychadza
knizne préca Plans, Elevations, Sections and Details of the Alhambra novou metédou
farebnej tlace prostrednictvom chromolitografie. Kniha nemala aZ taky ohlas a az po
nejakom case sa prejavil jej vplyv. Medzitym bol Jones menovany hlavnym architektom
Velkej vystavy v Londyne v roku 1851, o rok nato po prestahovani Kristalového palaca
z vystavy v Hyde Parku do juznej okrajovej ¢asti Londyna dostal na starost jednu
sekciu zamerant na maurska kultiaru. Ta zorganizoval tak, ze bola presnou reprodukciou
niektorych ¢asti Levieho dvora (jeden z paldcov Alhambry). V roku 1856 mu vychddza
kniha The Grammar of Ornament bohato zdobend ukazkami vzorov z réznych kultar;

velku cast tvorili obrazky dlazdic z Alhambry. Viac informécii je mozné néjst napriklad
v [Irwin, 2004].
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Obr. 49 Alhambra: a) budova jedného z palacovych komplexov Comares, b) bo-
hato zdobené stiporadie Levieho dvora.

V_IfJ.'

Obr. 50 Pravidelné teselacie z Alhambry reprezentujtice niektoré z tapetovych

VZOrov.

V paldcoch Alhambry je mozné obdivovat prekrasne miestnosti ozdo-
bené kamenmi a drevenym vyrezavanim, jemnymi ornamentami a kaligra-
fiou, zahrady, dvory a fontany, sochy, veze ¢i vstupné brany — zoznam je
nekonec¢ny. Na dekoraciach podlah, stien, stropov, ale i zachovanych lat-
kach a ndbytku sa nachédzaju nesmierne bohaté vzory (frizové ¢i tape-
tové) a hviezdicové dizajny. Z nich vSetkych su teselacie prave tie najzau-
jimavejsie a najzvlastnejsie — obr. 50. Niektoré zdroje (napriklad [Irwin,
2004] alebo [Pérez-Goémez, 1987]) uvadzaju tvrdenie, Ze prave v Alhambre
je mozné najst vsetkych sedemnéast rovinnych grip symetrie. Ako prva zis-
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tovala t1ito skuto¢nost E. A. Miillerova vo svojej dizertacnej praci®® z roku
1944, v ktorej zdokumentovala vyskyt dvanastich tapetovych vzorov v Al-
hambre. Postupne dalsi autori predkladali priklady z alhambrskej vyzdoby
reprezentujuce jednu alebo viacero prikladov rovinnych grip symetrii, nie-
ktori ale prisli s tvrdenim o vyskyte vSetkych grip. Vdaka preberaniu in-
formacii bez dalsieho detailnejsieho skiimania sa toto tvrdenie velmi roz-
sirilo. V roku 1987 vysla kniha J. M. Montesinosa Classsical Tessellations
and Three-Manifolds;>* v jednej jej casti st fotografie ornamentov — vzorov
z Alhambry, a autor tvrdi, Ze dokazuju vyskyt vsetkych 17 grap symetrii.
Podla B. Griinbauma [Griinbaum, 2006], J. M. Montesinos povazuje za sy-
metriu vSetko, ¢o nasiel ako vhodné, v knihe sa ale nenachadza vymedzenie
pojmu ornament, autor niekedy berie do tvahy aj farby dlazdic, inokedy si
farebnost nevsima, nie je vysvetlené, aka velkost, resp. rozsah ornamentu je
dostato¢ny na to, aby reprezentoval niektoru z grap (niekedy je prikladom
celd teseldcia alebo jedna vyzdobend dlazdica, inokedy je to detailné cast
ornamentu). Pocas navstevy v roku 1983 B. Griinbaum skimal dekoracie
v Alhambre a nasiel reprezentantov 12 tapetovych vzorov od E. A. Miille-
rovej a jedného, ktory sa v jej praci nenachddzal.®® A tak dvojica autorov
B. Griinbaum a G. C. Shephard tvrdi [Griinbaum, Shephard, 1986], ze v Al-
hambre sa vyskytuje 13 zo 17 tapetovych vzorov, dve zo $tyroch dalsich
chybajucich griap symetrii boli najdené v Spanielskom Tolede a pochadzaji
priblizne z toho istého obdobia (p3 bola najdena v kostole, p3ml v syna-
gége). Autori upozoriiuji na to, ze je pravdepodobné, ze zostavajice dve
grupy (pg a pgg) sa v islamskom umeni nevyskytuji vobec, a Ze na jeho opis
je okrem geometrickych tvarov a ich opakovania dolezité sledovat i farebné
zmeny alebo vzory prepletania. Preto, aby bolo mozné urcit presny podet

53 Miiller, E. A. Gruppentheoretische und Strukturanalytische Untersuchungen der
Maurischen Ornamente aus der Alhambra in Granada [Grupovo teoretické a Struktiirovo
analytické vySetrovania maurskych ornamentov z Alhambry v Granade]. PhD. thesis.
Baublatt, Riischlikon: Universitit Ziirich, 1944. Dizerta¢nti pracu pisala Miillerova pod
vedenim Andreasa Speisera ($tudent D. Hilberta), ktory napisal v roku 1922 text o te-
orii grup spojenych s vyskumom grip symetrii v ornamentoch a ilustruje to niekolkymi
vzormi zo starovekého Egypta. Edith Alicia Miillerova (1918-1995) sa napriek svojim
matematickym zaciatkom stala velmi zndmou astronomickou. V liste z roku 1984 spome-
nula, Ze pretrvava jej zaujem o tému z dizertacnej prace a planuje ju znovu publikovat;
k tomu ale uz nedoslo [Griinbaum, 2006].

54 Montesinos, J. M. Classsical Tessellations and Three-Manifolds. New York: Sprin-
ger, 1987. Autor José Maria Montesinos — Amibilia pracuje na katedre geometrie a to-
poldgie na univerzite Complutense v Madride.

%5 Podla fotografii a obrazkov v pracach [Griinbaum, Shephard, 1987] a [Griinbaum,
2006] usudzujem, ze Griinbaum hlad4 reprezentantov medzi teseldciami, resp. dlazdicami
tvoriacimi teselacie.
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grup symetrii vyskytujtcich sa v Alhambre, je potrebné urcit jednoznacné
pravidla, na zéklade ktorych by sa hladali jednotlivi reprezentanti.

Obr. 51 Bohato zdobené nistenné teselacie v Spanielskej synagége.®®

Za krasami mozaik z Alhambry ale nie je nutné chodif az do Spaniel-
ska. Na rohu ulic Dusni a Vézenské v prazskom Josefové stoji Spanielska
synagoga. Bola postavend v roku 1868 na mieste najstarSej prazskej zi-
dovskej modlitebny nazyvanej Stara skola. Traduje sa, Ze bola postavena
Spanielskymi imigrantami, svoj nazov vsak dostala skor kvoli svojmu ar-
chitektonickému stylu. Autori projektu, V. I. Ullmann a J. Niklas, sa totiz
nechali inspirovat prave Alhambrou, a tak je mozné obdivovat synagdégu no-
vorenesanéného $tylu s mnohymi Spanielsko-maurskymi prvkami (obr. 51).
Stukova arabeska i Stylizované orientalne motivy sa opakuji na stenéch
i v rezbarskej vyzdobe dveri, zabradli i galérie. Farebné vitraze i vnutorna
vyzdoba boli dokon¢ené v roku 1893 podla navrhu architektov A. Bauma
a B. Miinzbergera.

56 7Za poskytnutie fotografii do prace dakujem Zidovskému mizeu v Prahe. Fotografie
pochéadzaju zo zbierkového materidlu, na ktory ma mutzeum vyhradné pravo.
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Nadhernou mozaikovou vyzdobou sa pysi aj vecny symbol bohatstva,
moci, histérie a viery Benatok — bazilika sv. Marka na nadmesti s rovna-
kym menom. Povodnéa stavba zo 4. storocia dostala v 11. storo¢i nadhernta
podobu podla byzantského vzoru s orientdlnym nadychom. Ani v dal$ich
obdobiach ju neminuli rekonstrukcie, a tak ma bazilika renesanc¢nu fasadu,
roménsku zvonicu (resp. uz len jej képiu) a barokovy interiér. Najvicsou at-
rakciou st vSak jej mozaiky, a nielen tie nastenné (napriklad Posledny sud,
Prenesenie tela sv. Marka do Benatok alebo Kristus so svitymi a papezom

Gregorom IV. v apside baziliky), ale aj tie na podlahe s ¢isto geometrickym
vzorom (obr. 52).

(33 B TR - R

Obr. 52 Teselacie na podlahach baziliky sv. Marka v Benatkach.

Vela teselacii, medzi ktorymi st napriklad dve teselacie s dvoma pro-
tocelami (obr. 53), vytvoril znamy umelec a vedec Albrecht Diirer (1471
1528) [Griinbaum, Shephard, 1987]. Tieto teselacie dokazuju Diirerov zéu-
jem o pravidelné pituholniky®” ako i to, Ze vedel, Ze pituholniky a koso-
Stvorce je mozné usporiadat periodicky alebo kvéziperiodicky.

57 Diirer vo svojom hlavnom matematickom diele Underweysung der messung/mit
dem zirckel und richtscheyt/in Linien ebnen unnd gantzen corporen [Pouenie o merani
kruzidlom a pravitkom| prvykrat vydanom v Norimberku v roku 1525 a urdenom pre
mladych remeselnikov a umelcov podava (okrem iného) dve konstrukcie pravidelngych
pétuholnikov. Prvy z nich je pritom presny, druhy len priblizny.
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Obr. 53 Diirerove teseldcie (okolo roku 1525) s periodickym a kvéziperiodickym
usporiadanim.®8
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Obr. 54 Vzor od Nellie Syrettovej v literarnom Stvrfroéniku The Yellow Book.

Podla [Crompton, 2000] tzv. escherovské teselacie zacali vznikat préve
v obdobi secesie. Vela dizajnov (vzorov) z tohto obdobia obsahuje opaku-
juce sa motivy bez medzier a prekryti, tak ako napriklad vzor od Nellie
Syrettovej na obr. 54 pre jedenaste ¢islo The Yellow Book® z roku 1896;
stredné ¢ast pripomina Escherovu teselaciu Eight heads (obr. 10).

%8 Pod kvaziperiodickym usporiadanim sa rozumie usporiadanie itvarov, v ktorom nie
je mozné zobrazit cel teselaciu posunutim tak, aby bola zhodné s pévodnou; na prvy
pohlad sa to ale javi ako mozné.

5 The Yellow Book bol anglicky literarny Stvrtroénik vychadzajuci kniznou formou
v rokoch 1894-97 v Londyne. Obsahoval kratke pribehy, ¢lanky, basne a kresby, pricom
sa doraz kladol na estetiku a dekadenciu. VSetkych 13 ¢isel je mozné néjst na adrese
http://en.wikipedia.org/wiki/The Yellow Book [stranka aktudlnak diiu 17. 1. 2010].
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Obr. 55 Pt escherovskych teselacii od K. Mosera.
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Na prelome 19. a 20. storocia bola viedenskd umeleckd scéna na jed-
nom zo svojich vrcholov a v jej centre bol jeden z najmnohostrannejsich
umelcov tej doby K. Moser®. Jeho praca bola velmi roznoroda — od méd-
nych névrhov a ilustracii v knihach a ¢asopisoch (napriklad obr. 56), cez
keramiku, nabytok alebo Sperky, a vyrazne ovplyvnila dizajn tzitkovych
predmetov dennej potreby. V obdobi 1899-1900 vytvoril niekolko teselécii,
ktoré viditelne nest znaky escherovského §tylu (napriklad obr. 55).

60" Koloman (Kolo) Moser (1868-1918), rakusky maliar, architekt a dizajnér, predsta-
vitel viedenskej secesie. Studoval na Umeleckopriemyslovej §kole vo Viedni, kde pdsobil
sam ako ucitel v rokoch 1900 az 1918. V roku 1897 spoluzalozil Vienna Secession (Spo-
loénost revoluénych umelcov a architektov), ktorej prvym prezidentom sa stal Gustav
Klimt, no v roku 1905 ju spolu opustili.
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Obr. 56 K. Moser: Trout Dance [Tanec pstruhov], publikované v roku 1901
v ¢asopise Ver Sacrum.b!

Obr. 57 P. Mondrian: Composition A [Kompozicia s ¢iernou, ¢ervenou, sivou,
Zltou a bielou] (1920).

K autorom dal$ich obrazov s ,motivom® teseldcii je mozné zaradit aj
holandského maliara Pieta Cornelisa Mondriana (1872-1944) (na niekol-
kych jeho obrazoch st zobrazené farebné bloky oddelené ¢iernymi Ciarami,
napriklad obr. 57), britskti abstraktnii maliarku Bridget Rileyovii®? (napri-

61 Obrazok je mozné najst na internetovej stranke architekta Andrewa Cromptona
http://www.cromp.com/tess/apc/page08.html [stranka aktudlna k diiu 17. 1. 2010].
Andrew Crompton u¢i na Univerzite v Manchestri a je vedeckym pracovnikom vo Vys-
kumnom centre pre architekturu.

62 Bridget Rileyové (1931), britskd maliarka, jej dielo je zaradované do Op-Artu. Na
zaGiatku svojej tvorby uputala ¢iernobielymi malbami, pokracovala obdobim farebnej
Sedi a nakoniec vstupuju do jej kompozic farby. Ich rozdelenim na platne sa snazi, aby
sa zmieSali prave v okamihu, ked sa ¢lovek na obraz pozera.
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klad obr. 58), alebo Victora Vasarelyho® (napriklad obr. 59).54

III lEII ::l
| II||II

a) b)
Obr. 58 B. Rileyova: a) Shade [Tien] (1981), b) Movement in Squares [Pohyb
v §tvorcoch] (1961).

Obr. 59 V. Vasarely: a) Cheyt M (rok neudany), b) Eridan (1970).6°

Za najznamejSieho umelca vytvarajuceho teselacie je ale povazovany
holandsky grafik Maurits Cornelis Escher (1898-1972). Prave krasami Al-
hambry a bohatostou abstraktnych geometrickych vzorov maurského ume-

63 Victor Vasarely (1908-1997), madarsky maliar a sochér, povazovany za otca Op—
Artu. V roku 1930 presidlil do Pariza. Obraz Zebra, ktory nakreslil v 30-tych rokoch
20. storodia, je mnohymi odbornikmi povazovany za jeden z prvych prikladov Op-Artu.
Vasarely bol fascinovany tym, ako ludské oko vnima a ako moze byt oklamané pouzitim
jednoduchych geometrickych foriem, principov a obrazov. Vytvaral optické iltzie a do-
daval statickym platnam dojem pohybu. V sticasnosti existuji tri mizea s jeho pracami
(prvé vo Francizsku, druhé v jeho rodnom meste Pécs a tretie, najviicsie, v Budapesti).

64 Okrem tychto zndmych umelcov je nevyhnutné spomenuf aj dalSich ,umelcov*
— amatérov, ktori svoje teselacie vystavuji napriklad na internete. (Prikladom moze
byt strdnka http://www.cromp.com/tess/people/TessHome.shtml [stranka aktudlna
k diiu 17. 1. 2010].)

%5 7o stranky http://www.vasarely-2008. com/oeuvres/index .html s prevzaté ob-
razky [stranka aktudlna k diiu 17. 1. 2010].
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1.56 Prvykrat toto miesto navstivil v roku 1922,

nia sa Escher nadchyna
a mnohé zo vzorov pouzil uz v tom obdobi vo svojich pracach (napri-
klad obr. 10). V roku 1936 Escher navstivil Alhambru po druhykrat uz
so svojou manzelkou Jettou; pocas niekolkodrtiového pobytu par urobil
velké mnozstvo skic, ktoré sa stali Escherovym dlhodobym zdrojom inSpi-
récie (napriklad obr. 60). V roku 1936 ho nevlastny brat Beer®” upozornil
na suvislost medzi teselaciami a kryStalografiou a odporucal mu pozrief
Zeitschrift fir Kristallographie. O par dni neskér mu Beer poslal zoznam
desiatich clankov k danej problematike, vSetky boli napisané v nemcine
a publikované v spominanom casopise. Vac¢sina z nich bola prilis odborné
pre laikov, ale jeden z nich aj tak zaujal Eschera. Bol to ¢lanok Georgea
Pélyu o 17 rovinnych grupach symetrii, v ktorom Poélya predlozil repre-
zentantov jednotlivych grip symetrii (obr. 28; blizsie vid pozndmka 93
a [Schattschneider, 1987]). Escher Studoval tieto teselacie, aby pochopil
ich geometricku struktaru, t. j. vzajomné usporiadanie jednotlivych ciel,
a uvazoval aj o tom, ako mozu byt tieto teselacie vyfarbené minimom fa-
rieb tak, aby to bolo kompatibilné so symetriami teselacie. Napriek vaz-
nemu zaujmu Eschera o krystalografickt literatiru mu ale pouzité systémy
a oznacenia nevyhovovali. Preto si vypracoval vlastny systém, ktory opi-
sal v 40-strankovej knihe s farebnymi ilustraciami vydanej v roku 1958 pod
nazvom Regelmatige Viakverdeling [Pravidelné delenie roviny]®. Escher na-
kreslil vo svojich nac¢rtnikoch 137 periodickych vzorov.

6 0o vyzdobe v Alhambre M. C. Escher povedal: ,Toto je najbohatsi zdroj inspi-
racie, z ktorého som kedy cerpal, a stéle este nevyschol. Uvedené symetrické kresby
ukazuju, ako moze byt plocha pravidelne rozcélenend na rovnaké obrazce, resp. ako moze
byt tymito obrazcami vyplnend. Obrazce musia k sebe priliechat bez toho, aby vznikli
yvolné plochy*. Majstrami tohoto umenia boli Mauri. Najm# v Spanielskej Alhambre
vyzdobili steny a podlahy kongruentnymi farebnymi majolikami zasadenymi bez me-
dzier vedla seba. Ak4 skoda, ze islam zakazal Maurom zhotovovat ,obrazy“! Pri tvorbe
s dlazdicami sa vzdy obmedzovali na obrazce abstraktne geometrickych tvarov. Pokial
je mi zndme, ani jeding maursky umelec sa nikdy neodvazil (alebo ho tato myslienka
nikdy nenapadla?) pouzit k vyplneniu plochy konkrétnych, poznatelnych a v prirode
sa vyskytujicich obrazcov ako ryb, vtakov, plazov a ludi. Toto obmedzenie je mi tym
nepochopitelnejsie, pretoze dovodom mojho neutichajiceho zdujmu v tejto oblasti je
poznatelnost komponentov mojich vlastnych vzorov* [Escher, 2003, str. 7-8]. ,,Zv14st-
nou ¢rtou maurskej dekorécie je Gplna absencia akychkolvek Tudskych alebo zvieracich
foriem — a takisto takmer aj rastlinnych. Mozno je to sti¢asne silna i slabé stranka“ [Bool
a kol., 2000, str. 24].

67 Berend (Beer) G. Escher, profesor geoldgie, paleontoldgie a krystalografie na univer-
zite v Leidene. Escherov otec o reakcii Beera na bratove teselacie napisal: ,Beer v tom
videl viac ako som si myslel, videl spojenie s problémami z krysStalografie; to potesilo
M. velmi“ [Bool a kol., 2000, str. 56].

68 Tato esej bola napisand na poziadanie stkromného vydavatelstva De Roos Foun-
dation (text je mozné najst v anglickom preklade v [Bool a kol., 2000, str. 156-172]).
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Obr. 60 Motiv z Alhambry z Escherovych naértnikov (1936).

DIhsi cas existovali dohady, ¢i je nejaké prepojenie medzi Escherovou
tvorbou a secesiou, ale stédle islo len o teoretizovanie, pretoze ddkazy ne-
existovali. Neskor sa ale nasla pohladnica z roku 1964, na ktorej Escherov
priatel (takisto grafik), vtipkujic Escherovi napisal, Ze ani nevie, ze tvoril
uz pred svojim narodenim, a poslal mu jeden z Moserovych ,escherovskych
obrazkov. Z Escherovej odpovede nie je jasné, ¢i poznal tvorbu Mosera uz
predtym, ale poznamenal, Ze si kresbu prida do svojej malej zbierky inych
umelcov, ktori podobnym spdsobom tvorili pred nim [Hargittai, Hargittai,
2000].

3,

Obr. 61 M. C. Escher: Reptiles [Jasterice] (1943).
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Pri praci s deftmi som ¢asto ako motiva¢ny priklad pouzila teselaciu
z Escherovej grafiky Reptiles (obr. 61) a jastericku® ako zdkladni celu pre
escherovské teselacie. Sdm Escher tuto grafiku opisal nasledovne [Escher,
2003, str. 11]: ,,Na stole lezi otvoreny skicar, v ktorom je mozaika zlozena
z obrazcov v tvare jasterice v troch farebnych odtienoch. Jedno zviera pre-
stalo bavif lezat medzi svojimi druhmi naplocho a tak sa odptta od roviny
skicara a vydava sa do priestoru. Vylezie na knihu a po trojuholnikovej do-
ske sa dostava k vrcholu svojho bytia. Tam si kratko odpocinie a spokojné
pokracuje opit dole, cez popolnik, kde sa poslusne znovu zaradi medzi
svojich dvojrozmernych druhov.“

Okrem uz spomenutych teselacii v umeni vytvorenych z rovnakych (tva-
rom i velkostou) ciel je vhodné spomentt aj ubeznikové a hyperbolické te-
selacie, ktoré sa casto vyskytuju vo vytvarnom a dekora¢nom umeni a ich
priklady mézeme najst aj v Escherovej tvorbe. Ubeinikovd teselacia mé
stred a opakujici sa utvar sa smerom do tohoto stredu zmensuje, a ak
sa vyuzije aj otacanie, tak utvary konverguju k stredu akoby po Spirale
(obr. 62a). Hyperbolickd teselacia vicsinou vypliia kruh, od jeho stredu sa
utvary zmensuju k jeho obvodu; teselacia nakoniec vyvolava dojem obrazu
v gulovom zrkadle (obr. 62b).™

Obr. 62 M. C. Escher: a) ubeznikova teselacia — Smaller and smaller [Mensi
a mensi] (1956), b) hyperbolicka teselacia — Circle limit III [Kruhovy limit ITII]
(1959).

69 Jasterica ako cela teselacie sa vyskytuje aj v dalSich Escherovych grafikdch, napri-
klad Development II (1939) alebo Metamorphosis IT (1939-1940).

70 Mbj preklad ¢lénku Escher ako matematik (z anglického originalu [Daems, 2008]),
ktory pojedndva o jednom z Escherovych obrazov Print gallery [Obrazarei] (1956)
a o rozporuplnych reakcidch matematikov na Escherovu tvorbu bol publikovany v ¢aso-
pise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 1, ro¢nik 54, 2009, str. 33—40.
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2.2 ... od Platéna po stiéasnost

V porovnani s prepracovanymi a starodobymi znalostami vytvarania
teselacii je matematicka tedria tykajica sa danej problematiky mlada, hoci
vytvaranie priestoru mnohostenmi bolo predmetom stiidia uz v starovekom
Grécku. Tato podkapitola je zamerana na prehlad zakladnych problémov
tykajucich sa najmé dvojrozmernych a v kratkosti aj trojrozmernych tese-
l4cii, ktoré Iudi zaujimali od davnych ¢ias aZ po stcasnost.”™

Uz v 5. storoc¢i pred n. . sa v atomistickej tedrii gréckych filozofov
Leukippa a Demokrita objavuje idea teselécii, ked vyslovili predpoklad, Ze
vSetky latky sa skladaju z Castic dalej uz nedelitelnych.

Platén (427-347 pr. n. 1.) vo svojom 17. spise Timaios stotoznil pat
pravidelnych telies (tzv. Platonske telesd) — kocka, tetraéder, oktaéder, do-
dekaéder a ikosaéder (obr. 63) — s jednym zo Zivlov podla uréitych pravidiel
— pohyblivost, tvarnost, velkost. A tak zemi priraduje tvar kocky (najmene;
pohybliva, najtvarnejsia), vode ikosaéder, ohni tetraéder a vzduchu oktaé-
der; piate teleso, dodekaéder, porovnava s tvarom vesmiru.

Obr. 63 Platdnske telesa: tetraéder (Stvorsten) porovnal Platén s ohtiom, kocku
(Seststen) so zemou, ikosaéder (dvadsatsten) s vodou, oktaéder (osemsten) so
vzduchom a dodekaéder (dvandsfsten) s hmotou, ktord vytvara vesmir.

Ze Platénske telesa okrem kocky a $tvorstenu nevypliluji priestor bez
medzier a prekryti, tvrdil uz Aristoteles (384-322 pred n. 1.) vo svojej préci
De Caelo [O nebi. O vzniku a zéaniku| (rok 350 pred n. 1.). Ucta k Platé-
novi a Aristotelovi a velky zaujem stredovekych alchymistov o tito tajomnii
piticu telies dlhy ¢as neumoznovali pristup k pravde. AZ v renesancii zvy-
Sujuci zdujem o struktiru krystalov obnovil Stidium teselacii, ked sa znovu
stali predmetom zadujmu anticki grécki filozofi. V jednej casti prace Tho-
masa Bradwardina (asi 1295-1349) De Geometria speculativa [Teoreticka
geometria| (1323-13357) zaoberajicej sa telesami je mozné néjst odstavec

"1 Histérii rovinnych grip symetrii som sa venovala stru¢ne v ¢lanku [Ilucova, 2008],
histérii pafuholnikovych teselacii v [Ilucova, 2009].
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venovany vyplnovaniu priestoru telesami. Bradwardine uviedol, Ze okrem
kociek vypliiuju priestor i ihlany, a to bud v pocte dvanast (podla Averroés)
alebo dvadsat, pricom sa priklonil k nazoru, Ze je to skor dvadsat [Molland,
1978, str. 130]. To, Ze ani pravidelné stvorsteny nevypliiaji priestor, do-
kazal okolo roku 1480 Pavol Middelburgsky ™. Priestor vypliiuje len kocka,
pravidelny trojboky hranol, pravidelny Sestboky hranol, zrezany oktaéder
a rombicky dodekaéder, a kombinécie réznych konvexnych mnohostenov.™

Pravdepodobne autorom dal$ej z prvych zmienok o teselaciach, a to
sférickych (t. j. teselacia na povrchu gule), vyznacujucich sa kvaziperiodi-
citou, bol perzsky geometer a astroném Abu’l Wafa’al-Buzjani (940-998)
[Coxeter, 1973].7

Obr. 64 Rovinné teselacie a mnohosteny so stenami v tvare pravidelnych mno-
houholnikov od J. Keplera (Harmonices Mundi, 1619).

Za prvu uspesni matematicka stidiu zaoberajicu sa teselaciami je
mozné viak povazovat az Harmonices Mundi [Harménia sveta]™, ktort
napisal v roku 1619 Johannes Kepler (1571-1630). Okrem iného v nej po-
pisuje geometrické vlastnosti rovinnych teselacii vytvorenych pravidelnymi
mnohouholnikmi”. Na obr. 64 st okrem takychto teselacii aj tzv. hviezdi-
cové™ teselacie a niektoré mnohosteny, ktorych steny predstavuji pravi-

™ Pavol Middelburgsky (1446-1534), astroném a astrolég z Padovy, dvorny astroldg
v Urbine. Vo svojom diele Praenostica opisuje podklady a analyzy politickej astroldgie.

™ Priestor vypliia kombinécia nasledujicich pravidelnych mnohostenov: tetraéder a ok-
taéder, dalej oktaéder, zrezany oktaéder a kocka kombinované v pomere 1 : 1 : 3, tetra-
éder a zrezany tetraéder.

™ Podla [Dunlap, 1997] 7l tento astroném a okolo roku 1180.
™ Uvodn4 stranka vid Priloha IIL

6 Podla [Griinbaum, Shephard, 1981] je mozné, ze Kepler uz v tej dobe objavil aj
vietky tzv. polopravidelné teselacie (vid podkapitola 1.1 a Priloha II).

™ Teselacie zloZené z hviezdicovych mnohouholnikov, tzv. hviezdicové teseldcie, prvy-
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delné mnohouholniky. Keplerove prispevky o astrondmii vsak zatienili tieto
vysledky o teselacidch az tak, Ze sa na ne zabudlo takmer na tristo rokov.
Myslienka delenia priestoru ako teselacie generovanej bodmi sa prvy-
krat objavila v praci R. Descartesa (1596-1650) z roku 1644 Le Monde de
Mr. Descartes, ou Le Traité de la Lumiére [Svet pana Descartesa alebo
pojednanie o svetle|, v ktorej sa autor zaoberal usporiadanim hmoty v sl-
necnej sustave. Jeho obrazky zobrazuju priestor rozlozeny do konvexnych
oblasti, v ktorjch sa hmota ota¢a okolo fixovanych hviezd — obr. 65.7

Obr. 65 Usporiadanie hmoty v slneénej ststave podla R. Descartesa (1644).

Specidlne formy teselécii v dvoj- a trojrozmernom pripade vyuzil v roku
1850 J. P. G. L. Dirichlet™ pri $tadiu pozitivne kvadratickych foriem®°.
Tieto vysledky neskér J. F. Voronoj®' v roku 1908 a 1909 zovseobecnil
pre d-rozmerny pripad®?. Odtial sa pre Voronojovu teseldciu objavuji ter-

krat opisal v roku 1881 Albert Badoureau v ¢lanku Mémoire sur les Figures Isoscéles
[Pojednanie o pravidelngych titvaroch] publikovanom v Journal de I’Ecole Polytechni-
que 30, str. 47-172.

8 Voronojova teselacia ako model pre popis rozdelenia galaxii vo vesmire sa v sii¢as-
nosti vyskytuje napriklad v [Weygaert, 1994].

™ Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemecky matematik, ktorému
je prisudzovana moderna forméalna definicia funkcie.

80 Dirichlet, G. L. Uber die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit drei
unbestimmten ganzen Zahlen [O zjednoduseni pozitivne kvadratickych foriem s troma
neurditymi celymi ¢islami|. Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik 40, 1850,
str. 209-227.

81 Jurij (Georgij) Feodosjevi¢ Voronoj (1868-1908), rusky matematik. Studoval na fa-
kulte matematiky a fyziky na univerzite v Petrohrade (bol ziakom A. Markova), kde si
dokonéil aj uéitelské vzdelanie. Jeho dizerta¢né praca sa zaoberala algebraickymi celymi
¢islami spojenymi s korenmi ireducibilnych kubickych rovnic. Neskor sa stal profeso-
rom matematiky na Varsavskej univerzite. Voronoj sa venoval tedrii Cisel, a to najma
algebraickym ¢islam a geometrii ¢isel.

82 Voronoi, G. F. Nouvelles applications des parametres continus a la théorie des for-
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miny Dirichletova mozaika alebo Voronojov diagram. Casom sa rozvinula
aplikdcia tohto modelu do dalsich oblasti. V meteorolégii bola Voronojova
teselacia pouzitd americkym meteorolégom Alfredom H. Thiessenom v roku
1911 ako model pre opis oblasti podla priemernych zrazok; odtial poché-
dza nézov Thiessenove mnohouholniky (polygony). V bioldgii a fyzioldgii sa
pouzivaju pojmy rastlinné mnohouholniky alebo domény kapilar. V roku
1927 zaviedol Voronojovu teselaciu do krystalografie Paul Niggli, ktory po-
uzil pojem doména vplyvu, v roku 1933 do fyziky a chémie E. P. Wigner
a F. Seitz, odtial pojem Wignerove-Seitzove zony.8® (Dalsie informacie vid
podkapitola 2.3.)

Sedemnaést rovinnych grip symetrii sa sice vyskytuje uz v starom Egyp-
te, bohatymi periodickymi vzormi sa mozu pysit i dalie staroveké kul-
tary (perzskd, maurskd, atd.), matematické sktimanie tejto problematiky
sa datuje ale az ovela neskor. Zaujimavostou je, Ze kompletnému urceniu
poc¢tu dvojrozmernych grap symetrii predchadzalo vyriesenie poctu troj-
rozmernych krystalografickych grap. Ich odvodenie zadina spisom Mémo-
ire sur les groupes de mouvements [Pojednanie o pohybovych grupach]®
franctizskeho matematika M. E. C. Jordana® (1838-1922) a Leonhardom
Sohnckem (1842-1897), ktory vo svojej knihe Entwickelung einer Theorie
der Kristallstruktur [V§voj tedrie krystalickych strukttr]®® odvodil 65 pe-
riodickych diskrétnych grip v priestore. V roku 1890 rusky krystalograf
J. S. Fjodorov®” (obr. 66a) podal klasifikiciu vetkych grip symetrii pries-

mes quadratiques, premier mémoire, sur quelques propriétés des formes quadratiques
positives parfaites. Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik 133, 1908, str.
97-178.

Voronoi, G. F. Nouvelles applications des parametres continus a la théorie des formes
quadratiques, deuxiéme memoire, recherches sur les parallelloedres primitifs. Journal fiir
die Reine und Angewandte Mathematik 134, 1908, str. 198—287.

Voronoi, G. F. Nouvelles applications des parametres continus a la théorie des formes
quadratiques, deuxieme memoire, seconde partie, recherches sur les parallelloedres pri-
mitifs. Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik 136, 1909, str. 67—-181.

8 g Voronojovymi teseldciami je mozné sa stretnif aj v astrofyzike pri sledovani
distribiicie hmotnosti pri kondenzéacii oblakov medzihviezdneho plynu alebo v geoldgii
pri studiu povodu hornin a v bioldgii a fyziolégii sa pouZivaji pojmy rastlinné a kapilarne
polygoény.

84 Jordan, C. Mémoire sur les groupes de mouvements. Ann. Mat. Pur. App. (2) 2,
1868/1869, str. 167—215 a 322-345.

85 Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), franctizsky matematik zndmy svo-
jimi pracami z tedrie grup.

86 Sohncke, L. Entwickelung einer Theorie der Kristallstruktur. Leipzig: Teubner,
1879.

87 Jevgraf (Evgraf) Stepanovi¢ Fjodorov (1853-1919), rusky krystalograf. Svoju prvi
monografiu Hayanra yyenus o gueypax [Principy tedrie o obrazcoch] zacal pisat uz v 16-
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toru v ¢lanku Cummempus npasuavhuz cucmem ¢ueyp [Symetrie pra-
videlnych systémov obrazcov|®®, o rok neskor dané vysledky prezentoval
aj Nemec A. M. Schonfliess®® (obr. 66b) v pojednani Uber Gruppen von
Transformationen des Raumes in sich [O grupéach transformécii priestoru
v sebe]?. Odvodili ich nezévisle na sebe; jeden geometrickymi metédami,
druhy s vyuzitim algebraickej tedrie grap. (Napriek tomu, Ze obidva ¢lanky,
Fjodorovov i Schonfliessov, o krystalografickych grupach st z roku 1891,
podla [Galiulin, 2003] Fjodorov vSetky grupy skompletizoval trosku skor.)
Je zaujimavé, Ze ani jeden z nich na zaciatku nenasiel vSetky (Fjodorov
nasiel 229 moznych kombindcii ¢astic v krystéloch, Schonfliess 227). Vdaka
vzadjomnej kore$pondencii si navzajom svoje zoznamy doplnili’!, a od tej
doby sa pocet krystalografickych griap — 230 (je ich v podstate 219, z toho
11 zrkadlovych parov, teda spolu 230) — nezmenil (vid [Galiulin, 2003, [Le-
vitin, 1991)). Fjodorovove a Schonfliessove vysledky boli dlho chapané len
ako matematicka zdbava bez vztahu k realite. AZ v roku 1912 Max von Laue
(1879-1960) so svojimi spolupracovnikmi objavil difrakciu rontgenovych la-
¢ov na krystaloch, ktorad experimentalne overila tedriu symetrii krystalov.

V tejto problematike J. S. Fjodorov pokracoval, a tak este v roku 1891
dokézal v prispevku Cummempus na naockocmu. [Symetrie v rovine]??,

ze kazda rovinnd symetricka teseldcia (a kazdy periodicky opakujici sa

tich rokoch (je povazovand za jednu z najhlb$ich monografii o elementdrnej geometrii,
vysla v roku 1885 v Petrohrade); v mladosti bol organizitorom ilegélnych socialistic-
kych novin Hayansa [Principy]. Desat rokov pracoval pre geologickti komisiu, kde vy-
tvoril geologické mapy severozapadného Ruska (vyvinul vSeobecnd teodolickti metédu
pre mineraldgiu a petrolégiu). Vystapil s mnohymi prispevkami pred St. Petergburskou
mineralogickou spolo¢nostou, tie vychadzali v ich zborniku. 230 krystalografickych grip
sa v Rusku tiez oznacuje ako Fjodorovove grupy.

88 ®Emopos, E. C. Cummempus npasusvuniz cucmem dueyp. 3anucku Munepaso-
ruyveckoro ObGmectsa (2) 28, 1891, str. 1-146.

89 Arthur Moritz Schénfliess (1853-1928), nemecky matematik. Po ukondeni studia
matematiky v Berline posobil ako stredoskolsky uéitel; pocas tohoto obdobia pokracoval
vo svojej vedeckej praci, ¢o ho priviedlo aZz k miestu profesora aplikovanej matematiky
v Gottingene. Tam sa zaoberal geometrickymi vlastnostami stuptiov volnosti tuhého te-
lesa, ¢im nadviazal na vyskumy M. E. C. Jordana spred dvadsiatich rokov a L. Sohnckeho
spred desiatich rokov.

90 Schonfliess, A. M. Uber Gruppen von Transformationen des Raumes in sich. Kris-
tallsystems und Kristallstruktur. Leipzig: Teubner, 1891.

€T 0o vysledkoch tejto korespondencie napisal Fjodorov prispevok Zusammenstellung
der krystallographischen Resultate des Herrn Schoenflies und der meinigen [Zhrnutie
krystalografickych vysledkov pdna Schoenfliesa a mojich] (Zeitschrift Kryst. Mineral.
20, 1891, str. 25-75).

92 Pémopos, E. C. Cummempus wa naockocmu. 3anucku MuHepaIormyeckoro
O6mecrsa (2), 28, 1891, str. 345-390.
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motiv) moéze byt podla sposobu opakovania vzoru zaradena do jednej zo
sedemnastich grup symetrii. Tento problém vsak zamestnaval radu vedcov
uz pred nim; Fjodorovova tabulka ukazuje, ze 16 z tychto 17 grup opisal
uz v roku 1869 M. E. C. Jordan, 14 grup L. Sohncke o pit rokov neskor,
vid [Coxeter, 1989]. Fjodorovove prispevky o rovinnych grupéch symetrii
boli napisané v rustine, a tak klasifikdciu rovinnych griap symetrii spopula-
rizovali az George Pélya (1887-1985) a $vajciarsky krystalograf Paul Niggli
(1888-1953) v roku 1924 svojimi ¢lankami®® zaoberajicimi sa tapetovymi
vzormi a kryS$talovymi Struktirami. (Zaujimavy prehlad histérie vyskumu
problematiky krystalografickych griap je mozné néjst v [Joyce, 1997].)

Obr. 66 a) J. S. Fjodorov (1853-1919), b) A. M. Schénfliess (1853-1928),
¢) K. A. Reinhardt (1895-1941).

Po mnohych rokoch tsilia bolo pomocou pocitacov zistené, ze v Stvor-
rozmernom priestore existuje 4783 krystalografickych grip [Brown a kol.,
1978] (z toho 112 sa rozdeluje zrkadlovo). Pocet grip v pafrozmernom pries-
tore doteraz nie je znamy, ale je kone¢ny podla viet Bieberbacha® (1910)
a Frobenia® (1911)% [Griinbaum, Shephard, 1987], [Schulte, 1993]. Tedriu

93 Pélya, G. Uber die Analogic der Kristallsymmetrie in der Ebene [O analdgii krys-

talickych symetrii v rovine]. Zeitschrift fir Kristallographie 60, 1924, str. 278-282.
Niggli P. Die Flichensymmetrien homogener Diskontinuen [Rovinné symetrie homogén-
neho diskontinua]. Zeitschrift fiir Kristallographie 60, 1924, str. 283-298.
Pélyovym hlavnym prinosom bola najméi celostrankova ilustracia s prikladmi teselacii
pre kazdi zo sedemnéstich grip symetrii; trindst z nich boli klasicky znédme, $tyri vytvoril
sdm. V niektorych zdrojoch (napriklad [Irwin, 2007]) sa uvadza nesprévne tvrdenie, Ze
prave G. Pdlya je autorom klasifikdcie rovinnych grap symetrii.

9 Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886-1982), nemecky matematik, jeho di-
zertafnd praca (1911) na tému grupy euklidovskych pohybov predstavovala dolezity krok
k vyrieSeniu 18. Hilbertovho problému.

9 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), nemecky matematik, zndmy svojimi préa-
cami v tedrii diferencidlnych rovnic, tedrii grup a ¢isel.

96 Frobenius, F. G. Uber die unzerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen [O nerozlozi-
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rovinnych grip symetrif rozsirili v roku 1951 A. V. Subnikov a N. V. Belov?”
kombinaciou periodického opakovania tvarov s periodickym opakovanim fa-
rieb (tzv. polychromatickd symetria).

Uz spominany objav, ktoré konvexné Sestuholniky vytvaraju teselaciu,
je pripisovany Karlu Augustovi Reinhardtovi (obr. 66¢), ktorého dizertacna
praca Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone [O rozloZeni roviny na
mnohouholniky| % z roku 1918 obsahuje riesenie tohoto problému.” Su to
prave tri typy konvexnych Sestuholnikov — obr. 16, pricom pod ,typom*
sa vSeobecne rozumie mnozina mnohouholnikov, ktoré vyhovuju urcitym
podmienkam pre velkost strdn a vnutornych uhlov. Objavovanie konvex-
nych teselujicich patuholnikov je ale sdgou, ktora trva niekolko desatrodi.
Po prvykrat sa klasifikacia pétuholnikov vytvarajicich monoedralne tese-
lacie v rovine objavila takisto v Reinhardtovej dizertacnej praci, v ktorej
£100 y6znych skupin poZiadavok pre uhly a strany daného pé-
tuholnika, a kazd4 z nich tak definuje jeden teselujici typ pétuholnika —

stanovil p&

obr. 67. (Pre péafuholniky tohoto typu existuje vela rozliénych teselécii.)
Podla [Schattschneider, 1978a] Reinhardt nepochyboval, Ze vytvoril kom-
pletné rieSenie tohto problému, ale nevedel dokazaf, ze kazdy teselujici
pétuholnik je urcite jeden z danych piatich. Okrem toho bol Reinhardt vo
svojom odvodzovani tak dokladny, Ze sa jeho klasifikacia prijala ako finalny
vysledok. Reinhardtovo tvrdenie potvrdili H. Heesch a O. Kienzle v roku
1963.1% O pit rokov neskor R. B. Kershner z Johns Hopkins University

telnych diskrétnych pohybovych grupach]. Sitzungsberichte der Preussischen Akamemie
der Wissenschaften Berlin, Physikalisch-Mathematische Klasse 29, 1911, str. 654-665.

97 Alexej Vasiljevi¢ Subnikov (1887-1970), Nikolaj Vasiljevi¢ Belov (1891-1982), ruski
krystalografi, venujuci sa tedrii farebnej symetrie a antisymetrie.

98 Reinhardt, K. Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone. PhD. thesis. Borna —
Leipzig: Univ. Frankfurt am M. Noske, 1918. Dizerta¢na pracu pisal Reinhardt pod
vedenim L. Bieberbacha. Titulna strdnka tejto préce vid Priloha IV.

9 Tesel4cie st obsahom aj 18. Hilbertovho problému, v ktorom sa riesi otazka vypl-
nenia priestoru bez medzier kongruentnymi polyédrami. Cast tohoto problému vyrie-
sil prave L. Bieberbach, ¢ast tykajtcu sa anizoedralnych konvexnych mnohouholnikov
K. A. Reinhardt v roku 1928 (Reinhardt, K. Zur Zerlegung der euklidischen Riume in
kongruente Polytope [K rozkladu euklidovskych priestorov na kongruentné polytopy].
Sitzungsberichte der Preussischen Akamemie der Wissenschaften Berlin, Physikalisch-
Mathematische Klasse, 1928, str. 150-155.), ¢ast zostala nevyrieSena.

100 v skutocnosti Reinhardt odvodil 8 typov teselujucich patuholnikov, ale prvé 3 typy
st povazované za Specialne pripady 3 typov teselujucich konvexnych Sestuholnikov a je
mozné z nich dané Sestuholniky vytvorit vloZzenim dalSieho vrcholu na jednu stranu
[Kershner, 1968]. Pre ostatnych pét typov péatuholnikov to neplati.

101 Heesch, H., Kienzle, O. Flichenschluss. System der Formen lickenlos aneinan-
derschliessender Flachteile [Uplné vyuzitie plochy. Systém foriem bez medzier na seba
navizujucich ploch]. Berlin — Gottingen — Heidelberg: Springer-Verlag, 1963.
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oznamil [Kershner, 1968], Ze nasiel dalsie tri typy péfuholnikov teseluji-
cich rovinu (pouzil metédu odlisni od Reinhardtovej), a Ze spolu tychto
osem typov nakoniec tvori kone¢ny zoznam teselujicich konvexnych pétu-
holnikov.}%? Aj toto rozsirenie pdvodného zoznamu sa neskor ukazalo ako
nie konecné.

V roku 1975 v julovom ¢isle ¢asopisu Scientific American Martin Gard-
ner'®® vo svojej rubrike publikoval Kershnerov zoznam 6smych pétuhol-
nikovych teselacii. Vdaka tomu tento problém znovuotvoril a obozndmil
s nim $iroku Citatelska verejnost, vratane mnohych amatérov — matemati-
kov. Prvym aktivnym ¢itatelom, ktory Gardnerovi aj poslal svoje vysledky,
bol Richard James, pocitacovy vedec z Kalifornie. Ten sa rozhodol uz po
precitani prvej Casti ¢lanku otestovat svoje schopnosti a bez pomoci Kersh-
nerovho zoznamu néjst nejaké z piatuholnikovych teselacii. Nasiel dalsi pé-
tuholnik, ktory v Kershnerovom zozname chybal a M. Gardner ho publi-
koval. Druhou aktivnou ¢itatelkou bola Marjorie Riceoval®, ktord citala
synom predplateny casopis a ¢lanok o Jamesovych objavoch v Scientific
American z decembra 1975 v nej vzbudil pozornost. Zaujal ju uz julovy
¢lanok o péatuholnikovych teselaciach a myslela si, aké zaujimavé to muselo
byt pre Kershnera objavit nové typy piatuholnikovych ciel, ale az po ob-
jave Richarda Jamesa jej zadujem natolko vzrastol, aby zistila, ¢i je schopné
najst nejaky dalsi teselujtci patuholnik [Schattschneider, 1981]. Marjorie si
najprv spisala vSetky informécie o danych deviatich teselujicich patuholni-
koch a snazila sa najst spolocné vztahy, ktorym vyhovovali dané patuhol-
niky a prislusné teseldcie. Vianoce v roku 1975 boli pre fiu velmi narocné,
pretoze sa tomuto problému venovala aj pri praci v kuchyni, pricom sa sna-
7ila, aby to nikto nezistil a nemusela tak svoju ¢innost nikomu vysvetlovat.
V polovici februara 1976 Marjorie poslala svoje nakresy M. Gardnerovi.
V tom case sa zacala vzajomné koreSpondencia a priatelstvo medzi Marjo-

102 Kershner napisal, ze jeho dokaz je prilis komplexny a naméhavy na publikovanie
v American Mathematical Monthly, ale ze ho bude publikovat ¢o najskor niekde inde.
Ci nakoniec Kershner dokaz publikoval alebo nie, sa mi nepodarilo zistit.

103 Martin Gardner (1914), americky popularizator matematiky. Pocas 25 rokov (1956
1981) viedol rubriku ,Matematické hry*“ v casopise Scientific American, vdaka ktorej
priblizil krdsu matematiky verejnosti a mnohych inSpiroval k praci nad matematickymi
problémami. Téme teseldcii sa venoval niekolkokrat vo svojej rubrike i v mnohych kni-
héch (je autorom viac nez 60 knih).

104 Marjorie Riceova (1923), matka piatich deti a Zena v domdcnosti zo San Diega. Po
ukonceni strednej Skoly sa stala sekretarkou a neskor sa vydala za svojho $éfa. Pri hla-
dani teselujicich patuholnikov si vytvorila svoj vlastny systém oznacovania vyjadrujaci
podmienky a vzfahy medzi stranami a uhlami teselujicich Gtvarov.
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rie a Doris Schattschneiderovou!®®, ktora sa stala nielen jej priatelkou ale
aj konzultantkou. Doris posielala Marjorie ¢lanky, ktoré sa v danom cCase
objavovali v odbornych ¢asopisoch, a Marjorie sa snazila napriklad Sestu-
holnikové cely rozdelit tak, aby ziskala pétuholnikové. Bez formalneho ma-
tematického vzdelania, ale s nadsenim, sa jej podarilo pocas obdobia dvoch
rokov najst Styri nové typy teselujicich piatuholnikov, pri¢om vzniknuté te-
selacie este dokreslila napriklad kvetinovym alebo zvieracim ornamentom
(napriklad ako na obr. 68), a viac nez Sestdesiat roznych teselacii. Podrobny
opis ako R. James alebo M. Riceova nasli teselujtce piatuholniky, je mozné
néajst v [Schattschneider, 1981].

Zoznam trinéastich typov teselujucich pafuholnikov sa objavil uz v roku
1978 v Mathematics Magazine v ¢lanku Doris Schattschneiderovej [Schatt-
schneider, 1978a] a D. C. Hunt a M. D. Hirschhorn v roku 1983 tvrdili,
7e dokézali jeho kompletnost. Dokaz dvojica publikovala v roku 1985.196
V roku 1985 objavil dalsi, Strnasty, teselujici patuholnik Rolf Stein, Student
z Univerzity v Dortmunde, ktory vyhlésil (nepouceny zo sktsenosti Rein-
hardta a Kershnera), ze dany problém je vyrieSeny raz a navzdy. Prehlad
doteraz zndmych typov pétuholnikov vytvarajicich teselacie s prislusnymi

teselaciami je na obr. 67.197

105 Doris Schattschneiderova ziskala doktorat na Yaleskej univerzite v roku 1966. Ucila
na Northwestern University a University of Illinois v Chicago Circle, a od roku 1968
na Moravian College. Tu ju jej zdujem o umenie priviedol k myS$lienke vytvorit kurz
s ndzvom ,Teselacie: Matematické umenie“. O tejto téme napisala vela; spolupracovala
s grafikmi — umelcami na vytvoreni knihy a kolekcie jedinecnych geometrickych mo-
delov M. C. Eschera — Kaleidocycles (Schattschneider, D., Walker, W. Kaleidocycles.
Petaluma, CA: Pomegranate Publications, 1987).

106 Hirschhorn, M. D., Hunt, D. C. Equilateral Convex Pentagons Which Tile the
Plane. Journal of Combinatorial Theory, Ser. A 39, 1, 1985, str. 1-18. Autori tvrdia,
ze rovnostranny konvexny pafuholnik vytvara teselaciu v rovine vtedy a len vtedy, ak
mé sucdet velkosti dvoch uhlov rovny 27 alebo ak je to jednoznacéne uréeny pétuholnik
so Specialnymi uhlami. Ich doékaz je zaloZeny na presktimani vSetkych bodov prieniku
100 kriviek. V ¢lanku O. Bagina Tiling the Plane with Congruent Equilateral Convex
Pentagons (Journal of Combinatorial Theory, Ser. A 105, 2, 2004, str. 221-232) autor
predvéadza alternativny dokaz tvrdeni o patuholnikoch a to zaloZeny na Eulerovej vete
pre rovinné grafy.

107 Podmienky pre dlzky stran a velkosti vnitorngch uhlov jednotlivich typov st
nasledujtce (A4, B,C, D, E — vnitorné uhly péatuholnika, a,b,c,d,e — strany péatuhol-
nika; takéto oznacenie je napriklad pouzité v ¢lanku [Schattschneider, 1978a]) — typ 1:
D+ FE=180°typ 2: C+ F =180°%a=d, typ 3: A=C =D =120°a =b,d=c+e,
typ 44 A = C = 90°,a = b,c = d, typ 5: C = 24 = 120°,a = b,c = d, typ
6: C+ F = 180°,A = 2C,a = b = e,c = d, typ 7: 2B+ C = 360°,2D + A =
360°,a =b=c=d, typ 8 2A+ B = 360°,2D + C = 360°,a = b =c = d, typ 9:
2F+ B =360°,2D+C = 360°,a =b=c=d, typ 10: E =90°, A+ D =180°,2B—D =
180°,2C'+ D =360°,a =e=0b+d, typ 11: A=90°,C+ F = 180°,2B+ C = 360°,d =
e =2a+c typ 12: A = 90°,C + E = 180°,2B + C = 360°,2a = c+ e = d, typ
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Okrem objavovania monoedralnych rovinnych teselacii z konvexnych
patuholnikov je sti¢asny vyskum (t. j. obdobie od 2. polovice 20. storocia)
v tejto oblasti izko spojeny najmé s interdisciplindrnymi problémami a ap-
likaciou teselacii. Jeden z najfascinujucejsich objavov sa tyka aperiodickych
teselacii. Cely takychto teseldcii vytvaraji na prvy pohlad pravidelné, ale
v skutoc¢nosti neperiodické teselacie, teda také, ktoré nie st invariantné
vzhladom k posunutiu (t. j. ked sa teselacia posunie o Tubovolny vektor,
nikdy sa nebude zhodovat s povodnou teselaciou).!® V roku 1973 a 1974
objavil profesor matematiky v Oxforde Roger Penrose!®” tri mnoziny ape-
riodickych ciel. Prvé z jeho pokusov viedli k objaveniu velkého poctu ciel
vytvarajicich takéto teseldcie, dalSia praca priniesla Uspech so Siestimi,
a neskor Penrose zistil, Ze aperiodickl teseldciu je mozné vytvorit aj len
opakovanim dvoch §tvoruholnikovych ciel — obr. 69.110

V roku 1975 éital Robert Ammann''? €lanok od M. Gardnera o Penrose-
ovej praci. Kedze Penrose poziadal o patent na tento objav'!?, Gardnerov
opis bol dost vagny. Ammann napisal Gardnerovi list, v ktorom opisuje
svoju vlastni pracu so zopakovanymi Penroseovymi mnozinami a pridal
eSte Stvoricu ,zlatych rovnobeznostenov®, ktoré vytvaraja aperiodicki te-
seldciu v priestore. O niekolko rokov neskor zacal Ammann korespondenciu
s mnohymi vyznamnymi profesionalnymi vedcami. Objav kvazikrystalov
v roku 1982 zmenil poziciu aperiodickych teselacii a Ammannova praca pre-
sla z oblasti rekreacnej matematiky k uznavanému akademickému vyskumu.
P&t mnozin ciel, ktoré Ammann objavil, sa vyskytli aj v [Grilnbaum, Shep-
hard, 1987] a v spolupraci s autormi publikoval Ammann ¢ldnok!!3, ktory
dokazoval aperiodicitu styroch z nich.

13: A= C = 90°,2B = 2E = 360° — D,c = d,2c = e, typ 14: D = 90°,2E + A =
360°,C + A =180°, B + D + E = 360°, 2¢ = 2¢ = a.

108 Cely prvych aperiodickych teselacii s zname ako Wang tiles.

109 Roger Penrrose, znadmy svojimi pracami v oblasti tedrie relativity, kvantovej fyziky,
linearnej algebry a numerickej matematiky.

110 Prvykrat sa takato aperiodicka teselacia z dvoch objavila v ¢lanku Penrose, R. Role
of aesthetics in pure and applied mathematical research. Buletin Inst. Maths. Appl. 10,
1974, str. 266 — 271.

UL Robert Ammann (1946-1994), amatérsky matematik, ktory vyznamne prispel k te-
orii kvazikrystalov a aperiodickych teselacii. Po neukoncenom studiu na univerzite pra-
coval ako programator alebo na postovom trade ako triedi¢ posty.

U2 Tento patent bol neskor zdrojom sporu, ked firma Kleenex pouzila vzor bodiek
rozlozenych vo vrcholoch tejto aperiodickej teselacie na svoj toaletny papier.

113 Ammann, R., Grinbaum, B., Shephard, G. C. Aperiodic Tiles. Discrete Comput.
Geom. 8, 1992, str. 1-27.
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Obr. 67 Strnast typov patuholnikov vytvarajacich monoedralne teselécie, ktoré
su v stcasnosti zname. Teselacie 1-5 odvodil K. Reinhardt (1918), R. B. Kersh-
ner teseldcie 6 — 8 (1968), R. James teselaciu 10 (1975), M. Riceova teselacie
9, 11 — 13 (1976-1977), R. Stein teselaciu 14 (1985).114

114 Obréazky st prevzaté zo stranky http://www.mathpuzzle.com/tilepent.html
[stranka aktudlna k diiu 17. 1. 2010].
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Obr. 68 Pituholnikové teselacie od M. Riceovej.'!?

115 Obrézky st prevzaté z internetovej stranky Marjorie Riceovej, na ktorej je niekolko
jej teselacii (http://tessellations.home.comcast.net/tessellations/ [stranka ak-
tudlna k diu 17. 1. 2010]).
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Obr. 69 Penroseova aperiodicka teselacia.

2.3 Aplikacia modelu teselacii

Ako uz bolo spomenuté, model teselacii, najmé Voronojovych, je casto
vyuzivany v prirodnych, socidlnych i ekonomickych vedach. Kdekolvek sa
vyskytuje diskrétna mnozina dat rozmiestnenych tak, ze vzdialenost mé ne-
jaky vyznam, tak Voronojova teselacia moze byt uzitocna. Delenie priestoru
(jednorozmerného, dvojrozmerného ¢ trojrozmerného) na oblasti (cely)
je potom zalozené na vzdialenostiach bodov priestoru od urcitych bodov
— centier oblasti. Vnutro jednotlivych oblasti je potom vytvorené bodmi
priestoru, ktoré maju k danému centru blizsie ako k ostatnym centram;
body majice rovnaki vzdialenost od viac centier vytvaraju hranice ob-
lasti.

Ako model boli Voronojove teselacie pouzité aj v teorii centrdlnych
miest W. Christalleral’® z roku 1933. T4to tedria sa snazi teoreticky vy-
svetlif problematiku rozmiestnenia a velkosti sidel a obsluznych zariadeni
v sidelnej strukture, pricom si Christaller kladol otazku, ¢i existuju pravidla
a zakony, ktoré by ovplyviiovali pocet, rozmiestnenie a velkosti sidel. Podla
neho sa mesto stava centrom danej oblasti, ak sa nachadza v jej geometric-
kom strede a plni funkciu obchodného centra. Jeho tilohou je tak exportovat
miestne a importovat nedostatkové vyrobky, a zaistovat distribiiciu tovarov
a rozmiestnenie sluzieb tak, aby ich pocet, vzdialenost a pocet zakaznikov
vyhovoval (t. j. minimalizovat dopravné néklady). Preto centrd umiestnil

U6 Walter Christaller (1893-1969), nemecky socidlny geograf, autor knihy Die zentra-
len Orte in Stddeutschland (Jena: Gustav Fischer, 1933). Prva ¢ast knihy sa zaobera
teoretickymi poznatkami, druhé obsahuje praktické metédy, pomocou ktorych moze byt
tedria testovana v praxi, a poslednd ¢ast sa venuje aplikacii tedrie prave v oblasti juzného
Nemecka. Christallerovu tedriu napriek jej nedostatkom (v porovnani s pravidelnym roz-
miestnenim centier v tedrii je redlna skutoénost ¢asto velmi chaotickd) pouzivaji sidelni
geografi doteraz.
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povodne do kruhovych oblasti, medzi ktorymi ale vznikli , hluché“ miesta,
a tak sa pre tvar oblasti zaviedli vhodnejsie pravidelné Sestuholniky vytva-
rajice sief — obr. 70.117

Obr. 70 a) Rozmiestnenie centier v stredoch kruhovych oblasti, medzi jednot-
livymi oblastami st ,hluché® miesta, b) pri takomto rozmiestneni sa hluché
miesta zmensuja, c) pri prekryti kruhovych oblasti dochadza k odstraneniu
hluchych miest, d) najvhodnejsie rozmiestnenie centier v strede pravidelnych
Sestuholnikoch vytvarajucich siet.

Obr. 71 Rozdelenie Ceskej republiky na okresy; zelené hranice — skuto¢né hra-

nice okresov, modré hranice — konvexifikované hranice okresov, ¢ervené hranice

— hranice okresov ako ciel Voronojovej teselacie s generatormi v okresnych mes-

tach.

V tedrii centralnych miest sa brala do tivahy euklidovskd vzdialenost
(,,vzdusnou cestou), v redlnom prostredi je nevyhnutné prihliadat na vzdia-
lenost bodov od centra oblasti po ,cestach“. Na obr. 71 je rozdelenie Ces-
kej republiky na okresy k dniu 1. 1. 2002, kde zelenou farbou st vyznacené
skuto¢né hranice okresov a ¢ervenou farbou hranice okresov ako ciel Voro-
nojovej teselacie s generatormi v okresnych mestach. Aplikacia Voronojovej

17 Zaklady tedrie polozil uz v prvej polovici 19. storoc¢ia nemecky ekoném Johann He-
inrich von Thiinen (1783-1850). Christallerovu teériu nasledne rozvinul nemecky eko-
ném August Losch (1906-1945), ktory sa zameral na vztahy pri rozmiestneni velkych
priemyselnych podnikov.
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teselacie ako modelu sa pouzila napriklad pri skiimani vzajomnej interakcie
mravcov viacerjch druhov v Slovenskom Rudohori v [Ponizil a kol., 2003]

Obr. 72 a) Vyznadené polohy mravenisk v skiimanej oblasti (velkosti vyznace-
nych centier zavisia od velkosti populécie), b) rozdelenie pomocou Voronojovej
teselacie.

Dalsou disciplinou, v ktorej sa vyuzivaju teselacie ako model, je meta-
lografia, ktorej ciefom je popis vlastnosti kovovych materidlov a ich vni-
tornej Struktary. Ta nie je mozné $tudovat v celom objeme materidlu ako
trojrozmernom objekte, ale na zaklade vhodného (ndhodného alebo sys-
tematického) geometrického vyberu, najcastejsie rovinného rezu. Priesto-
rové vlastnosti sa potom odhaduji pouzitim standardnych stereologickych
metéd (skiimané vlastnosti a zakladné stereologické vztahy st naznacené
v podkapitolach 1.2 a 1.3). VSetky technické kovové materaly su polykrys-
taly, teda st zlozené z oblasti nazyvanych zrnd, ktoré si v latke usporia-
dané nepravidelne. (Zrné st od seba oddelené navzajom tenkou vrstvou —
hranicou zrna; hribka hranice je niekolko atémovych vzdialenosti). Stabi-
lita vlastnosti kovov a ich zlicenin voci zmene tlaku, teploty, ¢i deformac-
nym procesom je dolezitym javom, ktory je v centre pozornosti roznych
vyskumov. Jedného vyskumu sa zucastiiujem aj ja ako pracovnicka Ma-
tematického tstavu AV CR, ktory je realizovany v spolupraci s Ustavom
fyziky materidlov AV CR v Brne. Vzorka sktimaného materialu (hlinik, med
alebo hlinik-skandium) je vystavena technike ECAP (equal channel angular
pressing) — mechanické pravouhlé pretlacovanie, pri ktorej je material pre-
tlacovany cez kanalik v tvare pismena L (vzorku je mozné takto deformo-
vat viackrat). Vzorka je potom vystavena zvizku dopadajuicich elektrénov,

18 K rozdeleniu na oblasti — cely Voronojovej teselacie (ale s urcitymi prekrytiami ciel)
— dochédza prirodzene aj v prirode, ked si zvieratd vytvaraju vlastné teritdria, ktoré si
nasledne obranuju. V ludskej spolo¢nosti okrem spomenutého tizemno-spravneho ¢lene-
nia a optimalizicie rozmiestnenia centier obsluhy (obchody, poStové schranky, drady,
kniZnice, Skoly) je vhodné spomentit optimalizdciu tras (dopravné prostriedky, pojazdné
predajne) s ohladom na vytazenost a lahkd dostupnost pre spotrebitelov.
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ktoré st po odraze od mriezkovych rovin pod uréitym uhlom zachytené
na fluorescentné sklicko, na ktorom vytvaraju vzor. Ten je zaznamenany
prostrednictvom skenovacieho elektronového mikroskopu a je charakteris-
ticky pre krystalickt struktaru pri povrchu vzorky skiimaného materialu.
Vystupom st mapy znazornujuce ucitt ¢ast povrchu (napriklad obr. 73,
obr. 74). Tato metdda ziskavania obrazovych materidlov sa nazyva EBSD
(electron backscatter diffraction) — difrakcia spétne odrazenych elektrénov.
Blizsie informécie o priprave materidlov je mozné najst napriklad v [Krél,
2006]; viac informacii o tomto vyskume a jeho vysledkoch je mozné najst
napriklad v [Ilucova a kol., 2007a], [Ilucova a kol., 2007b], [Saxl a kol., 2007]
alebo [Saxl a kol., 2009].

Ako uz bolo v tvodnej kapitole spomenuté, teselacie vyuziva mdda
napriklad vo forme patchwork pre vzor na latky.!!® Existuju ale i dalsie
moznosti. Z viac ako 250 obrazkov predstavujtcich rezy polykrystalickych
materidlov (hlinik a med) som vybrala také, ktoré sa mi zdali zaujimavé
z dévodu farebnosti alebo tvaru zfn ¢ subzin — ciel (Cast teselacii mala
cely s plochami priblizne rovnako velkymi, plocha ciel niektorych vzoriek

sa vyznacovala velkou variabilitou). Studentom, ktorych som uéila'?’,

som
potom predlozila ,katalég“ 50 vzoriek. Z nich si mali vybrat 5 takych,
ktoré by boli vhodné ako vzor pre latku na dievéenské/dédmske obleCenie,
a b takych, ktoré by boli tiplne nevhodné.'?! Nakoniec sa ankety ztcast-

122 4 niekolko mojich

nilo este niekolko Studentov z dalSej strednej Skoly
znamych rozneho veku (ankety sa spolu ztcastnilo 63 Tudi). Tri teselacie,
ktoré respondenti zvolili ako najvhodnejsie vzory na latku st na obr. 73,
obrazky desiatich najvhodnejsich s po¢tami hlasov v Priloha V. Z respon-
dentov bolo 18 chlapcov/muzov a 12 ,dospeldkov, t. j. [udi nad 20 rokov.
Tieto pocty nepovazujem ale za Statisticky vyznamné, preto neuvadzam
vysledky S$pecialne pre tieto skupiny respondentov. Je ale pravdou, ze ,,do-
spelaci“ preferovali menej farebne vyrazné vzory a tie, ktoré sa vyznacovali
malou variabilitou plochy. Plati ale, ze velmi vyraznym vzorom (t. j. fa-
rebne vyraznym, farebne variabilnym a s velkou plosnou variabilitou ciel)
sa vyhybali takmer vSetci zticastneni. Na obr. 74 st 3 obrazky, ktoré res-

119 Pojem wvzor je tu pouzity v hovorovom vyzname, nie tak ako som zaviedla v ¢asti
1.1.3.

120 Gymnéazium Bernarda Bolzana, V Holesovickach 2, Praha 8.

121 Dievéata si mali zvolit tie, ktoré sa im péacia, chlapci tie, ktoré by radi videli napri-
klad na obleceni svojich spoluziacok. Motivaciou k ankete bol zaujem Technickej uni-
verzity v Liberci pouzit niektoré z obrazkov rezov polykrystalickych latok vyrobenych
EBSD metédou ako vzor pre skuto¢nu latku na Saty.

122 Pedagogickd a socidlna akadémia, Kmetovo stromoradie 5, Presov.
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pondenti prehlésili za Gplne nevhodné na vzor na latku (v Priloha VI je
uvedenych 5 podla ankety ,najnevhodnejsich® vzoriek).
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Obr. 73 Tri obrazky (rezy polykrystalickych latok — Cu, Al), ktoré respondenti
vyhodnotili v ankete ako najvhodnejsie vzory na latku pre dievéenské/damske
oblecenie.
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c)
Obr. 74 Tri obrazky (rezy polykrystalickych latok — Cu, AlSc), ktoré respon-
denti vyhodnotili v ankete ako najnevhodnejsie vzory na latku pre dievcen-
ské /damske obledenie.
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Kapitola 3

Rovinné teselacie v didaktike mate-
matiky

Po prehlade zékladnych matematickych poznatkov tykajucich sa tese-
lacii a prikladoch ich vyuzitia v umeni ¢i v réznych vednych oblastiach
uvedenych v kapitolach 1 a 2 je dolezité pozriet sa na teselacie z pohladu
didaktiky matematiky. Vytvaranie teselacii (v rdmci skolskych aktivit, ale
i volného Casu) je vyrazne ovplyvnené roznymi faktormi, medzi ktorymi
sa predstavivost a tvorivost daného jedinca javia ako najdolezitejSie. Na
vplyv tychto faktorov by som sa chcela zamerat v podkapitolach 3.1 a 3.2,
podkapitola 3.3 sa venuje postaveniu teselacili vo vyucovani matematiky,
ako uvadzaju niektoré vyskumy a literatara.

Chcela by som upozornit, Ze pri vytvarani teselacii je velmi zlozité od
seba oddelif predstavivost a tvorivost, pretoze st navzajom tizko prepojené.
V literatire sa tiez Casto chépe predstavivost vo vztahu k teselaciam ako
tvorivost pri konstrukeii ciel escherovskych teselacii (napriklad [Ranucci,
Teeters, 1977]) alebo ornamentov na nich. Preto sa poktsim vymedzit ob-
sah pojmov predstavivost a tvorivost tak, ako im rozumiem v stvislosti
s teselaciami, pricom sa tieto faktory v mnohych charakteristikich navza-
jom prelinaju, a porovnam ich s uz zavedenym chapanim z niektorych vy-
skumov a prac.

3.1 Rovinné teselicie a rovinna predstavivost

Pod pojmom geometrickd predstavivost sa Casto intuitivne rozumie
,videnie“, resp. ,nevidenie*, najmé pri rieSeni konstrukénych tloh v rovine
alebo v priestore a iloh zo stereometrie vo vSeobecnosti, pripadne v oblasti
umenia. V skuto¢nosti vystupuje geometrickd predstavivost dennodenne
v zivote kazdého cloveka; vynimkou nie je ani vytvaranie teselacii. Vplyv
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predstavivosti na tito ¢innost a jej obsah, resp. zlozky, sa pokusim vy-
svetlif na tlohéch, ktoré boli Ziakom a Studentom zadané v jednotlivych

experimentoch (kapitoly 4 a 5).

Obr. 75 Sest roznych typov stvoruholnika pouzitjch v jednom z experimentov
(Cast 4.1.1).

V experimente tykajicom sa Stvoruholnikovych teselacii (blizsie vid
Cast 4.1.1) sa predkladaju otézky, ¢i je mozné kazdy zo Siestich rdznych
typov Stvoruholnika (obr. 75) vyuzit pri vytvoreni monoedrélnej teselacie
(t. j. pri kachlitkovani steny alebo pri parketovani podlahy). Ulohou je
teda vytvorit teselacie, ked st zadané cely (kompozicény pristup — prechod
od cely k teselacii). Stvorcovii alebo obdlznikovii teselaciu (a nielen typ
strana k strane) si ,predstavi“ kazdy ¢lovek na zaklade svojich skisenosti,
kosodlZnik ako celu teselacie je schopny pouzit ako analégiu s obdlzniko-
vym pripadom. Pri vytvarani lichobeznikovej teselacie je mozné poskladat
,pasy“123, ktoré sa k sebe ,rovnobezne“ priloZia. S teseldciami z dalsich
dvoch stvoruholnikovych ciel vSeobecného tvaru je to ale zlozitejsie; ¢lovek
musi uvazovat o niefom, s ¢im sa este nestretol. Tieto teselacie (obr. 76e,
f) moze vytvorit stratégiou ,,pokus—omyl“ (t. j. ndhodnym prikladanim ut-
varov a zistovanim, ¢i atvary k sebe ,pasuju®), alebo skiima vlastnosti jed-
ného ttvaru a viacerych (vytvarajucich uz cast teselacie), a hfada (a néjde)
vztahy medzi stranami a uhlami, resp. opakujuci sa vzor. Na zdklade tiplne
alebo ¢iasto¢ne objavenych pravidiel'** (vid nizsie) potom vytvori prislugné
teselacie. Pri vytvarani kazdej teselacie tak clovek vyuziva urcité schop-
nosti, ktoré je mozné zhrnit do pojmu predstavivost, preto sa opieram
o definiciu predstavivosti uvedentd v publikacii [Pulpan a kol., 1996, str. 22]:

123 pod pojmom pds rozumiem skupinu zhodnych atvarov, ktoré st k sebe prikladané
prislusnymi stranami (t. j. stranami s rovnakou dlzkou) v smere osi « (horizontalny pas)
alebo v smere osi y (vertikdlny pés) tak, aby medzi nimi neboli medzery a nevznikli ani
prekrytia.

124 e - . o Loar A e s .
Pouzitie pravidiel pri vytvarani teselacii méze byt intuitivne alebo uvedomelé,
a uplné alebo c¢iastocné.
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Predstavivost chdapeme jako zdkladni psychickou funkci, jeZ zajis-
tuje moznost aktudlniho psychického zpritomnéni jevi, jeZ nejsou
de facto pritomny, a to jak ve smyslu rekonstruujicim, t. j. ve
smyslu nového vyvoldni jiZ2 zndmych podnéti z minulosti, tak ve
smyslu konstruktivnim, invencnim, t. j. z hlediska tvorby original-
nich, pouze na predstavdch zaloZengych a de facto dosud neexistuji-
cich produkti.

R P N
R P N

e) f)
Obr. 76 Priklady monoedralnych stvoruholnikovych teselacii s celami z obr. 75.

(Vsetky uvedené teselacie su typu strana k strane; v pripadoch e) a f) ind
moznost usporiadania ciel ako strana k strane nie je.)

Rozlisujem tak predstavivost rekonstruktivnu, ktord je zaloZend na ski-
senostiach (vysledkom st napriklad teselacie na obr. 76a, b, c), a kon-
Struktivnu, ktora je mozné chapat ako stihrn predstav a schopnosti ¢loveka
uvazovat o nieCom, ¢o realne eSte neexistuje, resp. existuje, len o tom este
nepocul, nevidel to alebo nezazil, alebo o niecom, ¢o realne bolo alebo je,
ale jedinec m4 o tom nedostato¢né informacie.'?® Vysledkom konstruktivne;j

125" Obsahom rekonstruktivnej predstavivosti st pamdtné predstavy (odrazaji predmet
tak, ako bol vnimany), obsahom konstruktivnej myslené predstavy (javia sa ako nové
obrazy po myslienkovom spracovani ulozeného materidlu a vytvaraju sa na zaklade
pamétnych predstav) [Jirotkova, 1990].

76



predstavivosti si, miniméalne pre daného jedinca, nové produkty (napriklad
teselacie na obr. 76d, e, f). Kedze praca pri vytvarani rovinnych teselacii
prebieha v rovine, prislusna predstavivost nazvem rovinnou.

Medzi stranami a uhlami ciel vytvarajicich stvoruholnikové monoed-
ralne teselacie a medzi celami navzajom (pre jednoduchost beriem do tivahy
teselacie typu strana k strane) st urcité vztahy, ktoré nazvem pravidlo pri-
slusnych strdn, pravidlo prislusngch uhlov, pravidlo symetrie (alebo tiez
vzoru) a pravidlo pokrijvania roviny Stvoruholnikmi.'?% Pod pravidlom pri-
slusngch strdn rozumiem to, ze v Stvoruholnikovej teselacii prikladam k sebe
jednotlivé cely stranami s rovnakou, teda prislusnou dizkou, pravidlo pri-
slusnyich uhlov hovori o tom, Ze sucet velkosti vnutornych uhlov ciel pri
kazdom vrchole musi byt 360°. Pravidlo symetrie je zaloZené na pozorovani
pravidelného opakovania dvoch a viacerych uz spojenych ciel v teselacii,
a vyjadruje skutocnost, Ze existuje minimalny pocet Utvarov vytvarajtcich
Cast teseldcie, na zaklade ktorej je mozné odhalit opakovanie v celej tesela-
cii. Prikladom moze byt lichobeznikova cela, ku ktorej sa dalSia cela pripoji
pomocou stredovej simernosti (podla stredu jednej zo stran), vysledkom je
kosodlznik. Ten je mozné dalej opakovat pomocou posunutia, pri¢om vznika
pas (obr. 77). Zrkadlenim podla jedného okraja pésu vznikd vysledna te-
selacia. Pod pravidlom pokryvania roviny stvoruholnikmi potom rozumiem
to, Ze Tubovolny $tvoruholnik je moZné v rovine opakovat bez medzier a pre-
kryti, t. j. pomocou neho vytvorit teselaciu. Pri escherovskych teselacidch
vyjadruji vztahy medzi celami navzajom a ich ¢astami pravidlo opakovania
jedného utvaru, pravidlo zachovania obsahu utvaru a pravidlo symetrie, pri
Voronojovych pravidlo stredu, pravidlo kolmosti a pravidlo urcenia casti 0si
usecky ako casti hranice cely. (Blizsie vysvetlenie jednotlivych pravidiel je
v kapitole 4.)

[\ \
LN /SN S

Obr. 77 Vytvorenie lichobeznikovej teselacie.

Ako som uz spomenula, pri vytvarani sStvoruholnikovych teselacii
(a n-uholnikovych vo vSeobecnosti) sa vyuziva rekonstruktivna i konstruk-
tivna predstavivost podla zlozitosti tvaru ciel a skisenosti diefata. Pri es-

126 Kedze pri praci deti nebola délezitd presné formulédcia vztahov medzi Gtvarmi, ale
ich objavenie a aplikdcia, nazyvam tieto matematické vztahy pravidla. Ich ndzvy som si
zvolila sama.
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cherovskych je to najmé konstruktivna predstavivost, pretoZe diefa s touto

¢innostou nemé skusenosti. V pripade, Ze napodobiiuje (alebo tplne kopi-

ruje) teselacie predlozené ako ukazky, prebieha etapa ucenia sa a predsta-

vivost je rekonstruktivna. Ak pri konstrukcii Voronojovych teselacii dieta

nepozné algoritmus konstrukcie, je to konstruktivna predstavivost, ak ho

vSak poznd a vie ho pouzit, tak rekonstruktivna.

Pri odhalovani a aplikovani spomenutych pravidiel sa prejavuji nasle-

dujtce predstavy a schopnosti, ktoré povazujem za zlozky rovinnej pred-

stavivosti v spojeni s rovinnymi teseldciami:

mnohouholnikové, resp. stvoruholnikové teseldcie

predstavy o vlastnostiach cely ako utvaru (tvar, velkosti vnutornych
uhlov, dlzky stran),

predstavy o moznych vzajomnych polohach susednych ciel,

predstavy o symetriach v cele (t. j. aky je opakujuci sa zéklad — Cast
cely — pri grupach symetrii) a v teseldcii,

predstavy o moznostiach réznych zobrazeni pri manipulécii s Gtvarmi
a vytvarani teselacii,

schopnost pouzif rozne zobrazenia pri lokdlnom usporiadani Gtvarov,
schopnost pokracovat v spravnom usporiadani ,,donekoneéna® (schop-
nost pokracovat v myslienke, zachovat poriadok v usporiadani utvarov),

escherovské teseldcie

predstava o moznej deformécii jednotlivych stran a schopnost tuto de-
forméciu zostrojit,

predstavy o moznostiach réznych zobrazeni,

predstava o zachovani obsahu poévodného tutvaru,

predstava o zachovani tvaru a velkosti vSetkych ciel v monoedrélnej
teselacii,

predstavy o pozadovanej pravidelnosti symetrie v opakovanych moti-
voch na celach,

schopnost pouZit rozne zobrazenia,

schopnost pokracovat v spravnom usporiadani ,,donekoneéna® (schop-
nost pokracovat v myslienke, zachovat poriadok v usporiadani utvarov),

Voronojove teseldcie

predstava o polohéch ,susednych“ generatorov,

predstava o roli osi simernosti jednotlivych dvojic generatorov na cha-
rakter hranic ciel teselacie,

schopnost zostrojit os simernosti tsecky ako mnoziny bodov s urcitou
vlastnostou,
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— schopnost zostrojit hranice ciel ako ¢asti osi simernosti ur¢itych dvojic
generatorov.

V literature sa vicsinou pojmy geometrickd a priestorova predstavi-
vost!?” nevysvetluju, resp. ich obsah je intuitivne chapany a rézne interpre-
tovany. Niektori autori ich odlisujd, pricom niekedy sa priestorova chape
ako podmnozina geometrickej (napriklad [Kufina, 1987]), inokedy naopak
(napriklad [Sarounova, 1982], [Jirotkova, 1990]).

A. Sarounové [Sarounova, 1982] vymedzuje priestorovii predstavivost
ako

. soubor dilcich schopnosti, tykajicich se nasich predstav o pros-
toru, o tvarech a vzdjemnych vztazich mezi predméty a nami, a ko-
necné o prostorovych vztazich naseho téla navzdajem. Tyto dilc¢i schop-
nosti se uplatnugi v nasem bézném Zivote i v jednotlivych predmétech
skolni vyuky.

Néasledne autorka vymedzuje zlozky geometrickej predstavivosti, kto-
rymi sa dalej zaobera: A — schopnost rozoznéavat rovinné utvary, B — pred-
stavy o niektorych vztahoch medzi Gtvarmi v rovine, C — schopnost rozo-
znavat zékladné telesa v priestore, D — predstavy o vzdjomnej polohe telies
a rovin v priestore.

Podla D. Jirotkovej [Jirotkova, 1990, str. 280] sa

... prostorovou predstavivosti rozumi intelektova schopnost — do-

vednost vybavovat st — predstavit si

a) drive vidéné — vnimané objekty v trojrozmérném prostoru a vy-
bavit st jejich vlastnosti, polohu a prostorové vztahy,

b) drive nebo v daném momenté vidéné — vnimané objekty v jiné
vzajemné poloze neZ v jaké byly nebo jsou skutecné vnimany,

c) objekt v prostoru na zdkladé jeho rovinného obrazu,

d) neexistujici redlny objekt v trojrozmérném prostoru na zdkladé
jeho slovniho popisu.

a dalej

... geometrickou predstavivosti rozumi schopnost — dovednost:

A) pozndvat geometrické utvary a jejich vlastnosti,

127" Okrem spomenutych prac v texte sa priestorovou predstavivostou a jej rozvijanim
zaoberaji dizertacné prace ako napriklad [Leischner, 2003] a [Dvotdk, 2006]; cennym
zdrojom zakladnych informécii o priestorovej predstavivosti je publikicia [Molnar, 2004].

79



B) abstrahovat z rediné skutecnosti — konkrétnich objektu jejich
geometricke vlastnosti a vidét v nich geometricke utvary v jejich
cisté podobeé,

C) na zdkladé rovinngch obrazi si predstavit geometrické utvary
v nejruznéjsich vzajemnych vztazich a to i v takovych, v nichZ
nemohou byt predvedeny pomoci hmotnych modeli geometric-
kych utvarid (napt. pranik dvou téles),

D) mit zdsobu predstav geometrickych utvari a schopnost vybavo-
vat si jejich nejriznejsi podoby (napt. pod pojmem ctyriuhelnik
si predstavit i ctyrihelnik nekonverni apod.),

E) predstavit si geometrické utvary a vztahy mezi nimi i na zdkladé

jejich popisu.

15um
—

Obr. 78 Kocky vytvorené spojenim troch rezov polykrystalického materidlu —

hlinika — v troch réznych na seba kolmych rovinach.

Body B), C) a E) z predchadzajicej definicie geometrickej predstavi-
vosti s zaujimavé z pohladu teselacii. Podla bodu B) medzi schopnosti
geometrickej predstavivosti patri pochopit uréité realne systémy prvkov
ako teseléacie, a to napriklad tak, ze sa zanedba treti rozmer a medzery me-
dzi jednotlivymi prvkami (vid Uvod, napriklad obr. 7). Bod E) vysvetluje
najdenie vztahov medzi utvarmi navzajom a ich ¢astami (sformulované do
uz spomentych pravidel). Nakoniec bod C) zdéraznuje dolezity jav, ktory
predstavuje v stereometrii, ale i v stereolégii velky problém.!?® Na obr. 78
st tri kocky, ktorych steny predstavuji dvojrozmerné rezy trojrozmerného
telesa z hlinika v troch na seba kolmych rovinach XY, XZ a Y Z. Z bocnej
steny (rovina X Z) na prvej kocke je mozné usudzovat, Ze v celom objeme
materialu st zrnéa s priblizne rovnakym tvarom a objemom; tento predpo-
klad dokazuju aj dalsie dva rezy. Z bocnej steny druhej kocky sa zda, ze

128 7 vlastnych skiisenosti uéitelky mozem povedat, Ze napriklad konstrukcia rezov
a projekcii roznych telies na papier v stereometrii bola pre niektorych studentov prekaz-
kou, napriek tomu, ze pozadovany rez vo svojich trojrozmernych predstavach vytvorili.
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okrem jedného velkého zrna (tyrkysova farba) rez zachytil aj zrnd men-
Sie, ktorych objem na prvy pohlad nie je zanedbatelny. Pri pohlade na
predni a hornu stenu je vsSak jasné, zZe tieto zrnd su pretiahnuté najmé
v rovine bocnej steny X Z. Podobne to plati pre tretiu kocku s rozdielom,
Ze pretiahnutie je vyrazné len v rovine bocnej steny X 7. Zo sktisenosti je
mozné povedat, Ze deti (resp. vys§im vzdelanim nezatazeni jedinci) nemaji
problém predstavif si mozna velkost a tvar zfn trojrozmernej teseldcie na
zéklade takychto rezov, ale napriklad inzinieri, fyzici, zaoberajuci sa struk-
tirou materidlov ano.

Pojmu rovinna predstavivost sa v literatire nevenuje pozornost ako
Specidlnemu samostatnému pojmu, javu, kedze ,,videnie®, resp. ,nevidenie*
v priestore (priestorova predstavivost), sa javi v Skolskej matematike ako
vyraznejSi problém. Okrem toho sa predstavivost v rovine automaticky
chape ako sucast priestorovej predstavivosti. Napriek tomu sa ale dany
pojem vyskytuje napriklad v publikicii M. Kupéékovej [Kupcékova, 2001],
ktord v Casti, kde pracuje s teseldciami — mozaikami, hovori (str. 74):

Hracky — mozaiky z riuznych materidlid — jsou prvym impulsem roz-
vijent rovinné predstavivosti, kterd se musi péstovat stejne trpélive,
jako prostorova.

Pojmom ,rovinna predstavivost“ sa vSak dalej v praci uz autorka neza-
obera. Pojem ,plo$né predstavivost“ sa uvadza i v uz spominanej praci [Sa-
rounova, 1982], ktord sa zaoberd geometrickou predstavivostou deti preds-
kolského a mladsieho $kolského veku. Podla autorky s ploSnou predstavi-
vostou suvisi celkové rozvrhnutie grafickych prejavov deti na liste papiera,
vnimanie tvarov, plochy a vzajomné polohy niekolkych rovinnych Gtvarov
sticasne.'?? K dalsim aktivitdm vyZzadujicim rovinni predstavivost by som
pripojila vytvaranie grafov a schém a ¢itanie informaécii z nich.

Napriek absencii literatary o predstavivosti v rovine v psychologicke;j
diagnostike existuje niekolko $tandardizovanych a neStandarizovanych tes-
tov, ktoré mozu zisfovat troven predstavivosti v rovine, napriklad test

129 Autorka uvadza, ze okrem takychto typicky ,geometrickych“ zalezitosti, sa plosna
predstavivost tyka aj problémov v $kole pri nacviku pisomného s¢itania, od¢itania, na-
sobenia a delenia (t. j. ¢innosti, pri ktorych méa dieta nielen uréit aka cifru napise, ale
tiez kam ju napiSe, [Sarounovd, 1982, str. 46]). Vo vietkych najbeznejsich $kolskych
¢innostiach na zdkladnej skole (Gitanie, pisanie a pisomné pocitanie) musi ziak vediet
rozliSovat tvary a vnimat usporiadanie tvarov navzajom.
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stvorcov!3® alebo test PFB, ktory je pre moju pracu zaujimavy.!3!

Test PFB'3? je uz dlhodobo pouzivany neverbalny inteligen¢ény test za-
merany na zistovanie trovne rovinnej (plosnej) predstavivosti. V teste sa
vyzaduje zakreslif do rovinného obrazca ako celku (Stvorce, kruhy, troju-
holniky, lichobeZniky ap.), ako je potrebné takyto utvar delit, aby sa dal
roz¢lenit na jednotlivé ¢asti zakreslené vedla vlavo — napriklad obr. 79. Test
obsahuje 56 poloziek a pracuje sa na nom 15 minat. Vychodiskom hodno-
tenia je pocet spravne vyriesenych tuloh; test je normalizovany pre vekovi
skupinu deti a mladeze v rozpéti 11,6 — 19 rokov. Vyznamné korelacie boli
dosiahnuté medzi vysledkami testu a skolskymi zndmkami v predmetoch
matematika, fyzika, chémia a deskriptivna geometria.

A\ N2/
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Obr. 79 Ukazky z testu PFB.

Princip riesenia tloh v PFB teste je podobny ako pri teselaciach. Jed-
notlivé tlohy z testu moézu byt rieSené kompozicne, ale i dekompozicne.
V prvom pripade sa riesi problém, ako poskladat diely tak, aby vysledkom

130y teste stvorcov je stibor uréitych rovinnych obrazcov skonstruovanych tak, ze spo-
jenim dvoch réznych bodov na ich obvode tiseckou, prestrihnutim atvaru po tsecke
a pripojenim tychto dvoch novych vytvorenych ¢asti k sebe moze vznikntat $tvorec. Ta-
kéto zostavenie Stvorca sa ale prevadza len v predstavach respondenta. Vysledok testu
pritom nezavisi vylucne na priestorovej predstavivosti, ale je ovplyvneny i tiroviiou vSe-
obecnej inteligencie a kognitivnej flexibility. Preto dobré vysledky moézu dosiahnut aj
velmi inteligentné osoby s priemernou priestorovou predstavivostou, alebo slabsie vy-
sledky dosahujt osoby, ktoré sa horsie prispésobuji [Molnér, 2004]. Ukazky z testu som
nemala k dispozicii, ale predpokladdm, ze prikladom takéhoto obrazca moze byt rovno-
ramenny lichobeznik so zdkladniami 3a, a a vyskou 2a. Ten je mozné rozdelit tseckou,
ktorej jeden koncovy bod je totozny s vrcholom na kratsej zakladni a druhy je priesec-
nikom dlhsej zédkladne a kolmice na 1u spustenej z prvého bodu.

131 Napriek tomu, ze tieto dva spomenuté testy obsahuja tulohy, v ktorych vystupuje
praca s rovinnymi tvarmi, uvadzaju sa niekedy ako testy na diagnostiku tirovne pries-
torovej predstavivosti.

132 Autorom testu je slovensky psycholég Jan Vonkomer. Vyznam skratky PFB sa
mi nepodarilo zistit ani v literattire, ani v spolo¢nosti Psychodiagnostika a. s., ktord
sa zaobera vytvaranim a predajom psychologickych testov, vratane PFB testu. Jeden
internetovy zdroj sice podaval vysvetlenie, Ze je to skratka anglického spojenia planar
feedback, ale zdroj nebol dostato¢ne doveryhodny.
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bol celok, v druhom pripade ako rozdelit celok na jednotlivé predloZzené
Castl.
3.2 Rovinné teselacie a tvorivost

Pri vytvarani teseléacii sa intuitivne povazuju za najdolezitejsie kritéria
pre hodnotenie trovne tvorivosti novost a zaujimavost (alebo tiez jednym
slovom originalita) najmi v suvislosti s tvarom ciel teselacie a motivom na
nich, pripadne farebnostou ciel. V centre zadujmu je teda ,,vzhlad® cely, resp.
teseldcie, a ornamentu na celach. Tento pohlad je ale obmedzeny, pretoze
prejavy tvorivosti st nielen viditelné vo vysledkoch ako st obrazky — tesela-
cie, ale vyskytuju sa aj pri samotnom procese ich vytvarania. K blizsiemu
vysvetleniu tejto problematiky pouzijem vseobecné pristupy k tvorivosti
ako psychologickému javu.

Pod tvorivostou sa rozumie dusevné schopnost vychadzajica z pozné-
vacich i motivacnych procesov, v ktorej hraje dolezitu rolu tiez inSpiracia,
fantazia a intuicia. Prejavuje sa nachadzanim takjch rieseni, ktoré su nie-
len spravne, ale sicasne nové, nezvycajné, necakané [Pricha a kol., 2003,
str. 253]. Tvorivost je tak povazovana za mnohostranny jav, ku ktorému je
nutné pristupovat rézne. Preto je mozné vnimat napriklad Styri nasledu-
juce pristupy k tvorivosti podla toho, ¢o je v centre pochopenia problému
(pre porovnanie vid [Mooney, 1963)):

— tvorwé prostredie,
— tvorivy proces,

— tvoriwy produkt,
— tvorid osoba.

Tvorivym prostredim (alebo tiez tvorivou klimou, situdciou alebo mies-
tom) sa rozumie prostredie, v ktorom prebieha tvorenie, a si¢asne zahiia
komplex situacii, v ktorych st procesy tvorivosti stimulované a aj v nich
prebiehaju. Pod tvorivym prostredim je mozné chapat napriklad prostredie
skoly, triedy, resp. doméce prostredie, a celkovo podmienky, v ktorych dieta
dostéava ulohy a riesi ich. Ja si ale Sir§i pojem prostredie zGzim na pojem
riesitelské prostredie'®®, a tak pod pojmom tvorivé riesitelské prostredie
vo svojom vyskume rozumiem problematiku rovinnych teselacii, resp. jed-
notlivé problémy z tejto problematiky, ktoré su jedincovi bud predlozené
k rieSeniu, alebo si ich sdm néjde a snazi sa vyrieSit.

133 Riesitelskym prostredim méze byt napriklad Cabri geometria alebo kalkulacka, po-
mocou ktorych sa diefa uél uréité schopnosti a poznatky (v Cabri geometrii to moze
byt pochopenie vztahov medzi prvkami v trojuholniku). Nevyhodou je, Ze dané prostre-
die moze nejakt ¢innost potlacit, obmedzovat (pri pouziti Cabri geometrie sa nerozvija
konstrukcia Gtvarov pomocou rysovacich potrieb).
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Tworivgm procesom rozumiem cestu (alebo tiez spdsob) vytvarania tvo-
rivého produktu (vid nizsie), ktoru jedinec dostane alebo si ju musi saim
najst. V pripade escherovskych teselacii si to escherovské postupy, kto-
rymi je mozné skonsStruovat celu, alebo aj modifikdcie tychto postupov,
ktoré st potom ale stcasne v pozicii tvorivého procesu i produktu. Pri vy-
tvarani stvoruholnikovych teselacii to bude najprv vytvorenie teselacie na
zaklade rekonstruktivnej predstavivosti, pri pouziti dalsich Stvoruholnikov
vSeobecnejsieho tvaru si musi diefa samé postup vytvarania nédjst (napri-
klad objavenim pravidiel a ich aplikiciou). Vysledkom vytvarania teselacie
ako tvorivého procesu ale nemusi byt vzdy teselacia vyznacdujica sa tvori-
vymi prvkami (napriklad vytvorenie $tvorcovej teselacie malym dietatom).

Tvorivym produktom bude vysledok procesu tvorivosti, a to v dvoch
smeroch: proces vytvarania teseldcie a obrazok — teselacia®*. V prvom pri-
pade — proces vytvarania ako tvorivy produkt — je pohlad na tvorivost kom-
plikovanejsi. Ak riesitel nedostane postup (navod), ako mé zadanu ulohu
riesit, alebo mu predloZeny postup nevyhovuje, a sam si ho vymysli, tak
tento postup je tiez tvorivym produktom, pripadne postup vytvarania moéze
byt modifikidciou toho predlozeného. Takze pod tvorivym produktom po-
tom chédpem proces — vytvaranie/konstrukciu — teselacie v nasledujicich
podobéach:

— vytvorenie teselacie (mnohouholnikovej alebo escherovskej) z predloze-
nych ciel ak je to v pripade predstavivosti konstruktivnej (nezalozenej
na skusenostiach) a nie je nariadeny postup prace,

— rozdelenie Casti roviny na rovinné utvary, ktoré vytvaraji rovinnu tese-
laciu, v pripade, Ze nie st zadané poziadavky na tvar, postup (napriklad
rozstrihnutie pohladnice za tcelom vytvorenia skladacky),

— zostrojenie hranic ciel Voronojovej teselacie zo zadaného bodového sys-
tému v pripade, Ze tento problém je pre rieSitela novy, neznamy
(t. j. Ze riesitel nepoznd, resp. neovlada postup riesenia),

— konstrukcia cely origindlneho tvaru (napriklad cela escherovskej tese-
lacie alebo cela v tvare pituholnika, resp. n-uholnika) a vytvorenie
prislusnej teselacie (blizsie vid Casti 5.1.2 a 5.2.2).

V druhom pripade — teselacia ako tvorivy produkt — je evidentne v centre
pozornosti ,,vzhlad“ teselacie (escherovskej alebo mnohouholnikovej, ktorej
cely st ,ozdobené“ motivom) ako celku, ale aj jej detailnych casti ako
jednotlivé cely a zdeformované strany ciel, takze je mozné sa zamerat na:

134 Vysledkom préace nemusi byt vzdy teseldcia, ale i ,,obrazok“, ktory moze maft vlast-
nost charakteristicki pre teselacie (vid podkapitola 4.4). Prikladom moZze byt pravidelné
opakovanie neuzavretého motivu — vzor (obr. 24b).
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— zlozitost deformécii na stranéch,

— néasobnost deformécii na stranéch,

— motiv (rovnaky/rozny) na celach a vysledny ornament,

— abstraktnost/konkrétnost cely s motivom (cela predstavuje napriklad
zvieraci alebo rastlinny motiv alebo je to len abstraktny tvar),

— farebnost ciel, resp. celej teselacie.

Bez ohladu na tiroven svojej tvorivosti je tvorivou osobou jedinec, ktory
sa na tychto procesoch tvorivosti zticastiuje a vysledkom jeho prace je tvo-
rivy produkt. Pri posudzovani hodnoty tvorivého produktu je nevyhnutné
rozliSovat hodnotu z hladiska spolo¢nosti a z hladiska jednotlivca. V pri-
pade, Ze malé diefa vytvori zo Stvorcovych modelov S$tvorcovi teselaciu,
je to prinos len pre rozvoj diefata (a samozrejme radost pre jeho najbliz-
sich) a hodnota takéhoto produktu z pohladu tvorivosti je osobna. Hodnota
teselacii vytvorenych napriklad maurskymi umelcami v Alhambre alebo Es-
cherom, pripadne ako na obr. 80, je ale neodskriepitelne celospoloc¢enska.

d)

Obr. 80 Rézne tvary dlazdic na chodnikoch.

Z pohladu tvorivého procesu a produktu je mozné u osoby rozliSovat pit
nasledujucich stuptiov tvorivosti (pre porovnanie vid L. R. Taylor (1959),
uvedené v [Torrance, 1988, str. 46]):

1. expresivna tvorivost (prikladom su spontédnne detské kresby),
2. prinosnd, uZitoénd tvorivost (prikladom mézu byt umelecké alebo ve-
decké vysledky, pri ktorych su stanovené urcité poziadavky kontrolu-
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juce volnost préace, ale aj vysledky ,obyc¢ajnej“ prace ako napriklad

postavenie zahradného domceka v zlozitom teréne),

3. wynaliezavd tvorivost (dovtipnost jedinca sa na takejto Grovni prejavuje
pohravanim s materidlmi, metédami a technikami),

4. priekopnicka tvorivost (pokrok nastava cez zmeny vyZzadujice koncep-
tualizovanie schopnosti),

5. mimoriadna tvorivost (prikladom st tplne nové principy alebo pred-
poklady, na zdklade ktorych sa mohli rozvijat a prekvitat nové skoly

a hnutia).

Ked sa hovori o tvorivosti, tak vela Iudi mysli prdve az na posledny, piaty
stupen. Ten je ale zriedkavy; preto su v studiach venujucich sa tvorivosti
prave nizsie stupne chapané ako tvorivé spravanie. Pri analyze prac deti
ma zaujima prave druhy stupen tvorivosti, kedy st ziakom zadané urcité
obmedzenia — napriklad dodrzanie escherovskych postupov alebo pouzi-
tie ciel predlozenych tvarov. Ak ale deti nesplnia predlozené poziadavky
(napriklad usporiadanie Gtvarov nie je bez medzier a prekryti alebo pri vy-
tvéarani ciel escherovskych teseléacii dieta nedodrzalo poziadavku zachovania
obsahu), ale st presved¢ené o spravnosti, tak sa kresby vyznacuju expre-
sivnou tvorivostou, vo vynimoc¢nych pripadoch i vynaliezavou tvorivostou.
(Objavovanie novych, doteraz neznamych teselujicich péatuholnikovych ciel
by uz bolo tretim alebo i Stvrtym stuptiom, kedZe tu uz nie je predlozeny
postup préace, a zalezi na jedincovi, ako si s problémom poradi.)

Ako som uz spomenula, tvorivost nie je izolovany jav, je ovplyvnena
mnohymi dalsimi podmienkami, medzi ktoré patri napriklad historicky
a kultarny kontext, vedomosti a sktsenosti, technické a umelecké schop-
nosti, napodobiiovanie a motivacia. Tieto vplyvy sa pokusim vysvetlit na
problematike teselacii.

Pri posudzovani tvorivosti je nevyhnutné brat do tivahy historicky a kul-
turny kontext, pretoze napriklad nezvycajna africkd maska sa moze zdaft
Eurépanovi ako produkt tvorivého génia, ale takéto masky sa vyrezavaja
v Afrike presne rovnako uz storocia [Csikszmentmihalyi, 1988]. Podobné
je to v islamskom umeni — vzory a teselacie so slozitymi abstraktnymi
tvarmi st pre nas fascinujtce, v ich kulttire si ale také bezné, zauzivané,
s tradiciou niekolkych storoci, Zze nakoniec tvorivost nie je az takd prekva-
pujuca. Na tomto mieste sa vynara otazka, ¢i by maurski umelci vyvinuli
také jedinecné geometrické tvary a ornamenty, keby im islam nezakazoval
zobrazovanie zivych tvorov.

Vzdelanie a skisenosti moézu mat pri vytvarani teseldcii pozitivny i ne-
gativny vplyv. Na jednej strane prave studium odbornej literatury tyka-
jucej sa rovinnych grap symetrii (napriklad ¢lanok G. Pélyu z roku 1924)
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pomohlo Escherovi pri vytvarani zlozitejSich teselacii, na druhej strane v uz
spominanom probléme piatuholnikovych teselacii informécie o Reinhardto-
vych ¢ Kershnerovych dokazoch mohli byt pre matematikov vyznamnou
prekazkou pri objavovani dalsich teselujtcich pdtuholnikov (to ale nepla-
tilo pre laikov ako napriklad M. Riceovd). To isté plati o vplyve technic-
kych a umeleckych schopnosti na vytvaranie teselacii. Kvalita teselacie sa so
zvySujicou troviiou tychto schopnosti méze vyrazne zvysit, (subjektivne
¢i objektivne) presvedéenie ¢loveka o nizkej kvalite tychto svojich schop-
nosti vSak moze predstavovat prekdzku, ktord mu zabrani nielen vytvorit
zaujimavu teselaciu, ale niekedy aj len zacat v praci.

Pri vytvarani teselacii ma napodobriovanie velmi dolezitu ulohu a to
najméi v prvotnej etape, ked sa ¢lovek zoznamuje s problémom a potrebuje
sa uistit o spravnosti pochopenia napriklad escherovskych postupov alebo
poziadavky na vyslednt teselaciu.!®® Napodobiiovanie motivov pri préci
pouzil aj Escher, ked venoval mnoho ¢asu studiu a obkreslovaniu motivov
z alhambrskych teselacii a nechal sa nimi inSpirovat vo svojej dalSej tvorbe.

Motiva¢néa myslienka pri procese tvorenia moze byt umeleckej, technic-
kej alebo teoretickej povahy [Torrance, 1988, str. 43]. Pri vytvéarani tesela-
cii bola pre Eschera umeleckou motiva¢nou myslienkou tvorba maurskych
umelcov v Alhambre, jeho grafiky zase pritahuja Tudi uz niekolko desat-
ro¢i. Technickou myslienkou moze byt zadujem zistit, ako bola cela teselacie
vytvorend (napriklad jasterica v Escherovom obraze — obr. 102), prikla-
dom teoretickej motivacie moze byt objavovanie novych péatuholnikovych
teselacii napriklad R. B. Kershnerom. V pripade M. Riceovej a jej objavo-
vania pituholnikovych teseldcii je zase doélezity z hladiska tvorivosti tzv.
vnitorny motivacny princip tvorivosti [Hennessey, Amabile, 1988, str. 11],
podla ktorého s Tudia najtvorivejsi, ked sa citia primarne motivovani zauj-
mom, radostou, spokojnostou, a vyzvou prace samej, nie vonkajsimi tlakmi.
Kym pre deti moze byt dostatoénou motivaciou novost problému a samotné
kreslenie, pre Studentov to moze byt napriklad tvorba Eschera, pripadne
problematika grip symetrii. Z vlastnej sktisenosti mozem povedat, Ze pre
dospelych moézu byt tieto obidva dovody dostato¢ne motivacné.

135 Aj ked sa v pripade napodobtiovania tvaru cely alebo motivu ned4 hovorit o tvori-
vosti (ani keby ¢lovek napodobiioval napriklad niektort z Escherovych grafik), ,kopiro-
vanie* ma v procesoch tvorivosti a ucenia dolezité miesto. Ewa Swoboda mi pri jednom
rozhovore povedala: ,,... nevadi, Ze deti kopiruju to, ¢o im uditel ukézal. To len znamen4,
ze sa diefa musi eSte ucit, neciti sa na svoju vlastni tvorbu. A ak sa naudi, tak moze
postupovat samo. Problém nastava vtedy, ked dieta nevie ani zopakovat to, ¢o mu bolo
predlozené.
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3.3 Postavenie rovinnych teselacii v didaktike mate-
matiky a v Skolskej matematike

Napriek bohatosti a pritazlivosti problematiky, a na rozdiel od niekto-
rych krajin (napriklad Velkd Britania, Australia), teselacie nie st zaradené
do nasich (t. j. ¢eskych a slovenskych) vzdelavacich programov ako samos-
tatnd téma. V ucdebniciach sa ale vyskytuje niekolko tloh z tejto oblasti
a existuje velké mnozstvo populdrno-naucnej literatiry. V tejto podkapi-
tole chcem zhrnuf, aké st moznosti pre vyuzitie teselacii vo vyucovani ma-
tematiky podla literatury, a ako literattra chape teseldcie vo vSeobecnosti.

Na zaklade doteraz prestudovanej literattiry mozem povedat, Ze tesela-
cie vo vzdelavani vystupuji v dvoch poziciach (tie nie je ale mozné striktne
odlisit, navzajom sa prelinaja):

— obsah,
— prostredie, resp. prostriedok.

V pozicii obsah vystupuju teselacie ako samostatné, uzavretd téma,
do skolskej matematiky zaradena vicsinou ako rozsirujuce alebo doplnkové
ucivo, Casto na spestrenie hodin. Déraz sa pritom nekladie na aplikaciu
poznatkov a schopnosti, ktoré si ziak osvojil, ale na vysledok ¢innosti —
vytvorenie rovinnej teselacie, vic¢Sinou vo forme obrazku. Prikladom moze
byt hladanie roznych tvarov pre dlazdice, kreslenie escherovskych teselacii,
atd., pridom po ¢innosti vi¢Sinou nenastava zhrnutie prac ziakov zo strany
ucitela. V tejto pozicii vystupuju teseldcie aj vo vii¢Sine populdrno-naucne;j
literattry. 136

Prostredim (alebo prostriedkom) sa problematika teselacii stava v pri-
pade, ked sa doraz nekladie na vysledok — obrazok teseldcie, ale vyuzivaju
sa v urCitej etape vyucovacieho procesu (propedeutika, zavedenie pojmu,
opakovanie, atd.) v suvislosti s nejakym poznatkom alebo schopnostou,
ktoré st v centre pozornosti.'?”

Do australskeho kurikula matematiky su teselacie zaradené ... viac
ako prostriedok rozvijania pochopenia geometrickych myslienok u studen-
tov nez ako uZitona matematickd myslienka vlastnym pric¢inenim“!3® [Cal-
lingham, 2004, str. 184]. [Orton, 1994| predklada moznosti pouzitia teselacii

136 Ako priklad uvediem [Ranucci, Teeters, 1977], [Opava, 1989] alebo [Levitin, 1991].

137 pri pozicii obsah mozu maf Ziaci pocit, Ze sa na hodine matematiky ,nepocitalo®, ale
kreslilo; pri pozicii prostredie vytvaranie teselacii nemusi byt pre ziakov tak pritazlivé.
Zavisi od ucitela, ¢i tieto dve pozicie dokéze prepojit. V pripade, Ze som skimala ako
ziaci postupuji pri vytvarani teselacii, tlohy zamerané na vytvaranie réznych typov
teselacii boli prostredim pre moj vyskum.

138 [... as a means of developing students’ understanding of geometrical ideas, rather

than as a worthwhile mathematical idea in its own right.]
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pri vyucovani matematiky nasledujticich poznatkov a operacii na monoed-
ralnej teselacii vytvorenej nepravidelnym trojuholnikom:

— sudet velkosti vnutornych uhlov,
— pojmy: suthlasné, striedavé uhly,
— podobnost, pomer dizok stran,
— mnohouholniky,

— otocenie, zrkadlenie.

Okrem zaradenia problematiky do kurikal rézni autori v prispevkoch
uznavaju doleziti tlohu prace deti s teselaciami. Napriklad podla [Car-
niel, Knapstein, 2004, str. 116 fazisko prace s parketami lezi najmi na
heuristickych stratégiach pri vytvarani parkiet, objavovani zdkonov pravi-
delnosti a na podporovani vnimania zédkladngch atvarov.!?® Podla [Radatz,
Rickmeyer, 1991, str. 101] praca s parketami podporuje ,,... nielen fantaziu

a tvorivost, ale aj geometricky pohlad...“0,

V ceskom a slovenskom kurikule sa teselacie ako samostatnd téma ne-
vyskytuja; ich vyuzitie v ucebniciach je vac¢sinou pomocné alebo doplnkové,
a podla mojho nézoru stoja v pozicii obsahu. Prikladom je tiloha v uceb-
nici Matematika 7 [Sarounova a kol., 1998 II., str. 67] tykajiica sa teselacie
vytvorenej zo Stvorcov, ktord predstavuje vydlazdickovana stenu komory;
uloha je ale zamerana na delitelnost prirodzench ¢isel. V tematickom celku
Ctyttahelniky [str. 20] je zaradend tiloha formulovana ako otdzka, ako je
mozné vydlazdit podlahu lichobeznikovymi dlazdicami tak, aby Spary me-
dzi dlazdicami vytvorili pekné vzory. V kapitole 11 Matematickd herna je
taktiez opisany navod ako je mozné pomocou zhodnych zobrazeni zo Stvor-
covej a trojuholnikovej siete vytvorit ndvrh na zamkova dlazbu na chodnik
(t. j. escherovské postupy). V slovenskej uc¢ebnici Matematika pre 6. roénik
ZS [Sedivy a kol., 1999] sa sice tilohy zamerané priamo na rovinné teselacie
nevyskytuja, ale na jej koniec bola zaradené strana s nadpisom Ukazky
pouzitia geometrickych Gtvarov pri rieSeni dlazieb [str. 127], na ktorej je
dvanast obrazkov mnohouholnikovych teselacii.4!

139 Autorky opisuju priebeh projektu zamerany na parketovanie Stvoruholnikovymi
parketami realizovany v 2. ro¢niku zdkladnej Skoly. Ako pociatoénd otézka je defom
predloZeny problém, ktoré zo Stvoruholnikovych parkiet je mozné pouzif na pokrytie
podlahy, pricom je od zaciatku detmi chapany ako problém z geometrie a nie z umenia.
Deti na piatich vyucovacich hodinach pracuju so Styroma modelmi stvoruholnikovych
parkiet, ktoré si po vstupnej diskusii sami vybrali; ako najzlozitejsi sa im pre pracu javil
vSeobecny nekonvexny Stvoruholnik.

140 1. nicht nur Phantasie und Kreativitit, sondern auch das geometrische Sehen. . ]

141y danej uéebnici je sice tematicky celok Stvoruholniky, ktory s touto témou savisi,
ale v texte sa nenachadza ziaden odkaz na obrazky.
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Clanok [Orton, 1993] opisuje priebeh a vysledky vyskumu zaoberaji-
ceho sa detskym vnimanim vzorov [patterns| vo vztahu k tvaru pouzitych
utvarov. Ako vychodiskovy dévod je uvedeny fakt, ze napriek tomu, ze
rozpoznavanie vzorov je povazované za dolezitu stratégiu v skolskej mate-
matike, nie je jasné, ¢ deti (resp. ludia vo v8eobecnosti) chapu vzor rov-
nako. Detom vo veku 5-11 rokov bolo predlozenych 5 obrazkov a otéazka,
¢i na danych obrazkoch je alebo nie je vzor; svoje tvrdenia mali nasledne
odovodnit. Odpovede bolo mozné roztriedit do niekolkych klasifikacnych
skupin, ktoré boli charakteristické pre urcité vekové kategorie. Najcastejsia
charakteristika vzoru u najmladsich deti (5-ro¢né) bola spojend s ttvarmi
tvoriacimi vzory, pre najstarSich (9 a 11-ro¢énych) bolo znakom pre vzory
opakovanie. V skupine 7-ro¢nych deti sa vyskytli odpovede tykajtce sa
symetrie a teselacii.

R. Callinghamové opisuje v svojom prispevku [Callingham, 2004] tivod
vyskumu chapania teselacii u deti na zaklade irovni geometrického mysle-
nia podla van Hieleovych. V centre pozornosti stali dve otazky: ako Ziaci pr-
vého stupna opisuju opakovanie utvarov v teselaciach? a st trovne geomet-
rického myslenia van Hieleovych uzitoc¢né pri opisovani chapania teselacii
u deti? V stadii bolo skupine 5-6-ro¢nych deti predlozenych 8 obrazkov
roznych rovinnych teseldcii a deti mali ur¢it Gtvary pouzité v kazdej tese-
lacii a vysvetlit ¢o najdetailnejsie ako tieto tvary vytvorili dané teselacie.
Z vysledkov vyplyva, ze vicsina deti rozpoznéavala a opisovala pouzité tt-
vary v teselaciach, ale len na trovni vizualizacie (Groven 0; rozpoznanie
a pomenovanie ttvarov). Dalsie dve tirovne — analjza a abstrakcia (rozpoz-
nanie utvarov a neformélne opisovanie pouzitych zobrazeni pri vytvoreni
teselacil; opisovanie utvarov aj zobrazeni pouzitim technického jazyka) boli
dosiahnuté vo vysSej miere len v pripade zndmych ttvarov (Stvorcova te-
selacia a teselacia vytvorend kombinaciou Stvorcov a rovnostrannych tro-
juholnikov). Podla autorky su pri¢inou vSeobecné problémy deti daného
veku s chapanim dvojrozmernych reprezentacii. Pouzitie irovni van Hiele-
ovych sa prejavilo ako vhodny prostriedok pre analyzu detského chapania

teselacii.1*?

Z domécej oblasti je mozné spomenut dizertacnt pracu [Marcinek,
2001] venovant problematike monoedralnych escherovskych teselacii (autor
pouziva pojem ,krivo¢iare vyplne*) z hladiska tedrie symetrii. Hlavnou ¢as-
tou préace je analyza procesu tvorby vyplne na zdklade informadcii ziskanych
od respondentov roznych vekovych kategdrii a s roznymi sktisenostami pri

142 Autorka uz v tomto vyskume ale nepokracdovala, pretoze podla jej slov (z naSej
sukromnej koreSpondencie) nevidela moznost, ako dalej pokracovat.
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tvorbe teselacii. Deti mladsieho Skolského veku (8-10-ro¢ni) riesili vytva-
ranie mnohouholnikovych teselacii pomocou stavebnice experimentovanim
(okrem pripadu $tvorca), pri analyze ciel monoedralnych escherovskych te-
selacii prejavili tvorivost. Starsi ziaci (12-15-ro¢ni) prejavili mensiu ochotu
a zdujem o experiment, pri tvorbe escherovskych teselacii (metédou ,stri-
haj a prilep*) vSak boli manuélne zruc¢nejsi. Vysledné escherovské teselacie
vytvorené respondentmi autor hlbsie neanalyzuje, ale uvadza, ze z pozoro-
vani vyplyva dobra aplikovatelnost tvorby teselacii uz v mladsom skolskom
veku, pricom vytvorenie cely je ovplyvneny modelom, ktory vytvoril expe-
rimentator (ucitel); s vekom sa ale tato zavislost znizuje [str. 92-93]. Na
druhej strane, pri urcovani vlastnosti ttvarov vytvarajacich teselacie (sy-
metrie) boli deti mladsieho veku samostatné, ale starsi Ziaci a dospeli sa
bez jednoduchej pomoci experimentatora nezaobisli [str. 92]. Hoci préaca
zhriiuje poznatky napriklad v oblasti didaktickych aplikéacii problematiky
teselacil a symetrii a vyuzitia softvérov pri ich vyuke, vlastna téma (analjza
procesu tvorby vyplne) je vSak skor rozpracovana, ale bez hlbsich zaverov.
Vo vyskumnej casti prace sa autor problematikou tvorivosti na zaklade
ziskanych informéacii a vytvorenych teselacii respondentmi nezaobera, ale
v zavere prace uvadza ako jeden z vysledkov, ze samotny matematicky po-
znatok tykajuci sa teselacii nie je koncovym produktom; je iba prostried-
kom k dosahovaniu vyssich cielov — rozvoj mentélnych navykov, akymi st
napriklad tvorivé myslenie a kritické myslenie [Marcinek, 2001, str. 101].

Dalgou zaujimavou je praca [Swoboda, 2006], v ktorej autorka skiima
schopnost deti vytvarat pravidelny vzor z pripravenych Stvorcovych kar-
ticiek ozdobenych motivom a ich vnimanie takychto pravidelnosti. Z vy-
skumu vyplyva, Ze zmysel pre geometricki pravidelnost sa vyskytuje uz
u deti predskolského veku.

Zaradit vlastny vyskum medzi spomenuté vyskumy v didaktickej ob-
lasti je zlozité. KedZze v naSich podmienkach sa tato téma vyskytuje vy-
nimocne, ziaci a Studenti, ktorym by boli predkladané podobné problémy
ako napriklad vo vyskumoch [Callingham, 2004] a [Orton, 1994], by boli
v Uplne odlisnej situacii. Okrem toho slovenské ¢i c¢eské preklady pojmov
,pattern® a ,to tessellate st v tomto pripade nahradou, ktora nemusi evo-
kovat rovnaké myslienkové pochody. Preto som svoj vyskum na zaciatku
oprela aspon o nasledujtice body:

e Vhodnou zakladnou pomockou pre pracu deti, ktoré sa s danou prob-
lematikou oboznamuju, je papier [Carniel, Knapstein, 2004]. Napriklad

z prace [Marcinek, 2001] vyplyva, Ze takmer vSetci dospeli respondenti

bez skiisenosti s tvorbou teselacii pouzili pre pracu papier narozdiel

od skusenych respondentov, ktori viac¢sinou vyuzili kombinovani formu
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prace (ru¢ne a s pocitacom) alebo pomocou pocitaca.

Pri préaci s mnohouholnikmi je dolezita sktisenost; v ilohach pokryvania
roviny modelmi mnohouholnikov je $tvorec hned oznaceny defmi ako
utvar, ktory pokryva rovinu bez medzier a prekryti [Marcinek, 2001].
Dolezitym prvkom préce je, aby naroc¢nost utvarov postupne grado-
vala [Kurosawa a kol., 2000] 143 t. j. aby deti prechadzali od ttvarov
znamych z realnych teselacii ($tvorce, obdlzniky) k menej zndmym (vie-
obecny konvexny a nekonvexny Stvoruholnik).

Ulohy zamerané na mnohouholnikové teselacie (hfadanie moznjch tva-
rov dlazdic) je vhodné kvdli motivacii a sktsenostiam formulovat ako
problémy z redlneho zivota (parketaz, dlazdickovanie, patchwork, atd.);
escherovské teselacie sami ukryvaju v sebe dostatoc¢ne silntt motivaciu
7o strany umenia.

Vyuzitie teselacii pri rozvijani geometrickej predstavivosti a tvorivosti,
resp. fantazie, doteraz nebolo priamo predmetom konkrétneho studia,
v pracach sa vyskytuju len pripomienky a odporiucania k tejto téme,
napr. [Ranucci, Teeters, 1977, str. 137], [Radatz, Rickmeyer, 1991, str.
101], [Marcinek, 2001, str. 101]. Dévodom je mozno skutoc¢nost, Ze roz-
vijanie tvorivosti je pri vytvarani vlastnych narhov teselacii az prilis
evidentné.

Tvorba teselacii nie je len produktom ¢innosti respondentov na za-
klade ziskanych skisenosti a schopnosti [Marcinek, 2001], ale aj cennym
vstupnym materidlom pre analyzu myslenia respondentov.

143y jednom z projektov ziaci 5. ro¢nika zakladnej Skoly riesia problém, ¢i je mozné
zhodné $tvoruholnikové ¢asti v rovine naskladat bez medzier. Vyznam projektu spociva
v tom, Ze deti si neosvoja znalost o pokryvani roviny len $pecidlnymi typmi $tvoruhol-
nika, ale osvoja si platnost pravidla pokryvania roviny lubovolnym Stvoruholnikom so
zdévodnenim a pochopenim.
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Kapitola 4

Predmet, ciele a metoédy vyskumu

V tejto kapitole najprv struc¢ne opisem priebeh a vysledky experimentov
zameranych na vybrané typy rovinnych teselacii prevedenych v ramci pred-
vyskumu (podkapitola 4.1), na zéklade ktorych sa stanovili ciele (podkapi-
tola 4.2) a metédy pre ziskavanie a analyzu dat pre hlavni ¢ast vyskumu
(podkapitola 4.3), a nakoniec podam Kklasifikdciu javov a kategdrii charak-
teristickych pre zadané tlohy (podkapitola 4.4).

4.1 Experimenty predvyskumu

V ramci predvyskumu boli realizované tri experimenty — stvoruholni-
kové (Cast 4.1.1), escherovské (Cast 4.1.2) a Voronojove teseldcie (Cast 4.1.3).
Prvé dva som previedla so ziakmi sama, treti v spolupraci s ucitelkou, ktord
svojim ziakom zadala mnou sformulovani tlohu; vyskumnii vzorku tvorili
ziaci vo veku 10 — 16 rokov. Pred realizaciou jednotlivych experimentov som
mala len nejasné predstavy o tom, ¢o by som chcela skiimat. Preto som sa
rozhodla zameraf najprv na opis priebehu prace ziakov pri rieSeni zadanych
uloh a na vysledky tejto prace (objavenie a formulacia pravidla, vytvore-
nie pozadovanej teselacie pomocou modelov alebo vo forme obréazku, atd.)
s tym, ze dalSie dolezité javy sa postupne vykrystalizuji. V zavere kazdého
experimentu pridavam kratke zhrnutie.

4.1.1 Stvoruholnikové teselacie

Prvy experiment predvyskumu bol zamerany na vytvorenie monoed-
ralnych teselacii zo Siestich roznych zhodnych stvoruholnikov, a bol reali-
zovany podobne ako experiment z mojej diplomovej prace [Ilucova, 2002].
Zatial ¢o v povodnom experimente z diplomovej prace som pracovala pocas
dvoch vyucovacich hodin s celou triedou ziakov deviateho ro¢nika zakladne;j
skoly, v tomto experimente som sa rozhodla zamerat na pracu dvojic (tri
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144

dvojice ziakov zakladnej skoly™** a dve dvojice ziakov osemro¢ného gymna-

zia'?®); predpokladala som, Ze v dvojiciach sa bud Ziaci pri préaci doplhat
a skor objavia a aplikuju pravidla. Priebeh prace som zaznamenala video-
kamerou a diktafénom (okrem prvych dvoch dvojic), na zéklade zdznamu
vypracovala podrobny protokol, z ktorého som sa snazila ziskaf ¢o najviac
materialu pre analyzu.

Vsetky dvojice postupne odpovedali na nasledujice otézky; obtiaznost
Stvoruholnikovych atvarov sa stuptiovala (od najjednoduchsieho ttvaru —

Stvorca — az po vSeobecny konvexny a nekonvexny Stvoruholnik):

Otézka 1: Keby sme chceli vykachlickovat stenu v kiupelni, mohli by sme
pouzit obkladacky rovnakého $tvorcového tvaru?

Otazka 2: Mohli by sme pouZit parkety rovnakého obdlznikového tvaru na
pokrytie podlahy?

Otéazka 3: Mohli by sme pouit parkety rovnakého kosodlznikového tvaru?
Otéazka 4: Mohli by sme pouZit parkety rovnakého lichobeznikového tvaru?

146 stvoruholnikového tvaru?

Otéazka 5: Mohli by sme pouZit parkety takéhoto
(vSeobecny konverny Stvoruholnik)
Otéazka 6: Mohli by sme pouZit parkety takéhoto Stvoruholnikového tvaru?

(vSeobecny nekonvexny stvoruholnik)

Po tychto parcidlnych otazkach nasledovali otdzky smerujice k zovseobec-
neniu a sformulovaniu pravidla pre pokryvanie roviny stvoruholnikmi:

Otéazka 7: Je mozné pouZit parkety lubovolného stvoruholnikového tvaru na
pokrytie podlahy? Ak dno, preco? / Ak nie, ndjdite také parkety stvoruhol-
nikového tvaru, ktoré nemoZeme pouZit na pokrytie podlahy.

Pre rieSenie zadanych problémov si ziaci mohli vybrat z predlozenych
pomocok: stubor bielych papierovych modelov zlozeny zo Siestich Stvoruhol-
nikov!4” (obr. 81), biele, farebné a stvoréekované papiere, ceruzky, noznice.

144 7 4kladni gkola Campanus, Jirovcovo namésti 1782, Praha — Chodov.
145 Ktestanské gymnézium, Kozinova 1000, Praha — Hostivar.

146 pripadoch konvexného a nekonvexného Stvoruholnika som namiesto konkrétnych
pojmov v tlohach radsej poukazala na dané utvary, pretoze pojmy konvexny a nekon-
vexny su zaradené az v matematike 1. ro¢nika strednej skoly.

147 Papierové modely som z ¢asového dovodu pripravila pred experimentom, aj ked
uznavam, ze takto som ziakom ,,vniitila“ rozmery a tvary danych stvoruholnikov, najmé
lichobeznika, konvexného a nekonvexného vSeobecného Stvoruholnika. Medzi modely
nebol zaradeny napriklad deltoid napriek svojej zaujimavosti; chcela som, aby dvojice
pracovali so vSetkymi pripravenymi Stvoruholnikmi a pocet utvarov by sa zvysil na tkor
ich pozornosti. Prvé dva pripady stvoruholnikov (stvorec, obdlznik) sti z pohladu teselacii
,prirodzené“, lebo realne kachlicky a parkety maja tvar tychto Gtvarov. Ostatné utvary
sa zdaja byt ,,umelé“, ale prave tieto pripady umoziiuji najviac rozvijat predstavivost
(ziaci st postaveni pred otézky ,,pripustit alebo nepripustit moznost takychto parkiet?,
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Po ukonceni rozhovorov som vsetkym dvojiciam zadala este domécu
ulohu: mali sa zamysliet nad tym, ¢i by bolo mozné na vydlazdenie podlahy
pouzit aj parkety iného ako $tvoruholnikového tvaru (napriklad v tvare tro-
juholnika, patuholnika, Sestuholnika, atd.), a nakreslit ¢o najviac parketazi

s tymito n-uholnikovymi parketami.48

\ )<

Obr. 81 Stvoruholniky zo siboru papierovich modelov.

Predtym, ako sa budem venovaf stru¢nému opisu préce dvojic na za-
klade analyzy protokolov jednotlivych rozhovorov, zavediem niekolko poj-
mov, ktoré v texte pouzivam:

— problém rozmerov — situacia, kedy ziaci zdoraziuji vyznam delitelnosti
rozmerov steny a stvorcovej (obdlznikovej, atd.) obkladacky, a namiesto
geometrickej tilohy tak rieSia aritmeticku,*?

— problém okrajov — rozne situacie, kedy ziaci zdoraznuju napriklad pri
kosodlZnikovych ttvaroch, Ze je mozné ich pouzif, ale na okrajoch budi
musiet byt doloZené vhodne nasekané kusky, resp. ked Ziaci pri vytvéarani
teselacie ukladaju Gtvary na ,podlozku“ (papier formatu A4) tak, ze dany
utvar ,opru“ o okraje podlozky,

— sprdvne usporiadanie Utvarov — usporiadanie tvarov bez medzier a pre-
kryti, v ktorom je mozné neobmedzene pokracovat vo vSetkych smeroch,
t. j. vysledkom je vytvorenie teselacie (napriklad obr. 82a),

— nespravne usporiadanie Gtvarov — mozu nastat dva pripady: usporiadanie
utvarov je sice bez medzier a prekryti, ale je to len lokdlna ,spravnost“, pre-

»ako s takymito nezvyCajnymi parketami pracovat?“, atd.).

148 pri experimente z mojej diplomove]j prace ziaci (deviataci) pracovali s rovnakymi
papierovymi modelmi v skupinach a boli im poloZené rovnaké otazky. Ziaci vytvarali
monoedralne teselacie z jednotlivych zhodnych $tvoruholnikov, pricom som sa snazila
viest ich k spravnemu rieSeniu, a nakoniec sme pravidlo o pokryvani roviny $tvoruhol-
nikmi sformulovali spolo¢ne. Vyhodou bolo, Ze modely si Ziaci vytvorili sami, a tak sme
mohli porovnévat vytvorené teseldcie. Napriek tomu, Ze tvar a velkost napriklad licho-
beznikovych modelov sa medzi skupinkami lisili, v pripade, Ze nejaka skupina prislusna
teseldciu vytvorila, tak aj ostatni Ziaci boli presvedceni, Ze sa im to musi podarit.

149 Tento jav je pravdepodobne vysledkom rieSenia podobne sformulovanych tloh, ktoré

sa pri téme delitelnost ¢isel asto vyskytuju.
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toZe nie je mozné neobmedzene pokracovat vo vSetkych smeroch (napriklad
obr. 84c), alebo usporiadanie Gtvarov sa viditelne vyznacuje prekrytiami
alebo medzerami globélne (napriklad obr. 82b).

a) b)
Obr. 82 a) Spravne usporiadanie ciel v tvare nekonvexného dvandstuholnika,
b) nespravne usporiadanie (obrazky nakreslené studentmi — gymnazistami v Casti
5.1.3).
V texte pod obrazkami, ktoré nakreslili ziaci v experimentoch z predvys-
kumu, uvadzam kategorie, do ktorych som obrazky zaradila; ich vyznam
vysvetlujem v podkapitole 4.4.

Charakteristiky prace jednotlivych dvojic!®:

S dvojicami Milan, Petr a Kristina, Tana (M+P, K+T, sekunda
8-ro¢ného gymnazia, obr. 83, obr. 84) bola jednoducha spolupréca, pre-
toze vsetci tyria ziaci boli velmi komunikativni.'®* Vytvorili teselacie zo
vsetkych predlozenych stvoruholnikov, dokonca viaceré mozné usporiadania
utvarov, a odhalili, Ze jednotlivé pasy Gtvarov je mozné navzajom posunit
o Tubovolna vzdialenost a otocit o Tubovolny uhol. Vsetci Styria intuitivne
(aj slovne) objavili a pouzili pravidlo prislusnych stran i prislusnych uhlov.
Napriek tomu ale dvojica dievéat v zavere nebola presvedcend, ze by bolo
mozné vytvorit teselaciu opakovanim Iubovolného Stvoruholnika, pretoze

»je mozné, Ze existuje eSte nejaky iny stvoruholnik, s ktorym to nejde*1%?,

150" prvé dve dvojice (M+P, K+T) sa sami aktivne prihlésili, dalsie tri (T+J, H+V,
G+P) vybrala ich ucitelka matematiky. Dievfenskd dvojica K+T ma poznala (praco-
vala som s nimi na experimente tykajicom sa zlomkov), s ostatnymi som sa stretla po
prvykrat. Vsetci ale vedeli, Ze sa zaoberdm matematikou. Rozhovory trvali od 17 do 27
minut; s dvojicami M+P a K+T prebehli vo velmi tvorivej atmosfére, ostatné tri dvojice
boli pri praci upitejsie.

151 Kedze tieto rozhovory boli realizované hned na zaciatku mojho vyskumu, kedy
som mala s didaktickym vyskumom velmi malé skisenosti, rozhovory som si nahravala
len na diktafén a pisala som si pozndmky. Preto som dodato¢ne nemohla zistovat (po
vytypovani skiimanych javov), presne v ktorej etape rieSenia Ziaci odhalili jednotlivé
pravidla.

152 Tento pristup je mozné chapat pozitivne, pretoze Ziacky boli vo veku, kedy sa
eSte len zadina so zovSeobectiovanim matematickych (alebo geometrickych) vlastnosti
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kym z dvojice chlapcov M vyhlésil, Zze by to bolo mozné, pretoze vsetky
dalsie Stvoruholniky sa ,podobaju“ tym predloZenym. Tvorivost a dobré
schopnosti oboch dvojic sa prejavili aj pri obrazkoch, ktoré dodatoc¢ne na-
kreslili — obr. 83, obr. 84.

e

L

ANV

IY%

e)
Obr. 83 Monoedrélne teselacie vytvorené dvojicou M+P: a) grupa p4, kategéria
kobercek, b) grupa p2, kategdria kobercek, c¢) grupa cmm, kategdria koberéek,
d) grupa p2, kategéria koberéek, e) grupa cmm, kategéria kobercek, f) grupa
pmyg, kategéria solitér.

Dvojica Tomas, Jan (T+J, 9. roénik zakladnej skoly, obrazky neodo-
vzdali) bola pri rozhovore velmi nervéznal®?, obaja Ziaci ale dobre navza-
jom spolupracovali. V ivode vyrazne vstipil problém rozmerov a okrajov
(,t4 stena je Stvorcova? aké ma rozmery?“), ktory sa potom uz vyskytol
pri vetkjch typoch Stvoruholnikov. Dvojica v pripade §tvorcov, obdlZni-
kov i lichobeznikov kreslila jednotlivé obkladacky na papier, na ktorom si
nakreslila obdlZniky predstavujtce steny; tieto teselacie boli typu strana
k strane. Pri lichobeznikoch som ziakom pontkla pre pracu modely; po

objektov a dokazy sa v skolskej matematike este nevyskytuju.

1 ~ . v “ . . . ve
3 Dévodom nervozity ziakov mohlo bytf, Ze ma nepoznali, ale aj moja slovencina,
pretoze sa Gasto uisfovali opakovanim otézky, ¢i dobre rozumeli.
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prvotnom netspechu intuitivne pouzili pravidlo prislusnych stran i prislus-
nych uhlov, teselacia bola ale zase len strana k strane. Pri vSeobecnom
konvexnom Stvoruholniku vytvorili usporiadanie, v ktorom nebolo mozné
pokracovat bez medzier a prekryti (slaba Struktira), pri nekonvexnom sa
sice podarilo, ale len lokalne spravne, takze parkety danych tvarov podla
nich nebolo mo’né pouzit. Ani jeden Ziak z dvojice neodovzdal obrazky
dalsich teselacii.

bt .

c)

Obr. 84 Obrézky nakreslené dvojicou K+T: a) grupa pmg, kategéria pasy

(mo6ze byt aj koberéek), b) grupa p2, kategéria kobercek, c) slaba $truktira

(teseldciu nie je mozné dalej rozsirovat).

Z dvojice Henrieta, Vikina (H+V, 9. ro¢nik zakladnej skoly, obr. 85)
bola H hlavnym komunikdtorom dvojice, V bola pasivnejsia. Pri prvej
a druhej otazke H svoju kladnt odpoved podmienila delitelnostou rozmerov
steny rozmerom Stvorca bezo zvysku, inak sa musia obkladacky rezat. Takto
formulovany problém rozmerov a okrajov sa vyskytol potom pri vsetkych
typoch stvoruholnikov a dokonca aj v nakreslenych teselaciach — obr. 85.
Vsetky vytvorené teselacie touto dvojicou boli strana k strane; ziacky pri-
pustali aj dalSie moznosti, ale vtedy otodili celi povodnu teselaciu o urcity
uhol. Pri lichobeznikoch H pouzila pravidlo prislusnych stran a c¢iastocne
aj prislusnych uhlov (,,musi sa to striedat...“), to vSak uz ziacky nepouzili
pri vSeobecnom konvexnom ani nekonvexnom Stvoruholniku, ked vytvorili
usporiadanie, ktoré nie je mozné dalej rozsirovat, t. j. slabéa struktira. V za-
vere H odpovedala, Ze je moZné pouzit aktukolvek Stvoruholnikovi parketu,
ale pri poslednych dvoch pripadoch vznikna casto medzery, tak je nutné

ich doplnit narezanymi ¢astami. Z dvojice obrazky teseldcii odovzdala len
ziacka H.
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Obr. 85 Monoedralne teselacie vytvorené ziackou H z dvojice H4-V; ziacka aj
v obrézkoch zdéraznuje problém rozmerov a okrajov: a) grupa pgg, kategéria
pasy (moze byt aj nekoneéno, pretoze ziacka prave v tomto pripade pravde-
podobne zistila, ze je mozné v teselacii pokracovat), b) grupa pmg, kategdria
nekonec¢no, c¢) grupa cmm, kategéria nekonecno.

Obaja z dvojice Gina, Pavel (G+P, 8. ro¢nik zakladnej skoly, obrazky

neodovzdali) reagovali rychlo na moje otézky, navzajom ale nespolupraco-
vali, a vo véi¢Sine pripadov kazdy z nich vytvaral sdm ,vlastnu“ teselaciu.
P sa od zaciatku prejavil ako dominantny v dvojici, a tak som sa nechtiac
zamerala na jeho ¢innost a nevenovala dostatocnii pozornost G. V pripade
Stvorcov sa objavil problém rozmerov i okrajov, dalej sa uz nevyskytol. Pri
prechode od $tvorca k obdlzniku vyuzili analégiu (,,... je to rovnaké...“);
dalej P pouZival viac stratégiu ,pokus-omyl“!®* G premyslala a modelo-

154 poq stratégiou riefenia rozumiem postupnost krokov (metdd), ktoré sa ziak roz-
hodne pouzit pri rieSeni, a o ktorych sa domnieva, ze by mohli viest k ndjdeniu vysledkov

danej ulohy; stratégia pokus-omyl sa vyznacuje ndhodnym ,sktsanim“.
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vala v mysli. Pri lichobeznikoch uz G pouzila vedome pravidlo prislusnych
stran a intuitivne aj prislusnych uhlov, to ale pri vSseobecnom konvexnom
Stvoruholniku nevedela pouzit. Pri nekonvexnom stvoruholniku bola dvo-
jica Gspesna az po mojom vyzvani, ze som uz nieco také videla. V zavere
po otazke 7 odhalil P pravidlo prislusnych stran, ale G este sformulovala aj
naznak pravidla symetrie (,keby do seba [stvoruholnikové ttvary| zapadali,
tak 4no [t. j. je moZné vytvorif teselaciul... keby ale nebolo mozné zlozit ani
zo Styroch [atvarov] ni¢, tak nie...“). Po vyzvani, aby tieto pravidla pouzili
pri vSeobecnom konvexnom Stvoruholniku, nevedeli ich pouzit. Obrazky
teselacii dvojica neodovzdala.

Zaver:

e Pred rozhovormi som predpokladala, Ze zZiaci aspon na intuitivnej irovni
odhalia vyznam velkosti vnitornych uhlov $tvoruholnika pri usporia-
dani rovnakych stvoruholnikovych ciel v teselacii a nasledne pravidlo
o pokryvani roviny $tvoruholnikmi. To sa nestalo, a vdaka tomu som sa
zamerala na detekciu vyskytu ciastkovych tispechov, ¢o viedlo k ,roz-
deleniu“ pravidla pokryvania roviny stvoruholnikmi na jednotlivé ¢ias-
tkové pravidla. (Prvotna analyzu experimentu som spracovala v ¢lanku
[Mlucova, 2005b].)

e Pracu ziakov ovplyvinoval problém okrajov a problém rozmerov, s vy-
skytom ktorjch som v takej miere nepocitala, napriek tomu, ze pri
takto formulovanych otazkach, boli prirodzené. Pri praci dvoch dvojic
(T+J, H+V) mali vSak tieto problémy tak silné zastupenie, ze pred-
stavovali prekazku v hladani pravidiel pre pokryvanie roviny Stvoru-
holnikmi, a ziaci mali tendenciu tlohu ,pocitat®. (Ziaci ako podklad
pre pracu pouzivali papier formatu A4, na ktorom si ale tieto dve dvoj-
ice este sami nakreslili obdlznik predstavujtci stenu v ktpelni, pretoze
mali silnt potrebu si vymedzit, v akej oblasti sa pohybuju.)

e Do realizacie experimentu s tymito dvojicami bolo moje chapanie tese-
lacii viac matematické ako praktické. Matematici si totiz teselacie zjed-
nodusuju, a tak zanedbavaju ,hrabku“ hranic, pri vytvarani teselacii
z ciel zac¢inajua akoby ,,od stredu papiera“, a samozrejme vyzaduja, aby
teseldciu bolo mozné rozsirovat do nekonecna. Vdaka reakciam ziakov
(problémy okrajov a rozmerov, medzery medzi skuto¢nymi kachlickami,
lokélne spravne usporiadanie Gtvarov, atd.) som si uvedomila skutoény
vyznam teselacii okolo nds. Ak maja byt teselacie nastrojom pre rie-
Senie problémov z praktického zivota a preto zaradené do vyucovania
matematiky, je nevyhnutné myslief aj na vlastnosti redlnych teselacii.

e Pri porovnani jednotlivych dvojic z hladiska priebehu prace a komuni-
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kécie, medzi dvojicami boli vyrazné rozdiely. U mladsich ziakov (M+P
a K+T) sice bola viditelna neistota v terminoldgii (¢asto sa uistovali, ¢
mom a ich vysledky boli lepsie ako vysledky starsich ziakov. Myslim si
ale, Ze tieto rozdiely boli zapri¢inené roznymi schopnostami ziakov.!%®
Na druhej strane ale mladsi ziaci (okrem ziaka M), ktori sice vytvo-
rili teselacie zo vSetkych predlozenych stvoruholnikovych ciel, neboli
presvedceni, ze dané vybrané stvoruholniky zastupuju vsetky Stvoru-
holniky, a Ze kazdy $tvoruholnik je mozné pouzit.

e Pri Stvorcoch, obdiZnikoch, kosodlZnikoch, t. j. pri Gtvaroch znamych
z hodin matematiky, pouzivali zZiaci analégiu, pri lichobeznikoch vytvéa-
rali pasy. Ked sa ale stretli s vSeobecnym konvexnym a nekonvexnym
stvoruholnikom, tak uz ¢asto nevedeli pouzif predchadzajice skiisenosti
a zméitkovali. Pri vytvarani teselacie z nekonvexnych sStvoruholnikov
boli vSak tispesnejsi, pretoze prave jeho nepravidelnost pomaha naviest
na pravidlo prislusnych stran a potom aj na pravidlo prislusnych uhlov.

e Predpokladala som, Ze tvorivost a predstavivost Zziakov sa prejavia
najmi v hladani ¢o najviicSieho poc¢tu moznosti usporiadania pre jed-
notlivé Stvoruholnikové cely. Prekvapila ma ale ich tvorivost a pred-
stavivost pri hladani dalsich teselujtcich ciel, ktorych tvar je rozny od
stvoruholnikov. Pri kresleni si ziaci zvolili také utvary, ktoré ich zaujali,
a v nich predviedli svoje pochopenie (alebo nepochopenie) teselacie ako
pevnej ¢i slabej struktury.

e Myslim si, Ze rieSenie problému Stvoruholnikovych teselacii by prebie-
halo prirodzenejsie, keby otazky neboli zadané formou kaskady, ale for-
mulované ako jedna otazka: ktory z predloZenych utvarov by bolo mozZné
pouzit ako tvar obkladaciek pri obkladani steny kipelne alebo ako tvar
parkiet pri pokryvani podlahy v izbe?, pricom by si Ziaci sami zvolili
postupnost Gtvarov.

e Pri zaradeni stvoruholnikovych teselacii do vyucovania matematiky za-
kladnej skoly by bolo vhodné, keby si ziaci sami v skupinkach pripravili
modely Stvoruholnikov (mnohouholnikov), aby sa tvary ttvarov lisili,
a aby tejto aktivite predchadzala ,klasifikdcia® stvoruholnikov (t. j. hla-
danie rovnakych a odliSnych vlastnosti jednotlivych stvoruholnikov).

4.1.2 Escherovské teselacie

K zaradeniu vytvarania escherovskych teselacii (vid podkapitola 1.1.2)
medzi experimenty ma viedlo presvedcenie, ze Escherove grafiky s témou

155 Ziaci z dvojic M+P a K+T boli podla slov ich vyuéujicej velmi aktivni a bystri.
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pravidelného delenia roviny (a im podobné, t. j. escherovské teselacie) vzbu-
dzujt u Iudi zaujem a chut ich napodobnif (v lepSom pripade vytvorit nieco
uplne nové), a preto naucit sa postupy pre ich vytvaranie nebude ani pre
ziakov nudné a zlozité. Escherovské teselacie kreslili Ziaci Siesteho a devia-

teho ro¢nika zakladnej gkoly'®®
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Obr. 86 Papierové modely pouzité pri vysvetlovani postupov pre vytvaranie
escherovskych teselacii: a), b) pouzitie postvania, c¢), d) pouzitie otacania.
Escherovské postupy som ziakom vysvetlila v triedach pomocou papie-
rovych modelov (obr. 86, obr. 141); obidva postupy (pouzitie postvania

156 74kladni gkola Campanus, Jirovcovo namésti 1782, Praha — Chodov. Téma nenad-
viizovala na u¢ivo matematiky (napriklad planimetria alebo zobrazenia), bola zaradend
v rdmci zastupovania v nepritomnosti ich u¢itelky matematiky. V triede deviatakov bola
dvojica G+P z ¢asti 4.1.1, ostatni Ziaci ma nepoznali. Podla slov ich uéitelky matematiky
boli Siestaci v matematike Sikovni, zatial ¢o deviataci boli prospechovo slabi.
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i ota¢ania) boli vysvetlené naraz. Motivaciou k praci boli aj dalsie teselacie
na obr. 87 (najma teselacia vytvorené z veseljch $asov). Ulohou ziakov bolo
nakreslit ,,podobny* obrazok, pricom pri kresleni mali pouzif predvedené
postupy. Doraz bol kladeny na to, Ze obrazok mé byt zloZeny z opakujicich
sa rovnakych Gtvarov, ktoré vznikli zo Stvorca alebo pravidelného Sestuhol-
nika pomocou deformacie ich stran a nasledného posunutia alebo otocenia
tejto deformacie; deformécia a jej posunutie alebo otocenie museli byt také,
aby sa zachoval obsah pévodného ttvaru. K praci mohli Ziaci pouzit pripra-
vené Stvorcové a Sestuholnikové siete, farebné papiere, ale i dalsie lubovolné
pomdcky (napriklad noznice, pravitko, atd.). Ziakov som poziadala, aby mi
na konci druhej hodiny odovzdali vSetky kresby, ktoré nakreslia.
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Obr. 87 Monoedrélne teseldcie pouZzité ako motivaéné obrazky (Styri tesela-

cie z nich sice nie si escherovské, ale je na nich dobre viditelnd poziadavka
opakovania jedného ttvaru; posledna teseldcia je ozdobend ornamentom).

Siestaci boli pri vysvetlovani postupov velmi pozorni; napriek tomu, Ze
sa eSte téme zobrazenia na matematike nevenovali, ,,procesom® postvania
a otacania rozumela vidSina (aj ked intuitivne). Dalsie otdzky mi nekladli
a do préce sa pustili s velkym nadSenim a hravostou. Na obr. 88 je niekolko
monoedralnych escherovskych teselacii, ktoré nakreslili Siestaci.
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c)
Obr. 88 Monoedralne teselacie nakreslené ziakmi 6. ro¢nika: a) grupa pl, ka-
tegdria nekoneéno, b), grupa pdg, kategéria nekonecno, c) grupa pm, kategéria

koberéek, d) grupa pm, kategdria kobercek.

Obr. 89 Priklad nie monoedrélnej teselacie nakreslenej ziakom 6. roénika (ka-

tegdria kobercek).

Pocas kreslenia mi niektori Ziaci s radostou ukazovali svoje kresby v roz-
nych etapach. Mnohi sa pytali, ¢i pracujua spravne; v pripade, Ze nie, sna-
zila som sa im vysvetlif postup (alebo ich chybu) este raz. Napriek tomu
vysledkom bolo niekolko teselacii, ktoré neboli monoedralne (napriklad
obr. 89), alebo pri kresleni ziak nepouzil ani jeden z postupov a vysled-
kom nebola teselacia. Mnohé zo Ziackych kresieb ,napodobmnovali“ predlo-
zené ukazky'®", niektori ziaci ale vytvorili teselacie s origindlnymi celami
(napriklad obr. 90).

157 Siestakom som ukazala Escherove jastericky len na ukéaZku, velmi sa im pacil motiv,
ale nikto neprejavil zaujem napodobnif ho.
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©)
Obr. 90 Ada (6. ro¢nik): a), b) monoedralna teselacia s celou velmi originél-
neho tvaru'®® (grupa cm, kategéria koberéek), c) Stvorcova dlazdica zlozend
zo Styroch ciel vytvorenych zo $tvorca pomocou otocenia deformovanej strany
(grupa p4/pdg, kategéria solitér), d) dalsi obrazok chcela ziacka nakreslit tak,
aby bol vtipny, so zvieracim motivom, Gtvar ale teselaciu nevytvara.

Deviataci sa prejavili typicky pre svoj vek, boli unudeni, nechcelo sa im
kreslit, napriek tomu pracovali. Pri kresleni som niektorym ziakom pora-
dila, ako mézu dalej postupovat a upozornila na pripadné chyby, pripadne
som ich povzbudila.'®® Niektoré z teselacii, ktoré nakreslili, st na obr. 91.
Deviatakom sa Escherova grafika s jasterickami velmi péacila. Jedna zo Zia-

158 Cela vznikla zo §tvorca pomocou dvojnasobného posunutia dvoch rovnako deformo-
vanych susednych stran (ten isty tvar je mozné ziskaf otd¢anim deformovanej strany).
Zia¢ka odovzdala teselaciu dvakrat — na $tvorcovej sieti a prekreslenti na biely papier (je
zaujimavé, Ze bez Stvorcovej siete ako podkladu nie je na prvy pohlad zretelny $tvorec
ako tutvar, z ktorého sa vychadza).

159" Trieda deviatakov bola podla slov ich ucitelky matematiky prospechovo slabi. Na
hodine bolo viditelné ,rozdelenie“ triedy na dve skupiny — ,,vodcov¥, ktorych ucenie
a aktivity na hodindch nezaujimali a bezcielne si kreslili na siete, a ,,tych ostatnych®,
ktorych téma zaujala a snazili sa splnit lohu. Za svoje kresby sa ale trochu hanbili a to
pravdepodobne preto, ze povazovali svoje obrazky za ,nie dost dobré.
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Cok sa snazila jastericku a k nej prislusnt teselaciu aj nakreslit, obrazok
chcela dokoncit doma; na druhej hodine uz ale chybala a kresbu neodo-
vzdala.

N

c)
Obr. 91 Monoedrélne teselacie nakreslené ziakmi 9. roénika (vSetky teselacie s
z kategdrie koberdek): a) grupa p31m, b) detail teselcie (z obrazku je viditelnd
snaha o ¢o najpresnejsie vytvorenie teselacie), ¢) grupa p4, d) grupa pdg.

Zaver:

e Mladsi ziaci boli vyrazne motivovani obrazkami, ktoré som im ukézala
(napriklad vesely $aSo na obr. 87); nebol potrebny ani vyraznejsi stimul
z mojej strany. Starsi ziaci boli zaujati grafikami Eschera (nielen pravi-
delnym delenim roviny, ale aj dalsimi z knihy [Escher, 2003]), a napriek
svojej pociatocnej nechuti nakreslili niekolko velmi peknych teselécii.
Dalsim silnym motivaénym ¢initelom bola radost Ziakov z kreslenia
samého a u mladsich ziakov samozrejme prestiz pred vyucujicou (nie-
ktoré Zziacky zo Siesteho roc¢nika sa ma niekolkokrat pytali, ¢i pracuju
dobre, a bolo vidief, Zze ofakévaju pochvalu); na druhej strane boli
ziaci, ktori napriek tomu, Ze nevyzadovali kontrolu, ani povzbudenie,
vytvorili velmi peknt a origindlnu teselaciu (napriklad obr. 90).
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e Napriek tomu, Ze sa mladsi ziaci téme zobrazenia v rovine este neve-
novali, neboli v porovnani so star$imi ziakmi pri pouziti zobrazeni pri
vytvarani escherovskych teselacii znevyhodneni. Obidve skupiny po-
chopili bez vacsich problémov postup prace, a nasledne ho aj vicsina
ziakov pouzila pri kresleni (chyby, ktoré sa vyskytli pri kresleni obraz-
kov a vo vyslednych obrézkoch, boli podobné ako v hlavnej studii, vid
5.1.2, 5.2.2).

e Podla toho, ¢ ziaci napodobriovali alebo realizovali vlastny napad, je
mozné rozlisovat rekonstruktivnu (napodobriiovanie) ¢ konstruktivnu
(novy napad) predstavivost. Predlozené postupy boli zamerané na pred-
vedenie postupov ako vytvorit jednu celu, postup vytvorenia celej te-
seldcie si ziaci mali zvolit sami. Niektori Ziaci vytvorili teselaciu tak,
Ze najprv vytvorili jednu celu, ktortt postupne obkreslovali, alebo vy-
strihli cely z farebnych papierov a nasledne z nich ,skladali“ teselaciu.
Tvorivost aj v procese vytvarania je preto v tejto praci velmi dolezity
faktor.

e Pdvodne som zvolila vysvetlenie postupov s pouzitim oboch zobrazeni
naraz. Myslim si ale, Ze najméi u mladsich Ziakov je vhodnejsie, ked
sa postupy vysvetlia oddelene, a pre kazdy z nich tak ziak nakresli
2 obrazky/teselacie. (U starsich ziakov je uz mozné vysvetlit obidva
postupy naraz, aby ich mohli skombinovat a vytvorit celu zlozitejsieho
tvaru.)

e Tvorivost pri vytvarani ciel roznych tvarov z teselacii nakreslenych
ziakmi v experimentoch z Casti 4.1.1 a 4.1.2 som struc¢ne opisala v pris-
pevkoch [Ilucova, 2005a] a [Ilucova, 2006].

4.1.3 Voronojove teselacie

Doévodom vyberu tejto témy do vyskumu bolo, ze Voronojove tesela-
cie st ¢astym modelom pre rozdelenie roviny/priestoru, resp. ich ¢asti, na
oblasti odpovedajice prvkom bodovému systému v réznych vednych dis-
ciplinach (vid podkapitoly 2.2, 2.3) a ich konstrukcia je primérne zalozena
na jednoduchej schopnosti zostrojit os simernosti tsecky.

Ziakom primy (10-11 rokov) osemro¢ného matematického gymnazial
bola predlozena tloha o rozdeleni urcitej casti mesta s nasledujicim zada-
nim:

Na obrdzku (obr. 92a) si schematicky vyznacené zastavky autobusov v urci-
tej casti mesta. Kazdy clovek pracujici v tejto casti mesta pritom vyuZiva

160 Ogemrocné gymnazium v Kogiciach, Alejova 1, Slovensko. Ich ucitelka matema-
tiky bola studentkou doktorandského studia didaktiky matematiky na Prirodovedeckej
fakulte v Kosiciach, a tak boli ziaci zvyknuti na riesenie tloh v ramci réznych vyskumov.
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k doprave len ti zastivku autobusu (bez ohladu na cislo linky), ktord je
k jeho pracovisku najbliZsie. Rozdelte tito cast mesta na oblasti podla za-
stavok tak, aby kazZdy clovek pracujici v danej oblasti mal najbliZsie k pri-

slusnej zastdvke (berieme do tvahy vzdialenost vzdusnou cestou).'5!

a)

Obr. 92 a) Obrazok so zadanymi bodmi — generdtormi, b) Voronojova teselacia

— spravne rieSenie ulohy.

Podla vyuéujicej bola reakcia ziakov nasledujtica: ,,Ziakom som zadala
problém bez blizsieho vysvetlenia. Samt ma zaujimalo, ako 10-11-ro¢ni
ziaci takto zadanu ulohu pochopia a interpretuju. Vicsina z nich ju riesila
tak, ze pospajali ,zastavky autobusov, a tak vytvorili cestu.”

Odovzdanych 26 obrézkov nakreslenych ziakmi je mozné rozdelit do
troch skupin:

— zadané body na planiku st spojené uzavretou alebo otvorenou nepre-
tinajicou alebo i pretinajucou sa lomenou ¢iarou — napriklad obr. 93a

(16 pripadov),

— Cast mesta je rozdelena na §tvorcové alebo obdlznikové oblasti a body st
taktiez vzajomne spojené lomenou ciarou — napriklad obr. 93b

(6 pripadov),'62

— na planiku je nakreslenych niekolko ciel (14 ciel), ktorych hranice boli
skonstruované na zaklade pravidla stredu, ale proces delenia casti mesta

nie je ukon¢eny — napriklad obr. 93c (4 pripady)!%3.

161 Vyznacené body na obrazku predstavovali zastavky autobusov, ich polohy boli to-
tozné s polohami bodov, ktoré boli pouzité dalej v experimentoch — vid 5.1.1, 5.2.1.
Takisto zadanie bolo rovnaké, len sa tykalo stanic metra alebo pristreskov proti dazdu
v lese.

162 Tieto pripady zahriuja dve roézne riesenia; pravdepodobne prvym bolo spojenie
generatorov lomenou ¢iarou, druhym rozdelenie na stvoruholnikové oblasti.

163 Autormi boli dve dievéata a dvaja chlapci.
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Obr. 93 Priklady k jednotlivym pripadom pri prvom rieseni tlohy.

Velmi zaujimavou bola nasledné reakcia ziakov; pokracovanie slov vy-
ucujicej: ,,Ziaci bez mdjho pokynu nad zadanym problémom samostatne
premyslali. Na druhy deni prislo za mnou niekolko z nich so svojimi po-
strehmi a s radostnym konstatovanim, ze tilohu pochopili. Prosili ma, aby

som im znovu rozdala ,¢isté“, nevypracované pracovné materidly.* 164

Po opakovanom rieseni sa uz obrazky, v ktorych by ziaci spojili zadané
body lomenou ¢iarou, nevyskytli, a tychto 26 obrazkov je mozné rozdelit
do styroch skupin:

— teselacie, pri konstrukcii ich hranic bolo pouzité pravidlo stredu alebo
vynimoc¢ne aj pravidlo kolmosti, to sa ale Ziakom nedarilo dodrzat vo
vsetkych pripadoch!®® — napriklad obr. 94a (6 pripadov),

164 7 qodatoéného rozhovoru vyplynulo, Ze ziaci sa hanbili, Ze lohu vyrieSili nespravne,
a ze sa takéto nespravne riesenia posla do Prahy a pouziju pre vyskum.

165 Predpokladam, ze pravidlo kolmosti ziaci pouzili neuvedomelo.
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— Cast mesta je rozdelend na zaoblené oblasti — napriklad obr. 94b (6 pri-
padov, v 2 z nich st viditelné snahy skonstruovat hranice oblasti na
zéklade pravidla stredu),

— Cast mesta je rozdelend na pravouhlé oblasti (§tvorcové a obdlznikové
s jednym generatorom v kazdom pravouholniku) — napriklad obr. 94c
(10 pripadov, vo vécsine z nich je ur¢ita mala cast hranic skonstruovana
na zaklade stredu, ale pravdepodobne neuvedomelo),

— oblasti st skonstruované ako kruznice s generatormi vo svojich stredoch
— napriklad obr. 94d (4 pripady).
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Obr. 94 Priklady k jednotlivym pripadom pri opakovanom rieseni ulohy.

Zaver:

e Ziaci riesili zadant tilohu velmi intuitivne; na hodinach matematiky este
nepreberali pojem os tsecky. Napriek tomu si myslim, ze nad tlohou
premyslali, a aj bez priameho zasahu ucitela sa v mnohych obrazkoch
vyskytuju naznaky spravneho riesenia, ktoré sa prejavuje pouzitim pra-
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vidla stredu. Pod vedenim ucitela by Ziaci urcéite mohli v rdmci tejto
ulohy déjst k zavedeniu pojmu osi tsecka (s mensim poctom vyznade-
nych bodov).

e Problém okrajov sa v obrazkoch vyskytoval vynimocne; ziaci pri okraji
papiera, resp. pri hranici vyznacenej Casti papiera, nezaoblovali hranice
ciel.

e Silnou motivaciou ziakov bola ich prestiz. Téato trieda bola podla slov
ich ucitelky velmi hravé a ziaci sa vyznacovali velkou samostatnostou.

4.2 Ciele vyskumu

Vyskum bol od zaciatku koncipovany ako kvalitativny, jeho tlohou
bolo predviest moznosti vytvarania rovinnych teseldcii v skolskej matema-
tike a schopnosti ziakov pri ich vytvarani/konstrukcii. Priebeh vyskumu
bol ovplyvneny nasledujicimi cielmi, ktoré sa postupne vykrystalizovali na
zéklade vysledkov experimentov z predvyskumu:

1. Pochopit ako prebieha praca ziakov pri rieSeni geometricko-vytvarného
problému a aké problémy tykajice sa rovinnych teselacii sii ziaci schopni
riesit (aké tlohy do vyucovania zaradit a ako ich formulovat tak, aby sa
do skolskej matematiky nezaviedol dalsi novy umely pojem, poznatok
alebo schopnost).

2. Zistif, aké javy a kategérie sa pri rieSeni tuloh Ziakmi a vysledkoch
prace (kresby/konstrukcie) vyskytuja, a charakterizovat tlohy pomo-
cou tychto javov.

3. Opisat priebeh prac niektorych ziakov pri rieSeni Gloh na zéklade po-
zorovania a analyzy nakreslenych obrazkov.

4. Na zéaklade vysledkov experimentov navrhnif sposob zaradenia teselacii
do gkolskej matematiky a zhodnotif prinos tohoto zaradenia.

KedzZe ¢innosti, ktoré Ziaci mali vykonavat pri experimentoch, neboli ¢in-
nostami beznymi pre Skolskii matematiku, vedlaj$im cielom bolo naudif
ziakov pouzif poznatky a schopnosti z geometrie pri umelecky zadanej
ulohe alebo tlohe, v ktorej nebol matematicky aparat explicitne pozado-
vany, a upozornit ich na vyskyt teselacii okolo nas. Obrazky, ktoré Ziaci
nakreslili, by pravdepodobne bez zadania tychto tloh nevznikli.

4.3 Metody vyskumu

V case, ked som realizovala prvy experiment v rdmci zamerania dizer-
tacnej prace (Stvoruholnikové teseldcie — ¢ast 4.1.1), bola moja sktisenost
s vyskumom v oblasti didaktiky matematiky velmi mal4. Napriek priprave
pred rozhovormi, pri zostavovani protokolov a analyze priebehu jednot-
livych rozhovorov som si uvedomovala svoje mylné predpoklady o praci
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ziakov a zasahy, ktoré mali negativny vplyv na ich konanie. Okrem toho mi
do analyzy vstupovalo velké mnozstvo ,socidlnych“ javov (vzajomna spo-
lupraca/nespolupréca ziakov v dvojici, dominancia alebo pasivita jedného
z dvojice, atd.) a nevedela som sa ststredif na geometricko-vytvarny obsah
¢innosti ziakov. Tato etapu som preto zahrnula do casti predvyskumu.

Obrazky, ktoré ale tri dvojice ziakov nakreslili po tychto rozhovoroch
(a dalsi ziaci pri aktivitich v castiach 4.1.2 a 4.1.3), boli presvedéivym
dokazom o ich tvorivosti, dobrej rovinnej predstavivosti a cite pre symet-
riu. Myslim si, ze vznikali prirodzenejsSie bez detailného ,monitorovania‘“
celého priebehu prace videokamerou, a ,povedali“ mi o svojich autoroch
viac, ako som sa snazila zistit pocas rozhovorov. Preto som sa rozhodla
pouzit ako hlavny zdroj informécii pre analyzu préace ziakov vo svojom
vyskume prave nimi nakreslené obrazky pocas ¢innosti, ktorych cielom je
vytvorenie roznych typov rovinnych teseldcii. KedZe sa v centre pozornosti
ocitol obrazok, musela som sa naucit pracovat s nim tak, aby mi posky-
tol ¢o najviac informaécii nielen o statickej zlozke ¢innosti ziaka (vysledkom
préace Ziaka je alebo nie je teseldcia, vzhlad obrézku, atd.) ale aj dynamickej
(aky postup prace ziak pri vytvarani obrazku/teselacie zvolil). Az po tomto
dlhodobom procese, v ktorom som ja bola ziackou a Zziaci/Studenti, resp.
nimi nakreslené obrazky mojimi uc¢itelmi, som sa mohla vratit k videozaz-
namom a n4jst tam to, ¢o som naozaj chcela sktimat.'®® (Velmi cennou
publikiciou o detskej kresbe je napriklad praca [Kupcéakova, 2005].)

KedZe som chcela ziskat viac obrazkov, a aktivity pocas vyudovacej ho-
diny z casti 4.1.2 a 4.1.3 vyhovovali m6jmu zameru, zvolila som si ako vy-
skumnu vzorku ziakov triedy na vyucovacej hodine. Vyskumnym nastrojom
boli rovnaké (alebo podobne formulované) tlohy ako v dvoch experimen-
toch z predvyskumu zamerané na konstrukciu escherovskych a Voronojo-
vych teselacii. Vzhladom k tomu, Ze som nemohla zaznamenat postup kres-
lenia u kazdého jedinca videokamerou, rozhodla som sa pouzit pre zéznam
priebehu ¢innosti ziakov/Studentov pozorovanie (pripadne zaznamenanie
urcitych etap prace fotoaparatom) a vysledny obrazok. Ako pomdcku pre
konstrukciu teselacii mohli Ziaci/Studenti pouZivat siete a schémy s umiest-
nenymi bodmi, ktoré som im rozdala; kreslit mohli ceruzkami (i farebnymi)
a perami a ziaci nemohli pouZivat pravitka (pre Studentov toto obmedze-
nie neplatilo; pri escherovskych teselaciach som dovolila pouzit noZnice na
vystrihnutie cely).

Nakreslené obrazky som sa snazila analyzovat v dvoch fazach; najprv

166 Videozaznamy z prvého experimentu boli ale okrem zdznamu prace ziakov cennym
zdrojom informaécii o mne ako vyskumnikovi, na zaklade ktorych som sa mohla pri
dalgich aktivitdch vyvarovat chyb.
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vystupoval obrazok ako staticky prvok predstavujici findlny vysledok vy-
tvarania/konstrukcie a potom ako dynamicky prvok zaznamenajtci proces
vytvarania/konstrukcie. Otéazky, ktoré som si polozila, boli nasledujtce:

A) obrazok ako staticky prvok

1. predstavuje nakresleny obrazok teselaciu? alebo vzor? ak obrazok nie
je teselaciou ani vzorom, preco ho Ziak nakreslil (ak je to mozné zistit
bez dodatoéného rozhovoru so ziakom)?

2. opakuju sa utvary (cely/motivy) v obrazku pravidelne (mnohouholni-
kové a escherovské teselacie)? je rozdelenie Casti roviny rovnaké ako
spravne skonstruovana teselacia (Voronojove teselacie)? vyskytuju sa
v obréazku chyby alebo odchylky /nepresnosti viditelné na prvy pohlad?

3. ako vyzeraju jednotlivé cely/motivy? s rovnaké (mnohouholnikové
a escherovské teselacie)? su cely skonstruované na zéklade rovnakého
pravidla (Voronojove teselacie)?

4. odliguju sa cely/motivy navzajom od seba, resp. postup ich vytvara-
nia/konstrukcie? v ¢om spoc¢iva odlisnost?

B) obrazok ako dynamicky prvok

1. ¢o nakreslil ziak ako prvé?

2. ako postupoval pri vytvarani/konstrukcii druhej, tretej, Stvrtej, ...
cely /motivu?

3. mal ziak nejakt stratégiu pri vytvarani/konstrukcii cely a teselacie?
menil ju? vylepsoval ju alebo zotrvaval v nej? vyuzil stratégiu ,,pokus—
omyl“?

4. menila sa medzi jednotlivymi tlohami dana stratégia? menila sa stra-
tégia v jednotlivych cCastiach escherovskej teselacie?

A tak na zdklade analyzy ,krok-za-krokom® som sa snazila urcit jednotlivé
javy a kategdrie opisujtice obrazok a ¢innost, ktora k jeho vytvoreniu viedla.

4.4 Analyza uloh, skimané javy a kategorie

V tejto podkapitole podam analyzu tloh z hladiska obsahu a mozného
rieSenia a predlozim javy a kategdrie charakteristické pre zadané tlohy. Na
rozdiel od predvyskumu som sa rozhodla pre hlavni ¢ast vyskumu zadat
len tlohy tykajice sa Voronojovych a escherovskych teselacii'é”. Spoloénou
charakteristikou vSetkych zadanych tloh je vytvorenie/konstrukcia poza-
dovanej teselacie; rovnako ako v experimentoch predvyskumu pri Vorono-
jovych teselaciach by ale ziakom nebol vysvetleny postup konstrukcie, pri
escherovskych by im boli predlozené postupy pre vytvorenie jednej cely.

167 Studentom gymnézia som dodatocne este zaradila aj mnohouholnikové teselacie —
vid podkapitola 5.1.3.
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4.4.1 Voronojove teselacie

Vytvaranie Voronojovych teselcii, resp. hranic ich ciel, nazvem kon-
strukciou, pretoze spravny vysledok riesenia zadania je jasny, jednoznacny,
o tvorivost a hlavne predstavivost ide najméi v procese konstrukcie.

Pri spravnej konstrukcii Voronojovych teselacii sa vyskytuje pravidlo
stredu, pravidlo kolmosti a k tomu este pravidlo urcenia casti osi usecky
ako casti hranice cely (dalej uz iba pravidlo urcenia). Prvé pravidlo hovori
o tom, ze Cast hranice cely prechddza stredom tsecky spajajucej dva gene-
ratory, druhé, Ze ¢ast hranice je kolma na tato tsecku (t. j. jednotlivé casti
hranice cely st skonstruované ako ¢asti osi tseciek dvojic generatorov), tre-
tie, posledné o tom, Ze zo skonstruovanej osi je len ¢ast hranicou cely (vid
podkapitola 1.2). Pri ziackych rieSeniach sa vyskytli aj dalsie pravidla, tie
sa ale prejavili v pripadoch, kedy ziaci nezostrojili Voronojovu teseléciu,
resp. vysledkom konstrukcie nebola vobec teselacia (vid ¢ast 5.2.1). Prikla-
dom je pravidlo obsahu, kedy ziak konstruoval okolo kazdého generatora
hranicu cely tak, aby obsah kazdej bol priblizne rovnaky, a pravidlo tvaru,
kedy ziak konstruoval hranice ciel tak, aby vSetky cely mali rovnaky tvar
(najcastejsie obdlznika), v niektorych pripadoch medzi celami mozu byt
medzery.

Pre experiment v hlavnej casti vyskumu som zvolila konstrukciu Voro-
nojovych teselacii pre nasledujtce pripady bodovych systémov:

— bodovy systém rozmiestneny ,nédhodne“!%® — obr. 95a,

— bodové systémy s poctom generatorov 2, 3, 4 a 5, ktorych rozmiestnenie
si mali ziaci zvolit sami,

— bodovy systém s generatormi rozmiestnenymi vo vrcholoch stvorcove;j
mriezky — obr. 95b, pricom toto rozmiestnenie navadzalo na tvar ciel
vyslednej teselacie,

— bodovy systém s generatormi rozmiestnenymi vo vrcholoch kosostvor-
covej mriezky — obr. 95¢, pricom rozmiestnenie navadzalo na tvar ciel
menej, resp. eSte mohlo Ziakov zmiast.

Uloha, v ktorej mali Ziaci sami rozmiestnif generatory, je zaujimava
svojou ,dvojstupiiovostou”. Kym v ostatnych tlohach st bodové systémy
vopred zadané, v tejto tlohe je cielom konstrukcia celej struktary Voro-
nojovej teselacie — rozmiestnenie bodového systému i konstrukcia hranic
prislusnych ciel.

168 polohu bodov urdovala poloha zvolenych stanic metra v centre Prahy, vid Pri-
loha VII.

114



+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + + + + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + + + + + + +
b) c)

Obr. 95 Rozmiestnenie generatorov: a) nepravidelné, b), c¢) pravidelné (gene-

ratory rozmiestnené vo vrcholoch §tvorcovej a kosostvorcovej mriezky).

Pri rozmiestneni generatorov na obr. 95b, ¢ vystupuje dolezity faktor,
ktory ovplyvnil rieSenie u mnohych ziakov — pravidelnost rozmiestnenia
bodového systému. Ta sposobuje, ze uz zadany bodovy systém predstavuje
pevnl vizudlnu Struktiru (je to nielen mnozina prvkov — generatorov, ale
aj vzfah medzi nimi — rozmiestnenie prvkov vo vrcholoch §tvorcovej a ko-
soStvorcovej mriezky), ktord je tak dominantnd, Ze sama urcuje (spravne
¢i nespravne) tvar oblasti ciel.!® Rozmiestnenie generatorov vo vrcholoch
Stvorcovej siete navadza na spravne rieSenie (obr. 115a, c), vo vrcholoch ko-
sostvorcovej siete mdze byt zavadzajice (obr. 115b, d). Ulohu som zaradila,
pretoZe ma zaujimalo, i Ziaci, ktori sa naucili (intuitivne ¢ uvedomelo)
konstruovaf hranice ciel v predchadzajicich tlohach, budu vedief objaveny
postup aplikovat prave na tieto pravidelne rozmiestnené bodové systémy,
a ¢i a ako bude pravidelnost rozmiestnenia ovplyviiovat tvar hranic ciel.

Skimané javy a kategorie vyskytujice sa v tlohach s Voronojovymi tese-

169 Tento jav je mozné nazvat izomorfizmus na zrakovej rovni.
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laciami (obréazok ako staticky prvok):
tvar ciel
— oblé: kruznice, ,bubliny“, ...
— hranaté: mnohouholniky, ,krabicky“, ...
vyplnenie casti planiku
— solitér — na obrazku je skonsStruovand jedna, dve alebo niekolko
malo ciel (bez ohladu na spravnost),
— ,nekonecno® — cely st skonstruované pre vicsinu generatorov (bez
ohladu na spravnost).

Sktimané javy a kategorie vyskytujice sa v tlohach s Voronojovymi tese-
laciami (obrazok ako dynamicky prvok):
Struktira tykajica sa sposobu konstrukcie hranic ciel
— pevna — pri konstrukcii hranic vsetkych ciel je dodrzana rovnaka
stratégia (vSetky alebo aspon vii¢Sina hranic ciel je skonstruovana
podla rovnakého pravidla),
— slabd — pri konstrukeii hranic ciel sa meni stratégia,'™
pouzitie zhodnych zobrazeni — spravne/nespravne
— stredovd simernost,
— 0sovd sumernost,
stratégia rieSenia
— ,pokus-omyl*,
— prebratie riesenia (z predchadzajtcej tlohy),
— pouZitie pravidiel *™

4.4.2 Escherovské teselacie

Pri monoedrélnych escherovskych teseldciach vyjadrujia vztahy medzi
celami navzajom a ich ¢astami pravidlo opakovania jedného titvaru, pravidlo
zachovania obsahu utvaru a pravidlo symetrie. Prvé dve pravidla vyplyvaju
priamo z toho, ako je monoedralna escherovska teselacia zavedend, tretia
vyjadruje pravidelné opakovanie cely alebo protocely v tesel4cii.'™

Pre escherovské teselacie som stanovila javy, ktoré sa mézu v obrazkoch
vyskytovat, spolu s odpovedajucimi kategériami. Nazvy javov a kategdrii
som si zvolila sama, pojem kategdria kober¢ek [dywanik] je prevzaty z prace

170 Specialny pripad nastava vtedy, ak Ziak meni stratégiu konstrukcie, pricom vysled-
kom je pochopenie spravneho pravidla a jeho aplikacia pri konstrukecii.

171 Palsie javy a kategorie k tejto 1ilohe sii v podcasti 5.2.1.1.

172" pri zavedeni pojmov tykajucich sa rovinnych grip symetrii v ¢asti 1.1.3 som uviedla,
7e teselacia je Specidlnym pripadom vzoru; pri analyze nakreslenych obrazkov vsak tieto

pojmy odlisujem — obrazok nazvem teselaciou, ak bude opakujici sa atvar uzavrety, t. j.
cela, ak sa bude v rovine opakovat neuzavrety motiv, tak tento pripad nazvem vzorom.
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[Swoboda, 2006]. Prehlad skiimanych javov s charakteristikami jednotlivych
kategorii je nasledujici:
Sktimané javy a kategorie vyskytujice sa v tlohach s escherovskymi tese-
laciami (obréazok ako staticky prvok):

tvar ciel/motivov

— zloZitost deformdcie strany,

— nasobnost deformdcie strany — jedno/dvoj/trojnasobnost,

— ,rovnakost” — vietky cely/motivy su tvarovo rovnaké/rozne,

farebnost

— k-farebnost — pouzitie k roznych farieb v teselacii/vzore,

— dokonale/nedokonale farebnd — farebnost teseldcie/vzoru je/nie je
pravidelna,

pravidelnost opakovania titvarov

— grupa symetrie — vytvorend teselacia/vzor sa vyznacuje jednou zo
17 rovinnych grap symetrie,

— bez pravidelnosti — obrazok sa nevyznacuje pravidelnostou,

teselacia/vzor ako Struktira

— pevnd — teselaciu/vzor je mozné rozsirovat donekoneéna,

— slabd — teselaciu/vzor nie je mozné rozsirovat donekoneéna (ddovo-
dom méze byt napriklad ,neteselujici* /rozdielny tvar opakujiceho
sa utvaru),

vyplnenie Casti papiera/siete

— solitér — na obrazku je niekolko méalo vytvorenych, pripadne len
naznacenych ciel /motivov,

— pads — niekolko ciel alebo opakujiice sa motivy vytvaraju pas v jed-
nom smere!™,

— kobercek — na sieti je nakreslen teselacia/vzor vytvarajica ,,obdlz-
nikovy“ (pri sestuholnikovej sieti ,kosodlZznikovy“) ttvar,

— nekonecno — teselacia alebo vzor su zakreslené na celej sieti, v nie-
ktorych pripadoch st naznacené casti ciel az po okraj.

Skumané javy a kategdrie vyskytujtce sa v tlohach s escherovskymi tese-
laciami (obrazok ako dynamicky prvok):
pouzitie zhodnych zobrazeni
— posunutie — spravne/nespravne pouzitie nielen pri vytvarani jednej
cely ale i celej teselacie,
— otocenie — spravne/nespravne pouzitie nielen pri vytvarani jednej
cely ale i celej teselacie,

173 poget ciel/motivov a ich usporiadanie je ale dostatoéné k tomu, aby bolo zrejmé,
ze ziak splnil tlohu.
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stratégia rieSenia
— ,pokus-omyl“,
— pouZitie analogie,
— pouZitie pravidiel,
zameranie prace na...'™
— splnenie zadanej ulohy,
— tvar opakujticeho sa utvaru/motivu a/alebo vytvoreny ornament
na nom,
— wvyplnenie siete,
— proces vytvdrania.

174 Blizsie vysvetlenie jednotlivych kategdrii tohoto javu je priamo v podcasti 5.2.2.1.
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Kapitola 5

Experimenty a ich analyza

Pre experimenty v hlavnej ¢asti viyskumu som si nakoniec zvolila za ski-

75

manti vzorku dve skupiny — §tudentov &tvorro¢ného gymndzia'!™ a Ziakov

176 (pre jednoduchost budem skupinu stre-

primy osemro¢ného gymnaézia
doskolakov vicsinou nazyvat Studenti, mladsich Ziakov ziaci). Dévodom
zaradenia skupiny studentov bolo to, ze som ich ucila matematiku a vi-
dela som tak prilezitost porovnat pracu (a jej vysledky) ziakov zakladnej
skoly, ktori nemali skiisenost so zhodnymi zobrazeniami v Skolskej matema-
tike, s pracou stredoskolakov, pre ktorych zhodné zobrazenia predstavovali
zndmu matematicka tému. Pri oboch skupinach som sa snazila, aby experi-
menty prebehli v podmienkach vyucovania (alebo takych, ktoré sa buda od
takychto podmienok ¢o najmenej odliSovat — napriklad 5.2.1), resp. v ramci
domacej pripravy na vyucovanie. Pri experimentoch som chcela ziskat nie-
len ¢o najviac informacii a obrazkov pre vyskum, dufala som, Ze sa ziaci
a Studenti naucia vytvarat teselacie (pod mojim vedenim, vedenim vyucu-
jacej v danej triede alebo na zdklade samostatnej prace) a uvedomia si
existenciu teselacii okolo nés.

V tlohéch sa ziaci a Studenti venovali dvom, resp. trom zvolenym typom

teselacii:17"

— Voronojove teselacie (¢ast 5.1.1, 5.2.1),
— escherovské teseldacie (¢ast 5.1.2, 5.2.2),

— mnohouholnikové monoedrdlne teseldcie (len studenti, cast 5.1.3).

175 Gymnézium Bernarda Bolzana, V HoleSovickach 2, Praha 8 (od septembra 2009
zrusensé).

176 Gymnazium J. Gutha — Jarkovského, Truhléiska 22, Praha 1.

177 Postupnost tém sa odliSovala od postupnosti z predvyskumu; pre Studentov gym-
nazia som to povazovala za prirodzenejsie, u ziakov primy som potom postupnost za-
chovala, aby som mohla vysledky oboch skupin aspon v niektorych bodoch porovnat.

119



Ziskané obrazky (teselacie ale aj ostatné, ktoré spliiali uréité pravidlo
charakteristické pre pozadované teselacie) som tak posudzovala podla na-
sledujtcich oblasti:

e zhodné zobrazenia pri vytvarani/konstrukcii jednotlivych ciel (hranic
ciel) a/alebo celej teselacie,

e teselacia/vzor ako systém prvkov (itvarov/motivov), medzi ktorymi st
urcité vztahy — Struktira,

e konstruktivna a rekonstruktivna rovinnd predstavivost a jej zlozky pri
vytvarani/konstrukcii cely a teselacie (tak ako som ich vymedzila v pod-
kapitole 3.1),

e tvorivy proces a tvorivy produkt pri vytvarani/konstrukeii cely a tese-
lacie (tak ako som si ich vymedzila v podkapitole 3.2).

Vymenované oblasti s izko prepojené a navzdjom sa ovplyviuja, takze
Casto nie je mozné ich rozlisit.

V dalSom texte sa najprv zaoberam opisom prace Studentov (podkapi-
tola 5.1 — Gymnazisti), ktory uvddzam najmi kvoli porovnaniu (nepodéa-
vam ale detailni analyzu ich prac), potom predkladdm analyzu prac ziakov
(podkapitola 5.2 — Priméni) primy v dvoch rovinich — riesenia ziakov v jed-
notlivych tlohéach a rieSenia niektorych ziakov, ktorych praca ma zaujala.

5.1 Gymnazisti

Charakteristika triedy: triedu tvorilo 8 dievéat a 11 chlapcov (Stvorrocné
v8eobecno-vzdeldvacie gymnazium); matematiku som ich uéila tri roky (2.
— 4. ro¢nik). Prospech z matematiky pokryvali klasifika¢né stupne 1 —4; v
mnohych pripadoch znamka nevyjadrovala ich schopnosti a moznosti, bola
ale ovplyvnena ich lenivostou a nepozornostou. Z triedy sa nadpriemernymi
matematickymi schopnostami prejavovala jedna Studentka, dalsi traja boli
na velmi dobrej trovni. V pripade tloh, ktoré neboli Standardnymi mate-
matickymi tlohami, a Studenti necakali ich vyskyt v pisomnych pracach,
neboli velmi ochotni pracovat (to sa odrazilo aj v poétoch odovzdanych
obrazkov, ktoré Studenti v ramci vyskumu odovzdali).

5.1.1 Voronojove teselacie

Na zadiatku skolského roku v 2. ro¢niku bola $tudentom zadana tiloha!™

sformulovana nasledovne:

178 {Jloha bola zadana ako zaujimavy problém, nestiivisela s témou, ktorej sme sa v da-
nom obdobi venovali.
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Na obrazku (obr. 96a) si schematicky vyznacené stanice metra v centre
Prahy (vid mapa)'™. Kazdy célovek pracujici v tejto ¢asti Prahy pritom vy-
uZiva na cestu domov z prace len ti stanicu metra (bez ohladu na trasu
A, B, C), ktord je k jeho zamestnaniu nagblizsie. Rozdelte centrum Prahy
na oblasti podla stanic metra tak, aby kaZdy clovek pracujici v danej ob-
lasti mal najblizsie k prislusnej stanici metra (berieme do tvahy vzdialenost
vzdudnou cestou).'®

a)

Obr. 96 a) Vyznacené body predstavuji stanice metra vo vybratej ¢asti centra

Prahy!8!, b) Voronojova teselacia generovand zadanym bodovym systémom.

Po zadani dlohy nastala medzi Studentmi kratka diskusia tykajica sa
tvaru pozadovanych oblasti (,,... st [hranice jednotlivych oblasti] to kruz-
nice?“,  nie, buda hranaté...“,  budd to mnohouholniky? ... $tvorce?*),
do ktorej som aktivne nevstupovala. Ulohu mali vyriesif v ramci domécej
pripravy a pisomné rieSenie odovzdat do jedného tyzdina. (Pocas tohoto
obdobia nikto zo $tudentov neprisiel za mnou tlohu konzultovat.)

Bolo odovzdanych 12 obrazkov, ktoré je mozné rozdelit do troch skupin:
— spravne skonstruované Voronojove teselacie, pri konstrukcii ich hranic
boli pouzité vSetky tri pravidla — napriklad obr. 97a, b (4 pripady, pres-
nost konstrukcie je porovnatelnd s konstrukciou vytvorenou pocitadom
— obr. 96b),

179 Mapa vid Priloha VILI.

180" Rozsirenim tlohy by mohlo byt vytvorenie hranic jednotlivych oblasti s prihliad-
nutim k efektivite jednotlivych stanic (t. j. pocet pasazierov za den alebo iny asovy
interval).

181 Vyznacené stanice metra: linka A — Staroméstska, Mustek, Muzeum, Namésti miru,
linka B — Florenc, Namésti republiky, Mistek, Narodni, Karlovo namésti, linka C —
Florenc, Hlavni nadrazi, Muzeum, I. P. Pavlova (kvoli jednoduchosti bol pri kazdej
stanici metra zvoleny len jeden vystup).
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— teselacie, pri konstrukcii ich hranic bolo pouzité pravidlo stredu alebo
pravidlo kolmosti (alebo obidve pravidla stucasne), vytvorena teselacia
ale nie je pevnou struktirou a lokalne sa vyznacuje chybami — napriklad
obr. 98, obr. 99a (5 pripadov, dva obrazky z nich boli nakreslené volnou
rukou),

— obrazky, v ktorych maja oblasti (cely) tvar kruhov alebo ich hranice
su zaoblené a nevykazuju pouzitie ani jedného z pravidiel — napriklad
obr. 99b (3 pripady, kreslené volnou rukou, resp. kruzidlom).

V teselécii na obr. 97a je dobre viditelné rieSenie, v ktorom boli pouzité
vSetky tri ocakavané pravidla. Na obr. 97b st viditelné ¢asti kruznic a pria-
mok zostrojenych ako osi jednotlivych tseciek spajajucich generdtory (nie-
ktoré ,Ciary* st vygumované a skonstruované opit, aby konstrukcia bola
najpresnejsia); Studentka nakoniec konstrukciu hranic prekryla vyfarbenim
ciel. Velmi zaujimavé st nespravne (alebo ciastocne nespravne) riesenia,
ktoré st niekedy cennejsim zdrojom informacii o mysleni Studenta ako tie
spravne. Na obr. 99a je rozdelenie ¢asti roviny pomocou zakrivenych &iar (v
jednotlivych rovnobeznych pasoch Student dalej oddeluje od seba oblasti,
pri¢om sa pri rozdelovani snazi dodrzat pravidlo stredu)!®2. Dalsie zauji-
mavé rieSenie je na obr. 99b, kde Student zostrojil kruznice s generatormi
ako stredmi; ked som ho upozornila, Ze ludia moézu pracovat aj mimo tychto
kruznic, pokrcil plecami.

Obr. 97 Spréavne skonstruované Voronojove teselacie: a) Jana, b) Alena.

Ked som sa $tudentov po odovzdani opytala, ako tlohu riesili, viicSina
z nich odpovedala strucne, Ze ,,... normalne“. Preto som im zadala pokra-

182 Taktiez je mozné, Ze Student nemal rysovacie potreby a preto radsej, ako by mal
nakreslit nerovné ¢iary, zvolil si tieto ,zvlnené“ hranice.
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Covanie ulohy, v ktorom mali skonstruovat rovnaké rozdelenie ¢asti mesta
pre mensi pocet stanic metra — 2, 3, 4 a 5 (rozmiestnenie bodov si mali
zvolit sami), a poziadala som ich, aby k obrazkom napisali slovny popis po-
stupu prace. Rozsirenie tlohy som odévodnila tym, Ze niektoré ich riesenia
neboli dplne spravne, a ze s mensim poc¢tom bodov bude konstrukcia pre
nich jednoduchsia. Uroveti tjchto odovzdanych konstrukcii sa od trovne
konstrukcie pre 10 generatorov velmi nelisila (napriklad obr. 100), ale bolo
v nich jednoduchsie sledovat postup a ,spravnost“ rieseni. Z postupov,
ktoré studenti pripojili, je jasné, ze princip konstrukcie vicsina pochopila
uplne alebo aspon ciastocne:

Alena (obr. 97b, obr. 100): ,, Pomocou kruznic ndjdeme stredy medzi najb-
liz§imi bodmi, skonStruujeme osi. Vznikni ndm ¢iary a podla nich sa déa
urc¢it, ku ktorej stanici metra je to najblizsie.“

Jana (obr. 97a): ,,1. Pre kazdé dva body (napriklad A a B) uré¢ime priamku,
ktora je kolma na usecku (AB), a prechddza jej stredom. 2. Vymedzime
Uzemie pre dany bod, to je uréené narysovanymi priamkami. Vyberieme
tie, ktoré si k bodu najblizsie; zistime, ako sa pretinaji. Plochu, ktora
chceme ziskat, ohranic¢uji vSetky priamky. 3. To isté urobime pre dalsie
body. Poznamka: Niekedy nie je tizemie ohranicené priamkou, ale napriklad
okrajom papiera, ¢i inym ohranic¢enim plochy.“

a)
Obr. 98 a) Martin: teselacia skonstruovana volnou rukou, student zachovava
pravidlo stredu a pri niektorych dvojiciach generdtorov sa snazi zachovat aj
pravidlo kolmosti, kedZe ale konstrukcia je nepresné (prevedend volnou rukou),
jednotlivé hranice by sa mu ,nestretli vo vrcholoch, a tak ich ,zaobluje®183,
b) Téna: hranice ciel teselacie skonstruované len na zaklade pravidla stredu.

183 Obrazok nebolo mozné lepsie digitalne spracovat, preto som hranice oblasti doda-
tocne vyznacila.
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Obr. 99 a) Vaclav: Student sa snazil pouzit pri konstrukeii hranic ciel pra-
vidlo stredu (zakrtuzkovanie generatorov nesivisi priamo so zadanou tlohou),
b) Norbert: oblasti skonstruované ako systém kruznic (Student konstrukciu ne-
dokondil).
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Obr. 100 Alena: Voronojove teselacie s men$im poctom generatorov. (Zauji-
mavostou je usporiadanie generatorov; pri pridavani dal$iecho bodu vyuZiva
predchadzajuci pripad s mensim poétom generatorov.)
Nevyhodou bolo, Ze Studenti, ktorych konstrukcia Voronojovej teselacie
v prvom pripade nebola spravna, konstrukcie pre mensi pocet generatorov
neodovzdali, a tak som nemohla zistit, ¢i doslo k zmene zmyslania. (Ako
dovod neodovzdania jeden zo Studentov vyhlasil, ze zadand tloha bola ,,bl-

bost*“.)
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Zaujimavé su teselacie na obr. 101 od Studentky, ktora skonstruovala
aj teselaciu na obr. 98b. Jej opis postupu: ,,Postup pri vSetkych obraz-
koch je rovnaky. VZdy som si zvolila dany pocet bodov (Tubovolne). Vsetky
body som spojila priamkami a pomocou kruzidla som nasla stredy tychto
priamok. Potom som tieto stredy spojila a vznikli mi vysledné obrazce.
Studentka si naozaj spojila dvojice bodov, vyznadila ich stredy, a tsecky
viedla cez ne (pravidlo stredu pouzila takmer vo vSetkych pripadoch), pra-
vidlo kolmosti pouzila nevedome priblizne v tretine dvojic; vysledkom kon-
Strukcii s tak teselacie s ,lomenymi“ Castami hranic medzi niektorymi
dvojicami generatorov.

K rieseniam studentov sme sa vratili na hodine matematiky. Vysvet-
lila som im, na akom principe bolo postavené rieSenie tloh (konstrukcia
osi usecky), ukazala som im, aké malo byt spravne rieSenie, a kto z nich
mal teselacie skonstruované spravne. Zhrnuli sme, prec¢o niektori z nich
urobili chyby, resp. preco sa konstrukcie niektorych 1isili (viac ¢ menej)
od spravneho riesenia. Nakoniec som im prezradila nazov teselacie, ktort
skonstruovali (to sa im zdalo velmi zabavné) a jej aplikiciu v praxi. Asi
o dva mesiace sme sa k Voronojovym teseldciam vratili na hodine fyziky pri
modele rastu zin polykrystalickych latok zo zarodo¢énych jadier (obr. 35).

Obr. 101 Téaria: nespravne skonstruované Voronojove teselacie s mensim poctom
generéatorov (Studentka vyuzila len pravidlo stredu).

Napriek jednoduchému principu a skisenostiam Studentov, nie vSetci
boli schopni spravne konstrukciu realizovat. Aj to dokazuje formalnost osvo-
jenia poznatku o mnozine bodov danej vlastnosti zo skolskej geometrie.
Okrem toho, zadanie tlohy sa zdalo Studentom neoddvodnené, nelogické
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a detské. Je mozné, ze ak by tloha bola formulovana cisto matematicky
(t. j. rozdelte rovinu na oblasti prislichajtce jednotlivym bodom — gene-
ratorom — tak, aby body v oblastiach boli blizsie k danému generatoru
ako k inym), Studenti by ju neprijali tak odmietavo. Na druhej strane pre
vacsinu Studentov predstavovala nimi vytvorena teselacia pevnu struktiru,
pretoze v celej konstrukceii zachovali rovnaky postup.

5.1.2 Escherovské teselacie

Na konci tematického celku Zobrazenia v 3. ro¢niku som Studentom
ukézala niektoré Escherove grafiky vyuzivajice motiv teselacii.'®* Poroz-
pravala som pribeh jasterice z Escherovho obrazu (vid podkapitola 2.1).
Na rovnakych papierovych modeloch ako v experimente z predvyskumu
(obr. 86) som vysvetlila escherovské postupy vyuzivajice posunutie a oto-
Cenie; na obr. 102 som predviedla postup, akym mohol byt teselujtci ut-
var (jaStericka) skonstruovany. Zadala som Studentom tlohu: nakreslit ,po-
dobny“ obrdzok, v ktorom by sa opakoval utvar vytvoreny zo stvorca alebo
pravidelného Sestuholnika pomocou vysvetlengjch postupov tak, aby obsah
vytvorenéeho utvaru bol rovnaky ako obsah povodného. K praci dostali stvor-
cové a Sestuholnikové siete.

% 1 N
0 0 i
N ! %

Obr. 102 Postup, ktory je mozné pouzit pri konstrukcii Gtvaru v tvare jastericky
z pravidelného Sestuholnika.

184 g niektorymi Escherovymi grafikami sa Studenti stretli uz na hodinédch fyziky ako
s optickymi klammi. Studenti sa zozndmili aj s publikaciami [Escher, 2003] a [Bool a kol.,
2000]; Escherova tvorba sa im velmi pécila.
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Napriek velkému a redlnemu zdujmu Studentov o Escherove grafiky,
uloha nimi nebola prijatd pozitivne; k vlastnej tvorbe boli velmi apaticki,
odovodriovali to svojim nenadanim pre kreslenie (dokonca jeden Student
povedal, ¢i by sme sa nemohli radsej venovat ,normdalnej* matematike).'?

Vicsina Studentov kreslila obrazky az doma (pocas dvoch vyucovacich
hodin ¢marali po papieri a rozpravali sa; na moju otazku, preco nepracuju,
mi odpovedali, Ze vymyslaji motiv). Bolo odovzdanych 12 prac od jedenés-
tich $tudentov; 3 prace boli nakreslené na $tvorcovych siefach, ostatné na
Sestuholnikovych. Niektori zo $tudentov nevytvorili monoedréalnu teselaciu,
ale vo vSeobecnosti vzor alebo mozaiku, pretoze nedodrzali pravidlo uzav-
retosti ttvaru alebo pravidlo opakovania jedného utvaru, napriek tomu, ze
som dané poziadavky zdoraznila. Odovzdané obrazky je mozné rozdelit do
nasledujtcich skupin:

— escherovska teselacia (len 3 pripady zo vSetkych) — obr. 103, obr. 104,

obr. 105,

— monoedralna mnohouholnikova teselacia, ktora nevznikla pouzitim es-

cherovskych postupov (2 pripady) — napriklad obr. 106,

obrazok — mozaika /vzor — spliiujtci urcitt poziadavku charakteristickt
pre escherovské teselacie (5 pripadov) — napriklad obr. 107,

— teselacia — mozaika (viacero roznych utvarov, ktoré sa v uréitom uspo-
riadani opakuji; 3 pripady) — napriklad obr. 108.

Obr. 103 Dasa: cela escherovskej teselacie predstavuje hlavu kravicky, pri jej
vytvoreni Studentka pouzila posunutie (grupa pl, kategéria nekoneéno).

185 pri tejto aktivite prave presvedcenie Studentov o svojich slabych umeleckjch schop-
nostiach bolo vyraznou prekazkou v tvorivej ¢innosti. Na druhej strane studenti z tejto
triedy vytvorili z matematiky dve skvelé seminarne prace, v ktorych prejavili svoje
tvorivé schopnosti (prva bola zamerana na zobrazenia, pri¢om $tudenti mali odfotit bu-
dovy alebo predmety vyznacujice sa symetriami; v druhej semindrnej praci statisticky
spracovavali hodnoty kvalitativnych a kvantitativnych Statistickych znakov ziskanych
v anketédch, ktoré sami vytvorili, a v nich aj odpovedali na zadané otézky).
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Obr. 104 Vojtéch: escherovska teselacia (grupa p3, kategéria nekonecéno)'®6.

_/

A A
b) c)
Obr. 105 Tom4s: a) naznaceny postup vytvorenia jednej cely, b) Student ne-
vyznafil vyrazne hranicu vyslednej cely, preto na prvy pohlad nie je jasnd
spravnost (pri vytvoreni cely bolo pouzité posunutie, pri vytvoreni teselacie
posunutie a zrkadlenie), c¢) teseldcia s vyznacenymi hranicami dvoch ciel (grupa
pmyg, kategdria nekonecno).

Obr. 106 Alena: celu teselacie vytvara deltoid (ako ¢ast pravidelného Sestuhol-
nika) opakujici sa v dvoch zrkadlovych ,pasoch“ (obrazok ¢iasto¢ne vyvola
trojrozmerny pocit; grupa pmg, kategéria nekonecno).

186 Student sa nechal inSpirovat jednou z tesel4cii na obr. 87, ktoré som im ukézala.
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Obr. 107 Darina: diedralna teselicia zlozena z dvoch ,pasov“, zdkladnou ce-
lou prvého je teselujici schodovity utvar (svetld/zelenozlta farba), ktory je
deformovany, cela druhého pasu (tmavsia/Cervend) je vytvorend escherovskym
postupom z prvej cely (kategdria kobercek).

LT

Obr. 108 Karin: na jednej Sestuholnikovej sieti vytvorila $tyri teselécie s pravi-
delnymi farebnymi zmenami, ani jedna z nich ale nie je escherovska (dolezité
je pre fiu opakovanie tvaru a farebnosti; kategdria kobercek).

Vytvaranie escherovskych teselacii chapali Studenti dvojako. Na jednej
strane to bola ¢innost ,,pod ich troven“, ,kreslenie“ vhodné pre malé deti
(tento vplyv mohli mat aj jednoduché teselacie, ktoré som im predviedla
ako ukazky). Na druhej strane bola pozadované ¢innost ,nad ich tGroven“,
pretoze svoje napady porovnavali s motivmi na Escherovych obrazoch a ne-
dovera v svoje schopnosti bola velkou prekazkou pri vymyslani motivu.
Obrazky, v ktorych studenti nakreslili vzor alebo mozaiku (nie escherovska
teselaciu), dokazujui aj ich roztrzitost a slabt schopnost hladat spolocné
a odlisné vlastnosti (charakteristiky) predlozenych ukazok a svojich vlast-
nych napadov, s ¢im som sa stretavala casto pocas prace s nimi. Vsetky
odovzdané obrazky (aj tie neuvedené) predstavovali ale pevnu Struktiru,
v ktorej Studenti prisne zachovali pravidelnost opakujiceho sa motivu.

5.1.3 Mnohouholnikové monoedralne teselacie

So zaradenim tejto tlohy som povodne nepocitala, tilohu som zadala

spontanne na odlahéenie témy pocas semindra z matematiky'®” a samos-

187 Seminar z matematiky v 3. ro¢niku bol zamerany na funkcie, diferencidlny a integ-
ralny pocet.

129



tatné rieSenie vyplynulo prirodzene z ich zdujmu (mala som pocit, ze $tu-
dentov tento problém naozaj zaujal, napriek tomu, Zze bol v porovnani
s predchadzajtcimi abstraktnejsi).’® Otazka, ktorti som poloZila $tuden-
tom navstevujucim tento seminar, znela nasledujtco: ktory mnohouholnik
je mozZné v rovine opakovat bez medzier a prekryti tak, Ze jeho strany vy-
tvoria siet (podobne ako strany Stvorca)? Na hodine sme tlohu riesili spo-
lo¢ne pre §tvoruholnikové cely: pre pripad obdlznika, kosostvorca a koso-
dl7nika slovne (sami $tudenti navrhli hned tieto typy $tvoruholnika ako
mozny zaklad pre siet), teselacie z dalSich Stvoruholnikovych ciel (licho-
beznik, vSeobecny konvexny a nekonvexny Stvoruholnik) si studenti kreslili
na papier. Studenti sami objavili a sformulovali pravidlo prislusnych stran
a prislusnych uhlov pre $tvoruholnikové teselacie (v celach si vyznacili vni-
torné uhly). Ako domacu tlohu som im zadala, aby nakreslili desat roznych
mnohouholnikovych ttvarov (nie Stvoruholnikov a trojuholnikov), ktorych
strany pri opakovani v rovine bez medzier a prekryti vytvaraja siete. Na-
vod na rieSenie som im nedala, ani Studenti mi nepolozili dalsie otazky. Pri
zadavani tejto tlohy neprejavili nezaujem, prekvapila ma aj ich nasledovné
vzajomna diskusia k tejto téme pocas prestavok; tlohu chapali ako ,nor-
malnu“ tlohu z geometrie, pravdepodobne z dévodu jeho abstraktnosti.
Po odovzdani tesel4cii som bola velmi prekvapena, aké zlozité a nezvy-
¢ajné mnohouholniky vytvarajice monoedralne teselacie studenti vymys-
leli, a aké velké mnoZstvo z nich bolo vytvorené na zaklade pouzitia es-
cherovskych postupov (napriek tomu, Ze o kreslenie escherovskych teselacii
neprejavili velky zadujem). Pri vytvarani cely (jednej alebo viacerych, ktoré
potom predstavuju ,zaklad“ — protocela) v jednotlivych teselaciach mohli
byt pouzité nasledujice postupy (niektoré cely mohli byt skonstruované
roznymi postupmi, resp. kombinéciou dvoch alebo viacerych postupov):

— nakreslenie znameho'®® teselujticeho ttvaru alebo jeho mal4d obmena,

— rozdelenie znameho teselujiceho utvaru — cely alebo spojenie dvoch
zhodnych teselujicich utvarov,

vytvorenie schodovitého tutvaru,

— pouzitie escherovskych postupov.

Vysledky pouzitia vymenovanych postupov st na obr. 109, obr. 110, obr. 111,
obr. 112, obr. 113.

188 Predpokladam, ze motivacna myslienka vedtca k tvorivosti pri tejto tlohe bola vo

.....

189 pod pojmom znamy teselujici utvar chapem napriklad tvar dlazdice z dldZdenia
chodnikov alebo parkety obdlznikového tvaru z parketaze.
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Obr. 109 D4sa: monoedralne mnohouholnikové teselacie (teselacie 2, 3, 4, 5,

7: grupa pl, teselacia 1: grupa pm, teselacia 8: grupa p2, teselacie 6, 9: grupa

pmm).

Sest z deviatich teselacii na obr. 109 (1, 2, 3, 4, 7, 8) mé cely vytvorené
na zéklade escherovskych postupov, Sestuholnik (6) je znamy (zékladnt
celu predstavuje trochu ,stlaceny* pravidelny Sestuholnik v smere verti-
kalnej osi). Zaujimavym tvarom sa vyznacuje sedemuholnik — ,sipka“ (9),
ktory mohol byt vytvoreny napriklad kombinaciou dvoch postupov — rozde-
lenim ttvaru — kosodlZnika a escherovskymi postupmi. V teselacii v lavom
dolnom rohu (5) je zékladnou celou schodovity ttvar (jeho horna cast je
,haklonena®).
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Obr. 110 Alena: monoedralne mnohouholnikové teselacie (teseldcie 1, 7, 10:
grupa pm, teselacie 2, 3: grupa pmm, teselacie 6, 8: grupa p2, teselacie 4, 9:
grupa pdm, teselacia 5: grupa pgg).

Na obr. 110 je desat monoedralnych mnohouholnikovych teselécii, cely
troch z nich (1, 7, 10) vznikli pouzitim escherovskych postupov, cela jednej
(5) rozdelenim teselujiceho Stvorca na dve zhodné ¢asti, cely Styroch tese-
lacii (2, 3, 4 a 9) predstavuji zname teselujtce utvary a v dvoch teselacidch
(6, 8) st celami schodovité utvary (princip parkiet).
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Obr. 111 Tamara: monoedrilne mnohouholnikové teselacie (teselacie 1, 2: grupa

pm, teselacie 3, 8, 10: grupa pl, teselacie 4, 5: grupa pmm, teselacia 6: grupa

pmyg, teselacia 7: grupa pdm, teselacia 9: grupa cm, teseldcia 11: grupa p2).

Na obr. 111 je 12 monoedralnych mnohouholnikovych teselacii'®®. Za
zname utvary povazujem cely teselacii (3, 5, 7), schodovitym utvarom je
cela jednej teselacie (8), escherovské postupy boli pouzité v piatich pri-
padoch (1, 6, 9, 10, 11). Celu z teselacie 4 Studentka ziskala otocenim

190 Py odovzdani tlohy som upozornila studentku, Ze obrazky 2 a 4 nevyhovuja, pre-
toze ich zékladom je Stvoruholnik a trojuholnik; Studentka preto nakreslila teselaciu 11
a Sestuholnikovi teselaciu pri ¢isle 4. Zaujimavostou je, Ze Studentka v jednej cele kazdej
teselacie vyznacila vnttorné uhly: odovodnila to tym, Ze to, ¢i Gtvar vytvara siet alebo
nie, zavisi na uhloch, a Ze sme to predsa takto robili na hodine.
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povodnej teselacie o 90°, pricom z dvoch zhodnych trojuholnikov vytvorila
Sestuholnik.

, NGF

.....

jednoznacne uréené a nebolo viac moznosti, je zlozité uréit grupu symetrie pre
jednotlivé pripady). (Obrézky st nakreslené na Stvoréekovanom papieri, farba
Ciar siete je slabomodra.)

Student pri kresleni teselacii na obr. 112 pravdepodobne ani raz nepou-
7il escherovské postupy!®!, vicsina je zalozena na ,schodovitom“ principe
(napriklad 4, 8, 9). Po odovzdani tlohy som Studenta upozornila, ze za-
kladny opakujuci sa tvar v obrazkoch 2, 3, 4 a 5 nevyhovuje poziadavke
ulohy (cela bola v tvare trojuholnika alebo §tvoruholnika), a v obrazku
6 nie je mozné pokracovat dalej; preto nakreslil dalsie teselacie. (Student

.....

stupy riesenia.
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moje upozornenie pochopil tak, ze utvar v tvare ,kriza“ z povodnej tese-
lacie 6 nie je mozné pouzit ako zdklad pre sief, nad inym usporiadanim
tychto utvarov sa nepozastavil. V tomto pripade si myslim, Ze to nebolo
zapri¢inené nedostatkom rovinnej predstavivosti, kde Student sa zaobera
len tvarom a neberie do uvahy aj usporiadanie, ale skor nepozornostou.)
Zaujimavy je Sestuholnik pod ¢islom 5 (grupa pmg).
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Obr. 113 Jana: monoedralne mnohouholnikové teselacie (teselacie 2, 3, 4, 7, 8,
9, 10: grupa pl, teselacie 1, 5: grupa p2, teseldcia 6: grupa p4). (Obrazky st
nakreslené na Stvor¢ekovanom papieri, farba ¢iar siete je slabomodra.)
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Pri kresleni pozadovanych teselacii na obr. 113 pouzila Studentka vsetky
Styri postupy: znamy tvar cely (6), delenie teselujiceho jednoduchsieho
utvaru (1), schodovity utvar (5), pri vytvarani ciel az siedmych teselacii
postupy pre vytvorenie escherovskych teselacii (Studentka pri vytvarani
escherovskych teselacii odovzdala obrazok, ktory ale nespliial poziadavky
pre escherovski teselaciu).

V porovnani s predchadzajicimi ilohami v podkapitolach 5.1.1 a 5.1.2
bola tato tloha abstraktnejsia, a studentmi chapané ako geometricky prob-
lém. Vytvaranie takto pozadovanych teselacii uz nepovazovali za ,kresle-
nie“!9? ale za geometrickd ¢innost, pri ktorej sa bohato prejavila ich tvo-
rivost. Zlozitost tvarov ciel a technickd vynaliezavost pri ich vytvéarani to
dokazuji. Napriek mojmu predpokladu, Ze Studenti si neosvojili escherov-
ské postupy (pretoze pri escherovskych teseldciach neboli, az na vynimky,
uspesni), vysvetlené postupy pouzili spravne préve v tejto tlohe pri vy-
tvarani mnohych ciel. Zaujimavostou nakreslenych mnohouholnikovych te-
selacii je, ze vSetky patria do kategdrie solitér alebo kobercek, ¢o v mno-
hych pripadoch dokazuje presvedcenie Studentov o moznom pokracovani
v ich ,siefach® dalej (t. j. jednotlivé teselacie predstavuji pevna Struk-
taru). Myslim si vSak, Ze niektori zo §tudentov si nepotrebovali overit, ¢ je
mozné pokracovat v teselacii az ,,do nekonecna“, postacovala im moznost
pokracovania v ,rozumnej“ Casti roviny (opieram sa aj o dalsie skiisenosti
s tymito Studentmi, napriklad pri dokazoch matematickych tvrdeni).

Zaujimavostou je, Ze ak je niektort z uvedenych monoedrélnych mnoho-
uholnikovych teselacii mozné povazovat za escherovski, t. j. pri vytvarani
jej ciel boli pouzité escherovské postupy, tak sa Casto vyznacuje ,najjed-
noduchsou® grupou symetrie pl (to je mozné vidief najmi na obr. 113).
Na druhej strane, cely teselacii vyznacujuce sa ,zlozitejSimi“ grupami sy-
metrie (napriklad teselacie 1 a 6 na obr. 109 alebo teselacia 4 na obr. 110)
je mozné Casto povazovat za zndmy teselujuci Gtvar. Za najtvorivejsie te-
selacie z pohladu zlozitosti a netradi¢nosti tvaru zakladnej opakujtcej sa
cely povazujem nasledujice: teselacia 9 na obr. 109, teselacia 6 na obr. 110,
teselacia 3 na obr. 111, teselacia 5 na obr. 112, teselacie 5, 8, 10 na obr. 113.

Pre zaradenie rovinnych teselacii do stredoskolskej matematiky by som
odporucila nasledujici postup:

1. Na vyucovacej hodine riesit tlohu, aké mnohouholnikové ttvary by
mohli byt pouzité ako zaklad pre siete. Sformulovat (a dokazat) pra-
vidlo pre pokryvanie roviny stvoruholnikmi a trojuholnikmi a pravidel-

192 o . Y v v 1z v . . , cs
92 pri tychto teselacidch sa uz neocakavalo, Ze obrazok, resp. zakladny opakujici sa
Gtvar, ma niec¢o pripominaf.
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nymi mnohouholnikmi.

.V ramci domécej tlohy najst dalsie teselujice atvary (iného ako $tvo-
ruholnikového a trojuholnikového tvaru).

. Na hodine vysvetlit escherovské postupy (ako ukazky zvolif zlozitejsie
deformaécie stran ako na obr. 86). Pomocou nich nakreslif dalsie tese-
lujtice atvary.

. Ukézat studentom niektoré Escherove grafiky. V rdmci domaécej tlohy
zadat nakreslenie ,, podobnych“ obréazkov.

. Zaradenie konstrukcie Voronojovych teselacii zvolit bud v stvislosti
s rastovym modelom zfn polykrystalickych 1atok zo zarodkov (obr. 35)
alebo ako abstraktné zadanie, a az po pochopeni principu vysvetlit
aplikdciu v roznych vednych disciplinach a vyriesit lohy na tému ob-
sluznosti (podkapitoly 2.2, 2.3).
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5.2 Primani

Charakteristika triedy'®3: triedu tvori 17 dievéat a 13 chlapcov. St velmi
pracoviti, je ale nevyhnutné ich stéle zamestnavat a kontrolovat, pretoze
ked st neisti, st neziadico hyperaktivni. Zndmky ziakov st v celom roz-
sahu klasifika¢nej stupnice. Podla prospechu a schopnosti v matematike je
mozno ziakov rozdelit do troch skupin: velmi dobri Ziaci, Ziaci s priemer-
nym prospechom (st medzi nimi i velmi Sikovni, ktori ale svoje schopnosti
vyuzivaju len ¢iastocne) a ziaci, ktori Skolu (nielen matematiku) z réznych
dovodov nezvladaja.
5.2.1 Voronojove teselacie

Ziaci riesili prvé tri tlohy poéas pobytu v Skole v prirode na zacéiatku
skolského roku. Od svojej ucitelky matematiky dostali tri papiere (dva pa-

piere s vyznacenymi bodmi — obr. 114a, obr. 115a, b, jeden papier bol ¢isty
pre rieSenie ulohy 2) a zadanie tloh bolo nasledovné:

Uloha 1: Na obrdzku (obr. 114a'®) si schematicky vyznacené pristresky
proti daZdu vo vybranej ¢asti lesa. Ked je ¢lovek v lese na prechddzke a zacne
prsat, tak sa snaZi schovat pod najblizsi pristresok. Rozdelte les na oblasti
podla pristreskov tak, aby jednotlivé oblasti obsahovali len tie miesta lesa,
ktoré su k danému pristresku blizsie ako k inym.

a)
Obr. 114 a) Rozmiestnenie pristreskov proti dazdu vo vybranej Casti lesa,
b) Voronojova teselacia generované zadanym bodovym systémom.

193 Ich triedna a stcasne ich uitelka matematiky je Studentkou doktorandského studia
na KMDM Pedagogickej fakulty UK v Prahe.

194" Rozmiestnenie generatorov a vysledna Voronojova teselacia z prvej tilohy st rovnaké

ako v tlohe z predvyskumu 4.1.3 alebo v tlohe z 5.1.1, ktora bola zadand gymnazistom.
Kedze ale ziaci dostali na papieri forméatu A4 dve schémy s rovnakym rozmiestnenim

.....

schéma i uvadzané vysledné konstrukcie ziakov st voéi obrdzkom z 5.1.1 (a vo¢i mape
centra Prahy — Priloha VII) pootocené o 90° v protismere hodinovych ruciciek.

138



Uloha 2: Urobte rovnaké rozdelenie lesa pre mensi pocet pristreskov (2, 8,
4, 5); rozmiestnenie pristreskov si zvolte sami.

Uloha 3: Predpokladajme, Ze pristresky s rozmiestnené pravidelne
(obr. 115a, b). Ako vyzeraju prislusné oblasti?

Uloha 4 im bola zadana po dvoch mesiacoch na vyucovacej hodine: Pred-
pokladagme, Ze pristresky su rozmiestnené tak ako ma zadanom obrdzku
(obr. 116a). Ako vyzeraju prislusné oblasti?

+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + + + + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + + + + + + +
a)
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
+ + + + +
c)

Obr. 115 a), b) Pravidelné rozmiestnenie pristreskov proti dazdu (bodovych

systémov), ¢), d) vysledné Voronojove teselacie.

Po zadani tlohy 1 sa vyucujtca snazila ziakov priamo vtiahnut do fik-
tivnej situdcie (prave oni s ti, ktori st v lese a v pripade dazda maja
vyhladat najblizsi pristresok).'% Na zaciatku im nebolo jasné, ako to maji
vyriesit, ked nevedia, kde si. Preto im vyucujica ukézala na schéme prs-
tom niekolko bodov a spytala sa ich, ktory z pristreskov si v pripade burky
vybert. Zdoraznila, ze hladaji ,hranice“, ktoré rozhodni, kam sa v pri-
pade dazda vybert. Pocas prace na prvom obréazku ziaci individudlne ¢asto
Ziadali vyucujicu, aby skontrolovala spravnost ich konstrukcie. V pripade,

9 Pri realizcii som nebola pritomné, priebeh nebol zaznamenany ani videokamerou,
ani diktafénom, opisala mi ho vyucujuca.
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Ze hranice boli chybné, tak im ukazala nejaky bod lesa, ktory bol nespravne
zaradeny k pristresku (,,ma to bliz sem nebo sem?“). Po tychto upozorne-
niach ziaci konstruovali hranice oblasti este raz v druhej schéme bez zasahu
vyucujucej. (Na papieri mali vedla seba dvakrat to isté rozmiestnenie 10 bo-
dov. Ked niektori ziaci checeli chybné casti v obrazku prekreslit, vyucujtca
im odporudila pouzit int farbu, aby bol obrazok pre nich prehladnejsi.) Po
vyrieseni tlohy 1 spolo¢ne presli na tlohu 2, pricom si ¢isty papier rozde-
lili na Styri casti: v kazdej z nich si mali Tubovolne zvolif polohu 2, 3, 4
a b pristreskov, a pre kazdy z tychto pripadov rozdelit papier na rovna-
kom principe ako v tilohe 1. Ulohu 3, v ktorej boli generatory pravidelne
rozmiestnené vo vrcholoch stvorcovej a kosostvorcovej mriezky, riesili uz
ziaci samostatne. Po ukonceni im vyucujica vSetkym vysvetlila, ako malo
rieSenie vyzeraf, a intuitivne im vysvetlila pojem os tisecky, s ktorym budt
neskor na hodine pracovat.

a) b)
Obr. 116 a) Pristresky usporiadané pravidelne na ststrednych kruzniciach pre
tilohu 4, b) vysledna Voronojova teselacie v tvare viano¢nej hviezdy!%.

Po dvoch mesiacoch, ked sa uz Ziaci zoznamili s pozadovanym pojmom
a konstrukciou osi tsecky na hodinach matematiky, som sa rozhodla im
zadat tlohu 1 eSte raz a pripojit aj tlohu 4, v ktorej bolo rozmiestnenie bo-
dov pravidelné — obr. 116. Zaujimalo ma, ¢i (a ako) dané osvojené poznatky
pouziju pri rieseni. Najprv som im spolu s ich vyucujicou pripomenula za-
dané tlohy, ktoré riesili, a pochvalila som ich, Ze rieSenia boli zaujimavé

197 Upozornila som ich, Ze

(vii¢Sina ziakov si na dané ulohy spomenula
niektoré riesenia neboli spravne, ale Ze sa uz na matematike ucili nieco,

¢o by im mohlo pomdct pri kresleni. Zopakovali sme si spolo¢ne pojem os

196 Tento experiment prebehol v predviano¢nom c¢ase a vysledna Voronojova teselacia
pripominala viano¢nt hviezdu (obr. 116b). Rozmiestnenie generatorov bolo sice pravi-
delné, ale nenavadzalo na vysledni Voronojovu teselaciu tak ako v tilohe 3.

197 To, Ze si ziak nespomenul na tlohy, moze byt vyhodou, pretoze so znovuzadanou
ulohou pracuje ako s uplne novou situdciou (pdvodné rieSenie neovplyviiuje opdtovné
rieSenie).
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usecky a postup jej konstrukcie. Zhrnuli sme, Ze prave tie osi buda hra-
nicami hladanych oblasti. Pri praci nemohli pouzivat pravitko a kruzidlo;
niektori ziaci boli zaskoceni, ze to nebude presné, ako dévod som uviedla,
aby mali rovnaké podmienky. Ziaci boli pri kresleni velmi ticho, takmer
kazdy pracoval samostatne, asi len tri dvojice si svoje konstrukcie porovna-
vali alebo sa radili.’®® Po odovzdani (kreslenie oboch obrazkov im trvalo od
10 do 25 mintt) som im ukazala, ako mali vyzerat spravne rieSenia a presli
sme na kreslenie escherovskych teselacii — cast 5.2.2.

Odovzdané kresby som analyzovala dvakrat: prvykrat jednotlivé ulohy
s javmi, ktoré sa v nich vyskytli — ¢ast 5.2.1.1, druhykrat, ked som si zvolila
konstrukcie niektorych ziakov, ktoré ma z nejakého dovodu zaujali — cast
5.2.1.2.

5.2.1.1 Analyza Ziackych rieSeni jednotlivych tuloh

Ulohu 1 7ziaci riesili trikrat; dvakrat v Skole v prirode, pri¢om prvé
rieSenie bolo realizované hned po zadani a v fiom sa prejavuje spontdnne
pochopenie tlohy Ziakmi, druhé potom, ako ich uéitelka upozornila na nie-
ktoré chyby (napriklad na medzery medzi oblastami). Tretie rieSenie bolo
realizované po dvoch mesiacoch pocas vyucovania. V porovnani so Stu-
dentmi — gymnazistami, ktorym k prvotnému pochopeniu tlohy stacila
kratka diskusia na hodine (¢ast 5.1.1), bola tato tloha pre ziakov velmi
dolezita, pretoze prave v nej sa na zaklade svojich pokusov a omylov zo-
znamili so situéciou.

Pri rieseni ulohy Ziaci vyuzili okrem uz troch vymenovanych pravidiel
pre konstrukciu hranic ciel Voronojovej teselacie — pravidlo stredu, pravidlo
kolmosti a pravidlo urcenia, eSte aj dalsie dve — pravidlo rovnakého tvaru
ciel (najmi v tvare $tvorca alebo obdlznika) a pravidlo rovnakého obsahu
ciel. Pouzitie poslednych dvoch pravidiel pri konstrukcii hranic oblasti ale
neviedlo k Voronojovej teselacii.

198 priebeh experimentu — praca ziakov na hodinadch — nebol nahravany, pri kresleni
som sa snazila obrazky deti fotif v roznych stadidch, takZe som mala niektoré ¢iastocné
rieSenia k dispozicii. Okrem toho, pri viiéSine obrazkov je mozné zistit, ako postupovalo
diefa pri konstrukeii hranic oblasti. Pri praci bolo v triede velké ticho a aj na moje otazky
velmi nereagovali (pravdepodobne sa trochu hanbili). KedZe som chcela, aby kreslenie
teselacii brali ako zabavnt aktivitu, pri ktorej sa nieco naucia, a nie primarne ako vyskum
(to, Ze ide o vyskum, im pripomenula ucitelka na zac¢iatku prvej hodiny), tak som sa
snazila nerusit ziakov pri kresleni (nechcela som byt prili§ zvedavé, a tak ich rozptylovat).
Okrem tychto spominanych okolnosti musim vziat do Gvahy aj jazykovia bariéru, ktord
mohla vzniknut. Ich uéitelka bola pocas oboch vyucovacich hodin pritomné, myslim si
ale, ze to pracu deti neovplyviiovalo.
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Obr. 117 Priklady rozdelenia Casti roviny na oblasti prislichajice generatorom
pri prvom rieSeni: a) Béara (cely z dvoch kategdrii — ,bubliny” a mnohouhol-
niky), b) Vanda (kategéria mnohouholniky), c) Jakub (kategdria ,krabicky*),
d) Jarka (kategéria ,krabicky“), e) Lenka (kategdria kruznice).

Obrazky'®, ktoré Zziaci nakreslili pri prvom rieseni (t. j. hned po za-
dani), je mozné rozdelit do nasledujtcich skupin:
— teselacie, pri konstrukcii hranic ich hranic bolo pouzité pravidlo stredu
a v niektorych pripadoch aj pravidlo kolmosti, vysledkom ale nebola
Voronojova teselacia, pretoze hranice ciel boli ¢asto zaoblené — napri-

199 Obrazky nakreslené ziakmi uvadzam v takej orientécii, ako si ich Ziaci ocislovali,
resp. ako som pri analyze zistila, ze ilohu riesili. Preto st niektoré rovnako orientované
ako obrazky nakreslené studentmi v Casti 5.1.1 a niektoré pootocené o 90°.
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klad obr. 117a (10 pripadov),

— teselacia, ktorej hranice ciel boli skonstruované na zaklade pravidla
stredu (ale pravidlo nie je dodrzané vsade), ale pravidlo kolmosti nebolo
pouzité — napriklad obr. 117b (10 pripadov),

— teselécia, ktorej takmer vSetky cely maju Stvorcovy, resp. obdlznikovy,
tvar a nie st medzi nimi medzery — napriklad obr. 117¢ (5 pripadov),

— stibor vidsinou obdlZnikovych oblasti prislichajicich niektorym gene-
ratorom, medzi oblastami su ale medzery — napriklad obr. 117d (3 pri-
pady, 1 z nich s oblastami kruhového tvaru — obr. 117e).

Prave v dvoch poslednych skupinach pouzili ziaci pravidlo rovnakého tvaru
ciel, kedy sa snazili kazdy zadany generator ohranicit celou Stvorcového
alebo obdlznikového tvaru, a pravidlo rovnakého obsahu ciel, kedy sa snazili
kazdému generédtoru priradif celu s rovnakym obsahom bez ohladu na tvar
(Casto tak vznikali cely schodovitého tvaru).

] 1 =

Obr. 118 Jarka: prechod od a) obdlznikovych oblasti s medzerami k b) obdlz-
nikovym celdm bez medzier (Ziacka nakoniec zelenou farbou vyznacila este raz
hranice ciel, tie sa snazila skonstruovat pomocou pravidla stredu).

Po opakovanom rieseni (po upozorneniach vyucujicej na dané chyby) sa
uz medzi nakreslenymi obrazkami nevyskytol obrazok, ktory by nepredsta-
voval teselaciu (t. j. medzi oblastami by boli medzery). Pri porovnani prvej
a druhej, resp. tretej, konstrukcie je tak zaujimavé sledovat, akd zmena
nastala v mysleni dietata (napriklad obr. 118a, b). Po druhom rieSeni je
mozné rozdelit obrazky nasledovne:

— takmer spravne skonstruovand Voronojova teselacia (uvedomelo dodr-
zané pravidlo stredu a vo vicsine pripadov aj pravidlo kolmosti; v po-
rovnani s prvom skupinou pri prvom rieSeni je toto presnejsie) — napri-
klad obr. 119a (5 pripadov),

— teselacia, ktorej hranice ciel st skonstruované na zaklade pravidla stredu,
Ziaci sa ale velmi zamerali na to, aby hranica prechadzala stredom
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spojnice dvoch generatorov, a tak sa C¢asto v nom ,lame* — napriklad
obr. 119b (15 pripadov),

— teselacia, pri ktorej konstrukcia hranic ciel sa neopiera ani o pravidlo
stredu, ani o pravidlo kolmosti — napriklad obr. 119¢ (8 pripadov).

Obr. 119 Priklady rozdelenia ¢asti roviny na oblasti prisltichajice generatorom
pri druhom rieseni: a) Michaela, b) Daniel, ¢) Jakub.

Zaujimavym javom konstrukcii bol tvar ciel; zatial ¢o pri prvom rieseni sa
vyskytovali ,,oblé“ cely (kategérie: kruznice a ,,bubliny“) az v 9 pripadoch,
pri druhom rieSeni pocet pripadov s oblymi hranicami klesol na 3. ,Hra-
naté“ cely (kategdrie: mnohouholniky a ,krabicky“) sa pri prvom rieSeni
nasli v 19 pripadoch.

To, ako ziak pri konstrukcii postupoval, zaviselo od jeho pochopenia
vyznamu generatorov a podstaty hranice cely. Na zaklade konstrukcii (pri
prvom i druhom rieSeni) zostrojenych ziakmi je mozné ziacke postupy roz-
delit do nasledujucich troch skupin:

1. Ziak vnimal generatory ako izolované objekty, ktoré navzajom neovp-
lyviiuja tvar hranic, hranice ciel skonstruoval podla réznych pravidiel; vy-
sledkom ale nebola spravne skonstruovana Voronojova teselacia a medzi
celami sa vyskytli ¢asto medzery. Prikladom mdézu byt pripady, v ktorych

144



ziaci pouzili pravidlo rovnakého obsahu — napriklad obr. 120a alebo pra-
vidlo rovnakého tvaru (najmi obdiznikového) — napriklad obr. 120b, c.

Obr. 120 Postup 1: a) Michaela (prvé rieSenie), b) Bara (prvé riesenie), c) Jarka
(druhé riesenie).

a) b)
Obr. 121 a) Daniel (druhé riesenie): postup 2, b) Michaela (druhé rieSenie):
postup 3.
2. Ziak pochopil podstatu konstrukcie hranice cely, ale nekonstruoval ju
komplexne. V kazdom kroku vzal do tivahy tsecku spajajucu dva genera-
tory a vytvoril pre niu os simernosti. V tychto pripadoch ¢asto vznikajua lo-
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kalne Struktuary (t. j. konstrukcia hranice cely sa vyznacuje spravnostou len
pre niektoré generatory) a nekonvexnost hranic ciel — napriklad obr. 121a.

3. Ziak chapal bodovy systém ako komplex prvkov, vzal do tivahy, Ze tvar
hranice cely daného generatora ovplyviiuju vSetky najblizsie generatory

.....

— napriklad obr. 121b.

Aj pri rieSeni tejto tlohy (podobne ako pri Stvoruholnikovych tese-
lacidch v Casti 4.1.1) nastava tzv. ,problém okrajov“, ked ziaci nevedeli
presne, ¢o sa deje pri okrajoch vymedzenej plochy, a tak tam ,zaoblovali
hranice ciel — napriklad obr. 128, alebo umelo vytvarali nekonvexné cely?®.
Zaujimavostou je prechod od ,,oblych“ k ,hranatym“ hraniciam — napriklad
obr. 122 a to, Ze pri druhom rieseni sa uz nevyskytli medzery medzi celami.
Z uvedenych poctov vyplyva zretelné preferencia ,hranatosti“ ciel (napriek
tomu, Ze vicSina z nich sa vyskytovala pri prvom rieSeni), presnejsie ciel
v tvare obdlznika, vypljvajica z bohatého a niekedy aj vjluéného zasti-
penia tohto rovinného utvaru v skolskej geometrii. Pri takomto tvare ciel
sa nevyskytol ani problém okrajov, Ziaci ani ,nezaoblovali“ okraje hranic
ciel, ¢o sa Casto vyskytlo pri n-uholnikovych celach s n > 4.

K e ’\\/// | ‘ ’/"I\\ . /\)

o 4 {

b)
Obr. 122 Daniel: prechod od a) oblych hranic k b) hranatym.

Pri opakovanom rieseni tejto prvej tilohy po dvoch mesiacoch bolo odo-
vzdanych 29 rieSeni (17 ziacok, 12 ziakov). Na prvy pohlad nebolo zretelné,
ze by ziakom znalost pojmu a procesu konstrukcie osi usecky vyrazne po-
mohla, vicsina z nich pokracovala v svojom pdvodnom postupe, ktori si
vytvorili a zachovavali ho aj nadalej. To znamen4, Ze to nebola ndhodné
myslienka, ale niektori ziaci museli byt naozaj presvedéeni, Ze to, ¢o robia,
je spravne.

2 , .y . . . , oy ’
00 Takéto riesenie predstavovalo kompromis medzi iplnym ohranic¢enim cely — uzam-
knutim bodu — a medzi nechanim ,otvorenej“ cely.
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V obréazkoch, ktoré si vysledkom riesenia tilohy 2, je mozné pozoro-
vat vyvoj stratégie (¢i nastalo ,vylepSenie“ stratégie alebo celkovo zmena
oproti ulohe 1), resp. ¢ ziak naozaj pochopil predloZeny problém (pri men-
Som pocte generatorov je konstrukcia jednoduchsia). Pri rieSeniach sa moze
uplatiiovat kompoziény i dekompoziény pristup. Pri kompozi¢nom pristupe
Ziak rozmiestnioval generatory a podla tohto rozmiestnenia vytvaral hranice
ciel; pri dekompozicnom boli pre ziaka dolezité najprv tvary oblasti — ciel,
a nasledné rozmiestnenie bodov bolo tymito tvarmi ovplyvnené.

b)
Obr. 123 Barbora: teseldcie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov (je viditelné postupné
doplhanie dalsieho bodu do uz existujticeho systému generatorov).
Pri rozmiestriovani generatorov je zo ziackych konstrukcii mozné zazname-
nat nasledujuce javy s prislusnymi kategériami:

— proces priddavania generdtorov, v ktorom vystupuju kategoérie: , prida-
vanie naraz“ alebo ,postupné pridavanie“, ,pridavanie s prihliadnu-
tim na uz rozmiestnené generatory, resp. vytvorené cely“, napriklad
,vkladanie“ bodu medzi uz rozmiestnené generatory (v niektorych ob-
razkoch je mozné vidiet opravovanie hranic pri postupnom pridévani)
alebo ,pridavanie bez prihliadnutia“ — napriklad obr. 123, obr. 126b,

— pravidelnost rozmiestnenia generdtorov s kategériami: ,pasy“ (napri-
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klad obr. 127), ,vlajky“?® (napriklad obr. 125a, obr. 124a), ,iné"; v st-
vislosti s pravidelnostou, resp. nepravidelnostou si myslim, zZe takmer vo
vsetkych pripadoch sa ziaci snazili, aby rozmiestnenie bodov bolo viac-
menej pravidelné, predpokladam, Ze to bolo zapri¢inené najméi tym,
ze generdtory mali predstavovat prakticky objekt — pristresky proti
dazdu, a tie by mali byt rozmiestnené rovnomerne; st ale aj vynimky
ako napriklad obr. 126b.

Obr. 124 Daniel: teselacie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov.

[ 2 k=

Obr. 125 Iveta: teselacie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov.

201 T4to kategéria moze byt ovplyvnend zlomkami.
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Obr. 126 Lucia: teseldcie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov (v pripade b) je viditelné,

Ze su to dve rozne situdcie).
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Obr. 128 Denisa: teseldcie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov (je zaujimavé ,zaoblenie*
koncovych ¢asti hranic vo vSetkych 4 pripadoch).

Konstrukcia hranic ciel bola ovplyvnena viacerymi javmi:

— rozmiestnenie generdtorov — napriklad obr. 124 alebo obr. 125,

— preberanie stratégie z rieSenia ulohy 1 bez ohladu na to, ¢i bola stratégia
spravna alebo nie — napriklad obr. 128,

— spojitost medzi jednotlivymi pripadmi — 2, 8, 4 a 5 bodov (ak napriklad
ziak ,vlozil* dalsi bod do predchadzajiceho bodového systému a hra-
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nice ciel z predchadzajiceho obrazku len jednoducho ,posunul“ alebo
len doplnil) — napriklad obr. 125b, obr. 124b.

Pri rozmiestneni bodového systému vo vrcholoch stvorcovej mriezky
v ulohe 3 boli hranice oblasti vo vSetkych obrazkoch skonstruované spravne,
t. j. kazdy obrazok predstavoval Voronojovu teselaciu typu ,strana k strane®
s celami v tvare Stvorcov. Zaujimavostou su postupy, akymi Zziaci hranice
skonstruovali:
1. hranice ciel vznikli ako vysledok dvoch ststav na seba kolmych horizon-
talnych a vertikalnych rovnobeziek (19 pripadov) — napriklad obr. 129a,202
2. v schéme bola nac¢rtnuta stistava horizontalnych rovnobeziek, cely v takto
vzniknutych ,,pasoch“ boli potom oddelené ,¢iarkami“ (6 pripadov),
3. hranice ciel boli skonstruované sposobom ,cela za celou®,

t. j. hranica bola skonstruovana postupne okolo kazdej cely (3 pripady)
— napriklad obr. 129b.

Obr. 129 a) Elena: hranice ciel ako vysledok dvoch ststav na seba kolmyjch
rovnobeziek, b) Martin: konstrukcia hranic postupom ,cela za celou®.

Pri generatoroch rozmiestnenych vo vrcholoch kosostvorcovej mriezky boli
z 28 pripadov len 3 spravne (autormi vSetkych troch boli chlapci) — na-
priklad obr. 130a, b, v jednom dalsom (autorom bolo dievéa) bol naznak
spravnosti. Hranice ciel na dalsich obrazkoch neboli spréavne skonstruované
a obrazky je mozné rozdelit do nasledujtcich skupin:

— kosostvorcova,/kosodlznikova teselacia typu ,strana k strane“, v strede
ciel st generatory — napriklad obr. 131a (10 pripadov),

— $tvorcova/obdlznikova/kosostvorcova teselacia, ktord nie je typu ,strana
k strane“ — napriklad obr. 131b, ¢, d (11 pripadov),

— iné — napriklad obr. 131e (5 pripadov).

202 pyj Stvorcovej mriezke je to vyrazne procesudlne rieSenie, pretoze nie je v centre
pozornosti jedna cela ale proces konstrukcie hranic ako jednej ststavy.
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Obr. 130 Spravne skonStruovana Voronojova teselacia pre generatory rozmiest-
nené vo vrcholoch kosostvorcovej mriezky: a) Oto, b) Martin?%3.

Obr. 131 Nespravne rozdelenie Casti roviny pre bodovy systém rozmiestneny
vo vrcholoch kosoStvorcovej mriezky: a) FrantiSek, b) Kristyna, ¢) Daniel,
d) Elena, e) Lenka.

203 Napriek tomu, Ze hranice oblasti maju spravny Sestuholnikovy tvar, myslim si, Ze
sa ziak inSpiroval ndpadom Ota, pretoze hranice z prechadzajucich tiloh nemal Martin
spravne skonstruované a jeho obrazky boli dost chaotické.
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Prvé dve skupiny nespravnych rieseni boli zapri¢inené tym, Ze rozmiestne-
nie generatorov priamo navadzalo na ,kosostvorcové“ rieSenie, ziaci si uz
neuvedomovali povodné slovné zadanie tloh, rozdelovali ¢ast roviny na ob-
lasti a induktivne preniesli rieSenie z predchadzajiceho rozmiestnenia (ako
napriklad obr. 132).

Obr. 132 Lukas: prenos rieSenia medzi Stvorcovou a kosostvorcovou sietou.

Pri konstrukcii teselacie pripominajicej vianocnt hviezdu v tlohe 4
st cely teselécii v rieSeniach vSetkych ziac¢ok mnohouholnikové (tu je vidiet
vplyv toho, Ze mysleli na to, ze hranicami si1 osi tseciek, resp. ich casti, a ze
to aj pouzili), u ziakov boli 3 rieSenia, v ktorych si cely alebo ¢iastocne
alebo tuplne oblé, napriklad obr. 133.

a) b)

Obr. 133 Martin: a) na zacdiatku si vyznacil stredy tseciek spéjajtcich dvojice
najblizsich generatorov, b) hranice ciel v8ak kresli ako zaoblené ¢iary.

V 14 rieSeniach ziacok st naznacené stredy medzi dvojicami a nasledne
zostrojend Cast osi tisecky, len v jednom rieseni (obr. 137) neboli zvyraznené
stredy. Pravdepodobnym dévodom bolo to, ze tato ziacka skonstruovala
hranice teselacii spravne uz v predchadzajucich tlohach, takze je mozné,
7e hranice ciel uz zostrojovala priamo, alebo boli vyznadené velmi slabo,
takze nie su viditelné. Vo vSetkych rieSeniach ziakov si vyznacené stredy,
v 4 rieSeniach sa vo vyznacenych stredoch hranice ciel lamu.
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5.2.1.2 Zaver

Pri analyze obrazkov, ktoré nakreslili Ziaci, bolo zretelné, ze tloha 1
bola pre nich velmi zlozitd. Vyrazné zlepSenie konstrukcie hranic ciel ne-
nastalo ani po tom, ako sa Ziaci s osou simernosti zoznamili na hodinach
a spolu sme si pred kreslenim konstrukciu osi stmernosti zopakovali. (Je-
dinou vyhodou bolo, Ze uz sa medzi obrazkami vyskytli uz len 4, v ktorych
mali hranice ciel zaobleny tvar.) Pri tlohe 2, kde si volili sami Ziaci roz-
miestnenie generatorov a ich podet bol 2 — 5, boli schopni skonstruovaft
hranice pomocou pravidla stredu a pravidla kolmosti pre 2 a 3 generatory,
pri 4 a 5 generatoroch uz vic¢sina z nich nevedela dodrzat pravidlo kolmosti.

V prvej tlohe mali predloZeny problém pochopit, v druhej naudit sa
spravne konstruovat hranice a v tretej tto schopnost aplikovat na zadané
bodové systémy pravidelne rozmiestnené. Niektoré deti ale stvislost medzi
jednotlivymi tlohami nebrali do tvahy (vo vSetkych troch tlohach to bola
sice t4 ist4 situécia, v ktorej mali ,vytvorit® oblasti, ale nebol to pre nich
ten isty matematicky problém), a preto rozliSujem nasledujice skupiny:

1. ziak riesi jednotlivé tlohy bez suvislosti (kazda tloha predstavuje
uplne iny, novy problém izolovany od ostatnych; tento typ myslenia sa
prejavil najmé pri rieSeni tretej ulohy),

2. ziak prebera postupne riesenie, stratégiu, ta ale nie je spravna,

3. ziak prebera stratégiu, chape, ze riesi ten isty problém, na ktory je
mozné pouZzit tu istu stratégiu (moéze byt viditelné jej postupné ,vylepso-
vanie®).

5.2.1.3 Analyza prac niektorych deti

V prvom rieseni tlohy 1 (obr. 134a) Michaela sice vzala do tvahy
vztah viacerych najblizsich generdtorov a pouzivala pravidlo stredu, pri
konstrukcii hranic bol ale pre nu doélezity obsah a tvar cely. Cely vytva-
rala postupne, pri konstrukcii novej hranice sa opierala o predchadzajuce.
Pre dvojicu generatorov v lavom dolnom rohu uZ nevedela vytvorit Stvor-
cové cely (nemohla umiestnit generatory priblizne do stredu Stvorcovych
ciel), preto zacala konstruovat hranice zaoblené. (Je zaujimavé sledovat,
ako ziaCka opravila hranice tak, aby mali cely priblizne rovnaky obsah; vy-
sledkom je aj vznik oblasti bez generatorov.) V druhom rieseni (obr. 134b)
uz vyuzila ziacka pravidlo stredu, aj pravidlo kolmosti, to ale nie pri kon-
strukcii vSetkych hranic, takze teselacia nie je uplne spravna. Generatory
pri okrajoch obrazku uz nepotrebovala ,,uzamknut“. RieSenia dal$ich tloh
st na obr. 135, obr. 136 a obr. 137.
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b)

M

Obr. 135 Michaela: Gloha 2 — teseldcie pre 2, 3, 4 a 5 generatorov (pri 3,4 a 5
generatoroch je zrejmé ich postupné pridavanie).

TR S

a) b)
Obr. 136 Michaela: loha 3 (prenos rieSenia).

Obr. 137 Michaela: opakovana konstrukcia Voronojovej teselacie a teselacia
v tvare vianocnej hviezdy.
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Barbora riesila prva tlohu podobne ako Michaela, pri prvom rieSeni
(obr. 138a) vSak netrvala na pravidle rovnakého obsahu ciel, preto napriek
tomu, ze su cely zaoblené, nie s z kategérie bubliny. V druhom rieseni
(obr. 138b) vyznacila ziacka stredy useciek spajajucich najblizsie genera-
tory, ktorymi prechadzaju hranice, pravidlo kolmosti je ale zachované asi
len v polovici pripadov. RieSenia dal$ich tloh st na obr. 139 a obr. 140.

a) | b)

Obr. 138 Barbora: a) prva a b) druhd konstrukcia z tilohy 1.
- .
-._‘\‘ 3 I|| .
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Obr. 139 Barbora: tiloha 2 — teselacie pre 2, 3, 4 a 5 generdtorov (je zrejmé
priddvanie bodu medzi pripadmi pre 2 a 3 generatory a 3 a 4).

Obr. 140 Barbora: uloha 3 (prenos rieSenia).
5.2.2 Escherovské teselacie

Po odovzdani obrazkov s Voronojovymi teselaciami sme pokracovali
v préaci. Na priklade Stvorcovej a Sestuholnikovej siete som so ziakmi zhr-
nula, Ze obe siete su vytvorené z rovnakych utvarov tak, aby neboli me-
dzi nimi medzery. Ukézala som im niekolko teselacii (obr. 87), upozornila
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som ich na vesely obrazok cirkusovych Sasov. Na papierovych modeloch
(obr. 141a) som vysvetlila postup vyuzivajuci posunutie, pouzila som pojem
posunutie v spojeni ... a to, ¢o som odstrihla, to posuniem na protilahli
stranu“. Vysvetlila som ziakom, Ze ich tlohou bude vymyslief a nakreslit
podobné obrazky ako tie, ktoré som im ukéazala, pricom maju kreslit na
pripravené siete a pouzif vysvetleny postup (ten som este raz zopakovala:
stranu zakladného ttvaru siete deformovat/zmenit a takto zmenu posu-
nat na protilahla stranu tak, aby obsah ttvaru zostal nezmeneny). Obrazok
mohli Ziaci dokreslit alebo vyfarbit, aby nie¢o pripominal. Zdoéraznila som,
ze to, ¢o budu kreslit, ma byt ich vlastny origindlny napad.?* Mohla to
byt zlozita siet, dlazba, parketaz, alebo obraz do galérie (tato myslienka sa

im zdala velmi zédbavna).

/

a) b)
Obr. 141 Papierové modely pouzité pri vysvetlovani escherovskych postupov:
a) pouZitie posunutia, b) pouzitie otocenia.

Na dalSej hodine som Zziakov pochvélila za uz odovzdané kresby a po-
kracovali sme v kresleni, pricom som im ukéazala postup pre vytvorenie
ciel pomocou oto¢enia na modeloch (obr. 86, obr. 141b). Ukazala som im
tiez Escherovu grafiku Jasterice, na ktori sami reagovali, Ze jaSterica ma
podobny tvar ako pravidelny Sestuholnik, a Ze muselo byt velmi zlozité
vymysliet taky komplikovany utvar, ktory je mozné opakovat bez medzier
a prekryti. Na obrazku som im preto ukazala postup, aky mohol Escher
pouzif pri vytvarani jednej jastericky. Ziaci povedali, Ze je to velmi tazké,
ale dve dievéatéa si vzali obrazok s postupom a skusili napodobnit jastericky
ako teselaciu (len jedna z nich obrazok odovzdala — obr. 142). Do konca
hodiny sa uz potom venovali kresleniu.

204 Traja ziaci si vypytali papier s prikladmi escherovskych teselacii, ktoré som im
ukazovala; dve diev¢ata hned na zaciatku, mali pocit, Ze maji nakreslit rovnaké obrazky
(ukdzal mi dva svoje ,pokusy“, pricom v oboch pripadoch nakreslil opakovanie motivu,
cely neboli uzavreté; preto chcel svoje kresby porovnat s prikladmi, a tak sdm néjst

princip).
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Obr. 142 Kristyna: napodobiiovanie motivu jasterice na zaklade predlohy.?%®

Niektorym ziakom som do prace pri kresleni vstupovala, napriklad ak
mali uz nieco nakreslené a nevedeli, ¢o dalej. Vyzvala som ich, aby vznik-
nutt teselaciu dokreslili alebo vyfarbili, pripadne som im navrhla smer,
ktorym by sa mohli vydat (napriklad obr. 143, Priloha VIII). Casto som
ale musela individudlne vysvetlovat, Ze musia zvyraznit hranicu utvaru,
ktory vytvorili a ktory chci opakovat (t. j. uzavriet motiv a tak vytvo-
rit vyslednt celu), pretoze sa na siefach objavovali len motivy, ktoré ziaci
opakovali posivanim alebo otacanim, a tak vytvarali vzor.

a) b)
Obr. 143 Karolina: a) nakresleny opakujtici sa motiv, b) vznik cely.

206

Medzi pracou chlapcov a dievcéat bol znovu rozdiel, a to nielen v procese
tvorby, ale aj vo vyslednom obrazku. Dievéata pracovali samostatne, pred
zaCiatkom kreslenia vii¢Sina z nich premyslala, pripadne sa niektoré z nich
rozpravali o tlohe v dvojiciach a nasledne starostlivo kreslili. Chlapci sa

205 Motivaciou bolo technické zvladnutie — ,hapodobnenie* — geometricky zlozitého
utvaru (otocenie deformécie strany pri vytvarani utvaru nevystupovalo).

206 Ziacka pri pouziti posunutia pri vytvarani zakladného atvaru nakreslila na Stvor-
cov siet opakujici sa motiv — obr. 143a (dodrziavala pravidlo ,,¢o odoberiem, to mu-
sim pridat® , aby sa nezmenil obsah Gtvaru, k zachovaniu obsahu ttvaru ale nedoslo)
a nevedela, ¢o dalej. Vyzvala som ju, aby vyznadila vysledny opakujici sa utvar a do-
kreslila ho. Vysledkom bola tiprava motivu a nasledné vyznacenie cely v tvare prasiatka
(obr. 143b). Ziacka bola svojim vyslednym obrazkom velmi nadSend. Vysledna teselacia
je v Priloha VIII.
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nechali viest prvym napadom, pracovali spontanne, mnohi z nich na sietach
nakreslili niekolko réznych ,obrazkov“, pricom netrvali na ich estetickom
vzhlade. S pracou boli rychlo hotovi a ¢oskoro sa uz rozpravali v dvojiciach.

5.2.2.1 Analyza Ziackych prac

Vicsina ziakov bola pritomna na oboch vyucovacich hodinach, ale len
8 z nich odovzdalo vSetky Styri siete s obrazkami (na Stvorcovej i Sestuhol-
nikovej sieti pouzili posunutie a otocenie); ostatni ziaci odovzdali dve siete
s obrazkami — pre kazdé zobrazenie jednu alebo pre jedno zobrazenie dve
siete (ak na jednej hodine chybali).
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Obr. 144 Opakovanie neuzavretého motivu: a) Simon: ziak pochopil poziadavku

opakovania, a tak do kazdého Stvorca — nakreslil horni ¢ast hlavy oblibe-

nej kreslenej postavicky (motivéciou mohol byt aj $aso z ukazkovych teselacii;

grupa pm, kategdria nekonecéno), b) Jirka: Stvorce siete dokreslené ornamentom

(grupa pl, kategéria nekoneéno).20”

Zo 63 odovzdanych obrazkov predstavuje 26 teselacie, ostatné je mozné
rozdelit podla pouzitého pravidla, ktoré je charakteristické pre monoed-
ralne escherovské teselacie, ale jeho pouzitim nebola vytvorena escherovska
teselacia:2%®
e pravidlo opakujuceho sa utvaru — v obrazku sa pravidelne neopakuje

uzavretd cela, ale len motiv vytvarajtci vzor (21 pripadov, napriklad
obr. 144a, b),

207 Moznost, ze ziaci chapali Stvorec ako opakujuci Gtvar a ten dokreslili ornamentom,
nepredpokladam, pretoze som zdoraznovala, Ze sa tvar zakladného tutvaru — Stvorca ¢i
pravidelného Sestuholnika — musi zmenit.

208y niektorych obrazkoch (,neteseldcidch®) boli dodrzané dve alebo i tri pravidla,
preto pocet pripadov s danym pravidlom uvadzam len pri prvom z nich. Medzi odo-
vzdanymi obrazkami sa nevyskytol pripad, v ktorom by obrazok nesplial ani jedno
z pravidiel.
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e pravidlo symetrie — v obrazku sa vyskytuju obrazce, ktoré sa vyznacuja
symetriou (napriklad obr. 145, obr. 146),

e pravidlo zachovania obsahu utvaru — v obrazku sa vyskytuju také ob-
razce, ktoré maju rovnaky obsah ako povodny utvar (Stvorec, pravi-
delny Sestuholnik), pri ich vytvoreni ale neboli pouzité escherovské po-
stupy, a nie st to cely, opakovanim ktorych by bolo mozné monoedralnu
teselaciu vytvorit (napriklad obr. 147).

B @ I

Obr. 145 Vanda: na sieti sa okrem opakovaného osovo simerného ornamentu
(zdkladom je zlozity rastlinny motiv) vyskytuje aj ludskd tvar a motyl, pricom
osami simernosti vSetkych nakreslenych figtr st vertikdlne priamky. (Zaujima-
vostou je este slovo AHOJ, ktorého prvé tri pismend st osovo simerné, stvrté
7iacka zrkadlovo dokresluje.)

‘b 7Y
Obr. 146 Jarka: na sieti je naznaceny zaciatok procesu vytvarania cely — zlo-
zitd deformécia strany, jej otoCenie o 90° je niekedy aj spréavne, ale niekedy
nie, takze aj keby Zziacka vytvorila uzavreté utvary, vdaka nezachovaniu ob-

sahu utvaru by nevznikla teseldcia (nezachovava poziadavku, ¢o sa odoberie
z pdovodného Gtvaru, to sa k nemu musi pridat).
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a)
Obr. 147 Stano: vyuzitie ,zvieracieho* nametu a pouzitie pravidla o zachovani
obsahu povodného Gtvaru. (Uvedené obrazky boli vybraté z 5 obrazkov, ktoré
ziak nakreslil na Sestuholnikovi siet; vietky spliiaji pravidlo zachovania obsahu
tatvaru.)209

Napriek tomu, Ze sa vyskytlo vela obrazkov, ktoré neboli teseldciami, nie-
ktoré z nakreslenych vzorov sa vyznacuji velmi zlozitymi motivmi doka-
zujucimi vysoku tvorivost Ziakov (napriklad obr. 145, obr. 146). Na druhej
strane prave tato zlozitost deformacii stran bola pravdepodobne prekézkou
pri vytvoreni teselacie, pretoze ziaci neboli schopni spravne vytvorit celu.

Podla spréavnosti pravidelného opakovania utvaru (cely alebo motivu)
je mozné rozdelit obrazky (teselacie alebo vzory) do dvoch skupin:

— pevnd Struktira,
— slabd Struktira.

Pri pevnych struktirach sa obrazok (teselacia alebo vzor) vyznacuje sprav-
nostou v pravidelnom opakovani cely alebo motivu, t. j. ziak nakreslil obra-
zok, v ktorom sa bez chyb opakuje rovnaky utvar (napriklad obr. 148a, b).
V pripade geometricky zloZitjch tvarov ciel (resp. zlozitych deformaécii
stran) sa mozu lokdlne vyskytovat nejaké chyby, obrazok je ale mozné
povaZzovat za pevna Struktiru (napriklad obr. 151a). Prikladom slabej
Struktiry st obrazky vyznacujuce sa lokdlnou pravidelnostou (napriklad
obr. 149a, b), v ktorych nie je mozné rozsirit opakovanie cely alebo mo-
tivu do dalsich smerov. obr. 149b je typickym prikladom vysledku procesu,
v ktorom ziak spravne vytvori celu (dole — hrubsie zvyraznend; vo vicsine
takychto pripadov méa cela zlozitejsi tvar), ale uz ju nevie dalej zopakovat
tak, aby vytvarala teselaciu.

209 pri prvom pohlade som bola velmi prekvapend, preco #iak nakreslil dané obrézky. Po
analyze bolo jasné, Ze chlapca oslovil ,zvieraci ndmet, a tak sa na jeho Sestuholnikovej
sieti objavuje psik a rybicka. Zaujimavé na oboch figiirach zvieratiek je, ze boli kreslené
s dodrzanim pravidla o zachovani obsahu — psik sa sklad4 z dvoch Sestuholnikov, pri¢om
z toho, ktory predstavuje trup, st odobraté dva kusky a usi maja priblizne taka dizku
a eSte su aj ,8ikmo*“ zastrihnuté (aby kopirovali Sikmost odobratych ¢asti). V ttvare
rybicka je zo Sestuholnika odobraté trojuholnikové ¢ast, a z nej je vytvoreny chvost.
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Obr. 148 Marianna: priklady pevnych Struktiar, obrizky nepredstavuji mo-
noedralne escherovské teselacie, ale vzory (a) grupa pl, kategdria nekoneéno,
b) grupa cm, kategéria kobercek?!9).

Obr. 149 Priklady slabych $truktir: a) Karolina?!!, b) Daniel.

Niektori ziaci na jednotlivé siete nakreslili len jednu teselaciu alebo
vzor, pricom opakovanim daného ttvaru zaplnili cela siet alebo jej velku
Cast, ini Ziaci predviedli viacero napadov s mensim poctom opakujicich sa
utvarov. Z pohladu velkosti plochy vyplnenej siete danym obrazkom je tak
mozné zaradit obrazky do nasledujtcich kategérii (vid ¢ast 4.4.2):

— solitér — napriklad obr. 150a, c,
— pas — napriklad obr. 150D,

210 Obrazok je mozné povazovat za diedralnu teselaciu zlozent z dvoch ttvarov — svetly
a tmavy, ale i za vzor, ale nie za monoedralnu escherovski teselaciu, pretoze ziacka
nevyznacila hranicu cely.

211 Pravdepodobne ako prvy utvar ziacka nakreslila horného svetlého vtacika, potom
spravne pokracovala v celom diagonalnom pése ceruzkou a nacrtla aj druhy vedlajsi
pés. Pri dokreslovani ciel ornamentom sa ale rozhodla, Ze vtaciky v druhom pase budu
pootodené (bolo to v rdmci druhej hodiny s pouzitim otocenia); v tomto kroku vznikaji
chyby v tvare ciel i v ornamente na nich.
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— kobercek — napriklad obr. 151a,

— nekonecno — napriklad obr. 151b.
Najviac zastipenou kategériou medzi nakreslenymi obrazkami bola pri po-
uziti posunutia kategdria nekonec¢no, pri pouziti otocenia kobercek. (Prav-
depodobnym dévodom je to, Ze ziaci pochopili po nakresleni prvého obrazku
s pouzitim posunutia, ze je mozné opakovanie utvarov, t. j. teselaciu alebo
vzor, rozsirovat donekonecna.)

Obr. 150 a) Maté&j: kategdria solitér (3 cely), grupa p31lm b) Matéj: kategdria
pés, grupa pl, b) Ivana: ak je obrazok chapany ako vzor, tak je to kategéria
nekonecno, ak ako len jedna cela, tak kategoria solitér, grupa pl.

Obr. 151 a) Patricia: kategéria koberéek, grupa p4 b) Aneta: kategéria ne-
koneéno (ziacka detailne zakreslila jednotlivé casti ciel aj na okrajoch siete),
grupa pl.

Ziakom som na hodinach predviedla postupy, ktorymi je mozné vy-
tvorit jednu celu escherovskej teselacie; sposob ako vytvoria celd teselaciu
zavisel od ich tvorivosti a rovinnej predstavivosti. A tak postupy ziakov pri
vytvéarani teselacie alebo vzoru je mozné rozdelit do troch prelinajicich sa

skupin?!?:

212 Toto delenie som vytvorila na zdklade pozorovania Ziakov pri praci, analyzy ich
obrazkov a vlastnej sktsenosti. V niektorych pripadoch ziaci postupy kombinovali.
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1. Ziak najprv vytvoril jednu celu (alebo niekolko ciel alebo motivov) pomo-
cou escherovského postupu, a ti opakoval uz ako uzavrety atvar (pri opa-
kovani pouzil vo vicsine pripadov posunutie). Myslim si, Ze tento postup
bol najcastejsi a Ze ho ziaci vyuzili v pripadoch, ked sa cela vyznacovala
vyraznou symetriou a moznost opakovania bola velmi zrejma (napriklad
obr. 152a).

J)
)
J)
>

a)

Obr. 152 Michaela: a) postup 1, b) postup 3.
2. Ak je tvar cely geometricky zlozity (napriklad obr. 153a), ziak mohol
kazdu celu vytvorif pomocou rovnakého escherovského postupu.?'? Pomoc-
kou pritom mohla byt z papiera vystrihnuté cela, ktort Ziak postva alebo
otaca a obkresluje (napriklad obr. 153b).
Prva a druhé skupina postupov vytvarania teselacii alebo vzorov je zalo-
Zené na prechode od cely k teseldcii, resp. vzoru.

a) b)
Obr. 153 Postup 2: a) Patricia, b) Linda.

3. Ziak naznadil ¢ast procesu vytvarania cely na celej sieti alebo jej casti

213 Teselacia na obr. 153a vznikla skutocne tak, ze ziacka kazdt celu vytvorila samos-
tatne podla predvedeného postupu s pouzitim otodenia deformovanej strany.
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(napriklad deformované strany), a az dodato¢ne vytvoril cely (napriklad
obr. 152b). Pri tomto postupe nastava prechod od vzoru k cele.

V prvej skupine postupov vystupuji zhodné zobrazenia v rovine (posunutie
a otocenie) staticky, v druhej a tretej dynamicky.

Cielom tejto ¢innosti bolo, aby sa ziaci naudili na zédklade predvedenych
postupov vytvorit escherovské teselacie a aj ich vytvorili. Z nakreslenych
obrazkov je mozné usudzovat, ze Ziaci sa pri kresleni zamerali na nasledu-
jlce kategdrie:?!4

— splnenie zadanej ulohy,

— tvar opakujticeho sa ttvaru a/alebo vytvoreny motiv na nom a vysledny
ornament,

— vyplnenie siete,
— proces vytvdrania.

Podla mdjho ndzoru prvy pripad nastal, ked sa ziak snazil splnit tlohu ako
klasickt $kolsku tillohu s ciefom, aby obrazok, ktory nakresli, bol ,spravny*,
t. j. aby vyhovoval poziadavkdm, nedbajic na zlozitost ttvarov alebo po-
stup vytvorenia. Prave tu mohlo dojst k napodobiiovaniu predlozenych
ukézok, pretoze sa ziak obéaval, Ze ked vymysli vlastny napad, tak nemusi
byt spravny. Druhy pripad mohol nastat, ked je na sieti mensi pocet ciel
koberc¢ek alebo pas) so zloZitym tvarom (napriklad obr. 154), alebo ziak
nenakreslil cely, ale len zlozité deformacie stran (napriklad obr. 146), ktoré
aj zobrazil pomocou posunutia alebo otocenia, k vytvoreniu vyslednej cely
ale nedoslo. V tomto pripade st spomenuté detaily vicsinou dolezitejsie
pre ziaka ako pouzitie zobrazeni alebo teselacia, resp. vysledny obrazok.
K zameraniu na vyplnenie siete dochadza v pripadoch, ked teselacia alebo
vzor spada do kategdrie nekoneéno (Ziak vyplni cely papier alebo jeho pod-
statnt Cast). Zameranie na proces vytvarania sa prejavilo, ked ziak vytvoril
na jednej sieti viacero obrazkov, pricom na zaklade ich analyzy je mozné ur-
¢it niekolko réznych postupov (napriklad obr. 155). V takychto pripadoch
vystupuje proces vytvarania ako tvorivy produkt a tento pristup k riese-
niu ulohy sa vyskytuje vo velkej miere u chlapcov. Naopak prvy a treti
(zameranie na splnenie tlohy a vyplnenie siete) je typickejsi pre dievcata.

214 pre jednotlivé kategérie neuvadzam pocet pripadov, pretoze ziaci pri kresleni vy-

.....

jedna z nich dominantna. Je vSak mozné povedat, Ze prvé tri kategdrie sa vyskytovali
najcastejsie, poslednd mala malé zastipenie.
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215

Obr. 154 Kristina: zameranie na tvar cely.

7N
)

—at

a) b)
Obr. 155 Tomas a jeho zameranie na proces vytvarania ciel a teselacie:
a) postup 2, b) postup 3.
5.2.2.2 Analyza prac niektorych deti

V tejto casti predvediem escherovské teselacie styroch ziacok a jedného
Ziaka, ktorych prace st podla modjho nazoru velmi zaujimavé z hladiska
tvorivosti a rovinnej predstavivosti.

Lucia odovzdala Styri siete, na kazdej z nich bola jedna teselacia (kazdéa
predstavovala kategériu nekonecno). Cely teselcii na obr. 156a, b boli vy-
tvorené na zaklade jednonasobného posunutia jednej deformécie strany,
ktora je zlozitejsia ako na predvedenych ukazkach; vyslednu teselaciu vy-
zdobila ,ornamentom*“. Pri vytvoreni prvej cely teselacie (alebo niekolko

215 Ziatka na prvej hodine chybala, Escherove jasterice ju ale zaujali hned a boli pre iiu
vyzvou. Najprv sa snazila nakreslit jednu jastericu (v porovnani s ostatnymi ziakmi jej
kreslenie trvalo dlho, ale adekvatne k zlozitosti tvaru), vyzvala som ju, aby pokracovala
dalej a nakreslila aspon $tyri jastericky, o aj zrealizovala. Pracovala ststredene celt
hodinu. Pravdepodobne prvou bola ruzové jasterica (vyzera najpresnejsie). Proces kres-
lenia bol od zaciatku zaloZeny na ,kopirovani“ predlohy, pri¢om otac¢anie deformovane;j
strany pri praci nepouzila. Ziacka sa snazila, aby vietky $tyri ttvary boli rovnaké (a ¢o
najviac ,podobné“ originalu), a kazdy prisltchal jednému Sestuholniku.
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prvych) na obr. 157a bolo pouzité dvojnasobné otocenie jednej deforma-
cie, na Sestuholnikovej sieti (obr. 157b) trojnédsobné otocenie. Je pravde-
podobné, ze pri kresleni dalsich ciel Zziacka nepouzila otocdenie, ale najprv
nakreslila opakujice sa deformované strany na zaklade symetrie a posu-
nutia, a tie nasledne vytvorili cely (t. j. najprv vytvorenie jednej, resp.
viacerych ciel, potom prechod od vzoru k cele).

I

Obr. 156 Lucia: teselacie, ktorych zakladna cela bola vytvorena pomocou posu-
nutia (obidve teselacie st reprezentantmi rovinnej grupy symetrii pl, kategdria
nekone¢no).

Obr. 157 Lucia: teselacie, ktorych zakladna cela bola vytvorend pomocou otoce-
nia (a) grupa pm, b) grupa cm; obidve tesel4cie st dokonale 2-farebné, kategdria
nekone¢no).
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Tieto styri teselacie patria k najkrajsim, ktoré Ziaci z tejto triedy nakres-
lili. V prvych dvoch teselaciach (obr. 156a, b) sa ziacka zamerala na tvar
ciel, kazda z teselacii na obr. 157 je pevnou struktirou s dvoma vyznam-
nymi charakteristikami — tvar ciel a ich farebnost. Ziacka zachovala obidve
charakteristiky, pricom tvar predstavuje statiku, farebnost dynamiku.

Patricia odovzdala obrazky na Styroch sietach. Z prvych dvoch, v kto-
rych pri vytvarani zakladného opakujuceho sa ttvaru pouzila posunutie,
je len jedna teselaciou. Na Stvorcovej sieti (obr. 158a) je opakujuci sa mo-
tiv rybky, motivy vSak nie st explicitne uzavreté a vysledny obrazok nie
je teselaciou ale vzorom (kategéria nekonecno). Na Sestuholnikovej sieti
(obr. 158b) je opakujuci sa ttvar pripominajuci macaciu hlavu s detailnym
dokreslenim (kategéria kobercek), ktory je uz mozné napriek malym nepres-
nostiam povazovat za uzavrety a teda za celu teseldcie. Na oboch sietach
na obr. 159 su teselacie, ktorych zakladnou celou je ttvar pripominajuici
list. Pri vytvarani tychto teselacii (obe predstavujiu kategériu kobercek)
vyuziva postup 2 (vid obr. 153a). U tejto ziacky je viditelny posun, a to
nielen v tvorivosti (presla od jednoduchého motivu ku geometricky zlozi-
tym deformécidm stran), ale aj v pochopeni teseldcie ako Struktiry, ktora
je mozné dalej rozSirovat: pri kresleni prvého a druhého obrazku sa naucila,
ze k jednozna¢nému ,,uréeniu“ opakovania stac¢i vyplnif len cast siete, a tak
prechadza od kategdrie nekonec¢no ku kategorii kobercek a namiesto vyplne-
nia siete sa pri pouziti otocenia sustreduje na deforméciu strany povodného
utvaru a tvar vyslednej cely.

N
A

4
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Obr. 158 Patricia: a) vzor, ktorého zakladny motiv bol vytvoreny pomocou

posunutia (grupa pl, kategéria nekone¢no), b) teseldcia, ktorej zakladné cela

bola vytvorend pomocou posunutia (grupa cm, kategdria kobercek).

V porovnani s niektorymi dalsimi detmi, ktoré nakreslili teselacie so zlozi-
tymi tvarmi ciel (napriklad obr. 156, obr. 157 alebo obr. 160) a eSte svoju
teseldciu aj vyfarbili s ur¢itou pravidelnostou, v tomto pripade ziacka fa-
rebni symetriu nevyuzila napriek tomu, ze jednotlivé cely od seba farebne
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odlisila. Po dvoch mesiacoch som sa s nou stretla znovu; nevedela mi vy-
svetlit, ako ju napadlo opakovat taky zlozity uzavrety motiv a podla jej
slov farby zvolila ndhodne.?!¢

Obr. 159 Patricia: teselacie, ktorych zékladna cela bola vytvorenda pomocou

otofenia (a) grupa p4, kategéria koberéek, b) grupa pl, kategéria kobercek).

Aneta odovzdala dve teselacie, v ktorych pouzila posunutie pri vytva-
rani zdkladnej cely (na dalSej hodine chybala). V oboch pripadoch predsta-
vuju zakladné cely akvarijné rybicky (obr. 160a, b). Vyplnila nimi celé siete
(zamerala sa ale nielen na vyplnenie siete ale aj tvar opakujticeho sa utvaru,
obidve teselacie si z kategdrie nekonecno), dokonca na oboch sietach naz-
nacila na okraji moznost dalSieho rozsirovania (¢asti rybi¢iek). Pri oboch
teselaciach ziacka pouzila posunutie dvoch, resp. troch réznych deformacii.
V tom sa lisi od predloZzenych jednoduchych ukazok a touto zloZitostou tak
napodobnuje Escherove jasterice. Dolezitou a zaujimavou charakteristikou
tychto teselacii je ornament na teselacii a farebna symetria v diagonalnych
smeroch.

216 Ziatka nechodi do Tudovej skoly umenia, a ani sa Specidlne nevenuje kresleniu.
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Obr. 160 Aneta: teseldcie vytvorené pomocou posunutia (a) grupa pl, kategéria
nekonecno, dokonale 2-farebnd, b) grupa pl, kategdria nekonec¢no, dokonale
3-farebnd).

Ondfej odovzdal obrazky na dvoch siefach. Na Stvorcovej sieti je vzor
zloZzeny z opakovanych ,kopcekov* — obr. 16la. Pri pouziti otocenia na
Stvorcovej sieti vSak vytvara zloziti deforméaciu strany, ktort otaca (aspon
pri vytvoreni niekolko prvych ciel, pri ostatnych je vytvorenie teselacie uz
zaloZena na pouziti posunutia a symetrie) — obr. 161b.2'" Obidva obrazky
su z kategodrie nekonecno.
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Obr. 161 Ondfej: a) vzor, ktorého zdkladny motiv bol vytvoreny pomocou
posunutia (grupa pm, kategéria nekoneéno), b) teselacia, ktorej zdkladna cela
bola vytvorend pomocou otocenia (grupa p4, kategdria nekoneéno).

Michaela?!® bola pri kresleni escherovskych teseldcii na oboch hodi-
nach. Teselacie z prvej hodiny neodovzdala, si ale zachytené na fotkach —
obr. 162 (obe teselacie predstavuju kategdriu nekonecno). Pri pouziti oto-
Cenia (obr. 162, kategoria kobercek) vytvara celu zlozitého tvaru pomocou

217 Ziak mal pri konstrukcii Voronojovej teselacie problémy; napriek tomu, Ze sa mu
snazili ilohu a jej rieSenie vysvetlit spoluziaci, nevedel konstrukciu zrealizovat. Preto pri
druhom obrazku — obr. 161b, ktory odovzdal, mal velkt radost, ze tlohu splnil a Ze som
ho pochvélila (Ziak si bol vedomy, Ze tlohu splnil velmi dobre).

218 Michaela sa prejavila ako zaujimavé riesitelka uz pri konstrukcii Voronojovych te-
selacii — napriklad obr. 134.
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trojnasobnej deformécie stran; pri kresleni dalsich ciel pravdepodobne uz

otocenie deformovanych stran nahradza posunutim celého utvaru — cely.

a) b)
Obr. 162 Michaela: teselacia a vzor, ktorych zékladné cela a motiv boli vy-

tvorené pomocou posunutia (a) grupa p4g, kategdria nekoneéno, b) grupa cm,
kategdria nekonecno).

Obr. 163 Michaela: teselacia, ktorej zdkladna cela bola vytvorend pomocou
otoCenia (grupa cm, kategéria kobercek).
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5.3 Porovnanie prace ziakov a studentov

1. Z pohladu tspesnosti riesenia zadanych tloh povazujem ziakov primy
osemrocného gymnazia za uspesnejsich pri vytvarani teselacii, a to
najméi escherovskych, ale aj Voronojovych. U studentov som sice pred-
pokladala, Ze Gispesnost bude vicSia, pretoze vSetky poznatky k rieSeniu
zadanych tloh mali, svoj potencial ale nevyuzili. Na druhej strane sa
Ziaci primy snazili vymysliet spravne riesenie.

2. Takmer vSetky teselacie (Voronojove, escherovské i mnohouholnikové)
Studentov — gymnazistov — patrili k pevnych §truktiram. Studenti do-
drziavali pocas vytvarania celého obrazku pravidla, na zaklade ktorych
pracovali od zaciatku. Myslim si, Ze u nich je vyvinuty uz silnejsi cit
pre pevnu Struktiru.

3. V oboch vyskumnych vzorkach sa vyskytli jedinci, ktori si neuvedo-
mili, Zze teselacia je nielen suibor prvkov — ciel urcitého tvaru, ale ze
medzi tymito prvkami su vztahy tykajtce sa ich usporiadania. K nim
patria napriklad autori ciel na obr. 112 (preskrtnuté teseldcia 6) alebo
obr. 149b. Tento problém suvisi s rovinnou predstavivostou.

4. Zaujimavostou je, Ze v obrazkoch/teselaciach $tudentov sa nevyskytol
problém okrajov; hranice ciel nezaobluju pri okrajoch papiera. Myslim
si, ze uz chapu, ze dané ,rozdelenie“ je mozné dalej rozsirovat.

5. U niektorych escherovskych teselacii nakreslenych ziakmi sa vyskytol
zaujimavy jav: kym pri pouziti posunutia ziaci vytvaraja teselaciu alebo
vzor z kategdrie nekonecno, pri pouziti otocenia patri obrazok uz do
kategorie kobercek — napriklad obr. 158, obr. 159. Predpokladam, ze
sa ziaci na prvych obrazkoch naucili postup a podstatu tlohy (obrazok
je mozné rozsirovat do vSetkych stran), potom sa uz viac zamerali na
tvar cely alebo motivu a na ornament na teselacii alebo vzore.

6. Zatial ¢o ziaci primy nevenovali pozornost ,,umelému“ zacleneniu tloh
do matematiky, Studenti nevideli vyznam, preco by sa tloham, ktoré sa
netykaju preberaného uciva, mali venovat. Vhodnejsie zaradenie Voro-
nojovych teselacii na strednej skole povazujem v ramci fyziky pevnych
latok, kde by $tudenti zostrojili hranice zfn podla rastového modelu zo
zarodkov.
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Kapitola 6

Zhrnutie

Mojim ciefom bolo zistit, ako prebieha praca ziakov zakladnej Skoly
a Studentov strednej Skoly s teseldciami, zmapovat javy v rieSeniach jed-
notlivych tloh i v celkovom pristupe. Teselacie, ktoré skonstruovali riesitelia
v jednotlivych experimentoch, odhaluju viacero skutoc¢nosti:

a) Predpokladala som, Ze rozdiely medzi pracou Ziakov zékladnej skoly
a Studentov strednej skoly budu vyraznejsie. Ocakavala som, Ze gymnagzisti
budu zvyhodneni, pretoze pouziju prislusné matematické poznatky, ktoré
si osvojili uz na zékladnej skole, a konstrukcia teselacii bude pre nich velmi
jednoducha. Tieto predpoklady sa vsSak nesplnili. Gymnazisti neboli pri
konstrukeii Voronojovych teselacii vzhladom k svojim moZnostiam az taki
uspesni pravdepodobne aj vdaka formélne naucenému poznatku; konstruk-
cia escherovskych teselacii bola pre nich zase ¢innostou sucasne ,pod“ aj
,nad ich uroven“. Vyhodou ziakov zékladnej $koly je ich radost z kreslenia
a hravost.

b) Vicsina riesitelov (bez ohladu na vek) pri konstrukcii Voronojovych
teselacii nepouzila (resp. neuvedomovala si pri aplikacii) pozadované ma-
tematické poznatky a schopnosti a postup rieSenia tlohy si hladaji sami.
Dokonca aj v pripade, Ze Ziaci — priméani — opakuju riesenie tlohy (konstruk-
ciu Voronojovych teselacii) po osvojeni pojmu os tsecky a jej konstrukeii,
nie st schopni pouzit tento poznatok a schopnost. Aj tato ¢innost potvrdila
formélnost nadobudnutia poznatkov v Skolskej geometrii.

c) Napriek tomu, Ze v Skole st ziakom a $tudentom véc¢Sinou priamo
predkladané algoritmy na rieSenie tiloh, st schopni riesit tlohy aj bez zada-
ného postupu (pri Voronojovych teselacidch), pripadne s malou pomocou
ucitela, alebo vedia zadany algoritmus obmenit, resp. rozsirit (pri escherov-
skych teselaciach).

d) Ziaci a $tudenti sa ¢asto vyhybaji jednej z etap rieSenia tiloh, a to na-
vratu k zadaniu po vyrieSeni tlohy (kontrola zhody riesenia so zadanim). To
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sa prejavilo aj pri zadanych tlohach. Pri Voronojovych teselaciach si ziaci
a Studenti neskontrolovali, ¢ rozdelenie ¢asti roviny na cely (oblasti) spliia
poziadavku zo zadania, pri escherovskych teselaciach ¢i majua ich ,,obrazky*
vSetky znaky charakteristické pre predvedené (modelové) teselacie.

e) Obrazky nakreslené ziakmi a Studentmi preukézali ich izasnt tvori-

vost, ktora sa Casto v Skole pri rieSeni beznych algoritmickych tloh nepre-
javi.
Vsetky tieto skutocnosti vSak nie si1 vynimoc¢né pre pracu s teselaciami, st
viditelné aj v inych ¢innostiach spojenych so skolskou matematikou. St ale
dalsie dolezité skutocnosti, ktoré st charakteristické a jedinecné prave pre
pracu s teselaciami:

f) Povazujem za dolezité ukazat defom teselacie a upozornit ich na ne,
pretoze okrem svojich realnych podéb okolo nés (dlazby, parketaze, systémy
buniek alebo zfn polykrystalickych materidlov, mozaiky v umeni) maji
aj Siroké uplatnenie ako matematicky model realnych objektov a situécii.

O tomto som sa snaZila presved¢it v kapitole 2.2

g) Mladsi Ziaci na intuitivnej trovni, ale vé¢Sinou spréavne, pouzili
zhodné zobrazenia ako posunutie a otocenie. Je to dokaz toho, ze v skole
¢asto uc¢ime svojich ziakov a Studentov nieco, ¢o uz dévno vedia a potom
st v pomykove, Ze sa ucia zname veci ako nie¢o nové. Prave zobrazenia
v geometrii st presne tym, s ¢im mozeme na vyucovani ratat ako s nie¢im
znédmym.>?2°

h) Na zakladnej skole sa pri teseldciach ziaci stretni so zlozitejSimi
geometrickymi tvarmi v roli cely ako sa oby¢ajne stretavaji.??!

i) Stredoskolskd geometria je silno prealgebraizovand, Studenti neradi
kreslia/konstruuju, a preto aj konstrukéné tlohy v planimetrii a stereomet-
rii patria k ich slabym miestam. Teselacie by svojou zadbavnostou a Sirokou
aplikidciou mohli aspon trochu tento stav zmenit.

219 Ked sa ma moji Studenti pytali, o com je moja dizertacné praca, boli prekvapeni,
7e napriklad systém buniek, krystalické latky, Escherove obrazy, dopravna obsluznost
a kachlicky v kupelni mozu mat nieco spolo¢né.

220 7 vlastnej skusenosti ziacky /Studentky mozem povedat, Ze v mnohgch pripadoch
som bola v gkole zaskodend, ked sme preberali nejaka tému a ucitel nevyuzil nase po-
znatky a skusenosti, ale pristupoval k nam ako k ,¢istej tabuli“. Ako priklad mézem
uviest suvislost medzi goniometrickymi funkciami ostrého uhla v pravouhlom trojuhol-
niku a goniometrickymi funkciami uhla vedtcimi k grafom tychto funkcii, ktorda som
pochopila az pri priprave na maturitu.

.....

varov patri k trojuholnikom alebo §tvoruholnikom a to isté plati aj pre objekty redlneho
sveta, alebo Skolska geometria vobec nie je o nas a svete okolo nés.
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j) Teselacie st zaujimavé este z jedného dévodu: na jednej strane st
teselacie vyznacujuce sa vyraznou pravidelnostou (tykajicou sa tvaru ciel,
ich usporiadania ¢i farebnosti), na druhej strane existuje vyrazna nepra-
videlnost napriklad v tvare ciel Voronojovych teselacii. Ziaci a $tudenti si
musia uvedomit, Ze na svete maji obe — pravidelnost a nepravidelnost —
svoje nezastupitelné miesto.

Preto si myslim, Ze teselacie by mali vystupovat vo vzdeldvani nielen
ako zabavné, tvorivost a rovinnu predstavivost podporujice prostredie po-
uzité pre zavedenie, precvicovanie, aplikaciu ¢i opakovanie urcitych mate-
matickych poznatkov a schopnosti, ale aj ako obsah, ktory upozorni malych
i velkych na réznorodost sveta.

Nakoniec by som chcela este uviest sktisenost pani ucitelky Mgr. Micha-
ely Votipkovej, ktora sa ztc¢astnila mojej dielne v ramci seminara Dva dny
s didaktikou matematiky 2005 zameraného na konstrukciu Escherovskych
teselacii???:

V' zaveru skolniho roku pri celkovéem opakovdni uciva jsem zatadila
do vyuky rozsirugici ucivo posunuti a otacent z kapitoly ,shodnost”.
Po vykladu jsem Zdkim ukdzala i netradicni vyuziti posunuti a otd-
cent ve vytvarném uméni. Technika ,escherovskych teselaci® Zaky
zaujala, a proto jsem je poZddala o vytvoreni vlastnich vytvarnych
mozaikovijch dél. Zdci to prijali jako zprijemnénd hodin matematiky
v zdvéru skolni dochdzky, kdy se jim uZ pocitat prilis nechtélo. Ca-
sovd ndrocnost nebyla velkd. Jednu hodinu jsme vénovali bliZsimu
sezndment se s vytvarnou technikou a tvorbou obrdzku, a dalsi dvé
hodiny Zdci 7iZ samostatné pracovali. Nékolik Zaki svou prdci do-
koncovalo doma. Z vyslednych praci méli radost Zaci i jd a vyuZili
jsme je na vyzdobu tridy.

Sest teselacii, ktoré vytvorili deti pod vedenim tejto pani ucitelky, si ob-
sahom Priloha IX az Priloha XIV.

222 Postupy pre tvorbu escherovskych teseldcii som struéne vysvetlila v prispevku [Ilu-
cové, 2005a).
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Zaver

Vysledkom viac nez Siestich rokov naplnenych mojou ,honbou“ za te-
selaciami v oblasti matematiky, umenia, historie, vedy ¢i didaktiky mate-
matiky nie je len tato préaca, ktorda (dufam) odkryje citatelovi ¢ast fasci-
zo svojich (Casto netusenych) schopnosti preukazanych pri vytvarani ro-
vinnych teseldcii. Velmi si ale tiez cenim svoj obrovsky posun vo vnimani
geometrie v redlnom svete a v citlivosti na pracu ziakov a studentov. Pri
hladani informécii o teseldciach som si cvicila svoju trpezlivost, pri rieSeni
planovanych tloh a kontrole ziackych a studentskych rieseni svoju pred-
stavivost, a pri analyzach obrazkov schopnost nachadzat detaily a prepojit
ich.

Ludia, ktorych pracu som sa snazila v kratkosti opisat v kapitoldch
1 a 2 a ziaci a Studenti, ktori vystupovali v tlohe vyskumnjch vzoriek,
sa pri studovani roznych materidlov a konkrétnych kresieb stali pre mna
nie anonymnymi Iudmi, ale individualitami, ktoré objavuju krasy sveta.
A pocas pisania dizerta¢nej prace sa mi vdaka svojim obrazkom, kniham
a ¢lankom ,nastahovali“ nielen do bytu ale aj do zivota. Chcela by som eSte
podakovat Iludom, ktori sice o mne nevedia, ale velmi mi pomohli pri pisani
prace svojimi ¢lankami a publikdciami ako napriklad D. Schattschneide-
rova a dvojica B. Griinbaum a G. C. Shephard, alebo ma inSpirovali svo-
jim nadsSenim a umeleckym nadanim pri vytvarani teselacii ako K. Moser,
M. C. Escher a M. Riceova.

Dufam, Ze tato praca nie je len pracou dizertacnou, ale prinasa prehlad
zékladnych poznatkov o teselaciach a geometrickej predstavivosti a tvori-
vosti, ako som ich vnimala ja, a moze inSpirovat mnohych ucitelov k tomu,
aby prebudili nadSenie pre geometriu v svojich ziakoch a Studentoch. Aby
sme mohli povedat, Ze Skola nds nenaucila len ditat, pisat a pocitat, ale
otvorila ndm oc¢i, ktoré su citlivé na ,,geometricky svet“ okolo néas.
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Prilohy
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IV.
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VL

Salisburyho mapa Eurépy ako prva skladacka (1766).

Pravidelné a polopravidelné rovinné teselacie.

Uvodn4 stranka knihy J. Keplera Harmonices Mundi (1619).

Uvodn4 stranka dizertacnej prace K. A. Reinhardta Uber die Zerlegung
der Ebene in Polygone (1918).

Mapa centra Prahy s vybranymi stanicami metra.

— XII. Teselacie vytvorené ziakmi.



Priloha I Salisburyho mapa Eurépy ako prva skladacka (1766).
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Priloha IT Rovinné teselacie vytvorené opakovanim jedného alebo
kombinécie viacerych pravidelnych mnohouholnikov s vrcholmi rov-
nakej valencie (tzv. pravidelné a polopravidelné rovinné teselacie;
¢isla pod obrazkami popisuji, aké mnohouholniky obklopujt kazdy
vrchol teselacie a v akom poradi; teselacia 3.3.3.3.6 ma dve formy
— pravu a lavi.).
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Secundus ARcriTicToN cvs Jeu e GEomaTRIA Fiovaara, De Fie
gurarum Regularium Con g)ru:nﬂa in planovel folido ;

Tercius propricHarmeNicys, chFo:rionum Harmonicarum or-
ruex Figuriss deque MNacuid & Ditferentis rerum ad cancum pee-
tnentilim, conra ¥ eteres:

Q.l.mus Merarmysacvs, Psvenotosicvs & Asrnotocicys, De Har-
moniarum mentali Elencii earumque generibus .o Mundo; preefere
rum de Harmonia radiernm, ex coarparibus o ccleftibus in Terram de-
(cendenubus, eiulque effectn in Natura feu Anima fublunari &
Humana:

Quintus AstacNosicvs & Mrravuvsicvs , De Harmoniis abfoluciffi-
mis marunm coelellium, orruque Eccentricicarum ex proporuoni-
bus Harmonigis.

Appendix haber comparacionem buius Operis cum Harmonices CI,
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Priloha III Uvodnéa stranka knihy J. Keplera Harmonices Mundi
(1619).



1919 3048

Uber die Zerlegung
der Ebene in Polygone,

Inaugural-Dissertation

zur Erlangung der Doktorwiirde
der Hohen Naturwissenschaftlichen Fakultat
der Koniglichen Universitat zu Frankfurt a. M.

vorgelegt von

Karl Reinhardt

aus Frankfurt a. M.

1 Ragn E

Druck von Robert Noske, Borna-Leipzig
GroBbetrieb fiir Dissertationsdruck
1918,

Priloha IV Uvodna stranka dizertacnej prace K. A. Reinhardta
Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone (1918).
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¢) 17 hlasov d) 14 hlasov




i) 10 hlasov j) 10 hlasov

Priloha V Desat obrazkov (rezy polykrystalickych latok — Cu, Al),
ktoré respondenti vyhodnotili v ankete ako najvhodnejsie vzory na

latku pre dievéenské/damske oblecenie.



a) 16 hlasov

c) 14 hlasov

-~ -
d) 11 hlasov e) 10 hlasov

Priloha VI Pt obrazkov (rezy polykrystalickych latok — Cu, AlSc),
ktoré respondenti vyhodnotili v ankete ako najnevhodnejsie vzory
na latku pre dievéenské/damske oblecenie.



Priloha VII Mapa centra Prahy s vybranymi stanicami metra.



Priloha VIII Karolina: vysledny , poster” s prasiatkovym motivom.
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