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Časový vývoj rezonančńıch srážek elektron̊u
s molekulami
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s použit́ım citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce a jej́ım
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3.2 Vněǰśı komplexńı škálováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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5.3.3 Časový vývoj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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5.4 Závěr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3



Literatura 58

4
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této práce je studium dynamiky jader molekuly H2 při rezonančńım
záchytu ńızkoenergetického nalétávaj́ıćıho elektronu a výpočet souvisej́ıćıch
účinných pr̊uřez̊u vibračńı excitace H2.

Vibračńı excitace molekuly AB

e− + AB(ºi) → e− + AB(ºf ), (1.1)

je proces, při kterém docháźı vlivem srážky nalétávaj́ıćıho elektronu s mole-
kulou ke změně vibračńıho stavu molekuly z počátečńıho stavu označeného
jako ºi do koncového stavu ºf > ºi přičemž energie odlétaj́ıćıho elektronu je
sńıžena o rozd́ıl energíı těchto dvou vibračńıch stav̊u molekuly.

Kromě vibračńı excitace může také při srážce doj́ıt i k disociačńımu
záchytu elektronu,

e− + AB(ºi) → A− +B, (1.2)

kdy naopak docháźı k rozbit́ı molekuly, která je ve vibračńım stavu ºi, a k
zachyceńı elektronu na jeden z atomů p̊uvodńı molekuly.

Tyto dva procesy představuj́ı kvantové rozptylové problémy, které se
daj́ı řešit v rámci nečasového nebo časového př́ıstupu k rozptylu (viz např.
[6]). V této práci se budeme zabývat časovým př́ıstupem, který má oproti
nečasovému př́ıstupu výhodu toho, že umožňuje př́ımo sledovat dynamiku
jader, ovšem za cenu obecně nižš́ı přesnosti źıskaných účinných pr̊uřez̊u a
deľśıho výpočetńıho času. Hlavńım ćılem této práce je otestováńı alternativńı
formulace nelokálńıho modelu dynamiky jaderH2, který je popsán v posledńı
kapitole.
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Atomové jednotky

Pokud neńı řečeno jinak, použ́ıváme ve všech rovnićıch a grafech Hartreeho
atomové jednotky, ve kterých se následuj́ıćı veličiny pokládaj́ı rovny jedné:
redukovaná Planckova konstanta ℏ, hmotnost elektronu me, elementráńı
náboj e, Hartreeho energie Eℏ a Bohr̊uv poloměr a0. Tyto veličiny maj́ı
v soustavě SI následuj́ıćı hodnoty:

ℏ = 6, 62606896× 10−34 J.s,

me = 9, 10938215× 10−31 kg,

e = 1, 602176487× 10−19 C,

Eℏ = 4.35974417× 10−18 J,

a0 = 0, 52917720859× 10−10 m.

Atomová jednotka času má pak hodnotu:

1 tau ≡ ℏ
Eℏ

= 2, 41888433× 10−17 s
.
= 0, 02419 fs. (1.3)

Harteeho energie se nejčastěji uvád́ı v elektronvoltech:

Eℏ = 27, 21138386 eV.
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Kapitola 2

Multikanálový radiálńı problém

Jak bude ukázáno v části 5.3, teoretická formulace dynamiky jader při pro-
cesech (1.1) a (1.2) má podobu jednorozměrného multikanálového radiálńıho
rozptylového problému. Proto se t́ımto problémem budeme zabývat nejdř́ıve
obecně.

Představme si systém tvořený třemi částicemi a, b, c, z nichž dvě (b, c)
maj́ı několik vázaných stav̊u. Př́ıklademmultikanálového rozptylového problému
pak je srážka částice a s komplexem (bc), ve kterém může doj́ıt např́ıklad k
následuj́ıćım proces̊um:

a+ (bc) →

⎧
⎨
⎩

a+ b+ c rozpad (bc)

a+ (bc) elastický rozptyl

a+ (bc)∗ excitace

b+ (ac) přeskupeńı

. (2.1)

2.1 Vlnové funkce

Stav systému s n kanály v čase t budeme popisovat vektorem

∣Ψ(t)⟩T = {∣Ψ1(t)⟩, . . . , ∣Ψn(t)⟩} , (2.2)

kde vlnové funkce ∣Ψi(t)⟩ představuj́ı stav systému v kanálu i. Např́ıklad
počátečńı stav systému z př́ıkladu (2.1) vypadá takto:

∣Ψ(0)⟩T = {0, ∣Ψ2(0)⟩, 0, 0, 0} , (2.3)

kde ∣Ψ2(0)⟩ je vektor popisuj́ıćı systém a + (bc) vstupuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćım
kanálem.
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Nyńı se omeźıme pouze na jednočásticový př́ıpad (tj. např́ıklad na srážku
dvou částic bez vnitřńıch stupň̊u volnosti) a vlnovou funkci zaṕı̌seme v
radiálńıch souřadnićıch. Pokud je nav́ıc problém sféricky symetrický, můžeme
pro ΨT (r, t) psát

ΨT (r, t) =

{
Ψ1(r, t)

r
YJ1m1(µ, Á), . . . ,

Ψn(r, t)

r
YJnmn(µ, Á)

}
. (2.4)

Dosṕıváme tak k radiálńımu multikanálovému problému, jehož podstatou je
nalezeńı vlnové funkce

Ψ(r, t) = {Ψ1(r, t), . . . ,Ψn(r, t)} . (2.5)

2.1.1 Časový vývoj

Časový vývoj multikanálového kvantového systému je dán Schrödingerovou
rovnićı:

{
∂Ψ(r, t)

∂t
= HΨ(r, t) (2.6)

s počátečńım stavem

Ψ(r, 0)T = {Ψ1(r, 0), . . . ,Ψn(r, 0)} (2.7)

nebo také ekvivalentně pomoćı evolučńıho operátoru

Ψ(r, t) = exp (−{Ht)Ψ(r, 0). (2.8)

V našem př́ıpadě bude vždy

Ψ(r, 0)T = {Ψ1(r, 0) ∕= 0, . . . , 0} . (2.9)

2.1.2 Obecný tvar Hamiltoniánu

V nejobecněǰśım př́ıpadě je multikanálový radiálńı problém popsán Hamil-
toniánem, který je tvořený plnou matićı následuj́ıćıho tvaru:

H ≡ H®¯ = ±®¯
(
TN + V eff

® (r)
)
+ V®¯(r), (2.10)

TN = − 1

2¹

d2

dr2
, (2.11)

V eff
® (r) =

J®(J® + 1)

2¹r2
+ E®. (2.12)
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Indexy ® a ¯ prob́ıhaj́ı jednotlivé kanály:

® = 1, . . . , n

¯ = 1, . . . , n

a ¹ označuje redukovanou hmotnost. Člen ±®¯ zajǐst’uje, že výraz v závorkách
obsahuj́ıćı kinetickou a efektivńı energii je pouze na diagonále matice H®¯.
Efektivńı energie V eff

® (r) se skládá z odstředivé energie závislé na momentu
hybnosti J® v daném kanálu a z energie E® odpov́ıdaj́ıćı prahové energii
tohoto kanálu. Potenciál V®¯(r) je tzv. coupling potential neboli vazbový po-
tenciál, který zp̊usobuje tok hustoty pravděpodobnosti z kanálu ¯ do kanálu
®.

Matice H®¯ tedy vypadá schématicky takto:

H®¯ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

D1 + V11(r) V12(r) V13(r) ⋅ ⋅ ⋅ V1n(r)
V21(r) D2 + V22(r) V23(r) ⋅ ⋅ ⋅ V2n(r)
V31(r) V32(r) D3 + V33(r) ⋅ ⋅ ⋅ V3n(r)

...
...

...
. . .

...
Vn1(r) Vn2(r) Vn3(r) ⋅ ⋅ ⋅ Dn + Vnn(r)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

D® = TN + V eff
® (r).
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Kapitola 3

Metoda komplexńıho škálováńı

Metoda komplexńıho škálováńı (Complex scaling - CS) se často použ́ıvá k
nalezeńı parametr̊u (pozice a š́ı̌rky) rezonanćı v atomové a molekulové fyzice,
ale také při řešeńı rozptylových problémů.

Hlavńı výhodou této metody (přesněji řečeno metody vněǰśıho kom-
plexńıho škálováńı, která bude popsána dále) při řešeńı rozptylových problémů
je umožněńı výpočt̊u účinných pr̊uřez̊u bez nutnosti použit́ı často kompli-
kovaných okrajových podmı́nek na hledanou rozptylovou vlnovou funkci. V
časovém př́ıstupu se použit́ı této metody promı́tne v tom, že se odcházej́ıćı
vlnové baĺıky nebudou odrážet od konc̊u gridu. Zároveň budeme schopni
źıskat hledané vlnové funkce ve fyzikálně zaj́ımavé oblasti. Detailńı přehled
metody komplexńıho škálováńı ve vztahu k hledáńı parametr̊u rezonanćı a
základńı aplikace lze nalézt např́ıklad v [1] a [2]. My se zde omeźıme jen na
stručný výklad základńıch princip̊u a výsledk̊u.

Uvažujme kvantový systém (např. atom či molekulu) popsaný hamil-
toniánem H. Energie E př́ıslušej́ıćı nějakému rezonančńımu (např. elektro-
nickému) stavu je komplexńı

E = Eres − iΓ/2 (3.1)

a tedy tato energie E nemůže být př́ımočaře nalezena jako vlastńı hodnota
hermitovského operátoru H, jehož vlastńı hodnoty jsou pouze reálné.

Mějme např́ıklad N -částicový systém se vzájemnou coulombickou inter-
akćı. Hamiltonián takového systému má tvar

H = −
N∑
i=1

∇2
i

2mi

+
1

2

N∑
i,j

qiqj
rij

, (3.2)
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kde prvńı člen v rovnici znač́ı kinetickou energii N -částic a druhý zahrnuje
všechny vzájemné coulombické interakce. Metoda komplexńıho škálováńı
spoč́ıvá v přechodu ke komplexńım souřadnićım podle předpisu

r � reiµ; µ ∈ R, (3.3)

což odpov́ıdá přechodu k vlnové funkci:

Ψ(µ; r) ≡ U (µ)Ψ(r) = eiNµ/2Ψ(reiµ). (3.4)

Proměnná r zde pro zjednodušeńı zahrnuje všechny radiálńı souřadnice popi-
suj́ıćı daný systém. Snadno lze ukázat, že komplexně škálovaný Hamiltonián
tohoto systému má tvar

H (µ) ≡ U (µ)HU (µ)−1 = e−i2µ

N∑
i=1

∇2
i

2mi

+ e−iµ 1

2

N∑
i,j

qiqj
rij

. (3.5)

Transformace (3.5) neńı unitárńı a nab́ıźı se tedy otázka, jak se touto trans-
formaćı změńı spektrum Hamiltoniánu H. Tato problematika byla detailně
studována (viz. [3], [1]) pro př́ıpad tzv. analyticky rozšiřitelných (dilatation
analytic) potenciál̊u. Exaktńı definici a teorii analyticky rozš́ı̌rených po-
tenciál̊u lze nalézt v [4]. Jedná se o větš́ı restrikci na tvar potenciálu než
jednoduchá analytičnost. Zde se omeźıme pouze na konstatováńı, že mezi
tyto potenciály patř́ı např́ıklad Coulombický potenciál a Yukawův potenciál.

3.1 Spektrum komplexně škálovaného Hamil-

toniánu

Hlavńı výsledky teorie spektra komplexně škálovaných Hamiltonián̊u s ana-
lyticky rozš́ı̌renými potenciály, ve vztahu ke spektru p̊uvodńıho Hamiltoniánu
jsou následuj́ıćı (viz např. [5]):

1. Vlastńı hodnoty př́ıslušej́ıćı vázaným stav̊um se nezměńı za podmı́nky
∣µ∣ ≤ ¼/2.

2. Segmenty spojitého spektra jsou otočeny o úhel 2µ do komplexńı roviny
kolem každé prahové energie.

3. Operátor H(µ) může mı́t izolované komplexńı vlastńı hodnoty od-
pov́ıdaj́ıćı L2 integrovatelným funkćım Â(r). Tyto vlastńı hodnoty
přiřazujeme rezonanćım.
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Tyto tři vlastnosti komplexńıho škálováńı lze snadno demonstrovat na jed-
norozměrném radiálńım problému

d2

dr2
ul(k, r) + 2

(
E − V (r)− l(l + 1)

2r2

)
ul(k, r) = 0, (3.6)

kde V (r) je pro jednoduchost krátkodosahový potenciál a E = k2/2. Řešeńı
Schrödingerovy rovnice (3.6) regulárńı v počátku má asymptotické chováńı
(viz [6])

ul(k, r) → [fl(k)ℎ
(−)
l (kr)− fl(−k)ℎ

(+)
l (kr)], r → ∞ (3.7)

kde ℎ
(±)
l (kr) jsou sférické Riccatiho-Hankelovy funkce a fl(k) jsou Jostovy

funkce, které vystupuj́ı rovněž ve vyjádřeńı elementu S-matice

Sl(k) =
fl(−k)

fl(k)
. (3.8)

Spektrum operátoru je určeno asymptotickým chováńım vlastńıch funkćı,
kterým se tedy muśıme zabývat.

Póly S-matice (3.8) jsou určeny podmı́nkou fl(k0) = 0. Z rovnice (3.7)
pak vyplývá, že asymptotická část vlnové funkce obsahuje pouze odcházej́ıćı
vlnu pro Re (k0) > 0 nebo jen př́ıchoźı vlnu pro Re (k0) < 0.

Vázané stavy lež́ı na kladné části imaginárńı osy, tj. k0 = i¯, ¯ > 0 a
tedy asyptotický pr̊uběh ul(k, r) je následuj́ıćı:

e−¯r. (3.9)

Po transformaci (3.3) dostáváme pr̊uběh

e−·r cos µe−i· sin µ. (3.10)

Pro zachováńı exponenciálńıho poklesu tedy muśı být splněno ∣µ∣ ≤ ¼/2,
přičemž neklademe žádnou podmı́nku na koeficient ·. Vlastńı hodnoty
př́ıslušné vázaným stav̊um se tedy nezměńı.

Vlnové funkce spojitého spektra maj́ı v př́ıpadě krátkodosahových in-
terakćı asymptotické chováńı úměrné lineárńı kombinaci eikr a e−ikr. Pro-
vedeńım komplexńıho škálováńı dostaneme asymptotické chováńı e±ikrei(µ) .
Odtud je zřejmé, že současně s r muśıme přeškálovat i k dle vztahu

k � ke−iµ (3.11)
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jinak bude jedna z exponenciál divergovat. Tedy hybnosti odpov́ıdaj́ıćı spo-
jitému spektru se otoč́ı o úhel µ do komplexńı roviny a energie E = k2/2 →
∣k∣2
2
e−i2µ se otoč́ı o úhel 2µ do komplexńı roviny. V př́ıpadě dalekodosahového

coulombického pole je asymptotické chováńı radiálńı funkce složitěǰśı (viz.
[7]):

A sin

{
kr

(
1 +

ln(2kr)

k2r

)}
+B cos

{
kr

(
1 +

ln(2kr)

k2r

)}
, (3.12)

ale protože ln(2kr)/r → 0 při r → ∞, dostaneme v kombinaci s (3.11) opět
správné asymptotické chováńı.

Posledńım d̊uležitým př́ıpadem jsou póly S-matice (3.8) lež́ıćı v dolńı
komplexńı polorovině, tedy póly s Im k < 0 a Re k ∕= 0. Tyto póly př́ısluš́ı
rezonanćım. Vlnové funkce odpov́ıdaj́ıćı rezonanćım se asymptoticky chovaj́ı
jako eikr. Označme k = ∣k∣e−i®, ® ∈ (0, ¼). Po komplexńım škálováńı bude
mı́t ul(k, r) asymptotický pr̊uběh

ei∣k∣r cos(µ−®)e−∣k∣r sin(µ−®). (3.13)

Požadavek normalizovatelnosti vlnové funkce implikuje podmı́nku

sin(µ − ®) > 0 (3.14)

bez dodatečné podmı́nky na k. Vid́ıme tedy, že hybnost (energie) odpov́ıdaj́ıćı
rezonanci se nezměńı, ale ve spektru H(µ) se př́ıslušná energie objev́ı a bude
nezávislá na µ až když tuto energii odkryje větev odpov́ıdaj́ıćı spojitému
spektru (otočenému o 2µ). Spojité spektrum a rezonance tvoř́ı komplexńı
část spektra Hamiltoniánu H(µ). Vyřešeńı vlastńıho problému H(µ) pro dvě
r̊uzné hodnoty µ umožňuje nalezeńı energie rezonance nebot’ ta na úhlu µ
nezáviśı.
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3.2 Vněǰśı komplexńı škálováńı

Všechny tři zmı́něné vlastnosti komplexně škálovaného Hamiltoniánu záviśı
pouze na asymptotickém chováńı. Lze tedy nahlédnout, že z̊ustanou za-
chovány i tehdy, pokud se neomeźıme jen na zobrazeńı typu (3.3), ale po-
voĺıme i obecněǰśı předpis R(r) splňuj́ıćı asymptotické podmı́nky

R(r) → r, r → 0

R(r) → reiµ. r → ∞ (3.15)

Speciálńım př́ıpadem tohoto zobrazeńı je tzv. vněǰśı komplexńı škálováńı
(Exterior complex scaling - ECS), které je definováno předpisem

R(r) =

{
r, r < R0

R0 + (r −R0)e
iµ. r ≥ R0

(3.16)

Poprvé tuto metodu navrhl Simon v [8] motivován t́ım, že potenciály v Bor-
nově-Oppenheimerově aproximaci nejsou analyticky rozšǐritelné jako funkce
elektronických souřadnic. J́ım navržená metoda ECS pak v principu umožňuje
výpočty rezonanćı a rozptylu i pro potenciály, které nejsou analytické v ob-
lasti (0, R0). Vněǰśı komplexńı škálováńı je nav́ıc př́ınosné pro teorii rozptylu
t́ım, že umožňuje poč́ıtat vlnové funkce v reálných (fyzikálně relevantńıch)
hodnotách souřadnic.

Použit́ı metody ECS v rámci nečasového př́ıstupu k rozptylu bylo popsáno
např́ıklad v [5] a nebudeme se j́ım zde bĺıže zabývat.

3.2.1 Aplikace ECS na časový vývoj v kvantové me-
chanice

Numerický výpočet časového vývoje srážek v kvantové mechanice naráž́ı
na problém nefyzikálńıho odrazu baĺıku od konc̊u zvoleného gridu (oblasti
výpočtu). Tento problém lze řešit např́ıklad zavedeńım absorbuj́ıćıho kom-
plexńıho potenciálu bĺızko konc̊u gridu [9] nebo právě pomoćı metody vněǰśıho
komplexńıho škálováńı. Druhý zmiňovaný př́ıstup je elegantńı a hlavně
umožňuje výpočty v principiálně libovolné přesnosti.

V této části budeme sledovat předevš́ım práci [10], ve které byla metoda
ECS na časový vývoj aplikována a kde bylo ukázáno, že použit́ı této metody
velmi efektivně řeš́ı problém nefyzikálńıho odrazu vlnového baĺıku od konc̊u
gridu. Pro tyto účely nám postač́ı jednodimenzionálńı problém.
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Diskretizace Schrödingerovy rovnice

Prvńım krokem při numerickém řešeńı časové Schrödingerovy rovnice

{
∂Ψ(x, t)

∂t
= HΨ(x, t) (3.17)

je standardně volba vhodné reprezentace vlnové funkce Ψ(x, t) bud’ pomoćı
diskretizace reálné souřadnice x nebo přechodem ke konečné bázi {∣Án⟩}Nn=1.
Oba př́ıstupy maj́ı za následek omezeńı časového vývoje vlnové funkce na
konečnou oblast souřadnicového nebo Hilbertova prostoru. V druhém kroku
se pak řeš́ı samotný časový vývoj, kterým se nyńı nebudeme zabývat. Pro
daľśı výklad bude výhodné zvolit druhý př́ıstup, tedy volbu konečné báze
Hilbertova prostoru. V tomto př́ıpadě spojité spektrum Hamiltoniánu H

HΨE(x) = EΨE(x) (3.18)

okamžitě přecháźı v diskrétńı spektrum

En =
k2
n

2
, n = 1, . . . , N (3.19)

a vlastńı funkce Hamiltoniánu nalezneme jako vlastńı vektory Ψn

⟨Ψn∣H∣Ψm⟩ = En±nm (3.20)

matice Hamiltoniánu. Evolučńı operátor pak můžeme v konečné bázi {∣Án⟩}Nn=1

přibližně vyjádřit jako sumu

e−{Ht ≈ UN(t) ≡
N∑

n=1

∣Án⟩e−{Ent⟨Án∣. (3.21)

Greenova funkce a komplexńı škálováńı

Greenova funkce Schrödingerovy rovnice hraje v teorii rozptylu fundamentálńı
roli. Na výpočtu maticového elementu Greenova operátoru budeme demon-
strovat roli okrajových podmı́nek a efekt metody ECS, která numerické
problémy s t́ım souvisej́ıćı řeš́ı. Green̊uv operátor je definován následuj́ıćım
zp̊usobem

G(z) ≡ (z −H)−1, z ∈ C (3.22)
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kde H je celkový Hamiltonián studovaného systému. V bodě z = (E − i²)
lze tento operátor vyjádřit pomoćı následuj́ıćıho integrálu:

{

∞∫

0

e−²te{Hte−{Et dt = (E − {²−H)−1 = G(E − {²). (3.23)

Pro maticový element Greenovy funkce mezi časově nezávislými funkcemi
∣f⟩ a ∣g⟩ lze potom s použit́ım předchoźı rovnice a rovnice (3.21) psát

lim
²→0

⟨f ∣(E −H + {²)−1∣g⟩ ≈

−{ lim
²→0

∞∫
0

e{(E+{²)t⟨f ∣
(

N∑
n=1

∣Án⟩e−{Ent⟨Án∣
)
∣g⟩dt =

N∑
n=1

⟨f ∣Án⟩⟨Án∣g⟩
E−En

. (3.24)

Z této rovnice je vidět, že suma na pravé straně má vždy reálné hod-
noty zat́ımco levá strana je komplexńı pro hodnoty E ze spojitého spektra.
Př́ıpadné zvětšováńı báze na tomto faktu nic nezměńı a tedy tato aproxi-
mace neńı konvergentńı aproximaćı Greenovy funkce. Z pohledu časového
vývoje jsou póly v této rovnici zp̊usobeny periodickým chováńım korelačńı
funkce ⟨f ∣UN(t)∣g⟩, které má na svědomı́ odraz funkce UN(t)∣g⟩ od okraj̊u
gridu.

Využit́ı metody komplexńıho škálováńı má pak za následek otočeńı pól̊u
Greenovy funkce z rovnice (3.24) do komplexńı roviny, č́ımž se pravá strana
rovnice (3.24) stává s rostoućım počtem bázových funkćı konvergentńı apro-
ximaćı Greenovy funkce (pokud jsou funkce ∣f⟩ a ∣g⟩ kvadraticky integrova-
telné), a tedy už nebude docházet k odraz̊um odcházej́ıćıho vlnového baĺıku
od konc̊u gridu.

Aplikace metody ECS na časový vývoj

V této části budeme na př́ıkladu časového vývoje volné částice v jedné di-
menzi demonstrovat, že metoda ECS zabraňuje odrazu vlnového baĺıku od
konc̊u gridu. Z tohoto př́ıkladu bude také zřejmé, jak je nutné volit velikost
gridu a úhel µ pro konkrétńı aplikace.

V jednorozměrném př́ıpadě (0 < x < ∞) spoč́ıvá přeneseńı metody ECS
na časový vývoj v nahrazeńı p̊uvodńıho Hamiltoniánu H(x) Hamiltoniánem
H(C(x))

H(x) � H(C(x)) (3.25)
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s t́ım, že časový vývoj nyńı budeme poč́ıtat na křivce C(x) dané předpisem,
viz (3.16):

C(x) =

{
x, 0 < x < X0

X0 + (x−X0)e
iµ. X0 ≤ x < ∞ (3.26)

Časový vývoj vlnové funkce volné částice Ψ(x, t) s počátečńım stavem daným
Gaussovským vlnovým baĺıkem lze vyřešit analyticky. V souladu s předchoźı
rovnićı muśıme toto řešeńı rozš́ı̌rit do komplexńı roviny na křivku C(x).
Časový vývoj Ψ(C(x), t) Gaussovského vlnového baĺıku na křivce C(x) má
pak tvar

Ψ(C(x), t) = exp
{
{®t[C(x)− xt]

2 + {pt[(C(x)− xt] + {°t
}
. (3.27)

Pozice baĺıku xt a daľśı parametry jsou dány rovnicemi

pt = p0

xt = x0 + p0(t− t0)/m (3.28)

®t = ®0/[(2/m)®0(t− t0) + 1].

Člen °t je normalizačńı a fázový faktor, který zde neńı podstatný. Počátečńı
impuls p0 voĺıme kladný, takže vlnový baĺık postupuje k větš́ım hodnotám
souřadnice x. Z rovnice (3.27) je vidět, že pokud úhel µ voĺıme menš́ı než
¼/2 z̊ustává vlnový baĺık omezený

lim
x→∞

Ψ(C(x)) = 0, (3.29)

ale konverguje k nule jinak než pro velké reálné hodnoty x. Člen

exp {{pt[C(x)− xt]} = exp
{
{p0[X0 + (x−X0)e

{µ − xt]
}

(3.30)

totiž pro x ≥ X0 konverguje k nule zat́ımco ostatńı členy v (3.27) nadále
osciluj́ı. Vlnový baĺık tedy vymiźı bez ohledu na čas. Z toho vyplývá, že
pokud zvoĺıme konec gridu za bodem X0 dostatečně daleko, vlnový baĺık
vymiźı dř́ıve než dosáhne jeho okraje.

Vid́ıme, že volný vlnový baĺık se nevyv́ıj́ı do nekonečna pokud je vyč́ıslen
v komplexńıch hodnotách souřadnice na křivce C(x). Nedocháźı rovněž k od-
razu baĺıku od konc̊u gridu. Nav́ıc máme možnost libovolně zvolit bodX0, do
kterého máme vlnovou funkci vyč́ıslenou v reálných hodnotách souřadnice.
V praxi tedy voĺıme bod X0 dostatečně daleko abychom mohli z pr̊uběhu
vlnové funkce v oblasti x ≤ X0 źıskat veškerou požadovanou fyzikálńı infor-
maci.
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3.3 Obecná formulace metody ECS

Vrat’me se nyńı k obecnému problému interakce N částic, jejichž radiálńı
souřadnice jsme souhrnně označili symbolem r. Śıla metody vněǰśıho kom-
plexńıho škálováńı spoč́ıvá v tom, že řešeńı časové (i nečasové) Schrödin-
gerovy rovnice s okrajovými podmı́nkami pro odcházej́ıćı vlnu převád́ı na
standardńı problém řešeńı odpov́ıdaj́ıćı Schrödingerovy rovnice v ”boxu”,
tj. s okrajovými podmı́nkami

Ψ(r = 0) = Ψ(r → ∞) = 0 (3.31)

na křivce dané předpisem

R(r) =

{
r, r < R0

R0 + (r −R0)e
iµ r ≥ R0

(3.32)

a s Hamiltoniánem

H(r) =

{
H(r), 0 < r < R0,

−e−i2µ
∑N

i=1
∇2

i

2mi
+ VN(R(r)), R0 ≤ r < ∞.

(3.33)

Poznamenejme ještě, že pro konkrétńı systémy může být výběr škálovaných
souřadnic poněkud pozměněn. Např́ıklad pro molekuly v Bornově-Oppen-
heimerově aproximaci se muśı dle (3.32) škálovat i (fixńı) mezijaderná vzdá-
lenost, viz např. [1]. Interakčńı potenciály muśı nav́ıc spadat do tř́ıdy ana-
lyticky rozšiřitelných potenciál̊u na křivce R(r).

Formálně je nutné k dosažeńı libovolné přesnosti v oblasti r < R0, aby
byl interakčńı potenciál v oblasti r ≥ R0 nulový nebo konstantńı. Prakticky
ale postač́ı, aby byl potenciál v této oblasti tak malý (přesněji řečeno jeho
změna), aby odraz vlnového baĺıku t́ımto potenciálem byl zanedbatelný. V
př́ıpadě N ≥ 2 jsou předchoźı tři rovnice sṕı̌se symbolické a např. R0 pak
znač́ı křivku (např. kružnici kolem počátku pro N = 2) v ℝN .
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Kapitola 4

Numerické metody

Při řešeńı studovaného rozptylového problému použ́ıváme tři základńı nu-
merické metody:

� Metoda konečných element̊u a reprezentace diskrétńı
proměnnou

Metoda konečných element̊u (Finite Elements Method - FEM) je
velmi efektivńı numerická metoda použ́ıvaná pro řešeńı (parciálńıch)
diferenciálńıch rovnic. Tato metoda je velmi vhodná při řešeńı problémů,
kde je vyžadována vysoká přesnost jen v určitých oblastech, nebo kde
se hledaná funkce v prostoru výrazně měńı. Obě tyto vlastnosti FEM
výrazně snižuj́ı výpočetńı náročnost některých problémů.

Konkrétně druhá zmiňovaná vlastnost FEM je pro řešeńı rozptylových
problémů v kvantové mechanice př́ınosná, nebot’ umožňuje poč́ıtat
velmi přesně komplikované chováńı vlnové funkce v interakčńı oblasti
a naopak bez ztráty přesnosti rychle poč́ıtat jednoduchý pr̊uběh vlnové
funkce mimo interakčńı oblast.

Kombinace FEM s metodou Reprezentace diskrétńı proměnnou (Dis-
crete Variable Representation - FEM-DVR) zp̊usobem, který bude
popsán ńıže pak konkrétně umožňuje dosáhnout vysoké přesnosti v
reprezentaci vlnových funkćı pomoćı polynomů a zároveň umožňuje
zachovat ř́ıdkou strukturu matice Hamiltoniánu. Metodu FEM-DVR
tedy použ́ıváme pro reprezentaci prostorové části vlnových funkćı.

� Vněǰśı komplexńı škálováńı
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Teoretická formulace vněǰśıho komplexńıho škálováńı (ECS) byla pop-
sána v předchoźı kapitole. Zde se budeme pouze krátce věnovat jej́ı
numerické implementaci.

� Zobecněná Crankova-Nicholsonova metoda

Pro řešeńı časového vývoje vlnových funkćı použ́ıváme zobecněnou
Crankovu-Nicholsonovu (ZCN) metodu [11], která je založena na
Paddého aproximaci evolučńıho operátoru a ekvidistantńı diskretizaci
časové souřadnice. Hlavńı přednost́ı této metody je možnost vyjádřeńı
evolučńıho operátoru do principiálně libovolně vysokého řádu.

Implementace metod FEM-DVR a ECS s ohledem na rozptylové problémy v
kvantové mechanice byla detailně popsána v [12]. V následuj́ıćı části se této
práce budeme držet, ale omeźıme se jen na výklad nejd̊uležitěǰśıch princip̊u.

4.0.1 Konečné elementy a Reprezentace
diskrétńı proměnnou

Principem této metody je reprezentace funkce pomoćı báze lokálńıch funkćı,
tj. funkćı nenulových jen ve zvolených intervalech. Souřadnice r je rozdělena
na intervaly ohraničené body r0 = 0 ≤ r1 < r2 < ⋅ ⋅ ⋅ < rN a v každém
intervalu je zvolena vhodná sada lineárně nezávislých lokálńıch funkćı pro
reprezentaci dané funkce. Tyto funkce fi,m(r) jsou definovány jako identicky
nulové mimo daný interval:

fi,m(r) = 0, r /∈< ri−1, ri >, i = 1, . . . , N , m = 1, n. (4.1)

Index m prob́ıhá všechny funkce lokálńı báze v elementu i. Na funkce fi,m(r)
klademe následuj́ıćı podmı́nky:

fi,1(ri−1) = 1,

fi,n(ri) = 1,

fi,m(ri−1) = fi,m(ri) = 0, m ∕= 1, n. (4.2)

Spojitost vlnové funkce zajist́ıme následuj́ıćım požadavkem na koeficienty
ci,m v rozkladu vlnové funkce do báze fi,m(r)

ci,n = ci+1,1. (4.3)
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Jak bude dále ukázáno daľśı podmı́nky zajǐst’uj́ıćı spojitost prvńı, popř.
vyšš́ıch derivaćı nejsou nutné pro řešeńı rozptylových problémů v kvantové
mechanice a předchoźı obecná definice funkćı fi,m(r) pro tyto účely plně
postačuje.

Takto definované funkce fi,m(r) samozřejmě nejsou dány jednoznačně
a jejich vhodnou volbou lze dosáhnout jednoduché reprezentace funkćı a
diagonálńı reprezentace lokálńıch operátor̊u. Koeficienty ci,m pro libovolnou
funkci Ψ(r) se źıskaj́ı výpočtem integrál̊u

ci,m =

∫ ∞

0

f ∗
i,mΨ(r)dr, ∀ i,m. (4.4)

Metoda FEM-DVR nahrazuje integraci kvadraturou

∫ 1

−1

g(x)dx ≅
n∑

m=1

g(xm)wm, (4.5)

kde xm jsou body kvadratury a wm váhy př́ıslušné těmto bod̊um. Vzhledem
k podmı́nkám spojitosti (4.3) muśıme zvolit kvadraturu s pevně zvolenými
koncovými body x1 a xn.

Takovou kvadraturou je tzv. Gaussova-Lobattova kvadratura, která voĺı
zbývaj́ıćı body xm a váhy wm tak, že předchoźı formule je přesná pro poly-
nomy stupně ≤ 2n− 1. Rozš́ı̌reńım integrace na interval < ri−1, ri >

∫ ri

ri−1

g(x)dx ≅
n∑

m=1

g(xi
m)w

i
m (4.6)

dostaneme vztahy pro xi
m a wi

m:

wi
m =

ri − ri−1

2
wm,

xi
m =

1

2
[(ri + ri−1)xm + (ri − ri−1)]. (4.7)

Za funkce fi,m je vhodné volit (reálné) Lagrangeovy interpolačńı polynomy

fi,m(x) =
∏

j ∕=m

(x− xi
j)

(xi
m − xi

j)
, ri−1 ≤ x ≤ ri

= 0, x < ri−1, x > ri (4.8)
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nebot’ splňuj́ı vztah
fi,m(x

i′
m′) = ±i,i′±m,m′ (4.9)

a tedy i podmı́nky (4.2).
Důležitou vlastnost́ı těchto polynomů je jejich vzájemná ortogonalita

v̊uči Gaussově-Lobattově kvadratuře (4.6) vyjádřená vztahem

∫ ∞

0

fi,m(x)fi′m′(x)dx = ±ii′

∫ ri

ri−1

fi,m(x)fi′m′(x)dx

≅ ±ii′
n∑

j=1

fi,m(x
i
j)fim′(xi

j)w
i
j

= ±ii′±mm′wi
m, (4.10)

jehož d̊usledkem je i zmı́něná diagonálńı reprezentace lokálńıch operátor̊u

∫ ∞

0

fi,m(x)V (x)fi′m′(x)dx ≅ ±ii′±mm′V (xi
m)w

i
m. (4.11)

Protože funkce fi,n a fi+1,1 voĺıme tak, že jsou obě v bodě ri rovny jedné,
je užitečné zavést mı́sto těchto dvou funkćı pouze jedinou ”překlenovaćı”funkci
Âi,1. Ušetř́ıme tak vždy jeden koeficient ci,m v intervalu < ri−1, ri >. Ostatńı
funkce fi,m můžeme ponechat beze změny. Takto upravenou bázi můžeme
ještě normalizovat (opět vzhledem ke Gaussově-Lobattově kvadratuře) vydě-
leńım př́ıslušnými váhami wm. Dostaneme tak funkce Âi,m(x) tvaru

Âi,1(x) ≡ (fi,n(x) + fi+1,1(x))/

√
wi

n + wi+1
1 ,

Âi,m(x) ≡ fi,m(x)/
√

wi
m, m = 2, . . . , n− 1, (4.12)

které jsou finálńı podobou báze pro rozklad vlnových funkćı a operátor̊u.
Při konstrukci matice hamiltoniánu budeme potřebovat vyjádřit mati-

cové elementy operátoru kinetické energie d2

dx2 . Vlnová funkce, kterou źıskáme
rozkladem do báze Âi,m(x) ale bude mı́t nespojité derivace v bodech r1, . . . , rN .
Nyńı ukážeme, že tato vlastnost metody FEM-DVR nijak nebráńı ve výpočtu
správných maticových element̊u kinetické energie.

Uvažujme jednorozměrnou funkci Ψ(x), která má nespojitou derivaci v
bodě x0, pro kterou můžeme psát

dΨ(x)

dx
= f(x)µ(x− x0) + g(x)µ(x0 − x). (4.13)
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Funkce µ(x) znač́ı skokovou funkci

µ(x) =

{
0, x < 0

1, x > 0.
(4.14)

Druhou derivaci funkce Ψ(x) můžeme definovat ve smyslu distribućı takto:

d2Ψ(x)

dx2
= f ′(x)µ(x− x0) + g′(x)µ(x0 − x) + (f(x)− g(x))±(x− x0). (4.15)

Nyńı vezměme za Ψ(x) jednorozměrnou radiálńı vlnovou funkci, kterou
rozlož́ıme do báze Âi,m(x) jako

Ψ(x) =
∑
i,m

ci,mÂi,m(x). (4.16)

S pomoćı předcházej́ıćıch čtyř vztah̊u dostaneme pro očekávanou hodnotu
kinetické energie vztah

− 1

2

∫ ∞

0

dxΨ(x)
d2

dx2
Ψ(x) = −1

2
lim
²→0

∑
i

∫ ri−²

ri−1+²

dxΨ(x)
∑
m

ci,mÂ
′′
i,m(x) =

− 1

2

∫ ∞

0

dxΨ(x)
∑
i,m

ci,m±(x− ri)[Â
′
i,m(ri + 0)− Â′

i,m(ri − 0)]

=
1

2

∑
i

∫ ri

ri−1

dx

(
dΨ

dx

)2

, (4.17)

který jsme dostali integraćı per partes a d́ıky tomu, že povrchové členy
pocházej́ıćı z konc̊u jednotlivých element̊u se zruš́ı se členy s ±-funkcemi.
Maticové elementy kinetické energie tedy poč́ıtáme ze vztahu

T i,i′
m,m′ ≡ 1

2
(±i,i′ + ±i,i′±1)

∫ ∞

0

dx
d

dx
Âi,m(x)

d

dx
Âi′,m′(x), (4.18)

kde Kroneckerovo ± zohledňuje ortogonalitu bázových funkćı Âi,m(x) (ve
smyslu (4.2)). Jelikož jsou tyto bázové funkce polynomy (4.8), je možné tyto
maticové elementy spoč́ıtat analyticky.
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4.0.2 Vněǰśı komplexńı škálováńı

Pro numerickou aplikaci této metody je vhodné zvolit konec reálného gridu
(bod R0) tak, aby splýval s jedńım z bod̊u ri. Ve shodě s předcházej́ıćım
výkladem metody ECS tedy použ́ıváme komplexńı grid:

Ri =

{
ri, i < I

rI + (ri − rI) exp(iÁ). i ≥ I
(4.19)

Body a váhy Gaussovy-Lobattovy kvadratury budou pro i ≥ I komplexńı:

Âi,m ≡ fi,m(R(x))/
√

exp(iÁ)wi
m, m = 2, n− 1, i ≥ I, m ∕= 1

Âi,m ≡ [fi,n(R(x)) + fi+1,1(R(x))]/

√
exp(iÁ)(wi

n + wi+1
1 ), i > I.(4.20)

Komplexńı ”překlenovaćı”funkce centrovaná na R0 zajǐst’uj́ıćı spojitost vl-
nové funkce má tvar:

ÂI,1 ≡ [f1,n(x) + fI+1,1(R(x))]/

√
wI

n + exp(iÁ)wI+1
I . (4.21)

4.0.3 Zobecněná Crankova-Nicholsonova metoda

Propagace vlnového baĺıku Ψ(x, t) o časový krok Δt je dána pomoćı evolučńıho
operátoru vztahem

Ψ(x, t+Δt) = e−iHΔtΨ(x, t). (4.22)

Mezi standardńı numerické př́ıstupy k řešeńı této rovnice patř́ı tzv. Crankova-
Nicholsonova metoda, spoč́ıvaj́ıćı v nahrazeńı evolučńıho operátoru unitárńı
aproximaćı:

e−iHΔt =
1− 1

2
iHΔt

1 + 1
2
iHΔt

+O((Δt)3). (4.23)

Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme následuj́ıćı vztah pro Ψ(x, t+Δt):

(
1 +

1

2
iHΔt

)
Ψ(x, t+Δt) =

(
1− 1

2
iHΔt

)
Ψ(x, t), (4.24)

který v numerické reprezentaci představuje soustavu lineárńıch rovnic.
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Aproximaci (4.23) lze chápat jako speciálńı př́ıpad zobecněné Crankovy-
Nicholsonovy metody [11], která nahrazuje evolučńı operátor diagonálńım
Padého aproximantem

f(z) = ez =
a0 + a1z + ⋅ ⋅ ⋅+ aMzM

b0 + b1z + ⋅ ⋅ ⋅+ bMzM
=

M∑
m=0

amz
m

M∑

m′=0

bm′zm
′
, (4.25)

kde am a bm′ jsou reálné konstanty. Např́ıklad koeficient b0 můžeme položit
roven jedné nebot’ pro z = 0 dostáváme a0/b0 = 1. Z toho vyplývá, že
i a0 = 1. Ostatńı koeficienty dostaneme srovnáńım rozvoje exponenciály
a pravé strany rovnice (4.25) až do řádu z2M včetně. Důležitou vlastnost́ı
Padého aproximantu je, že pokud je f(z) unitárńı, pak je unitárńı i jeho
Padého aproximant.

Prakticky při výpočtu koeficient̊u postupujeme tak, že vynásob́ıme celou
rovnici (4.25) jmenovatelem pravé strany a porovnáme koeficienty u mocnin
z až z2M . Dostaneme tak následuj́ıćı soustavy rovnic:

M∑
m=1

bmcM−m+k = −cM+k, k = 1, ...,M (4.26)

k∑
m=0

bmck−m = ak, k = 1, ...,M, (4.27)

kde ck = 1
k!

jsou koeficienty z mocninného rozvoje ez. Nejdř́ıve vyřeš́ıme
prvńı soustavu rovnic pro neznámé bm a dosazeńım do druhé soustavy do-
staneme koeficienty ak. Pro kořeny Padého aproximantu exponenciály plat́ı,
že kořeny jmenovatele jsou komplexně sdružené kořeny čitatele a tedy lze
psát

ez =
M∏
s=1

Ã
1− z/z

(M)
s

1 + z/z̄
(M)
s

)
+O(z2M+1), (4.28)

kde z
(M)
s , s = 1, . . . ,M jsou kořeny čitatele. Při výpočtech jsme použ́ıvali

nalezené kořeny s přesnost́ı na 16 desetinných mı́st, v tabulce 4.1 pro ilustraci
uvád́ıme přesný tvar př́ıslušných kořen̊u pro M = 1, 2, 3. Takto zkonstru-
ovaný Padého aproximant exponenciály (4.28) nyńı využijeme k nalezeńı
rekurentńıho schématu pro řešeńı časové Schrödingerovy rovnice.
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z
(1)
1 = −2

z
(2)
1 = −3 + 1, 73205{

z
(2)
2 = −3− 1, 73205{

z
(3)
1 = −4, 64437

z
(3)
2 = −3, 67781− 3, 50876{

z
(3)
3 = −3, 67781 + 3, 50876{

Tabulka 4.1: Kořeny z
(M)
s čitatele Padého aproximantu exponenciály pro

M = 1, 2, 3.

Ve shodě se vztahem (4.28) naṕı̌seme evolučńı operátor ve tvaru

e−iHΔt =
M∏
s=1

K(M)
s +O((Δt)2M+1), (4.29)

kde operátor K
(M)
s je definován takto

K(M)
s ≡

1 + iHΔt
z
(M)
s

1− iHΔt
z̄
(M)
s

. (4.30)

Pro vlnovou funkci Ψ(x, t + Δt) = Ψn+1 pak dostáváme vztah Ψn+1 =

e−iHΔt/ℏΨn, který aproximujeme rovnićı

Ψn+1 =
M∏
s=1

K(M)
s Ψn. (4.31)

Zaved’me označeńı Ψn+s/M ≡ K
(M)
s Ψn+(s−1)/M , ve kterém dostane předcházej́ıćı

rovnice podobu rekurentńıho schématu pro Ψn+1, kde prvńı člen je

Ψn+1/M = K
(M)
1 Ψn. (4.32)

Protože Ψn známe (Ψ0 = Ψ(x, 0)), źıskáme Ψn+1/M řešeńım předcházej́ıćı
soustavy rovnic. Toto schéma iteračně opakujeme a postupně źıskáme
Ψn+2/M ,Ψn+3/M , . . . ,Ψn+(M−1)/M ,Ψn+1. Operátory K

(M)
s komutuj́ı a lze je

tedy aplikovat i v libovolném pořad́ı.

27



Kapitola 5

Aplikace

5.1 Časově závislý př́ıstup k teorii rozptylu

Standardńı formulace teorie rozptylu (viz např. [6]) použ́ıvá časově závislý
př́ıstup pouze pro popis srážkového procesu a definici základńıch veličin
jako je S-matice a poté tento př́ıstup opoušt́ı a zabývá se pouze nečasovým
př́ıstupem. Teorie časově závislého př́ıstupu k rozptylu byla později rozpra-
cována např́ıklad v knize [13], které se budeme nyńı držet. Pro naše účely
postač́ı omezit se pouze na problém jednorozměrného rozptylu na krátko-
dosahovém potenciálu.

V jednorozměrném př́ıpadě můžeme prostor rozdělit na interakčńı oblast
∣x∣ ≤ a, kde je nenulový interakčńı potenciál a dvě asymptotické oblasti ®
a ¯ (x ≪ −a a x ≫ a), kde je potenciál nulový. Nejběžněǰśı pohled na
rozptylový proces je ten, ve kterém je počátečńı vlnový baĺık lokalizovaný
v oblasti x ≪ −a a odcházej́ıćı baĺık v oblasti x ≫ a. Jak bude zřejmé z
daľśıho výkladu volba tvaru a lokalizace přicházej́ıćıch a odcházej́ıćıch vl-
nových baĺık̊u záviśı pouze na tom, jaké elementy S-matice chceme spoč́ıtat,
ale jinak je zcela libovolná. Přicházej́ıćı a odcházej́ıćı vlnové baĺıky označ́ıme
Á®(x), resp. Á¯(x).

Základńım předpokladem teorie rozptylu je vymizeńı interakce mezi velmi
vzdálenými částicemi, což nás motivuje k tomu psát celkový Hamiltonián ve
tvaru

H = H°
0 + V, (5.1)

kde H°
0 je asymptotický (volný) Hamiltonián v kanálu ° a V je interakčńı

potenciál.
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Nyńı můžeme definovat Møllerovy operátory

Ω°
± = lim

t→∓∞
eiHte−iH°

0 t (5.2)

a rozptylový operátor
S = Ω†

−Ω+. (5.3)

Møllerovy operátory splňuj́ı relaci, kterou budeme dále potřebovat

Ω±H0 = HΩ±. (5.4)

Amplituda pravděpodobnosti rozptylu počátečńıho stavu Á® do stavu Á¯ je
dána elementem S-matice

⟨Á¯∣S∣Á®⟩ = ⟨Á¯∣Ω¯†
− Ω®

+∣Á®⟩ = ⟨Á−
¯ ∣Á+

® ⟩, (5.5)

kde
Á±
®,¯(x) = Ω±Á®,¯(x) = lim

t→∓∞
eiHte−iH®,¯

0 tÁ®,¯(x). (5.6)

Stavy Á+
®,¯(x), resp. Á

−
®,¯(x) tedy dostaneme tak, že počátečńı stav Á®,¯(x)

propagujeme nejprve zpět, resp. dopředu v čase evolučńım operátorem volné
částice a poté pomoćı plného evolučńıho operátoru dopředu, resp. zpět v
čase.

Předt́ım než odvod́ıme časově závislý vztah pro elementy S-matice, je
potřeba upřesnit a definovat některé veličiny použ́ıvané v nečasovém př́ıstupu.
Volný Hamiltonián H°

0 je součtem kinetické energie a konstantńıho po-
tenciálu, který představuje energetický práh př́ıslušného kanálu

H°
0 = T (x) + E° = − 1

2m

d2

dx2
+ E°, (5.7)

kde m znač́ı hmotnost. Vlastńı stavy tohoto operátoru splňuj́ı nečasovou
Schrödingerovu rovnici

H°
0Ã°,E = EÃ°,E, (5.8)

jej́ıž energeticky normalizované řešeńı je tvaru

Ã°,E =

√
m

2¼k
eikx,

⟨Ã°,E′∣Ã°,E⟩ = ±(E − E ′). (5.9)
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Celková energie je součtem kinetické energie a prahové energie daného
(př́ıchoźıho) kanálu

E = E° +
k2

2m
. (5.10)

Podobně, energeticky normalizované vlastńı stavy celkového Hamiltoniánu
jsou dány rovnicemi

HÃ±
°,E = EÃ±

°,E,

⟨Ã±
°,E′∣Ã±

°,E⟩ = ±(E − E ′). (5.11)

Vlastńı stavy celkového Hamiltoniánu H splňuj́ı d́ıky (5.4) d̊uležitou rovnici

Ã±
°,E = Ω°

±Ã°,E (5.12)

a proto plat́ı

⟨Ã¯,E∣S∣Ã®,E⟩ = ⟨Ã¯,E∣Ω¯†
− Ω®

+∣Ã®,E⟩ = ⟨Ã−
¯,E∣Ã+

®,E⟩. (5.13)

A konečně elementy S-matice, S¯®, jsou definovány rovnićı

S¯®(E)±(E − E ′) = ⟨Ã¯,E′∣S∣Ã®,E⟩. (5.14)

5.1.1 Časově závislý výpočet S-matice

Nejd̊uležitěǰśım vztahem, který nám umožńı spoč́ıtat elementy S-matice
(5.14) je rovnice

Ã+
®,E = A

∫ ∞

−∞
e−iHtÁ+

® (x)e
iEtdt, (5.15)

kde A je multiplikativńı faktor určený ńıže. Tento vztah tedy vyjadřuje
požadované rozptylové vlastńı funkce jako lineárńı kombinace vlnových baĺık̊u.
K tomu abychom rovnićı (5.15) dostali skutečně vlastńı funkce s požadovanou
okrajovou podmı́nkou, muśı být vlnový baĺık vhodně zvolen. V tomto konk-
rétńım př́ıpadě je nejjednodušš́ı zvolit Á+

® (x) jako gaussián g®(x) s hybnost́ı
takovou, že baĺık přicháźı do interakčńı oblasti. Obecněji vzato ale d́ıky
tomu, že rovnice (5.15) obsahuje i propagaci do t → −∞, postač́ı, aby se
vlnový baĺık pro t → −∞ vyvinul do lokalizovaného stavu v kanálu ®. Tuto
podmı́nku lze vyjádřit rovnićı

Ω®†
+ Á+

® = g®. (5.16)
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Multiplikativńı faktor A v rovnici (5.15) je dán koeficientem v rozkladu
vlnového baĺıku Á+

® do báze tvořené vlastńımi funkcemi celkového Hamil-
toniánu

Á+
® =

∫ ∞

0

´®(E)Ã+
®,EdE, (5.17)

kde koeficient ´®(E) je dán vztahem

´®(E) = ⟨Ã+
®,E∣Á+

® ⟩ = ⟨
√

m

2¼k
eikx∣Ω®†

+ Ω®
+∣g®⟩ =

=

√
m

2¼k

∫
e−ikxg®(x)dx. (5.18)

Tedy koeficient ´®(E) má význam k komponenty g®(x) v bodě
k = ±

√
2m(E − E°). Použit́ım vztahu (5.17) v rovnici (5.15) źıskáme výraz

pro energeticky normalizovaný vlastńı stav Ã+
®,E,

Ã+
®,E =

1

2¼´®(E)

∫ ∞

−∞
e−iHtÁ+

® (x)e
iEtdt. (5.19)

Podobně pro Ã−
®,E plat́ı

Ã−
¯,E′ =

1

2¼´¯(E ′)

∫ ∞

−∞
e−iHtÁ−

¯ (x)e
iEtdt, (5.20)

s t́ım, že vlnový baĺık Á−
¯ se muśı nacházet v asymptotické oblasti kanálu ¯

s hybnost́ı takovou, že vlnový baĺık mı́̌ŕı z interakčńı oblasti.
S-matice je dána jednoduše jako překryv těchto dvou energeticky nor-

malizovaných funkćı

⟨Ã¯,E′∣S∣Ã®,E⟩ =
(2¼)−2

´∗¯(E
′)´®(E)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
⟨Á−

¯ ∣ exp[−iH(t′ − t′′)]∣Á+
® ⟩

× exp[iE+(t
′ − t′′)] exp[iE−(t′ + t′′)]dt′dt′′, (5.21)

kde E+ ≡ (E + E ′)/2 a podobně E− ≡ (E − E ′)/2. Definujeme-li ještě
t = t′ − t′′ a s = t′ + t′′, přejde předchoźı rovnice na tvar

⟨Ã¯,E′∣S∣Ã®,E⟩ =
(2¼)−2

´∗¯(E
′)´®(E)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
⟨Á−

¯ ∣ exp[−iHt]∣Á+
® ⟩

× exp[iE+t]dt exp[iE−s]ds =

= 2¼±(E − E ′)
(2¼)−2

´∗¯(E
′)´®(E)

∫ ∞

−∞
⟨Á−

¯ ∣ exp[−iHt]∣Á+
® ⟩

× exp[iE+t]dt. (5.22)

31



Porovnáńım s definićı S-matice (5.14) źıskáme nejd̊uležitěǰśı vztah této ka-
pitoly:

S¯®(E) =
(2¼)−1

´∗¯(E)´®(E)

∫ ∞

−∞
⟨Á−

¯ ∣ exp[−iHt]∣Á+
® ⟩ exp[iEt]dt. (5.23)

Skalárńı součin ⟨Á−
¯ ∣ exp[−iHt]∣Á+

® ⟩ pod integrálem nazýváme (časovou) ko-
relačńı funkćı C¯®(t).

5.2 Modelový rozptylový problém

Jako modelový systém pro otestováńı našich numerických metod použijeme
jednorozměrný rozptyl na jednoduché potenciálové bariéře,

V (x) =

{
50, 0 ≤ x ≤ 1

0, jinde
(5.24)

který je zjednodušenou verźı problému spoč́ıtaného pomoćı časového př́ıstupu
v práci [14]. Prahové energie kanál̊u ® a ¯ voĺıme shodně E® = E¯ = 0 a

tedy je H®
0 = H¯

0 . Vhodnou volbou přicházej́ıćıch a odcházej́ıćıch baĺık̊u
spoč́ıtáme ze vztahu (5.23) koeficienty pr̊uchodu a odrazu jako kvadráty
S-maticového elementu ∣S¯®(E)∣2. Přicházej́ıćı a odcházej́ıćı baĺıky jsme re-
prezentovali Gaussovou funkćı přenásobenou exp(ip0x)

Á®,¯ = (¼¾2
®,¯)

−0.25 exp

Ã
−(x− x0®,¯)

2

2¾2
®,¯

)
exp(ip0®,¯x). (5.25)

Dı́ky tomu, že oba vlnové baĺıky voĺıme tak, že nezasahuj́ı do potenciálové
bariéry, představuj́ı pro ně Møllereovy operátory Ω°

± = limt→∓∞ eiHte−iH°
0 t

operátory identity a tedy Á® = Á+
® (pro p0® = p+0®), resp. Á¯ = Á−

¯ (pro

p0¯ = p−0¯), viz obr. 5.1 a 5.3. Pokud bychom ale volili vlnové baĺıky v
oblasti potenciálové bariéry (ve shodě s [14]), propagaci vlnových baĺık̊u Á®,
resp. Á¯ pomoćı Møllerových operátor̊u zpět (dopředu) a dopředu (zpět) v
čase bychom se nevyhnuli. Postupovali bychom tak, že vlnový baĺık p̊uvodně

lokalizovaný v oblasti bariéry bychom prvńım operátorem e±iH
®(+),¯(−)
0 t®,¯

propagovali o takový čas t®,¯, který by zajistil, že se vlnový baĺık celý nacháźı
mimo oblast bariéry. Poté bychom druhým operátorem e±iHt®,¯ vlnový baĺık
propagovali o stejný čas a dostali bychom tak baĺıky Á+

® a Á−
¯ . Vlnový baĺık
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Obrázek 5.1: Volba vlnových baĺık̊u pro výpočet koeficientu pr̊uchodu.
Přicházej́ıćı vlnový baĺık Á+

® je centrován na x+
0® = −5, má rozptyl ¾+

® = 0, 4
a p+0® = 12. Odcházej́ıćı vlnový baĺık Á−

¯ je centrován na x−
0¯ = 6. Ostatńı

parametry jsou shodné jako u přicházej́ıćıho baĺıku. Velikost potenciálové
bariéry byla pro účely obrázku zmenšena.

Á−
¯ bude zpravidla lokalizován v interakčńı oblasti. Do korelačńı funkce tak

budou přisṕıvat prakticky jen překryvy vlnových funkćı z této oblasti a ne
ze vzdálených (asymptotických) oblast́ı. Tento př́ıstup je vhodný zejména
pro složitěǰśı systémy s v́ıce stupni volnosti a souviśı s problémem volby
vhodných souřadnic, viz [13],[14].

Pro časovou integraci jsme zvolili řád Crankovy-Nicholsonovy metody
M = 20.

Koeficient pr̊uchodu

Pravděpodobnost pr̊uchodu bariérou je dána koeficientem pr̊uchodu T , pro
který plat́ı

T ≡ ∣S¯®(E)∣2, (5.26)
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Obrázek 5.2: Korelačńı funkce pro pr̊uchod

kde odpov́ıdaj́ıćı přicházej́ıćı a odcházej́ıćı vlnové baĺıky jsou specifikovány
na obr. 5.1. Pro výpočet jsme zvolili v souhlase s metodou ECS grid, který
byl otočen o úhel 40°v bodě xpos = 45 a v bodě xneg = −45 sv́ıral se zápornou
osou úhel 40°. Korelačńı funkce je vynesena na obr. 5.2.

Interpretace korelačńı funkce je následuj́ıćı. Vid́ıme, že zpočátku je ko-
relačńı funkce nulová a zač́ıná se měnit až v čase t ≈ 0, 7, což zhruba od-
pov́ıdá času, který potřebuje počátečńı baĺık o hybnosti p+0® = 12 z oblasti
x ≈ −5 k dosažeńı oblasti odcházej́ıćıho baĺıku x ≈ 6. Poté korelačńı funkce
tlumeně osciluje, až je zhruba v čase t ≈ 4, 5 téměř nulová. Tyto tlumené
oscilace odpov́ıdaj́ı jednak rozplýváńı p̊uvodńıho počátečńıho baĺıku a jed-
nak i částem tohoto baĺıku, které se odrazily od obou okraj̊u potenciálové
bariéry a do oblasti odcházej́ıćıho vlnového baĺıku dospěly až se zpožděńım.
Poznamenejme ještě, že z korelačńı funkce neńı patrný jeden d̊uležitý jev a
to rozdvojeńı přicházej́ıćıho baĺıku při dopadu na okraj potenciálové bariéry
na baĺık, který pokračuje dál v kladném směru souřadnice a na baĺık, který
se odráž́ı zpět a pokračuje v záporném směru souřadnice. Na obrázku 5.4
je zachycena S-matice spoč́ıtaná ze vztahu (5.23) a koeficient pr̊uchodu T .
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Obrázek 5.3: Volba vlnových baĺık̊u pro výpočet koeficientu odrazu.
Přicházej́ıćı vlnový baĺık Á+

® je centrován na x+
0® = −5, má rozptyl ¾+

® = 0, 4
a p+0® = 12. Odcházej́ıćı vlnový baĺık Á−

® je centrován rovněž na x−
0® = −5, ale

má opačnou hybnost p−0® = −12. Š́ı̌rka baĺıku je stejná: ¾−
® = 0, 4. Velikost

potenciálové bariéry byla pro účely obrázku zmenšena.

Vid́ıme, že numerické výsledky jsou ve velmi dobré shodě s teoretickými
výsledky až do energíı zhruba E ≈ 160, kde se zač́ıná projevovat numericky
konečná energetická š́ı̌rka přicházej́ıćıho vlnového baĺıku.

Koeficient odrazu

Koeficient odrazu je definován opět jako kvadrát S-maticového elementu
(R = ∣S®®∣2), ale tentokrát voĺıme vlnové baĺıky Á+

® , Á
−
® tak, jak je schématicky

naznačeno na obrázku 5.3. Odcházej́ıćı baĺık je tedy až na opačný směr hyb-
nosti shodný s přicházej́ıćım baĺıkem, který jsme použili pro výpočet koefi-
cientu pr̊uchodu.

Korelačńı funkce je vykreslena na obrázku 5.5 a jej́ı interpretace je velmi
podobná. Všimněme si ale, že zpočátku je korelačńı funkce nulová i když
vlnové baĺıky přicházej́ıćı a odcházej́ıćı se na obrázku překrývaj́ı. Nulovost
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Obrázek 5.4: S-matice a koeficient pr̊uchodu T.
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Obrázek 5.5: Korelačńı funkce pro odraz

korelačńı funkce zde vyplývá z toho, že oba baĺıky lež́ı na opačných stranách
v p-prostoru (přicházej́ıćı kolem p+0® = 12 a odcházej́ıćı kolem p−0¯ = −12 s

rozptylem ¾+
® = ¾−

¯ = 0, 4), ve kterém je snadno patrná jejich ortogonalita.
Korelačńı funkce se zač́ıná měnit opět po době, kterou vlnový baĺık potřebuje
k překonáńı vzdálenosti k bariéře a zpět do oblasti nenulové odcházej́ıćı
vlnové funkce.

Odpov́ıdaj́ıćı S-matice a koeficient odrazu jsou vyneseny na následuj́ıćım
obrázku 5.6. Vid́ıme, že shoda numerické a analytické funkce je opět velmi
dobrá.

Nejlépe správnost výsledk̊u zkontrolujeme pomoćı vztahu T + R = 1,
který tyto koeficienty muśı splňovat. Spoč́ıtáme tedy relativńı chybu ±(E)

±(E) = ∣Tnum(E) +Rnum − 1∣, (5.27)

numerického výsledku Tnum(E)+Rnum, která je vynesena na obr. 5.7. Odtud
je zřejmá velmi dobrá přesnost źıskaných výsledk̊u až do již zmı́něné energie
E ≈ 160.
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Obrázek 5.6: S-matice a koeficient odrazu R.
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5.3 Dynamika srážky e +H2

V této části se budeme zabývat teoretickým popisem dynamiky jader při
rezonančńı srážce elektronu s molekulou H2. Konkrétně nás bude zaj́ımat
dynamika jader H2 s elektronem zachyceným v rezonančńım stavu 1Σ+

u .
Jedná se o stav s nulovým celkovým spinem a s nulovou hodnotu projekce
třet́ı komponenty celkového momentu hybnosti.

Předevš́ım zde bude ukázáno, jak lze problém dynamiky jader převést
na řešeńı jednorozměrného v́ıcekanálového rozptylového problému na po-
tenciálech. Teoretický popis rezonančńı srážky elektronu s dvouatomovou
molekulou je založen na tzv. nelokálńım modelu elektron-molekulových srážek
[16]. Odvozeńı tohoto modelu je založeno na Feshbachově metodě projekčńıch
operátor̊u [17], [18], které jsou zvoleny tak, že projektuj́ı zvlášt’ na rezonančńı
a nerezonančńı části elektronického Hilbertova prostoru.

Teorie nelokálńıho modelu je založena na zvoleńı vhodné báze v Hilber-
tově prostoru. Přitom předpokládáme platnost Bornovy-Oppenheimerovy
aproximace ve smyslu, který bude upřesněn ńıže. Prvńı bázovou funkćı je
tzv. diskrétńı stav ∣Ád⟩, ze kterého je také konstruován prvńı Feshbach̊uv
projekčńı operátor

Q = ∣Ád⟩⟨Ád∣. (5.28)

Diskrétńı stav je kvadraticky integrovatelná funkce, která je zvolena tak, že
přibližně popisuje molekulu s elektronem zachyceným v rezonanci. Operátor
Q tedy projektuje na rezonančńı část Hilbertova prostoru. Zbytek báze je
tvořen vlastńımi funkcemi ∣Á+

k ⟩ operátoru PHelP , kde okrajová podmı́nka
na tyto funkce je taková, že jeden elektron je přicházej́ıćı. Operátor P (druhý
Feshbach̊uv projekčńı operátor) je dán vztahem

P = 1−Q =

∫
∣Á+

k ⟩⟨Á+
k ∣kdk, (5.29)

Před t́ım než uvedeme rovnice pro rezonančńı jadernou vlnovou funkci, je
třeba definovat některé pojmy. Pro vibračńı stavy molekuly H2 plat́ı

(TR + V0(R))∣Âv⟩ = Ev∣Âv⟩, (5.30)

kde R znač́ı jadernou souřadnici, V0(R) je potenciál neutrálńı molekuly, ∣Âv⟩
vibračńı stavy a Ev jejich energie. Energii nalétávaj́ıćıho elektronu budeme
značit Ei.
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Důležitou součást́ı nelokálńıho modelu jsou následuj́ıćı maticové elementy
(potenciály) elektronického Hamiltoniánu Hel v bázi

{
Ád, Á

+
k

}
:

Vd(R) = ⟨Ád∣Hel∣Ád⟩, (5.31)

Vdk(R) = ⟨Ád∣Hel∣Á+
k ⟩, (5.32)

Vkk′(R) = ⟨Á+
k ∣Hel∣Á+

k′⟩
= (V0(R) + k2/2)±(k2/2− k′2/2). (5.33)

Potenciál Vd(R) popisuje pohyb jader v rezonančńım stavu a funkce Vdk(R)
popisuj́ı interakci diskrétńıho stavu s kontinuem, tedy postupné vymizeńı
jaderné vlnové funkce. Matice Vkk′(R) je d̊uležitá při odvozeńı nelokálńıho
rezonančńıho modelu a jej́ı diagonálńı tvar plyne z vhodné volby funkćı
Á+
k . Kř́ıžek u vlnových funkćı použ́ıváme pro zd̊urazněńı jejich nečasového

charakteru. Pro časově závislé vlnové funkce použ́ıváme značeńı bez kř́ıžku.
Použijeme-li nyńı definované projekčńı operátory P a Q ve smyslu uve-

deném v [15] źıskáme nečasové rovnice nelokálńıho modelu jaderné dyna-
miky, které maj́ı tvar soustavy

EΨ+
d (R)− TRΨ

+
d (R) − Vd(R)Ψ+

d (R)

−
∫

Vdk(R)Ψ+
k (R)kdk = VdkiÂvi (5.34)

EΨ+
k (R)− TRΨ

+
k (R) − Vdk(R)Ψ+

d (R)

− (V0(R) + k2/2)Ψ+
k = 0 (5.35)

pro vlnové funkce Ψ+
d (R) popisuj́ıćı jádra molekuly s elektronem zachyceným

v rezonančńım stavu a funkce Ψ+
k (R) popisuj́ıćı jádra ve stavu, kdy je elek-

tron v kontinuu. Předpoklad Bornovy-Oppenheimerovy aproximace v našem
př́ıpadě znamená, že po funkćıch ∣Ád⟩ a ∣Á+

k ⟩ požadujeme, aby se málo měnily
s mezijadernou v zdálenost́ı R, tj. aby jejich derivace vzhledem k R byly za-
nedbatelné v̊uči derivaćım jaderných vlnových funkćı. Postupem uvedeným
v [15] lze nalézt pro rezonančńı př́ıspěvek k T-matici vibračńı excitace mo-
lekuly ze stavu vi do stavu vf formuli

T res
vi→vf

= ⟨Âvf ∣Vdkf ∣Ψ+
d ⟩ (5.36)

a odpov́ıdaj́ıćı účinný pr̊uřez

¾V E
vi→vf

(E) =
4¼3

k2
i

∣T res
vi→vf

∣2. (5.37)
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Hybnosti ki a kf jsou svázány zákonem zachováńı energie

E = Evi + k2
i /2 + Ea = Evf + k2

f/2 + Ea, (5.38)

kde Ea je elektronová afinita molekuly H2 a E je celková energie systému.
Druhou rovnici (5.35) lze formálně vyřešit v̊uči Ψ+

k s výsledkem

Ψ+
k (R) =

∫
dR′G+

0 (E,R,R′)Vdk(R
′)Ψ+

d (R
′), (5.39)

G+
0 (E) = (E − TR − V0 − k2/2 + i´)−1. (5.40)

Tento vztah nyńı použijeme v rovnici (5.34) a dostaneme tak konečně ne-
lokálńı rovnici pro Ψ+

d , která má tvar

(E − TR − Vd(R))Ψ+
d (R)−

∫
dR′F (E,R,R′)Ψ+

d (R
′) = Vdki(R)Âvi , (5.41)

F (E,R,R′) =
∫

dR′
∫

Vdk(R)∗G+
0 (E,R,R′)Vdk(R

′)kdk. (5.42)

Vztah mezi časovou vlnovou funkćı Ψd(R, t) v čase t a nečasovou vlnovou
funkćı Ψ+

d (R,E) při energii E je dán Fourierovou transformaćı

Ψ+
d (E) =

∫ ∞

0

Ψd(t)e
iEtdt (5.43)

a proto lze (5.42) př́ımočaře přepsat do časově závislého tvaru

i
∂

∂t
Ψd(R, t) = (5.44)

(TR + Vd(R))Ψd(R, t) +
1

i

∫ t′

0

dt′
∫

F (R,R′, t− t′)Ψd(R
′, t′).(5.45)

Vid́ıme, že integračńı jádro F (E,R,R′) má d́ıky Greenově funkci G+
0 póly

na reálné části osy k a je tedy nutné provádět integraci po komplexńı křivce,
jak je naznačeno standardńım zp̊usobem přidáńım komplexńıho faktoru i´
do této funkce.

Podobně jako pro nečasovou soustavu nelokálńıch rovnic (5.34) a (5.35)
můžeme zkonstruovat časově závislou soustavu rovnic ekvivalentńı plné ne-
lokálńı rovnici (5.45):

TRΨd(R, t) + Vd(R)Ψd(R, t)

+

∫
Vdk(R)Ψk(R, t)kdk = i

∂

∂t
Ψd(R, t) (5.46)
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TRΨk(R, t) − Vdk(R)Ψd(R, t)

− (V0(R) + k2/2)Ψk(R, t) = i
∂

∂t
Ψk(R, t). (5.47)

Toto jsou základńı rovnice, které použ́ıváme pro řešeńı dynamiky jader při
rezonančńı srážce molekuly s elektronem. Počátečńı stav je pak dán stejně
jako v nečasovém př́ıpadě vlnovými funkcemi

Ψd(R, t = 0) = VdEki
(R)Âvi(R),Ψk(R, t = 0) = 0. (5.48)

Komplexńı křivka, po které integrujeme Green̊uv operátor v rovnici (5.42)
nemuśı ležet celá v komplexńı rovině, ale můžeme ji zvolit také jako křivku,
která nejprve obejde v komplexńı rovině všechny póly tohoto operátoru a
poté se vraćı zpět na reálnou osu. Integrace po komplexńı křivce vede k mı́rné
úpravě integrandu v předcházej́ıćı soustavě rovnic, viz dále. Z praktických
d̊uvod̊u ještě nahrad́ıme integraci přes k integraćı přes energii Ek = k2/2.
Diferenciál kdk tedy přejde na dEk a odpov́ıdaj́ıćı funkci Vdk přeznač́ıme na
VdEk

stejně jako Ψ+
k → Ψ+

Ek
. Pro integraci jsme tedy zvolili křivku

f(Ek) =

{
E0 + E0 exp

(
i¼ 2E0+Ek

2E0

)
, Ek = 0, . . . , 2E0

Ek, Ek > 2E0,
(5.49)

která je tvořena p̊ulkružnićı v dolńı komplexńı polorovině a na ńı navazuj́ıćı
polopř́ımkou. Poloměr kružnice E0 je zvolen tak, aby úsek Ek = 0, . . . , 2E0

obsahoval všechny póly operátoru (5.40).

5.3.1 Diskretizace kontinua

Rovnice popisuj́ıćı rezonančńı dynamiku jader maj́ı tedy konečnou podobu

TRΨd(R, t) + Vd(R)Ψd(R, t)

+

∫
Vdf (R)Ψf (R, t)df = i

∂

∂t
Ψd(R, t) (5.50)

TRΨf (R, t) − Vdf (R)Ψd(R, t)

− (V0(R) + k2/2)Ψf (R, t) = i
∂

∂t
Ψf (R, t). (5.51)
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Abychom byli schopni numericky spoč́ıtat integraci v rovnici (5.50), je nutné
provést diskretizaci křivky komplexńıch energíı f(Ek) (kontinua). Pro kom-
plexńı část křivky f(Ek) nahrazujeme integraci Gaussovou-Legenderovu kva-
draturou, tj. kvadraturou bez pevných konc̊u, abychom se vyhnuli pólu v
počátku. Pro integraci na reálné ose postačuje lichoběžńıkové pravidlo, tj.
diskretizace osy Ek s konstantńım krokem. S touto numerickou integraćı
je také spojeno nahrazeńı p̊uvodně nekonečného počtu vlnových funkćı Ψ+

f

konečným počtem vlnových funkćı Ψ+
fl
. Pro zmı́něnou integraci tedy můžeme

psát
∫

f

Vdf (R)Ψf (R)df =

∫ 2E0

0

Vdf (R)Ψf (R)
i¼

2
(f(Ek)− E0)dEk +(5.52)

+

∫ Emax

2E0

VdEk
(R)ΨEk

(R)dEk ≈
n∑

l

Vdfl(R)Ψfl(R)D(Ek)wl, (5.53)

kde wl znač́ı váhu bodu fl, n je počet diskrétńıch hodnot (komplexńıch)
energíı a D(Ek) =

i¼
2
(f(Ek)−E0). Energie Emax je optimálńı hodnota, která

ohraničuje energie kontinua, viz dále. Ve shodě se značeńım zavedeným v
(2.1.2) źıskáme z rovnic (5.50),(5.51) a (5.53) efektivńı Hamiltonián popi-
suj́ıćı rezonančńı dynamiku jader:

H®¯ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

D1+Vd(R) Vdf2
(R)D(f2)w2 Vdf3

(R)D(f3)w3 ⋅⋅⋅ Vdfn(R)D(fn)wn

Vdf2
(R) D2+V0(R) 0 ⋅⋅⋅ 0

Vdf3
(R) 0 D3+V0(R) ⋅⋅⋅ 0

...
...

...
...

...
Vdfn(R) 0 0 ⋅⋅⋅ Dn+V0(R)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

D® = (TN + f®) . (5.54)

Vid́ıme tedy, že jaderná dynamika dvouatomové molekuly v nelokálńım re-
zonančńım modelu má podobu v́ıcekanálového jednorozměrného problému,
kde počet kanál̊u je n a počátečńım stavem je následuj́ıćı funkce v prvńım
kanálu

Ψd(R, t = 0) = VdEki
(R)Âvi(R). (5.55)

Časová Schrödingerova rovnice (2.6) určuje vývoj všech vlnových funkćı
{Ψd(R, t),Ψf1(R, t),Ψf2(R, t), . . . ,Ψfn(R, t)}, přičemž vztah časových a ne-
časových vlnových funkćı je dán rovnićı (5.43). T́ım máme k dispozici vše co
je potřeba k výpočtu účinných pr̊uřez̊u vibračńı excitace (5.37). Ze vztahu
(5.55) vid́ıme, že počátečńı vlnová funkce je závislá na energii přicházej́ıćıho
elektronu a je tedy nutné poč́ıtat časový vývoj pro každou energii zvlášt’.
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Obrázek 5.8: Potenciál VdE(R0) jako funkce energie pro vzdálenost jader R0

v základńım stavu.

5.3.2 Fyzikálńı parametry modelu

Molekula H2 má redukovanou hmotnost ¹H2 = 918, 6818 me a 15 vibračńıch
stav̊u jejichž energie se pohybuj́ı v rozmeźı Ev1 = −1, 65×10−1 Eℏ až Ev15 =
−6, 35 × 10−4 Eℏ. Hodnota elektronové afinity pro H2 je Ea = 0, 0277 Eℏ.
Všechny účinné pr̊uřezy jsme poč́ıtali pro jádra s nulovým momentem hyb-
nosti l® = 0, viz (2.1.2) a pro energie dopadaj́ıćıho elektronu v rozmeźı od
Eki = 0, 5 eV do Eki = 5 eV.

Jako optimálńı se během testováńı ukázaly následuj́ıćı hodnoty para-
metr̊u komplexńı integrace:

E0 = 0, 5 Eℏ, (5.56)

Emax = 2, 5 Eℏ, (5.57)

nR = 24, (5.58)

nK = 26, (5.59)

kde nR je počet reálných kanál̊u kontinua a nK počet komplexńıch kanál̊u
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Obrázek 5.9: Časový vývoj hustoty pravděpodobnosti ∣Ψd(R, t)∣2 jaderné
vlnové funkce v časech tau = 0 až tau = 10 ≈ 0, 241 fs. Faktory jimiž byly
vynesené funkce přenásobeny jsou uvedeny v legendě.

kontinua. Je tedy n = nR + nK + 1 = 51. Potenciál VdE(R) je jako funkce
energie vynesen na obrázku 5.8. Interpretace této funkce je zřejmá z rovnice
(5.55), která určuje počátečńı jadernou vlnovou funkci. Z tohoto vztahu
vyplývá, že funkce VdE(R) př́ımo určuje pravděpodobnost zachyceńı nalétá-
vaj́ıćıho elektronu s energíı Eki na molekulu s jádry vzdálenými o R.

Potenciály V0(R), Vd(R) a VdEk
jsme volili stejné jako v práci [19]. Tyto

potenciály se daj́ı źıskat z ab initio výpočt̊u srážek elektronu s molekulou
H2 při r̊uzných pevných mezijaderných vzdálenostech R. Těmito výpočty se
zde nebudeme dále zabývat.

5.3.3 Časový vývoj

Předmětem této práce je ověřit, že zp̊usob diskretizace kontinua v nelokálńım
modelu (5.50), (5.51) v časově závislém př́ıstupu spolu se zvolenými nume-
rickými metodami dává srovnatelně dobré výsledky jako již dř́ıve spoč́ıtaný
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Obrázek 5.10: Časový vývoj ∣Ψd(R, t)∣2 v intervalu tau = 200 ≈ 4, 8 fs až
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plný nelokálńı model, viz např. [16]. Jako referenčńı data použijeme výsledky
článku [19] založené na nelokálńım modelu (5.42), který je pro molekulu H2

řešitelný analyticky. Časově závislá dynamika rezonančńı srážky e +H2 již
byla řešena v práci [20], ale jako model s nelokálńım potenciálem (5.45).

Na obrázku 5.9 je vynesen potenciál diskrétńıho stavu Vd(R), potenciál
neutrálńı molekuly V0(R) a hustoty pravděpodobnosti př́ıslušej́ıćı jaderné vl-
nové funkci ∣Ψd(R, t)∣2. Pro vykreslováńı časového vývoje této funkce jsme
zvolili rezonančńı dynamiku jader odpov́ıdaj́ıćı elektronu nalétávaj́ıćımu s
energíı Eki = 3, 60 eV. Vid́ıme, že jaderná vlnová funkce se v časovém
úseku do 0, 241 fs velmi rychle rozpadá a rozplývá. Za takto rychlý rozpad
je zodpovědná velmi krátká doba trváńı rezonančńıho zachyceńı elektronu
na molekule H2. Krátký poločas rozpadu ¿ je úměrný š́ı̌rce rezonance podle
vztahu Γ(E) ≈ 1/¿ . Š́ı̌rka rezonance je dána pomoćı maticových element̊u
VdE = ⟨Ád∣Hel∣Á+

E⟩ jako
Γ(E) = 2¼∣VdE∣2. (5.60)

Tedy č́ım širš́ı je rezonance (č́ım větš́ı je Γ(E)), t́ım ”větš́ı”je vazba mezi
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Obrázek 5.11: Časový vývoj ∣Ψd(R, t)∣2 v intervalu tau = 500 ≈ 12, 1 fs až
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diskrétńım stavem a stavy kontinua, která je dána právě funkćı VdE(R).
Během daľśıho časového vývoje docháźı rovněž k neustálému rapidńımu

rozpadu vlnového baĺıku, ale dynamika se stává zaj́ımavěǰśı, viz obr. 5.10.
Vlnový baĺık se rozděluje na dvě komponenty - jednu lokalizovanou kolem mi-
nima potenciálu V0(R) a druhou, odcházej́ıćı komponentu, která se vzhledem
k prvńı velmi rychle rozplývá. Tato odcházej́ıćı komponenta je zodpovědná
za disociačńı záchyt elektronu na jednom z jader. Jak již bylo řečeno, za roz-
pad vlnového baĺıku jsou zodpovědné vazbové funkce VdE(R). Tato funkce
ale při zafixované energii velmi rychle klesá a tedy rozpad vlnového baĺıku
prob́ıhá předevš́ım v oblasti malých R.

V čase tau = 500 ≈ 12, 1 fs až tau = 3500 ≈ 84, 7 fs, viz obr. 5.11, z̊ustává
prvńı komponenta vlnového baĺıku lokalizovaná v oblasti malých R, ale je
postupně pohlcována. Odcházej́ıćı komponenta výrazně ubývá, zat́ımco část
vlnového baĺıku pro R < 5 źıskává asymetrickou strukturu. Tu maj́ı na
svědomı́ interference vln odcházej́ıćıho baĺıku s vlnami již odraženými od po-
tenciálu Vd(R) pro velká R. Právě fakt, že se vlnový baĺık ”stihne”odrazit od
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potenciálu Vd(R) je dán t́ım, že vazbové funkce VdE(R) jsou v oblastech pro
větš́ı R velmi malé a tak zde nedocháźı k rozpadu vlnového baĺıku tokem hus-
toty pravděpodobnosti do vyšš́ıch kanál̊u. Odražené vlny jsou pak zase velmi
rychle pohlcovány v oblasti malých R. Jemnou oscilačńı strukturu vlnových
funkćı má na svědomı́ numerická chyba zp̊usobená ”uř́ıznut́ım”potenciálu
Vd(R) v R = 70. Tato oscilačńı struktura má ale na účinné pr̊uřezy zane-
dbatelný vliv.

A konečně posledńı úsek časového vývoje v rozmeźı tau = 4500 ≈ 108, 5 fs
až tau = 16000 ≈ 385, 6 fs, kterému se budeme věnovat, je zachycen na obr.
5.12. V této části časového vývoje docháźı k pohlceńı odražené části vlnového
baĺıku a k odchodu zbytku baĺıku do oblasti vysokých R. Postupné vymizeńı
vlnového baĺıku v oblasti malých R představuje ukončeńı nejvýznamněǰśıch
rezonančńıch proces̊u přisṕıvaj́ıćıch do účinných pr̊uřez̊u.
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5.3.4 Účinné pr̊uřezy

Časový vývoj jsme poč́ıtali až do času přibližně t = 385, 6 fs. Takto spoč́ıtané
účinné pr̊uřezy pro vibračńı excitaci 0 → 0 až 0 → 5 spolu s referenčńımi
daty [19] jsou vyneseny v obrázćıch 5.16 až 5.18. Účinnému pr̊uřezu 0 → 6
se budeme věnovat podrobněji a proto je vynesen na samostatném obrázku
5.15. V účinných pr̊uřezech pro nejnižš́ı vibračńı excitace 0 → 0 a 0 → 1
neńı vibračńı struktura př́ılǐs patrná a objev́ı se až od vibračńı excitace
0 → 2. Je to dáno poměrem velikosti účinného pr̊uřezu k amplitudám os-
cilaćı. Nejvýrazněǰśı oscilačńı struktura je pak u posledńı námi studované
vibračńı excitace 0 → 6. Z graf̊u je vidět, že naše výpočty jsou ve velmi dobré
shodě s referenčńımi daty. Z toho vyplývá, že diskretizace kontinua použitá
v našem nelokálńım modelu (5.46), (5.47) funguje správně a naše formulace
je schopna popsat rezonančńı srážku stejně dobře jako p̊uvodńı formulace
pomoćı nelokálńıho potenciálu (5.42). Drobný posun oscilačńı struktury v̊uči
referenčńım dat̊um je zp̊usoben mı́rně odlǐsnými parametry modelu, zvláště
elektronové afinity.

Časový př́ıstup k výpočtu nelokálńıho modelu nám umožňuje názorně
interpretovat (viz. [21] a [20]) źıskané účinné pr̊uřezy v rámci tzv. bumeran-
gového modelu. Ukazuje se, že oscilace v účinných pr̊uřezech se daj́ı vysvětlit
jako d̊usledek interference dvou jev̊u. Prvńım z nich je př́ımý rozpad rezo-
nančńıho stavu prob́ıhaj́ıćı bez velké změny geometrie molekuly. Druhým
jevem je pohyb jader v potenciálu Vd(R), který poté část baĺıku odraźı zpět
do oblasti jámy potenciálu, kde je nenulová vazba mezi diskrétńım stavem
a kontinuem a kde je baĺık opět pohlcován.

Obrázek 5.13 zachycuje časový vývoj účinného pr̊uřezu pro elastický pro-
ces 0 → 0 ve vybraných časech a odpov́ıdaj́ıćı vlnové baĺıky. Z něj je patrné,
že tento účinný pr̊uřez velmi rychle konverguje (zhruba v čase t = 60) a pro-
cesy v pozděǰśıch časech již do něj prakticky nepřisṕıvaj́ı. Vzhledem k tomu,
že za tento čas se jádra nedostala př́ılǐs daleko od sebe, můžeme tvrdit, že
celý účinný pr̊uřez 0 → 0 a obálky všech ostatńıch účinných pr̊uřez̊u jsou
dominovány procesem př́ımého rozpadu rezonančńıho stavu bez velké změny
molekulárńı geometrie.

Naproti tomu oscilačńı struktura v účinných pr̊uřezech pro vibračńı ex-
citaci má p̊uvod v tzv. bumerangových oscilaćıch, které spoč́ıvaj́ı v pohybu
jader do větš́ıch vzdálenost́ı a zpět, jak to ilustruje obrázek 5.14. Z něj je
patrné, že účinný pr̊uřez 0 → 6 konverguje až pro velmi vysoké časy. Účinný
pr̊uřez pro nižš́ı energie konverguje v mnohem nižš́ım čase než u vyšš́ıch
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energíı. Dlouhá doba nutná ke konvergenci účinného pr̊uřezu pro vyšš́ı ener-
gie je zp̊usobena t́ım, že odraz vlnového baĺıku je možný pouze v úzké energe-
tické oblasti pod prahem disociačńıho záchytu E = 3, 72 eV, což vysvětluje
hustý výskyt oscilaćı těsně pod t́ımto prahem. Finálńı účinný pr̊uřez, kterého
jsme dosáhli v čase zhruba 385, 6 fs je vykreslen na obr. 5.15.

5.4 Závěr

V předložené práci jsme ukázali, že diskretizace kontinua použitá v časově
závislém diferenciálńım tvaru nelokálńıho modelu (5.54), (5.55), (2.6) po-
pisuj́ıćı rezonančńı srážku elektronu s molekulou H2 dává stejné výsledky
(účinné pr̊uřezy) jako již dř́ıve implementovaný plný nelokálńı model (5.42),
viz [15] a [19]. Pro numerické řešeńı rovnic nelokálńıho modelu jsme použili
metody: konečných element̊u v kombinaci s metodou reprezentace diskrétńı
proměnnou [12] a metodu vněǰśıho komplexńıho škálováńı [10]. Časový vývoj
vlnové funkce jsme řešili zobecněnou Crankovou-Nicholsonovou metodou
[11]. Všechny numerické metody jsme otestovali na vhodném modelovém
systému [14].

Časový př́ıstup v nelokálńım modelu rezonančńıch srážek elektron̊u s
molekulami je spolu s použitými numerickými metodami v principu možné
rozš́ı̌rit i do v́ıce dimenźı, např. pro srážku elektronu s molekulou H2O,
CO2, atd. Tyto procesy zat́ım nebyly z hlediska vibračńı excitace teoreticky
studovány.
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Obrázek 5.16: Účinné pr̊uřezy 0 → 0 a 0 → 1.
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Obrázek 5.17: Účinné pr̊uřezy 0 → 2 a 0 → 3.
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nances, kap. 7.5. Academia, Praha.

[8] B. Simon (1979), Physics Letters A 71, 211

[9] D. Neuhauser, M. Baer (1989), J. Chem. Phys. 90, 4351

[10] C. W. McCurdy, C. Stroud (1991), Comp. Phys. Comm. 63, 323

[11] van Dijk W., Toyama F.M. (2007), Phys. Rev. E. 75, 036707

[12] T.N. Rescigno, C.W. McCurdy (2000), Phys. Rev. A 62, 032706

[13] David J. Tannor (2007): Introduciton to Quantum Mechanics - A Time-
dependent Perspective. University Science Books, Sausalito.

[14] D. J. Tannor, D. E. Weeks, J. Chem. Phys. (1993), 98, 5

58



[15] Houfek K. et al. (2006), Phys. Rev. A 73, 032721.

[16] W. Domcke (1991), Phys. Rep. 208, 97

[17] H. Feshbach (1958), Annals of Phys. 5, 357

[18] H. Feshbach (1962), Annals of Phys. 19, 287
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Rev. A 73, 0227101

59


