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Abstrakt: 

Tato diplomová práce popisuje čtyři méně známá matematická témata, která mohou být 

součástí matematických seminářů na středních školách, popř. matematických táborů, a to 

Hippokratovy měsíčky, tangram, zlatý řez a Kolumbovo vejce. Každé téma je zpracováno 

do didaktického materiálu, který má sloužit jako zdroj informací pro učitele. Dvě z témat 

byla prakticky vyzkoušena se studenty střední školy, o čemž pojednává jedna z kapitol. 

Hlavním přínosem práce je příprava a popis pracovních listů, které obsahují sadu 

vyřešených a okomentovaných úloh. Práce také obsahuje výsledky dotazníku, pomocí 

něhož byla zjišťována náplň matematických seminářů na řadě středních škol v České 

republice. 
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Abstract: 

The diploma thesis describes four less known mathematical topics, which could be part of 

mathematical seminars at the secondary schools or mathematical camps, дате1у 

Hippocrates lunes, Golden section, tangram and Columbus egg. Each topic is elaborated 

into a didactic material, which should function as a source of information for teachers. Two 

of the topics were trialled with secondary school students, which is dealt with in one of the 

chapters. The main part of the thesis focuses on the preparation and description of 

worksheets, which consist of a set of solved and commented upon tasks. The thesis also 

contains the results of a questionnaire aimed at finding out the content of mathematical 

seminars at some secondary schools in the Czech Republic. 
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1. Úvod 
К napsání této diplomové práce mne inspiroval matematický seminář na gymnáziu, 

kde jsem absolvovala svou učitelskou praxi. Učitelka se zde okrajově věnovala historii 

matematiky a seznamovala studenty s novými tématy např. zlatým řezem, Hippokratovými 

měsíčky atd. Vzhledem k tomu, že já jsem se s nimi setkala až při studiu na vysoké škole, 

rozhodla jsem se ve své práci popsat některá méně běžná matematická témata. Vybraná 

témata by mohla být součástí náplně matematických seminářů na středních školách nebo 

by mohla být používána v rámci matematických táborů, matematických soustředění nebo 

kroužků. Některé pak mohou sloužit jen jako motivace žáků ke zkoumání 

v matematice."Motivací se vytváří vnitřní citový vztah k předkládanému problému a touze 

po poznání. Navozuje u žáka potřebu vytvořit si jisté představy k pochopení a řešení 

problému." (Luhan, 1990, s. 95) 

Během studia na základní, střední a vysoké škole se setkáváme s velkou řadou 

různých příkladů a úloh. Od nejjednodušších úprav výrazů, řešení rovnic, řešení slovních 

úloh, až po složitější výpočty a důkazy vět. Existuje však celá řada zajímavých úloh, se 

kterými se setkáme až při studiu na vysoké škole, nebo se s nimi nesetkáme vůbec. Je 

pochopitelné, že ne každý student střední školy1 je matematicky založený, ale někteří by se 

matematice rádi věnovali více než jen v běžných hodinách.2 K tomu slouží matematické 

semináře. Své znalosti si studenti mohou rozšiřovat i v rámci matematických kroužků, 

pokud je škola nabízí. Mohou se také účastnit matematických táborů. Právě v těchto 

seminářích a kroužcích by mohli být seznamováni s netradičními matematickými úlohami. 

Vždy záleží na samotném učiteli - jak moc je vynalézavý, jak se snaží probírat nové věci 

a jak moc se drží pouze úloh z učebnic a sbírek. Záleží i na tom, zda učitel dokáže reagovat 

na zpětnou vazbu od studentů a podle toho rozšiřovat probíranou látku a zařazovat nová 

témata nebo více opakovat a procvičovat. 

Tato diplomová práce by mohla být inspirací pro učitele, čemu se mohou 

v seminářích věnovat, jak učinit matematiku zábavnější, a tak ji více přiblížit svým 

studentům. Podklady k danému tématu mohou učitelé nastudovat v materiálu pro učitele, 

který je součástí práce. Materiál obsahuje i popis pracovního listu, kde jsou jednotlivé 

úlohy okomentované a vyřešené. Sám učitel se může při studiu témat dozvědět řadu 

novinek a zajímavostí. 

V této práci budu pro žáka střední školy používat označení student. 
Studenti se zájmem o matematiku se samozřejmě mohou také účastnit různých matematických soutěží. 

O tom však ve své práci mluvit nebudu, protože se v nich nedá využít mnou zkoumaných témat. 
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Práce je rozdělena do osmi kapitol. Druhá kapitola se věnuje matematickým 

seminářům a matematickým táborům. Její součástí jsou i výsledky dotazníku, ve kterém 

jsem zjišťovala náplň matematických seminářů na středních školách v České republice. 

Třetí kapitola popisuje realizaci dvou mnou vytvořených pracovních listů v praxi. Získala 

jsem tak řadu cenných doporučení a poznatků, které jsem zařadila do konečné podoby 

pracovních listů a do jejich popisu jako komentář pro učitele. Další kapitoly se věnují vždy 

jednomu určitému matematickému tématu. Obsahují úvodní komentář, materiály vztahující 

se к danému tématu určené učitelům a popis pracovního listu. Samotný pracovní list je 

součástí přílohy. Práce je určena pro učitele středních škol a učitele/vedoucí na 

matematických táborech či soustředěních. Tématy zde uvedenými mohou obohatit své 

hodiny a rozšířit tak znalosti svých studentů a účastníků táborů. 

Ve své práci se věnuji následujícím tématům: Hippokratovy půlměsíčky, Tangram, 

Zlatý řez a Kolumbovo vejce. Úlohy formulované v pracovních listech se snaží rozvíjet 

logické myšlení, prostorovou představivost a tvořivost studentů. Do značné míry jsou 

originální, protože jsem je sestavovala sama. 

V závěru práce jsem shrnula, co je přínosem práce a jak budou její výsledky dále 

použity. Práce obsahuje dále devět příloh. První příloha obsahuje dotazník, kterým jsem 

zjišťovala náplň matematických seminářů na středních školách. Příloha č. 2 pak předkládá 

seznam škol, které na dotazník odpověděly. Přílohy č. 3, 4, 8 a 9 obsahují pracovní listy 

к jednotlivým matematickým tématům. V přílohách č. 5 a 6 jsou popsány ukázky využití 

tangramu v praxi. Příloha č. 7 obsahuje kopie studentských pracovních listů, které jsem 

realizovala v praxi. 
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2. Matematické semináře a tábory 
Tato kapitola obsahuje tři části. První část se věnuje matematickým seminářům, 

které jsou často součástí středoškolské výuky na školách. Seminář si většinou vybírají 

studenti, kteří mají o matematiku zájem, chtějí se dozvědět něco více nebo chtějí skládat 

maturitní zkoušku z matematiky. Jsou zde uvedeny výsledky dotazníku, ve kterém jsem 

zjišťovala náplň matematických seminářů na středních školách. 

Druhá část poskytuje informace o některých matematických táborech a 

soustředěních, na které mohou zájemci o matematiku (převážně středoškolští studenti) 

jezdit. Poslední část nabízí seznam některých zdrojů, ze kterých mohou učitelé čerpat 

úlohy do matematických seminářů, do písemných prací a také к maturitní zkoušce. Dalším 

zdrojem úloh by mohla být i tato diplomová práce, respektive materiály pro učitele, které 

jsou součástí dalších kapitol. 

2.1 Dotazník zjišťující náplň matematických seminářů na 

středních školách 

Vzhledem к zaměření mé diplomové práce jsem se rozhodla zjistit formou 

dotazníku, jaká je vlastně náplň matematických seminářů na středních školách. Zajímalo 

mne, jakým tématům se učitelé věnují a zda i těm, která rozebírám ve své diplomové práci. 

Vytvořila jsem dotazník, který se skládá z 10 otázek, a rozeslala ho prostřednictvím e-

mailu na 216 středních škol v celé republice. Kontakty na školy jsem získala 

prostřednictvím internetového vyhledávače www.seznam.cz. Zde jsem zadala výraz střední 

školy a vybírala odkazy na školy. Převážně jsem čerpala z internetové stránky 

<http://www.stredniskolv.eu/> [cit. 2009-01-15]. Zpět jsem obdržela 72 odpovědí, jedná se 

tedy přibližně o 33 % návratnost rozeslaných dotazníků. Přehled škol, které odpověděly na 

zaslaný dotazník, je uveden v příloze č. 2. 

Dotazník je rozdělen na dvě části. První část dotazníku zjišťuje, o jaký typ střední 

školy se jedná a zda na škole mají předmět matematický seminář. Druhá část je zaměřena 

na ty školy, které tento seminář vedou. Zde zjišťuji tři základní informace: 1. kterým 

ročníkům je seminář určen a kolik let seminář trvá, 2. jakým tématům se v rámci semináře 

učitelé věnují, 3. zda se věnují tématům, které rozebírám v diplomové práci. Dotazník je 

uveden v příloze č. 1. 
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2.1.1 Vyhodnocení dotazníků 

V první otázce jsem zjišťovala typ školy. Výsledný vzorek tvoří 72 škol, z toho 

78 % jsou všeobecná gymnázia, 11 % gymnázia se zaměřením (čili odborná gymnázia), 

7 % integrované školy a 4 % tvoří církevní gymnázia. 

Všeobecná gymnázia v současné době nabízejí různou délku studia, uvádím počty 

v procentech z celkového počtu škol, které mi odpověděly: 

43 % nabízí 41etou a 81etou formu studia 

9 % nabízí 41etou a óletou formu studia 

4 % nabízí 41etou, óletou a 81etou formu studia 

11 % nabízí pouze 41eté studium 

11 % nabízí pouze 81eté studium 

Mezi odbornými gymnázii byla tato: 

sportovní gymnázium se 41etou a óletou formou studia 

gymnázium se 41etým studiem zaměřené na tělesnou výchovu a 

všeobecné gymnázium se óletým studiem zaměřené na tělesnou 

výchovu 

- gymnázium se 41etým studiem zaměřené na humanitní a 

přírodovědné předměty a programování 

gymnázium se 41etou a 81etou formou studia se zaměřením na 

matematiku a fyziku, 

gymnázium se 41etou a 81etou formou studia se zaměřením na živé 

jazyky a tělesnou výchovu 

gymnázium se 41etým studiem zaměřené na matematiku 

gymnázium se 41etým studiem zaměřené na živé jazyky a 

španělské bilingvní gymnázium šestileté 

gymnázium se 41etým studiem zaměřené na živé jazyky a šestileté 

bilingvní gymnázium s výukou vybraných předmětů ve 

francouzském jazyce. 

Integrované školy jsou gymnázia spojená s nějakou střední školou, konkrétně v mém 

vzorku se jedná o školy (v dotaznících nebylo uvedeno, o jakou střední školu se jedná): 

střední škola a gymnázium se 41etým studiem 

střední odborná škola a gymnázium s 81etým studiem 

gymnázium a obchodní akademie 
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střední odborná škola a gymnázium se 41etou a 81etou formou 

studia 

Z církevních gymnázií to pak byla: 

církevní gymnázium se 41etou a óletou formou studia 

církevní gymnázium se 41etým studiem zaměřené na humanitní 

předměty 

církevní gymnázium se 41etým studiem zaměřené na humanitní 

předměty a tělesnou výchovu. 

Druhá otázka rozdělila oslovené školy na ty, které v rámci svých předmětů nabízejí 

svým studentům matematický seminář, a ty, které ho nenabízejí. Z došlých odpovědí 

nabízí 92 % škol svým studentům matematický seminář, zbylých 8 % škol (konkrétně 

4 všeobecná gymnázia, 1 církevní gymnázium a 1 integrovaná škola) tento předmět pro své 

studenty nevypisuje. 

Nyní se zaměřím na zpracování těch dotazníků, v nichž bylo uvedeno, že škola 

matematický seminář svým studentům poskytuje. V mém případě se jedná o 66 škol 

z různých částí České republiky. 

Třetí otázka dotazníku zjišťuje, pro které ročníky je matematický seminář 

připravován. Vzhledem k tomu, že učitelé mohli uvádět více možností, dospěla jsem 

к následujícím závěrům: 

68 % škol nabízí seminář pro 3. a 4. ročníky 41etého studia a věkově 

odpovídající ročníky víceletého studia3 

17% škol nabízí seminář pro 2., 3. a 4. ročníky 41etého studia a věkově 

odpovídající ročníky víceletého studia 

12 % škol nabízí seminář pouze studentům 4. ročníků 41etého studia a věkově 

odpovídající ročníky víceletého studia 

3 % škol nabízí seminář pouze studentům 3. ročníků 41etého studia a věkově 

odpovídající ročníky víceletého studia. 

Na jednom všeobecném gymnáziu nabízejí matematický seminář svým studentům 

nepovinně již v 1. a 2. ročníku. 

Tím je myšleno 7. a 8. ročníky osmiletého studia nebo 5. a 6. ročníky šestiletého studia. 
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Čtvrtá otázka je zaměřená na délku semináře. Seminář může být jednoletý, 

dvouletý, některé školy nabízejí i tříletý matematický seminář. Zjistila jsem, že jednoletý 

seminář může být určen buď pouze pro studenty 3. ročníků, nebo pro studenty 4. ročníků. 

V některých případech je tento seminář přístupný studentům 3. i 4. ročníků. Vyskytuje se 

i možnost, že na škole jsou dva jednoleté semináře - jednoletý pro 3. ročníky a jednoletý 

pro 4. ročníky, nebo jednoletý pro 2. a 3. ročníky a jednoletý pro 4. ročníky. Dvouletý 

seminář je studentům určen ve 3. a 4. ročnících. Tříletý seminář je pro studenty ve 2., 3. a 

4. ročnících. Řada škol má možnost jednoletého (4. ročníky) i dvouletého ( 3. a 4. ročníky) 

semináře. Celkové výsledky jsou tyto: 

- 41 % škol nabízí jednoletý i dvouletý seminář 

- 22 % škol nabízí pouze dvouletý seminář 

- 15 % škol nabízí pouze jednoletý seminář 

- 15 % škol nabízí dva jednoleté semináře 

- 3 % škol nabízí pouze tříletý seminář 

- 2 % škol nabízí dvouletý a tříletý seminář4 

- 2 % škol nabízí jednoletý, dvouletý a tříletý seminář5 

Poznámka: Je zajímavé, že ani jedno ze dvou gymnázií mého vzorku, která jsou zaměřena 

na matematiku, nenabízí svým studentům tříletý matematický seminář. 

Otázky 5 - 7 se věnují náplni matematických seminářů. Konkrétně mne zajímalo, 

zda učitelé probírají témata к maturitě, zda probírají a procvičují témata, která běžně 

probírají v hodinách matematiky, a zda probírají nová témata a nějaké rozšiřující úlohy. 

Zjistila jsem, že 99 % učitelů se v rámci seminářů věnuje maturitním tématům, prohlubují 

probíranou látku a zároveň seznamují studenty s novými tématy. Zbývající procento škol 

se věnuje pouze některé z nabízených možností. Například neprocvičují maturitní témata, 

protože к tomu slouží předmět nazvaný Cvičení z matematiky, ale prohlubují probíranou 

látku a probírají nová témata. Jiné naopak maturitní témata procvičují, ale nevěnují se 

novým tématům. 

Nejčastěji byly uváděny tyto maturitní okruhy: diferenciální a integrální počet, 

rovnice a nerovnice všech typů včetně rovnic a nerovnic s parametrem, komplexní čísla, 

analytická geometrie, planimetrie, stereometrie, goniometrie, funkce a pravděpodobnost. 

* Tyto semináře nabízí škola: Gymnázium Václava Beneše Třebízského ve Slaném. 
Tyto semináře nabízí škola: Gymnázium Jaroslava Heyrovského, Praha 5. 
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Okrajově se objevují okruhy: důkazové metody, kombinatorika, statistika, trigonometrie, 

algebraické výrazy, výroková logika, posloupnosti, množinové pojmy a kuželosečky. 

Znalosti jsou v semináři prohlubovány zejména v oblastech: komplexní čísla, 

rovnice a nerovnice všech typů včetně rovnic a nerovnic s parametrem, stereometrie, 

funkce, analytická geometrie, goniometrie, diferenciální a integrální počet a 

pravděpodobnost. Okrajově jsou znalosti procvičovány v oblastech: matice, determinanty, 

planimetrie, důkazy vět, kombinatorické úlohy s opakováním, slovní úlohy, výroková 

logika, analytická geometrie v prostoru, trigonometrie, statistika, shodná a podobná 

zobrazení, stejnolehlost a rovnice vyšších stupňů. 

Z hlediska mé práce mne nejvíce zajímalo, jaká nová témata jsou v rámci seminářů 

probírána, proto se budu těmto odpovědím věnovat podrobněji. Učitelé ve svých 

odpovědích uváděli následující matematická témata: 

• matice a determinanty 

• diferenciální a integrální počet 

• důkazové metody 

• komplexní čísla 

• řešení soustavy rovnic Gaussovou eliminační metodou a 

Cramerovým pravidlem 

• homotetie (stejnolehlost) 

• shodná zobrazení v prostoru 

• nekonečná geometrická řada 

• Apolloniovy úlohy6 

• reciproké rovnice 

• iracionální nerovnice 

• řešení zábavných matematických problémů, hlavolamy 

• zlatý řez 

• Hippokratovy měsíčky 

• algebraické rovnice vyšších stupňů 

• kruhová inverze 

• řešení konstrukčních úloh pomocí Cabri Geometry 

• teorie grafů 

® Apolloniovy úlohy: sestrojte kružnici, která se dotýká tří prvků - bod, přímka a kružnice a jejich libovolná 
kombinace. 
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• algebraické struktury - grupy 

• finanční a pojistná matematika 

• fyzikálni úlohy s využitím derivací a integrálů 

• kvadratické rovnice s komplexními koeficienty 
n 

• Homérovo schéma 

• historie matematiky 

• Cardanovy vzorce pro řešení kubických rovnic 
• « • • 8 

• funkce cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické 

• složitější kombinatorické úlohy 

• transformace souřadnicové soustavy 

• analytická geometrie v prostoru a ve vyšších dimenzích 

• rozklad na parciální zlomky 

• goniometrické nerovnice 

• výroková logika 

• pravděpodobnost a statistika 

• limity posloupností a funkcí 

• teorie množin 

• průběh funkce. 

Překvapilo mne, jakým tématům se učitelé na některých středních školách věnují, protože 

s řadou z nich jsem se seznámila až na vysoké škole.9 Zhruba polovina škol se nově věnuje 

maticím a determinantům. Třetina dotázaných škol probírá diferenciální a integrální počet. 

Zbylá uváděná témata se objevují v odpovědích učitelů méně. 

Osmá otázka Probíráte počítání s maticemi je trochu specifická, protože se 

přímo nevztahuje к tématu mé práce. Položila jsem ji proto, že osobně pokládám toto téma 

za důležité, protože na vysokých školách se znalosti o maticích využívají. V rámci učiva 

středních škol pomáhají ke zjednodušení řešení soustav rovnic, proto si myslím, že je to 

jedno z témat, kterým by se semináře nebo běžné hodiny matematiky měly věnovat. Na 

tuto otázku mi 88 % učitelů odpovědělo, že matice probírají v rámci semináře nebo i běžně 

' Homérovo schéma je název algoritmu pro efektivní vyhodnocování polynomů. 
8 Cyklometrické funkce: např. arkus sinus (arcsin x), arkus tangens (arctg л), atd. 
Hyperbolické funkce: např. hyperbolický sinus (sinh x), hyperbolický kosinus (cosh x), atd. 
Hyperbolometrické funkce: např. hyperbolický arkus sinus (arcsinh x), hyperbolický arkus kosinus 
(arccosh *), atd. 
9 Na gymnáziu v Ledči nad Sázavou, které jsem navštěvovala, jsme měli dvouletý matematicky seminář. 
Opakovali jsme se к maturitě-a probírali i nová témata, například derivace, intergrály, průběh funkce atd. 
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v hodinách matematiky, záleží na úrovni vědomostí a schopností studentů. Pouze 12% 

učitelů se maticemi nezabývá. Jeden z učitelů uvedl, že počítání s maticemi je součástí 

předmětu výpočetní technika. 

Otázky 9 a 10 se vztahují к tématům, které rozebírám v diplomové práci. Jednalo se 

o otázky: Zabýváte se úlohami s Hippokratovými půlměsíčky? a Zabýváte se zlatým řezem? 

Výsledky těchto otázek byly zajímavé. Hippokratovými půlměsíčky se zabývá zhruba 

26 % učitelů a zlatému řezu se věnuje přibližně 36 % dotázaných učitelů. Objevily se také 

odpovědi, že dotazovaní neznají Hippokratovy půlměsíčky - jedná se o 3 % učitelů. 

Někteří učitelé konstatovali, že v seminářích je málo času na probírání takových témat. 

Jsou prý rádi, že stihnou zopakovat okruhy к maturitě ve 4. ročníku. Jiní učitelé probírají 

tato témata nebo okrajově se o nich zmíní v běžných hodinách matematiky. Na některých 

školách studenti sami vypracovávají seminární práce na tato témata a poté je prezentují 

svým spolužákům. 

2.2 Matematické tábory a matematická soustředění 

V úvodu jsem uvedla, že matematické tábory a soustředění představují jednu 

z možností pro studenty, kteří se více zajímají o matematiku. Matematické tábory a 

matematická soustředění jsou pořádány pro žáky druhého stupně základních škol a 

studenty středních škol. Organizátory jsou centra volného času, gymnázia, ale také vysoké 

školy. Určité typy soustředění jsou určeny pro úspěšné řešitele korespondenčních 

matematických seminářů.10 

Níže budou popsány některé matematické tábory a soustředění v České republice. 

Informace o nich jsem získala převážně na internetových stránkách nebo z e-mailů od 

pořadatelů táborů. 

Letní matematický tábor 

Matematický tábor je pro žáky a studenty se zájmem o matematiku. 

Věkové určení: žáci od 11 do 15 let. 

Korespondenční seminář je matematická soutěž. Princip semináře spočívá v tom, že organizační tým 
připravuje v několika sériích sadu matematických úloh a problémů. Ty pak rozesílá poštou účastníkům 
semináře. Řešitelé mají určitou dobu na to, aby se s úlohami vypořádali, své bádání sepsali a zaslali zpět 
organizátorům. Ti je pečlivě opraví, přidají poučné poznámky, vytvoří vzorová řešení a vše zase pošlou zpět 
řešiteli společně s další sadou úloh. Tak to jde stále dokola, až proběhne celý ročník a nakonec jsou 
vyhlášeny výsledky. (Zhouf, 2001) 
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Organizátor: Centrum volného času Lidická, Brno.11 

Spádová oblast: Brno a okolí. 

První tábor se konal v roce 1995. Každoročne se ho účastní přibližně 20 - 30 dětí. 

Z matematiky se dělá „všechno možné" - přednášky, matematické hry, testy, kvízy, 

rébusy, hlavolamy. Jsou volena témata především z algebry a geometrie (samozřejmě 

přizpůsobené věku dětí). 

Matematické soustředění od KoKoSu 

Soustředění je učeno pro úspěšné řešitele matematického korespondenčního semináře 
• r V 1 2 

KoKoS = Koperníkův Korespondenční Seminář. 

Věkové určení: žáci 6. - 9. tříd ZŠ a příslušných ročníků víceletých gymnázií. 

Organizátor: Gymnázium Mikuláše Koperníka v Bílovci. 

KoKoS pořádá soustředění dvakrát do roka - podzimní a jarní týdenní matematické 

soustředění. Účastní se jej každoročně přibližně 20 - 25 účastníků z 6. až 9. třídy základní 

školy. 

Na každém soustředění se objevují matematické přednášky zaměřené na řešení 

rovnic - především lineární, kvadratické, s absolutní hodnotou. Dále kombinatorika a 

potom drobné nahlédnutí třeba do komplexních čísel, jednoduché derivace - o tom jen 

zmínka, že něco takového existuje. Na programu soustředění nejsou pouze matematické 

přednášky, ale i chemické pokusy nebo fyzikální přednášky. Vždy probíhají dvě přednášky 

najednou, takže si účastník může vybrat tu, která se mu zdá zajímavější. Každé soustředění 

je jiné než to předchozí. Přednášky probíhají dopoledne ve dvou blocích po 90 minutách a 

odpoledne se hrají hry a je připraven další program. 

Matematicko-fyzikální kurz13 

Soustředění je určeno pro zájemce o matematiku a fyziku. 

Věkové určení: studenti středních škol, převážně ze čtvrtých ročníků, výjimečně i žáci 

z 9. tříd ZŠ. 

Organizátor: Kabinet matematiky a fyziky, Gymnázium Omská, Praha - Vršovice. 

Náplní tohoto soustředění jsou především matematické úlohy zaměřené na logiku. 

Nedílnou součástí je řada matematických her, například matematické pexeso, matematický 

" Zdroj <httD://www.luzankv.cz/novvweb/akce/kalendarakci/letak.php?id=25472> [cit. 2009-01-20]. 
12 Zdroj <http://kokos.amk.cz/> [cit. 2009-01-20]. 
13 Informace jsem získala od studentky Pedagogické fakulty UK, která se několikrát účastnila tohoto 
soustředění a v roce 2009 je jedním z organizátorů. 
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scrabble, Matematico, Unmatematico atd. Účastníci převážně pracují v týmech, samotné 

rozdělení do týmů probíhá za pomoci matematických hádanek. Počet účastníků se 

pohybuje v rozmezí mezi 20 - 30 studenty. 

Letní soustředění pro mladé fyziky a matematiky14 

(dříve název Letní matematicko-fyzikální tábor pro středoškoláky) 

Soustředění je pro žáky a studenty se zájmem o matematiku a fyziku. 

Věkové určení: od 14 do 19 let. 

Organizátor: Katedra didaktiky fyziky, Matematicko-fyzikální fakulta Univerzity Karlovy 

v Praze. Vedoucí soustředění jsou studenti a zaměstnanci MFF, ale i zkušení učitelé ze 

škol. 

První letní matematicko-fyzikální tábor se konal v roce 1987. Soustředění trvá dva 

týdny, koná se vždy mimo Prahu či velká města. Počet účastníků se pohybuje v rozmezí 25 

- 35 účastníků. К ubytování jsou využívány objekty škol v přírodě. 

Program soustředění je rozdělen na dvě části: odborný a společenský. К hlavním 

částem odborného programu patří kurzy matematiky a fyziky a přednášky lektorů -

předních odborníků MFF UK, AV ČR a odjinud. Kurz matematiky probíhá ve třech 

variantách, které se liší jak svojí úrovní, tak svým zaměřením. Nejedná se o výklad dané 

problematiky, ale spíše o řešení problémů, zajímavostí apod. Z matematických témat jsou 

to například derivace, integrály, diferenciální rovnice, funkce, analytická geometrie, 

šifrování atd. Těžiště odborného programu spočívá v projektech. Účastníci během tábora 

zpracovávají vybrané téma z připravené nabídky a pracují při tom ve skupinách po dvou až 

třech. Projekt může být matematický nebo fyzikální. V rámci projektu se studenti učí sami 

si organizovat svou práci, spolupracovat s kolegy na společném úkolu. Procvičí si své 

prezentační schopnosti při prezentaci projektu na závěrečné konferenci na konci tábora. 

Kurzy matematiky a fyziky jsou prolínány přednáškami lektorů a hrami a aktivitami, 

Všechny účastníky čeká na začátku tábora vstupní matematický test, aby 

organizátoři zjistili, jaké jsou jejich matematické znalosti. Tomu pak mohou přizpůsobit 

program a poradit dětem, jakou úroveň kurzu matematiky si vybrat. Vždy však záleží na 

rozhodnutí daného jedince, kam půjde. 

Společenský program vychází z principů osobnostně-sociální výchovy a výchovy 

prožitkem. Jednotlivé hry a aktivity slouží к odreagování. Také se snaží rozvíjet 

14 Zdroj <http://kdf.mff.cuni.oz/tabor> [cit. 2009-01-20]. 
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dovednosti účastníků v různých oblastech - rozvoj schopností spolupracovat, 

komunikovat, sebehodnotit se atd. 

Matematický tábor Pikomat 

Tábor je převážně pro úspěšné řešitele korespondenčního semináře Pikomat MFF UK.15 

Věkové určení: 6. - 9. ročník ZŠ a odpovídající třídy víceletých gymnázií. 

Organizátor: studenti Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity Karlovy v Praze 

a příznivci Pikomatu MFF UK. 

První tábor se konal v roce 1994. Každoročně se jej účastní 20 - 35 účastníků. 

Délka tábora je 14 dní. Náplní tábora jsou nejen přednášky z matematiky a i jiných věd, ale 

pořádají se také různé hry v přírodě. Konají se výlety na zajímavá místa v okolí tábora. 

Přednášky probíhají dopoledne většinou ve dvou blocích. Z her a akcí jsou to například 

matematické pexeso, neklasické piškvorky, kvarteto, matboj, kufr, matematický orientační 

boj a řada dalších. Nabídka témat přednášek je velice různorodá. Většinou skladba 

přednášek odpovídá i zájmu účastníků - vybírají si z připraveného seznamu. 

Uvádím přehled některých témat přednášek na táboře: Historie matematiky, 

Diofantické a reciproké rovnice, Pappovy úlohy, Derivace, Feuerbachova kružnice, 

Důkazy, Apolloniovy úlohy, Kruhová inverze, Matematická indukce, Matice, Teoretické 

řešení střech, Řezy na tělesech, Sférická geometrie, Euklidovské a neeuklidovské 

konstrukce, Kuželosečky, Platónská tělesa, Zlatý řez, Teorie grafů, Hlavolamy apod. 

2.3 Zdroje zajímavých matematických úloh 

Cílem mé práce je připravit materiál pro učitele. Hledala jsem tedy zdroje, ze 

kterých mohou dnes učitelé čerpat zajímavá témata a úlohy do hodin. Uvádím seznam 

literatury a odkazy na některé internetové stránky. 

CALDA, E. Sbírka řešených úloh: středoškolská matematika pod mikroskopem. Praha: 

Prometheus, 2006. 

DOBROVOLNÝ, B. Nové matematické rekreace. Praha: Práce, 1967. - obsahuje úlohy ze 

všech oborů matematiky, elementární, ale i velmi složité, jsou zde uváděny cesty к řešení 

úloh, úlohy mají rozvíjet tvořivé myšlení. 

15 Zdroj <http://pikomat.mff.ouni.cz/tabor/> [cit. 2009-01-20]. 
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FRÝZEK, M.; MULLEROVÁ, J. Sbírka úloh z matematiky pro bystré hlavy. Praha: 

Fortuna, 1992. - obsahuje zajímavé úlohy s tělesy, složitější úlohy na odvozování vztahů. 

HERMAN, J.; KUČERA, R.; ŠIMŠA, J. Metody řešení matematickýh úloh II. Brno: PřF 

MU, 2004. - obsahuje složitější kombinatorické úlohy včetně jejich řešení. 

KONEČNÝ, M. a kol. Zajímavé aplikace matematiky. Brušperk: Nadace Svatoplukovy 

společnosti Brušperk, 1995. - obsahuje méně známá témata, například magické čtverce, 

Dirichletův princip, iterace a jejich aplikace, fuzzy logika a její aplikace, algebraické 

rovnice vyšších řádů atd. 

KUŘINA, F. 10 pohledů na geometrii. Praha: Matematický ústav AV ČR a ALBRA, 1996. 

- obsahuje několik pohledů na elementární geometrii, řešené úlohy rozvíjející 

představivost; na konci každé kapitoly jsou poznatky, které přesahují rámec SŠ a vytvářejí 

tak relativně ucelený pohled na základní geometrické souvislosti. 

LARGE, T. Barevná matematika, (přeložil z angličtiny L Mikulka) Praha: Albatros, 2005. 

- kniha obsahuje řadu témat, která lze využít v semináři, například kubické funkce, 

Hippokratovy měsíčky, zlatý řez, Fibonacciho posloupnost, kvadratura kruhu, Fermatova a 

Pythagorejská čísla, matematická logika. 

MANDELLOVÁ, M. Logické hádanky a jak je řešit. Praha: Portál, 2000. - obsahuje úlohy 

na matematickou logiku. 

OPAVA, Z. Matematika kolem nás. Praha: Albatros, 1989. - obsahuje nesčetné množství 

zajímavostí z matematiky, například zlatý řez, Hippokratovy měsíčky, kruhová inverze atd. 

PETÁKOVÁ, J. Matematika - příprava к maturitě а к přijímacím zkouškám na vysoké 

školy. Praha: Prometheus, 1998. 

POLÁK, J. Středoškolská matematika v úlohách, 1. díl. Praha: Prometheus, 1996. 

POLÁK, J. Středoškolská matematika v úlohách, 2. díl. Praha: Prometheus, 1999. 
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SHASHA, D.E. Kybernetické hlavolamy dr. Ecca. (přeložil V. Malát) Praha: Mladá fronta, 

2005. - obsahuje 36 matematických hádanek, na kterých si studenti procvičí logické 

myšlení a představivost. 

SEDLÁČEK, J. Nebojte se matematiky. Praha: SNTL, 1960. - obsahuje matematické 

hlavolamy a paradoxy, úlohy z teorie grafů, úlohy o mnohoúhelnících. 

ŠVRČEK, J. Sbírka netradičních matematických úloh. Praha: Prometheus, 2004. - sbírka 

z algebry, geometrie, kombinatoriky a teorie čísel, u každé úlohy je její řešení. 

Řešené příklady z matematiky pro základní školy a osmiletá gymnázia. (Přeložila ze 

slovenského originálu J. Robová). Praha: ASPI, 2008, 2. rozšířené vydání. - obsahuje 

úlohy, které vycházejí z reálných situací, úlohy vyžadují prostorovou představivost. 

Časopisy řady Mozkolam - obsahují informace o matematicích, matematické zajímavosti, 

hlavolamy, rébusy. 

URL: <http://kam.mff.cuni.cz/~sbirka/> [cit. 2009-03-24] - sbírka úloh z matematiky, 

úlohy na matematickou indukci, kombinační čísla, matice, soustavy rovnic atd. 

URL: <http://www.gvnome.nmnm. 

cz / index .php? ln=cz&id=308&cat=a> [cit. 2009-03-24] 

- sbírka maturitních matematických úloh 
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3. Praktická realizace dvou témat v praxi 
Jak jsem uvedla již v první kapitole, mezi mnou vybranými tématy bylo téma 

Hippokratovy měsíčky a tangram. Obě témata jsem nejprve zpracovala, tedy vybrala jsem 

zdroje, na jejichž základě jsem vytvořila základní popis tématu a připravila pracovní listy 

pro studenty a jejich komentáře pro učitele. Oba pracovní listy jsem pak vyzkoušela 

nejdříve v pracovní dílně s učiteli středních škol a posléze i se studenty střední školy. Na 

základě takto získané zpětné vazby jsem následně upravila původní verze pracovních listů 

a komentáře pro učitele. Do své práce jsem pak zahrnula již opravené verze (viz kapitola 4 

a 5), a proto uvádím popis obou zmiňovaných témat až po této kapitole týkající se jejich 

praktické realizace. 

3.1 Pracovní dílna s učiteli 

Zpětnou vazbu pro dva z mnou připravených pracovních listů (konkrétně pro téma 

Hippokratovy měsíčky a tangram) jsem získala v době konference Dva dny s didaktikou 

matematiky 2009, kde jsem spolu s vedoucí práce vedla pracovní dílnu pro učitele střední 

školy. Dílny se zúčastnilo asi 20 učitelů středních škol (někteří z nich patřili к těm, kteří 

vyplňovali můj dotazník uvedený v odstavci 2.1). Potvrdilo se mi, že o netradiční témata 

pro matematické semináře mají zájem a že zejména pracovní listy doplněné komentářem 

o tématu jsou pro ně vhodné. V průběhu dílny učitelé řešili mnou zadané úlohy a poskytli 

mi řadu cenných doporučení, která jsem do výsledných pracovních listů zapracovala. 

Doporučení se týkala zejména formulace úloh, aby byly pro studenty srozumitelné. 

Některé z poznámek, které učitelé к pracovním listům a jejich zamýšlenému použití měli, 

jsem následně využila v komentářích pro učitele u jednotlivých úloh. 

3.2 Praktická realizace se studenty střední školy 

Oba pracovní listy jsem vyzkoušela i přímo se studenty. Navštívila jsem 

Gymnázium Dr. J. Pekaře v Mladé Boleslavi, ulice Palackého. Realizace proběhla ve dvou 

vyučovacích hodinách v předmětu Matematický seminář pro 4. ročníky. Tento seminář je 

dvouletý, každý týden dvě hodiny. V semináři paní učitelka opakuje к maturitě, ale snaží 

se i probírat nová témata (například reciproké rovnice, komplexní čísla, derivace, 

integrály). Studenti se také v semináři seznamují s programem Cabri Geometry, к němuž 

má škola zakoupenou licenci. Na zobrazení funkcí používají program Matmat, který je 

20 



zdarma ke stažení na stránkách <http://www.slunecnice.cz/sw/matmat/> [cit. 2009-03-01]. 

Formu výuky učitelka střídá - jde o skupinovou práci, samostatnou práci, případně 

frontální způsob práce, kdy jeden student počítá na tabuli a ostatní do sešitu. Každý druhý 

seminář píší písemnou práci. Studenti si seminář vybírali hlavně z toho důvodu, že všichni, 

až na jednoho, chtějí maturovat z matematiky a hlásí se na školy, kde bude matematika 

potřeba. Lze tedy předpokládat, že mají o matematiku hlubší zájem. 

Pracovala jsem se skupinou 16 studentů. Byla přítomna také paní učitelka, která 

daný předmět vyučuje.16 Původně jsem chtěla hodiny natáčet na videokameru, ale 

nepodařilo se mi od školy získat souhlas. Proto jsem požádala přítomnou učitelku, aby si 

dělala podrobné poznámky, které bych pak mohla využít pro analýzu. 

Můj plán experimentu byl takový, že rozdám studentům pracovní listy a společně 

uděláme první úlohu. Studenti již mají všechny potřebné znalosti к řešení úloh (vzorec pro 

obsah lichoběžníka, trojúhelníka, půlkruhu, kruhové úseče, čtverce, rovnoběžníka a 

Pythagorovu větu), proto není třeba dělat žádné úvodní opakování matematických 

poznatků. U dalších úloh již budou pracovat samostatně nebo ve dvojicích (dám jim na 

výběr). Já budu přitom nápomocna radami. Pokusím se ale příliš jim neprozradit. Pokud to 

budu stíhat, udělám si zápis o tom, jak práce probíhala. Své terénní zápisky pak dám 

dohromady s poznámkami od paní učitelky a celý proces rozeberu. Od studentů si následně 

okopíruji pracovní listy.17 

První hodina 

První hodina začala v 7:55 ve čtvrtek 26.2.2009. Nejprve jsem studentům rozdala 

první pracovní listy - Hippokratovy půlměsíčky (viz příloha č. 3).18 Mezitím jsem jim 

říkala, co to jsou Hippokratovy měsíčky, kdo je vytvořil a jak budeme pracovat 

s pracovním listem. 

16 Na první hodině se byla ještě podívat jiná paní učitelka, kterou problematika zajímala. Ta mne požádala, 
abych jí dala jeden pracovní list - Hippokratovy měsíčky, že ho využije ve své třídě. Má tam jednoho 
studenta, kterého nic moc nebaví nebo má už všechno vyřešené, takže by to pro něj mohlo být zajímavé. 
^ Z okopírovaných řešení jsem vycházela při své analýze a čerpám z nich ukázky uvedené níže. 

Pracovní listy jsou uvedeny tučně pro lepší orientaci v textu. 

Obr. P3.1 

Společně jsme se podívali na první úlohu: Je dán pravoúhlý 

trojúhelník ABC. Dokažte, že součet obsahů půlměsíčků 

sestrojených nad odvěsnami tohoto pravoúhlého trojúhelníka ABC 

(vyšrafovaná oblast na obrázku P3.1) se rovná obsahu 

pravoúhlého trojúhelníka ABC. Tyto půlměsíčky se nazývají 
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Hippokratovy půlměsíčky, někdy se setkáváme i s označením Hippokratovy měsíčky nebo 

menisky. 

Zeptala jsem se studentů na návrhy řešení. Milan po chvíli přemýšlení řekl: 

„Spočítáme obsahy půlkružnic nad odvěsnami a sečteme, potom spočítáme obsah nad 

přeponou a od toho odečteme obsah trojúhelníka, a nakonec od sebe odečteme předchozí 

výpočty." Myšlenka postupu byla správná, ale zdálo se mi, že většina studentů ji 

nepochopila. Začala jsem tedy s nimi dělat důkaz na tabuli. Od studentů jsem zjistila 

vzorec na výpočet obsahu půlkruhu. Studenti si pamatovali vzorec pro obsah kruhu. Řekli, 

že když budeme potřebovat půlkruh, tak ten vzorec vynásobíme jednou polovinou. Psala 

jsem výpočty na tabuli a vždy se ptala, co bude následovat. V závěru důkazu jsem 

nakreslila na tabuli obrázek a barevně označila, jaké části jsme průběžně počítali. Studenti 

si zapisovali výpočty do pracovních listů, všichni spolupracovali. Někteří již měli úlohu 

vyřešenou, tak se dívali a kreslili si barevné obrázky, které jsem měla na tabuli. Nalezené 

řešení odpovídalo vzorovému řešení uvedenému v odstavci 4.1.2. 

Po hodině mě paní učitelka upozornila, že by bylo vhodné kreslit obrázky hned od 

začátku důkazu na tabuli. Sice měli studenti před sebou obrázek v pracovním listu, ale 

někteří z nich kroky důkazu hned nechápali a pochopili je, až když jsem nakreslila 

obrázek. Dotazy к první úloze žádné nebyly, zdálo se, že studenti nakonec důkazu 

porozuměli. 

V 8:15 jsme přešli ke druhé úloze: Sestrojte Hippokratovy půlměsíčky nad 

odvěsnami pravoúhlého trojúhelníka ABC. Délky odvěsen trojúhelníka jsou \ЛС\ = 8 cm, 

\ВС\ = 6 cm. Vypočítejte součet obsahů těchto půlměsíčků. Tentokrát už studenti pracovali 

samostatně. Mohli spolupracovat ve dvojicích. Jen jsem se zeptala, jaká bude velikost třetí 

strany trojúhelníka ABC. Milan opět rychle reagoval - že to bude 10 cm. Zeptala jsem se 

proč. Jiná studentka odpověděla, že to plyne z Pythagorovy věty. Procházela jsem třídou a 

pozorovala, jak si studenti počínají. Tato úloha nedělala problémy, pouze jedna studentka 

špatně vypočítala obsah půlměsíčků. Ukázka jejího řešení je uvedena v příloze č. 7 na 

obrázku P7.1. Ostatní řešení studentů odpovídala vzorovému řešení uvedenému 

v odstavci 4.1.4. 

Následovala třetí úloha: Nechť lichoběžník А ВС D 

tvoří polovinu pravidelného šestiúhelníka o straně 6 cm. Nad 

jeho stranami sestrojíme půlkružnice. Vypočítejte obsah 

vybarvených Hippokratových měsíčků na obrázku P3.2. 

Obr. P3.2 
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U této úlohy již problémy nastaly. Studenti pracovali někdy samostatně, ale 

většinou spolupracovali spontánně ve dvojicích. Všichni nejprve začali počítat obsah 

lichoběžníka AB CD. Někdo hledal vzorec pro výpočet obsahu v tabulkách, jiní přemýšleli, 

jak obsah spočítat. Někteří si řekli, že když ten lichoběžník je polovina pravidelného 

šestiúhelníka, tak bude složen ze tří stejných rovnostranných trojúhelníků, takže jim stačí 

zjistit obsah trojúhelníka a vynásobit třemi. U 4 až 6 studentů jsem narazila na chybné 

výpočty výšky lichoběžníka: 36 - 9 = 25. Přičítáme-li nebo odečítáme-li číslo devět, tak se 

druhé číslo na konci liší o číslo jedna - při sčítání se poslední číslice zmenšuje o číslo 

jedna, při odčítání se o číslo jedna zvětšuje. Domnívám se tedy, že chyba byla v tom, že si 

špatně uvědomili, zda číslo jedna к číslu šest přidat nebo odebrat, případně tomuto 

jednoduchému výpočtu nevěnovali pozornost, protože měli na mysli spíše celkovou úlohu. 

Obcházela jsem po třídě a zjišťovala, jakou kdo volí strategii pro výpočet obsahu 

lichoběžníka. Přitom jsem odpovídala na dotazy, například: Jak mám vypočítat výšku 

lichoběžníka? Počítám to správně? Někteří studenti si s obsahem vůbec nevěděli rady, 

protože neměli s sebou matematické tabulky. V 8:30 jsem všem napsala na tabuli vzorec 

pro výpočet obsahu lichoběžníka. Zeptala jsem se, jak se ještě jinak nechá spočítat obsah 

zadaného lichoběžníka. Milan odpověděl, že obsah můžeme najít jako součet obsahů tří 

shodných rovnostranných trojúhelníků. Někteří studenti se „chytli za hlavu" a říkali, no jo 

vlastně, to je pravda, to mne nenapadlo. 

Čtvrtina studentů si pořádně nepřečetla zadání a počítala obecně s proměnnou a. 

Upozornila jsem je, že už mají v zadání konkrétní hodnotu - velikost strany pravidelného 

šestiúhelníka. Konec první hodiny byl v 8:40. 

Druhá hodina 

Po přestávce v 8:50 studenti pokračovali v počítání obsahu lichoběžníka ze třetí 

úlohy. Nyní se to všem už podařilo. Na základě jejich diktátu jsem napsala hodnotu obsahu 

na tabuli. Narazila jsem ještě najeden problém: polovina studentů používala kalkulačky a 

výsledek měla jako desetinné číslo (výpočty v desetinných číslech jsou uvedeny na 

obrázku P7.1 v příloze č. 7). Řekla jsem jim, že je vhodnější pracovat s odmocninami a 

číslem 7Г, protože potom snadněji vyřeší poslední úlohu. 

Studentka Soňa po výpočtu obsahu lichoběžníka řekla, že už má úlohu vyřešenou, 

protože určitě bude platit, že obsah lichoběžníka bude stejný jako součet obsahů měsíčků. 

Ptala jsem se jí, z čeho tak soudí. Studentka odpověděla: „V první úloze platilo, že obsah 

měsíčků je stejný jako obsah trojúhelníka, tak tady by to mohlo taky platit." Tak jsem ji 
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požádala, aby to opravdu dokázala a vypočítala součet obsahů daných měsíčků. Je vidět, že 

někteří studenti mají určitá očekávání o tom, jaké úlohy budou dostávat. Zde to vypadalo, 

že studentka očekává, že úlohy jsou stejného typu a v podstatě procvičují stejnou věc. Se 

stejným jevem se setkáváme i běžně ve školách, kdy žáci v době, kdy se např. probírá 

přímá úměrnost, očekávají, že všechny slovní úlohy budou na přímou úměrnost. I chyba 

zmíněná v dalším odstavci je podobného typu. 

Zarazila mne další věc, a to při výpočtu obsahu půlkruhu. Minimálně u šesti 

studentů jsem se setkala se vzorcem S= ° • Jeden takový příklad je uveden na 

8 

obrázku 3.1. Ptala jsem se, kde vzali tento vzorec, proč tam mají ve jmenovateli číslo 8. 

Studenti konstatovali, že se to objevilo v první úloze, tak to prostě opsali. V 8:58 jsem tedy 

všem vysvětlila,19 v čem dělají chybu, že musejí vycházet ze vzorce pro výpočet obsah 

půlkruhu, a tam se vyskytuje polovina. V první úloze jsme přece za poloměr půlkruhu 

nejdříve dosadili polovinu délky strany trojúhelníka a až po úpravách jsme se dostali 

к osminám. Takže nemůžeme vzít vzorec s osminou a přímo do něj dosadit poloměr, ale 

musíme dosazovat za poloměr zadanou hodnotu přímo do vzorce obsahu půlkruhu. Další 

řešení už nedělalo žádné výrazné problémy. Postupně všichni dospěli ke správnému 

výpočtu součtu obsahů měsíčků, který odpovídá vzorovému řešení uvedenému 

v odstavci 4.1.4. 

Obr. 3.1 Kopie řešení jednoho studenta 

1 ' V danou chvíli jsem si neuvědomila, že by tento problém mohl vysvětlit některý student, který počítal 
správně. 
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Nakonec jsme řešili čtvrtou úlohu v pracovním listu: O kolik se liší součet obsahu 

měsíčků a obsah lichoběžníka ABCD z úlohy 3? Vyjádřete tento rozdíl jako obsah nějakého 

geometrického útvaru. Tato úloha nedělala studentům problémy. Řada z nich hned řekla, 

že se obsahy liší o obsah jednoho půlkruhu nad stranou lichoběžníka. Překvapilo mě, jak 

rychle reagovali, protože z diskuse učitelů ve výše zmíněné pracovní dílně se mi zdálo, že 

to pro studenty bude větší problém. 

Vzhledem k tomu, že jsem se studentů nezeptala, co by mohlo plynout ze dvou 

posledních úloh pracovního listu, sdělila jsem jim sama závěr z třetí a čtvrté úlohy. Platí, 

že součet všech vyšrafovaných částí je stejný jako obsah lichoběžníka. Výsledný obrázek 

jsem nakreslila na tabuli. Z reakcí studentů bylo vidět, že je to překvapilo. 

Ve třídě byl к dispozici počítač, proto jsem studentům na počítači ukázala obrázky 

měsíčků, včetně jejich dalších variant (viz odstavec 4.1.3). Studentům to připadalo 

zajímavé. Nakonec jsem jim ukázala obrázek v programu Cabri Geometry, v němž lze 

pohybovat bodem C u trojúhelníka ABC. Studenti tak viděli, jak se mění trojúhelník a 

měsíčky a jejich obsah, což je, soudě z jejich reakcí, zaujalo. 

К tomuto tématu nebyly žádné další dotazy, v 9:07 jsme tedy přistoupili ke 

druhému pracovnímu listu - tangramu (viz příloha č. 4). Rozdala jsem studentům 

pracovní listy a položila otázku, zda tangram někomu něco říká. Jedna studentka se 

přihlásila a říkala, že je to skládačka, ze které se nechají skládat různé obrázky, v čemž 

měla samozřejmě pravdu. Všem jsem řekla, že je to čínská skládačka, která je tvořena 

sedmi díly, a ukázala jsem několik obrázků, které jdou z dílků tangramu sestavit. Obrázky 

jsem měla vytištěné na papíře z odstavce 5.1.5. V průběhu výkladu jsem studentům 

rozdávala sady tangramů. Při použití více sad tangramů lze skládat složitější obrázky. 

Někteří se zdáli být udiveni, co všechno se dá složit. Ještě jsem jim řekla, že mohou 

jednotlivé obrázky skládat i přímo na počítači. Existují programy, kde se mohou podívat na 

řešení, pokud si neví rady. Ukázala jsem jim jedny internetové çtrânky 

<http://www.smazba.cz/hra/tangram-game/> [cit. 2009-02-26]. To je opět velmi zaujalo a 

někteří hned začali skládat nějaké obrázky podle předlohy na internetových stránkách. 

Vzhledem k tomu, že jsem předpokládala, že studenti nebudou mít s sebou nůžky, 

vystříhala jsem jednotlivé díly tangramu předem a studentům již rozdala sadu sedmi dílů. 

Někteří si hned začali skládat nějaké obrázky. Poté, co měli všichni studenti příslušné 

dílky, požádala jsem je, aby začali pracovat na úlohách pracovního listu. Musela jsem 

zavřít internetové stránky, aby je to nelákalo dál skládat obrázky tam uvedené. 
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První úloha: Na obrázku P 4.1 se nacházejí jednotlivé díly tangramu, ze kterého lze 

složit nesčetné množství obrázků (konvexní geometrické útvary, předměty, zvířata, lidské 

postavy). Nejprve jednotlivé díly vystřihněte. Následně zjistěte délky všech stran 

jednotlivých dílů a zjištěné velikosti zapište do pracovního listu. Víte, že jedna strana 

л/2 
nejmenšího trojúhelníka má délku (a Je libovolné číslo). Řešte obecně s číslem a. 

malý trojúhelník: 

střední trojúhelník: 

velký trojúhelník: 

čtverec: 

rovnoběžník: 

Najděte vztahy mezi stranami dílů. 

Obr. P4.1 

Objevily se dotazy studentů, jakou vlastně znají stranu nejmenšího trojúhelníka. Tento 

dotaz mě vedl к upřesnění zadání této úlohy. Studenti při poměřování délek stran sami 

přicházeli na to, že jsou trojúhelníky rovnoramenné. Ale řada z nich měla další námitky, 

jak mají zjistit velikost poslední strany trojúhelníka. Protože si nikdo nevěděl rady, 

napověděla jsem, že všechny trojúhelníky jsou pravoúhlé. Potom už bylo vše jasné. 

Upozornila jsem je, aby pracovali s proměnnou a. Většina z nich zapomínala na 

proměnnou a, protože si nepřečetli pozorně zadání úlohy. Studenti jednotlivé díly různě 

poměřovali mezi sebou a zjišťovali velikosti stran, některé strany dopočítávali pomocí 

Pythagorovy věty. Všichni postupně dospěli ke správným výsledkům, které odpovídají 

řešením v odstavci 5.1.7. Dále hledali vztahy mezi jednotlivými stranami dílů. Ukázky 

z pracovních listů některých studentů20 jsou zde uvedeny. Studenti uváděli vztahy, které 

jsou uvedené v odstavci 5.1.7, ale napsali i řadu jiných vztahů (ty jsou vpřepganých 

ukázkách podtržené a jsou správně). 

Václav: - odvěsna malého trojúhelníka = strana čtverce 

- přepona malého trojúhelníka = delší strana rovnoběžníka 

- dvakrát přepona malého trojúhelníka = přepona velkého trojúhelníka 

- přepona středního trojúhelníka = odvěsna velkého trojúhelníka 

Hana: - odvěsna malého trojúhelníka = strana čtverce a jedna strana rovnoběžníka 

20 
Studenty jsem pojmenovala jmény, aby bylo jasné, které ukázky jsou od stejných studentů. Řešení studentů 

jsem přepsala na počítači pro lepší přehlednost a čitelnost. 
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- odvěsna malého trojúhelníka = polovina odvěsny velkého trojúhelníka 

David: - strana čtverce = strana malého trojúhelníka 

- jedna strana rovnoběžníka = polovina přepony velkého trojúhelníka 

- druhá strana rovnoběžníka = odvěsna malého trojúhelníka 

- dvakrát odvěsna a dvakrát přepona malého trojúhelníka " odvěsna a přepona 

velkého trojúhelníka 

- přepona malého trojúhelníka = odvěsna středního trojúhelníka 

- přepona středního trojúhelníka = dvakrát odvěsna malého trojúhelníka. 

Na obrázku 3.2 je uvedena názorná ukázka zpracované úlohy jednoho studenta. Poslední 

uváděný vztah podtržený červeně není zčásti správně - přepona velkého trojúhelníka se 

nerovná třikrát strana čtverce. 
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tu . . . - _ i n . : L •• л ma 

v? к . -
alý trojúhelník: i h \ 1 

tS 4 1 
střednítrojúhdnik: i а--
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Obr. 3.2 Kopie řešení studenta Karla 

Druhá úloha: Vypočítejte obsahy jednotlivých dílů skládačky. Jsou mezi obsahy 

nějaké vztahy? Obsahy dílů zjišťovali studenti různými způsoby. Někdo postupoval přes 

vzorečky obsahů, většina ale vycházela z toho, kolikrát se malý trojúhelník vejde do jiných 

dílů, a z toho určovali obsahy. Obsah malého trojúhelníka zjistili pomocí vzorce. Jeden 

student vypočítal obsah čtverce, pak zjistil, že malý trojúhelník se tam vejde dvakrát, takže 

bude mít poloviční obsah. Ostatní obsahy již zjišťoval porovnáváním. Poté studenti hledali 

vztahy mezi obsahy dílů. Uvádím ukázky z pracovních listů tří studentů, na obrázku 3.3 je 

opět názorná ukázka řešení úlohy. 

Václav: - obsah čtverce: [ -Ji •a 
4 
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- obsah malého pravoúhlého trojúhelníka: polovina čtverce 

- obsah středního pravoúhlého trojúhelníka: stejný jako čtverec 

- obsah velkého pravoúhlého trojúhelníka: dvakrát čtverec 

- obsah rovnoběžníka: čtverec 

Hana: - obsah čtverce: dvakrát obsah malého trojúhelníka = obsah čtverce 

- obsah malého pravoúhlého trojúhelníka: obsahu čtverce, středního 

trojúhelníka, nebo velkého trojúhelníka 

- obsah středního pravoúhlého trojúhelníka: = obsah čtverce, dvakrát malý 

trojúhelník 

- obsah velkého pravoúhlého trojúhelníka: dvakrát obsah středního trojúhelníka 

- obsah rovnoběžníka: dvakrát obsah malého trojúhelníka = obsah čtverce = 

— obsahu velkého trojúhelníka. 

Všechna uváděná řešení byla správně, nenarazila jsem u této úlohy na špatná řešení. 

Ve třetí úloze - Mají některé útvary skládačky stejný obvod? Pokud ano, uveďte 

které. - se moc problémů neobjevilo. Při jejím řešení jsem procházela třídou a zastavila 

jsem se u dvou chlapců, kteří se o něčem dohadovali. Jeden z nich právě napsal, že čtverec 

a rovnoběžník mají stejný obvod. Soused mu řekl, že to má špatně a vysvětloval, proč to 

trojúhelníka. Rovnoběžník má dvě strany jako odvěsna malého trojúhelníka, ale další dvě 

strany jako přepona malého trojúhelníka, tak je jasné, že nemohou mít stejné obvody." 

Prvnímu chlapci to došlo už v průběhu vysvětlování druhého chlapce. Pomocí malého 

trojúhelníka mu druhý chlapec ještě ukázal, že stejné obvody mají rovnoběžník a střední 

trojúhelník. 

4 

Obr. 3.3 Kopie řešení studenta Karla 

tak nemůže být. „Čtverec má všechny strany stejně dlouhé, jako je odvěsna malého 
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Někteří studenti počítali obvody tak, že sčítali délky stran dílů a výsledky 

porovnávali. V příloze č. 7 na obrázku P7.2 je uvedena ukázka pracovního listu studenta, 

který postupoval tímto způsobem. Dále tam můžeme vidět, jak tento student řešil 

i předcházející úlohy. 

Studenti pokračovali v řešení dalších úloh. Čtvrtá úloha: Vystřižené díly se pokuste 

sestavit nejprve do čtverce a poté do trojúhelníka. Obé uspořádání zakreslete na papír. 

Nezapomínejte, že vždy musíte použít všech sedm dílů tangramu. Pátá úloha: Zkuste ze 

všech dílků tangramu vytvořit postupně obdélník s jednou stranou dvakrát delší než druhou 

a lichoběžník s jednou základnou třikrát delší než druhou. Zakreslete je a porovnejte 

obsahy těchto útvarů. Jaké budou a proč? Studenti si začali skládat jednotlivé geometrické 

útvary. Někomu šlo skládání rychleji, někomu pomaleji, spolupracovali ve dvojicích. 

Čtverec problémy nedělal. Trojúhelník již byl horší. Dva studenti sestavili trojúhelník, 

použili obě sady dílů a jeden díl jim zůstal. Pousmála jsem se tomu a upozornila je, že je 

potřeba použít pouze sedmi dílů. Po chvíli se jim podařilo sestavit trojúhelník. Požádala 

jsem je, ať přesunutím jednoho dílu z trojúhelníka vytvoří obdélník, rovnoběžník a 

lichoběžník. Ptala jsem se na obsahy a dostala jsem jednoznačnou odpověď, že obsahy 

budou stejné, protože všechny útvary jsou sestavené ze stejných dílů. Více už se do 

vyučovací hodiny nevešlo. Konec druhé hodiny byl v 9:35. Na konci hodiny byli po 

dohodě s paní učitelkou čtyři studenti odměněni jedničkou za snahu a aktivitu. 

Ptala jsem se studentů na odezvy. Studentům se práce líbila, zaujala je. Paní 

učitelka si jich ptala po týdnu na reakce: „Bylo to fajn; dověděli jsme se nové zajímavé 

věci - hlavně ty Hippokratovy měsíčky; chtělo by vícekrát dělat v hodinách jiné věci než 

běžné; kdy zase přijede." Paní učitelka o tématu Hippokratovy měsíčky dříve neslyšela, 

takže se dověděla nové věci, zaujalo ji to, určitě prý toto téma využije v dalších letech 

v hodinách. Zaujalo ji také zpracování tangramu do pracovního listu, který by se podle ní 

nechal využít i v normálních hodinách matematiky nebo v suplovaných hodinách. Toto 

téma by se nechalo dělat i s mladšími studenty, jak uvedla. 

Paní učitelce jsem také dala к prostudování materiál pro učitele - Hippokratovy 

měsíčky (odstavec 4.1). Líbilo se jí zpracování tématu v ucelené formě. Hlavně si 

pochvalovala rozpracování důkazů u jednotlivých Hippokratových měsíčků. Nejdříve jsou 

uvedeny kroky důkazů a potom jsou jednotlivé kroky rozpracovány. Člověk prý si udělá 

představu, jak má důkaz vypadat, a pak se lépe soustředí na podrobnosti. 
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3.3 Závěr 

Se skupinou studentů se mi pracovalo velice dobře, studenti se mnou 

spolupracovali, vzájemně si radili ve dvojicích a pomáhali si. Když něčemu nerozuměli, 

zeptali se. 

Realizace pracovních listů v praxi byla i pro mě cennou zkušeností. Byla přínosem 

k tomu, že jsem poupravila zadání úloh a některých komentářů v popisu pracovních listů a 

upřesnila časovou náročnost práce s pracovními listy. Konkrétně šlo o následující změny: 

U první úlohy o tangramu studenti ze zadání nepochopili, jakou vlastně znají velikost 

strany trojúhelníka a jak dopočítat poslední stranu. Pozměnila jsem tedy větu Víte, že jedna 

strana nejmenšího trojúhelníka .... na větu Víte, že jedna odvěsna nejmenšího trojúhelníka 

....21 Další úprava byla u třetí úlohy o Hippokratových měsíčkách. Vzhledem к tomu, že 

řada studentů prováděla výpočty v desetinných číslech a špatně by potom přicházeli na 

řešení čtvrté úlohy, doplnila jsem zadání úlohy o následující větu: Počítejte s odmocninami 

a číslem n. Potvrdila jsem si, jak je důležité srozumitelně formulovat zadání úloh. 

V následujících kapitolách budou rozebrána čtyři témata: Hippokratovy 

půlměsíčky, Tangram, Zlatý řez a Kolumbovo vejce. Každé bude zpracováno stejným 

způsobem - nejdříve bude téma uvedeno komentářem, jakýmsi motivačním úvodem, který 

vysvětlí, proč jsem si dané téma vybrala, co se na něm studenti mohou naučit, jak s ním 

může učitel pracovat. Pak budou popsány materiály pro učitele, které tvoří uzavřený celek 

a obsahují i popis pracovního listu. Tyto materiály jsou pro učitele zdrojem informací 

к danému tématu. Předpokládám, že učitel může tento materiál vzít, doplnit pracovním 

listem z přílohy a použít ve výuce. Proto jsou v této části kapitol uvedeny i zdroje literatury 

к danému tématu. Může se tedy stát, že se některé informace uvedené v úvodu kapitoly a 

v materiálu pro učitele do jisté míry opakují. 

21 Je zadána velikost odvěsny, takže by již studenti měli přijit na to, že jsou trojúhelníky pravoúhlé, pokud si 
pozorně přečtou zadání. 
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4. Hippokratovy půlměsíčky 
V hodinách matematiky se setkáváme s různými úlohami, kde se snažíme vypočítat 

obsah rovinných útvarů. Často se objevují úlohy typu „převeďte jeden útvar na jiný útvar 

o stejném obsahu". Například: Obdélník o stranách 3 cm a 5 cm přeměňte na kruh 

o stejném obsahu. Obdélník o stranách 5 cm a 2,5 cm změňte na trojúhelník, který bude 

mít stejný obsah. 

Velice zřídka nebo vůbec se setkáváme s problémem převoditelnosti rovinných 

útvarů omezených křivkami na rovinné útvary omezené úsečkami o stejném obsahu. Tímto 

problémem se zabýval Hippokrates z Chiu. Ukázal, že obsah rovinného útvaru omezeného 

křivkami, nazývaného měsíčky, se rovná obsahu některého rovinného útvaru. (Folta, 2004, 

s. 99) 

Téma Hippkratových měsíčků mě zaujalo při studiu na vysoké škole. V dotazníku 

pro učitele jsem zjistila, že se mu v matematických seminářích na středních školách věnuje 

zhruba 36 % učitelů, kteří odpověděli na dotazník. Proto jsem se snažila poznatky o tomto 

tématu shrnout a vytvořit ucelený materiál, který obsahuje i sadu vyřešených a 

okomentovaných úloh. 

Materiál pro učitele, který následuje, obsahuje stručný historický komentář věnující 

se tématu, dále popis několika variant Hippokratových půlměsíčků, důkazy, kde se 

dokazují rovnosti obsahů rovinných útvarů, a popis pracovního listu pro studenty. Studenti 

si při řešení navržených úloh rozvinou logické uvažování a procvičí si používání vzorců. 

Toto téma může být zajímavé nejen pro studenty, ale i pro samotné učitele. 

4.1 Materiál pro učitele - Hippokratovy půlměsíčky 

Hippokratovy půlměsíčky jsou rovinné útvary omezené dvěma kruhovými oblouky. 

Tyto půlměsíčky mají stejný obsah jako nějaký mnohoúhelník (většinou sc jedná 

o trojúhelník nebo lichoběžník). 

Úlohy týkající se Hippokratových půlměsíčků jsou vlastně důkazové úlohy. 

V důkazech se převážně využívají vzorce pro výpočet obsahů rovinných útvarů -

trojúhelníka, lichoběžníka, půlkruhu, kruhové úseče. Někde se využívá Pythagorova věta 

nebo goniometrické funkce. 

Součástí tohoto materiálu je popis pracovního listu - odstavec 4.1.4. Obsahuje sadu 

úloh, které jsou vyřešené a okomentované. Samotný pracovní list je uveden v příloze č. 3. 
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