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matematicky aparat — jedna sa najmé o niektoré pojmy z kombinatoriky, tedrie
grafov a tedrie vytvorujucich funkcii. V druhej predstavime clusterové rozvoje
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nepublikovanych vysledkov.
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Uvod

Predmetom tejto prace je statistickd fyzika, konkrétne technika clusterovych
rozvojov. Tento dolezity nastroj, spadajici pod tzv. rigorézne perturbacné tech-
niky v Statistickej fyzike, sice nie je stcastou zdkladnych kurzov, ale kazdy fyzik
pozné aspon jeden z vysledkov, ktory sa d4 pomocou neho rigorézne ziskat — van
der Waalsovu stavovil rovnicu.

Pouzitie clusterovych rozvojov ale nekon¢i pri stavovych rovniciach neideal-
neho plynu. Zavedieme si abstraktny polymérovy model na mriezke, a jeho clus-
terovy rozvoj. Na abstraktny polymérovy model sa potom daju previest niektoré
dolezité fyzikalne modely, napr. Isingov model, ale jednoduchsie modely, ako na-
priklad determinant matice Laplacianu.

Charakter prvych dvoch kapitol je najmi kompila¢ny. Nasim cielom je po-
skytnat citatelovi Tahko pristupny, struény tvod do problematiky clusterovych
rozvojov v klasickej, nekvantovej statistickej fyzike. Na zaklade reserse literattary
si dovolime tvrdit, Ze takychto textov je relativne malo:

e Standardne citovany text je [Bry84], ktory je ale podla nasho nazoru iba
tazko pristupny novacikom v danej problematike.

e Omnoho citatelnejsi je ¢lanok [Sok99], ktory autor adresuje Sirokému spek-
tru odbornikov v matematike a Statistickej fyzike. Vzhladom k Sirokému
zamySlanému okruhu citatelov je tento ¢lanok bohaty na definicie a vety
z roznych oblasti matematiky, ¢o bohuzial vedie k jeho dlzke — cez 100 stran.

e Alternativny pohlad pomocou tzv. combinatorial species pontka c¢lanok
[Far10].

e Krétky tvod sa d4 najst takisto v Encyclopaedia of Mathematical Physics
[Kot06].

V zavere tejto prace predstavujeme novi metodu resumacie particnej sumy
tzv. tvrdo odpudivého polymérového modelu, ktord vyuziva velké mnozstvo vza-
jomne sa vyrusujucich prispevkov v tejto sume. Nie je ndm zname, ze by tuto,
alebo podobnt metédu pouzili ini autori. Myslime si, Ze pomocou tejto metody
je mozné pochopif vynimocné postavenie tzv. exaktne rieSitelnych modelov v $ta-
tistickej fyzike. Patri sem napriklad Onsagerovo riesenie Isingovho modelu, alebo
spominany determinant matice Laplacianu.

Praca je rozdelené na tri kapitoly:

e V prvej predstavime niektoré pojmy z diskrétnej matematiky (exponen-
cialne generujuce funkcie, ,exponenciilna formula“, stromové identity ... ),
ktoré budeme vyuzivat v dalsich kapitolach.



e V druhej casti aplikujeme aparat z prvej casti a predstavime si clusterové
rozvoje a polymérové modely.

e Nakoniec v tretej casti si predstavime nasu nova resumac¢ni metédu pre
tvrdo odpudivy polymérovy mriezkovy model.

Pri tvrdeniach v kompilacnej ¢asti zriedkavo uvadzame kompletny dokaz, vi-
¢sinou odkazujeme citatela na dalSiu literattiru, ktord o danej téme pojednéva a
dany dokaz obsahuje.

Citatela takisto chceme upozornit na zoznam skratiek na konci tejto prace,
ktory moze pomoct pri orientacii v znaceni.



Kapitola 1

Matematicky aparat

Cielom tejto kapitoly je strucne predstavif matematicky aparat potrebny v
dalsich kapitolach. Jedné sa najmé o niektoré pojmy z kombinatoriky, vytvoru-
jucich funkcii a tedrie grafov.

1.1 Kombinatorika

Z kombinatoriky si predstavime dva elementarne vysledky. Jedna sa o princip
inklizie o exklizie a multinomickd formulu.

1.1.1 Princip inklazie a exklizie

Veta 1 (Princip inkltzie a exkluzie, [MNO9], str. 101). Pre kaZdy sibor konecnych
mnozin A1,As ... A, plati

U

=1

=Y (-t > : (1.1)

k=1 IG({LQ’I‘C”’”})

N

el

Vyznam tejto vety je zrejmy, akondhle si ju napiseme pre zopar malych n.
Pre n = 2,3 sa jedna o nasledujtce vztahy:

e n=2:
Auds = > (Al = D |[) A =1A1+|Az] -] AinA4y| (1.2)
re(0y | iel re(0) 1 ier
en=2373:
|A; U As U Ag| = |Ax] + |Aa] + |As| — |A1 N Ay — |A1 N As| — |Aa N As|+
+ AL N Ay N As (1.3)

a analogicky pre vicsie n.

Dokaz tejto vety sa d& vykonat roznymi sposobmi, napr. indukciou cez po-
¢et mnozin, alebo pomocou charakteristickych funkcii jednotlivych mnozin. Tri
dokazy aj s komentarom su uvedené v ucebnici [MNO9).

Omnoho zaujimavejsie nez dokaz tejto vety st priklady, ktoré sa nam pomocou
nej podari elegantne vyriesit. Asi najznamejsi netrividlny priklad je nasledujuci:
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Priklad. Nech A = {1,2,...n} je n-prvkovd mnozina a 7(A) je ndhodna permu-
tacia mnoziny A. Aka je pravdepodonost, Ze m(A) nemé pevny bod?E]

Aplikujme princip inklizie a exkluzie. Zaujima nas hodnota

kde Ny je pocet permutécii n-prvkovej mnoziny bez pevného bodu a n! je pocet
vSetkych permutacii n-prvkovej mnoziny. Ako ale zistime pocet permutacii bez
pevného bodu?

Skisme najprv zistit pocet permutacii s aspon jednym pevnym bodom. To
je jednoduché, kedZe zafixujeme pevny bod: na zvysnych n — 1 prvkoch mnoziny
mozeme permuticie vyberat bez obmedzeni. Jedna sa teda o pocet permutéacii
(n —1)-prvkovej mnoziny, a to je (n —1)!. Aky je pocet permutacii s aspoti 2 pev-
nymi bodmi? Podobnou avahou ako v pripade jedného pevného bodu d6jdeme k
¢islu (n — 2)! pre pripad, ked fixujeme polohu dvoch pevnych bodov.

Zavedme pre mnozinu permutacii s pevnym bodom a € A oznacenie I1,. Vieme
uz, ze |I1,| = (n—1)!. Mnozina permutéacii s pevnymi bodmi a,b € A, ozna¢me ju
1,4, vyzera ako II,, = II, N 1I,. Zaroven vieme, ze |I1,| = (n — 2)!. Analogicky
si mozeme vyjadrif pocet permutacii s k pevnymi bodmi, k < n.

Teraz uz nezostava nic¢ iné, nez pouzit princip inklazie a exklizie. Dostavame:

M. UM =) (-1 (Z) (=R = 31

k=1 k=1

Pocet permutéacii bez pevného bodu dostaneme ako

1 —1)"
Nbpb:n!_|H1U"'UHn|:n!(1_1+§—...+( ))

Hladana pravdepodobnost je teda

1 _1n n—oo ]-
PI‘Obbpr 1—1—|————|—( ) ;>_
2 n! e

1.1.2 Multinomicka veta
Zac¢nime najprv Specidlnym pripadom, zndmym uz zo strednej skoly:
Veta 2 (Binomicka veta, [MNQ9], str. 79). Pre n € N plati
" /n
14+ 2)" = z*.
e =3 (7)

Dokaz. Indukciou cez n a pouzitim vzorca na siucet kombinac¢nych éisie]ﬂ vid
[MNO9]. m

Samotna multinomickd veta méa nasledujtice znenie

1T4to tloha je znama aj ako tzv. problém Satnarky, vid [MNQ9)].
2obéas zvany Pascalova identita



Veta 3 (Multinomicka veta, [MNQ9|, str. 81). Pre lubovolné ¢isla xy, ...,z € R
a lubovolné n > 1 celé plati rovnost

n
(14 ... +ap)" = Z (k: i )xlflxgz...xﬁ?.
Ly-eeshm

ki+...+km=n

k1o >0
Dokaz. Analogicky dokazu binomickej vety. Da sa postupovat aj indukciou cez
n a pouzitim suctového vzorca pre m kombinac¢nych cisiel. Elegantnejsie je in-
terpretovat vybery ¢lenov zo zatvoriek ako tlohu o ofarbeni mnozZiny (1,...,n)
pomocou m farieb tak, aby j-tu farbu dostalo k; bodov. Znova vid. [MN09]. O

1.2 Tedria grafov

Pod grafom si predstavime mnozinu bodov so spojnicami medzi prave dvomi
bodmi. Ako konkrétny priklad ndm moZe poslazit napr. jednoduchy elektricky
obvod, kde spojnice st vodice a jednotlivé body st pripojné body pouzitych
suciastok. Nebudeme pripastat mnohonasobné spojenia a ani slucky zacinajuice
a konciace v rovnakom bode. ZapiSme si tGto nazornu predstavu formalne:

Definicia 1 (Graf, podgraf). Nech V je neprdzdna koneénd mnoZina a nech & je
mnozina neusporiadanych dvojic prvkov z V. Dvojicu g =(V,E) nazveme (jedno-
duchgjﬂ graf s mnoZinou vrcholov V a mnozinou hran €. Graf g = (V1,E1) taky,
ze Vi CV a & C & nazveme podgraf grafu G, znacime g € g

Na v8eobecny graf kladieme vcelku mélo poziadaviek, ¢o mdZe viest ku kom-
pikovanym objektom. Vicsinou sa preto pracuje s nejakymi Specidlnymi grafmi,
ktoré maju vhodné vlastnosti. Prikladmi tychto $pecidlnych grafov si:

e Uplny graf K, : V={1,...,n}, &= (‘2/)
e cesta P, : V=A{l,....n}, E={(t,i+1)|i=1,...,n—1}.

o cyklus C, : V ={1,....n}, E ={(i,i+1)]|i=1,....,n—1} U {(1,n)},
n > 3.

° bipartitny grafB V=V, UV, &= {(’Ul,’Uz) | V1 € Vl,’l)z € Vz}, , Viny, =
0.

Na vyjasnenie si jednotlivych pojmov pomdze nasledujtci obrazok:

3T4to definicia priptsta mnohé zovieobecnenia. Ak je napr. £ mnozina usporiadangch dvojic,
tak hovorime o orientovanom grafe.
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Obr. 1.1: Zlava doprava: Gplny graf K, cesta Ps, cyklus Cs, bipartitny graf B

Dalsia pre nés délezit4 vlastnost je suvislost grafu — teda moznost prechadzat
medzi Tubovolnymi vrcholmi grafu po hranach tohto grafu. Formalne:

Definicia 2 (Suvisly graf). Graf g nazveme sivisly, ak medzi kaZdymi dvoma
jeho vrcholmi existuje cesta, ktord je podgrafom g.

Vsimnime si, ze na obr. st vsetky grafy suvislé. Pre uplné grafy, cesty a
cykly je to vlastnost celej triedy tychto grafov. Bipartitné grafy pre zmenu mozu
byt nestvislé, napr. bipartitny graf z obr.[I.I]bez spodnej vodorovnej hrany. Medzi
suvislymi grafmi maju prominentné postavenie stromy.

Definicia 3 (Strom). Strom je suvisly graf, v ktorom medzi kaZdymi dvoma vr-
cholmi existuje prave jedna cesta.

Existuje viacero ekvivalentnych charakterizacii stromov, ktoré zhrnie nasle-
dujuce tvrdenie:

Tvrdenie 1 (Ekvivalentna charakterizacia stromu). Nasledujice viroky si ekvi-
valentné

® g je strom.

e g je suvisly graf, v ktorom medzi kaZdymi dvoma vrcholmi existuje prave
jedna cesta.

e g je minimdlnyf}| suvisly graf na danej mnoZine vrcholov.

e g je maximdlny graf na danej mnoZine neobsahujuct cyklus ako podgraf.

g je suvisly graf s n vrcholmi a (n — 1) hranamsi

Na vysvetlenie znovu prikladdme obrazok, vid. obr.
Ku kazdému stvislému grafu mozeme najst jeho podgraf, ktory je strom. Tento
podgraf nie je ur¢eny jednoznacne a nazyva sa kostra grafu.

Definicia 4 (Kostra stvislého graqu]). Nech g je suvisly graf s mnoZinou vrcholov

V,. Strom K, ktorého mnozina vrcholov je taktieZ V, nazveme kostrou grafu g.

Definicia 5 (Ohodnotenie hran grafu). Nech g je graf a £ je jeho mnoZina hrdn.
Zobrazenie w : € — C nazveme (komplexné) ohodnotenie hrdan grafu g.

4¢o0 do poétu hran
Sang. spanning tree



Obr. 1.2: VIavo je priklad stromu. Cervenou farbou sme ozna¢ili tzv. korei stromu. Viimnime

si, ze kazdy vrchol okrem koreriu prispieva jednou hranou. V strede sme do tohto stromu pridali

zelend hranu, ¢im sme z farebnych hran vytvorili cyklus. Vpravo sme ¢iarkovant hranu odobrali,
¢o zapricinilo, Ze neexistuje cesta medzi zakriuzkovanym vrcholom a zvyskom grafu.

Obr. 1.3: Graf s piatimi vrcholmi, a jeho dve kostry — Cervena a zelena.

1.3 Exponencialne vytvorujuce funkcie

Vytvorujtce funkcie st jednym zo spésobov, ako je mozné systematicky pra-
covat s nekone¢nymi postupnostami. Jedné sa o tzv. formélne mocninné rady

Definicia 6 (Formalny mocninny rad). Viyraz > a,x™, kde a, si proky postup-
=0

n=
nosti komplexnych ¢isiel {a, }5° o nazveme formalny mocninny rad s koeficientami
.

Rozdiel medzi mocninnymi radmi zndmymi z kurzu analyzy a formalnymi
mocninnymi radmi spociva v tom, ze sa obvykle nezaoberame otazkou ich kon-
vergencie.

Formalne mocninné rady tvoria komutativny okruh:

Tvrdenie 2. MnoZina vsetkych formalnych mocninnych radov s operdaciami:

o o oo
o scitanie, definované ako ) a,a” + Y bya" = ) (an + b,)z", s nulovym
n=0 n=0 n=0

prvkom 0.

e (cauchyouvské) nasobenie, definované ako > ap,x™x Y byx™ = > (> apby_x)z",

n=0 n=0 n=0 k=0
s neutrdlnym prvkom 1.

tvort komutativny okruh.

Dékaz. Overenim definicie, vid. napr. [Sta97] O



Vyuzitim formalnych mocninnych radov mozeme zaviest kompaktny sposob,
ako pracovat s nekoneénymi postupnostami ¢isiel — zaddme mocninny rad, kto-
rého koeficienty tvoria spominant dant ¢iselni postupnost. Toto je myslienka
za vytvorujicimi (generujicimi) funkciami. Formalne mocninné rady prevadzaji
cauchyovsky stdin (teda diskrétnu konvoltciu) na nésobenie, ¢o je velmi dole-
7ité vlastnost, ktord mé svoju analdgiu v tedrii Fourierovych radov a Fourierovej
transformacie.

Definicia 7 (Vytvorujica funkcia, exponencidlna vytvorujica funkcia). Nech
{cn}22, je nekonecnd postupnost kompleznych cisiel. Obycajnd vytvorujica fun-

(e.)
kcia postupnosti {c,} je mocninnd rada F, = > c,a™. Exponencidlna vytvorujica
n=0

oo
funkcia postupnosti {c,} je mocninnd rada E. = ) cnfL—T.
n=0

Pomocou vytvorujucich funkcii je mozné elegantne riesit mnohé kombinato-
rické problémy. Uvod do ich pouzitia pontika napr. ucebnica [MN09]. Priamo
na vytvorujice funkcie sa zameriava ucebnica [Will3|, ktora obsahuje aj zna¢né
mnozstvo rieSenych prikladov. Vyrazne pokrocilejsi text ohladne pouzitia vytvo-
rujucich funkecii je [Sta97].

Ukazuje sa ale, Ze exponencidlne vytvorujice funkcie mozu najst svoje pouzitie
aj vo fyzike. Konkrétne néas zaujima tzv. exponencidlna formula, ktort neskor
vyuzijeme na prepis particnej funkcie polymérového modelu. Na tuto vetu sa
dé pozerat roznymi spdsobmi: bud je to vcelku Specialna verzia formule Faa di
BrunaE]7 alebo sa na to da pozerat ako na vSeobecnt vetu o skladani vytvorujtacich
funkcii. V nasom konkrétnom pripade to znamen4, ze budeme schopny najst vztah
medzi sumou cez vSetky grafy na nejakej mnozine {1,...,n} a sumou cez vsetky
suvislé grafy na tejto mnozine.

Zacnime vseobecnejsou formulou pre skladanie exponencialnych generujicich
funkcii:

Veta 4 (O skladani EGF). [Sta97], [Will3]

Nech f(r) = > “a™ ag(z) = ) %xm st exponencidlne vytvorujuce fun-
n=0 m=1

kcie. Potom h(x) = g(f(x)) = >_ “a", kde pre koeficienty plati
n=0
Cp = Z a|p1‘a|p2‘ ...a|pk|bk, (1.4)
rozklady

n={P1,Ps,...,Py}

kde suma prebieha cez vsetky rozklady mnoZiny {1,2,...,n} do casti Py, ..., Py,
pricom | P;| znaci pocet prvkov v i-tej casti.

Dokaz. V literattre je mozné dohladat viacero dékazov: v [Bry84] sa toto tvrdenie
dokazuje pomocou multinomickej vety, v [Will3] sa vybuduje vSeobecnejsia tedria
pre oznacené objekty na n-prvkovych mnozinach a vyuziva sa pojem tzv. expo-
nencialneho systému[] a veta sa dokdze pomocou manipulacie s exponencialnymi
vytvorujicimi funkciami réznych exponencialnych systémov. O]

6formula udévajica tvar n-tej derivacie zlozenej funkcie
Tang. exponential family



Ak v tejto vete Specidlne volime g(x) = exp(x), tak dostavame exponecidlnu
formulu.

Tvrdenie 3 (Exponencialna formula). Nech f(x) = Y “a" a g(v) = exp(z) s
n=0

exponencidlne vytvorugice funkcie. Potom h(xz) = exp(f(x)) = > %a", kde pre
n=0
koeficienty plati
Cp — Z a|p1‘a|p2‘...a|pk|. (15)
rozklady

7={P1,P2,...,Py}

Pozndamka. Podobné tvrdenie plati aj pre funkcie g(X) viacerych premennych.

1.4 Penroseova identita

Veta 5 (Penrose, 1964; v zneni [PY15]). Nech C,, je mnoZina vsetkych suvisljch
grafov s vrcholmiV = {1,... ,n}, T, je mnoZina vsetkych stromov na vrcholoch V
a pre g € C, nech &, znact mnozinu vsetkych hrdn grafu g.

Dalej nech existujii zobrazenia:

také, ¢ T (1) = {g € C,, : T
ohodnotenie h : £, — C .
Potom plati

Y I => [Ime) I @+ (1.6)

g€Cn e€&y TETn e€&r e€€nr(ry\Ex

Dokaz. [PY15]
Zacnime tym, ze preskimame vzory stromu 7'(g):

TYT(g)) = {a € Cp;T(g) Ca C M(7)}

geTY(T(g))=T(g9) Cg, Vg€l T(g) je teda kostra g
Specidlne T'(t) C 7= T(1) =7 kde 7 je strom

Dalej z definice T7!(7) mame, Ze strom 7 je kostrou grafu, na ktory ho zobrazi
zobrazenie M (7).
TeT ' r)=71C M(r)

KedZze zobrazenie T'(g) priradi kazdému stvislému grafu prave jeden strom,
mozeme na C,, nahliadat ako na zjednotenie vzorov stromov z 7,.

C.=J 177

TE€ETn

8oznadenim 7~!(7) myslime mnoZinu vzorov stromu 7

10



Upravujme nasledujtci vyraz:

ZHh(e>:ZHh(e) Z H h(e) =

gEeGn e€&y TETH eEEL g€Gn e€EH\Ex
TCgCM(T)
=> IIne JI *e)+1).
7'67;7, 6687— €€£A{(T)\ST

Tieto tpravy si zaslizia komentar. Na prvom riadku prepisujeme sumu cez vSetky
suvislé grafy zo sicinu ohodnoteni hran tohto grafu na analogicky sucet cez

stromy, ale so zmenenymi vahami. Tieto vahy nasobime faktorom [T hR(e).
gEgn EGgg\ET
TCgCM(T)

Tento faktor ma tvar (1+...), pricom jednotka pochadza z volby g = 7 a re-
prezentuje prispevok stromu do sumy cez suvislé grafy a dalSie ¢leny reprezentuju
prispevok grafov, ktoré by vznikli z daného stromu pridanim prislusnych hran. V
dalsom kroku tento faktor zjednodusime pouzitim grafu M(7), ¢o je z definicie
mnoziny 771(7) ,najvics“f| vzor stromu 7. Roznasobenim zétvoriek v druhom
stcine na druhom riadku dostaneme tplne rovnaky vyraz ako v predchadzajicom
kroku, ¢o ukoncuje dokaz. O]

Priklad. Overme teraz tato vetu pre n = 3.
Existuju prave styri suvislé grafy na trojprvkovej mnozine, K3 a jeho tri rozne
kostry. Ohodnotime hrany K3 ¢islami a,b,c € C, vid. obr. [1.4]

AWAVENE

Obr. 1.4: Suavislé grafy na trojprvkovej mnozine. Ohodnotenie hran je naznacené na tplnom
grafe K3, jednotlivé grafy s oznacené znackou pod nimi

Dalej si musime vhodne zadefinovat zobrazenia T a M, aby vyhovovali pred-
pokladom na 7'~!. Nagu volbu zobrazeni sme znézornili na obr.

/‘\ \ \ T(g) M(7)
s K3 T1 \7—2 \7_3

Obr. 1.5: Volba zobrazeni T' a M v stlade s predpokladmi Penroseovej identity.

Ts

9vo¢i usporiadaniu danému relaciou ,byt podgraf“
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Ako teda vyzera suma z lavej strany rovnice (|1.6)?

3™ T] (ale)) = abe + be + ba + ac

gegn e€€g

Tato sumu prepiSeme pomocou sumy cez stromy s upravenymi vahami. Dosta-
vame

STIIre) S5 T hle) = (abx 1)+ (ac x 1) + (be x (1+a)),

TETn e€Er 9€EGn  e€&G\Er
TCgCM(T)

¢o je to isté ako
Z H h(e) H (h(e)+1) = (abx1)+(acx1)+(bex (1+4a)) = abe+ab+ac+be.
TETH e€EF eEEM(.,.)\ST

V tomto pripade sa sice mnohé tvahy extrémne zjednodusili, ale vzhladom k
rastu poctu suvislych grafov v zavislosti od poc¢tu vrcholov (vid. [OEolS]) uz aj
pre n = 4 by bolo problematické rozpisat vyznam tejto vety takto ndzorne.

12



Kapitola

Clusterové rozvoje

V tejto kapitole predstavime clusterové rozvoje v klasickej rovnovaznej sta-
tistickej fyzike. Clusterové rozvoje vznikli v prvej polovici 20. storocia v praci
[MM41], pri¢om si neskdr nasli svoje uplatnenie aj v inych partiach fyziky, najmé
v kvantovej tedrii pola (vid. |GJ87]).

Najprv predstavime clusterové rozvoje vo vseobecnosti. Nasledne sa zame-
riame na Specidlny polymérovy model na mriezke, ktorym sa budeme zaoberat
az do konca prace.

2.1 Clusterovy rozvoj v klasickom grandkano-
nickom subore
V tejto casti predstavime clusterovy rozvoj pre vseobecny systém klasickych

castic. Cerpdme najmé z prehladovych ¢lankov [Kot06], [Bry84]
Uvazujme systém s Hamiltonidnom

H(Bry oo s BNs Ty -y T Zp’ +Z<I> (2.1)

3,j=1

Dalej predpokladajme, 7e potencial ® méa nasledujice vlastnosti:

n
e je stabilny — existuje B > 0 také, ze ) ®(7; — ;) > —Bn pre vsetky
ij=1
n < N a vietky vektory v R3". Znamen4 to, Ze do koneéného objemu nie
je mozné umiestnit nekoneéné mnozstvo castic.

e je regularny — plati [ |exp(—B®(7)) — 1| d*7 < oo pre vietky > 0.

Tieto podmienky pozadujeme preto, aby nam integraly, ktoré dostaneme v na-
sledujtcich vypoctoch zkonvergovali. Takyto systém ma grandkanonickt particna
sumu Z danu ako

Z(B,\,V) Z / exp(—BH) thHd3 Hd%, (2.2)
N=0

R3N xVN

13



kde z = exp(Su) je tzv. ,anikovy faktor“E]. Tato rovnica sa pre konkrétny Hamil-
tonian ([2.1)) upravi na tvar

[e.9]

Z(B,\V) = Z ?vv /exp ﬁzcb Hd%, (2.3)

VN

kde faktor A = z (2’””) ’ zahrnuje prispevky ziskané z integracie cez implulzy a

Bh?
nazyva sa konfiguracna aktivita.
Nasim cielom je ziskat vyraz pre logaritmus tejto parti¢nej sumy. Zacnime
tym, ze zavedieme Mayerov faktor f(7) ako

f(r) = exp(=p®(7) — 1. (2.4)
Pokracujme s tymto ,trivialnym® prepisom parti¢nej sumy

OO

Z(B V) /H L - ) [ (2.5)

1,j=1

Hlavnym pozorovanim je, ze ak budeme polohy jednotlivych ¢astic povazovat
za mnozinu vrcholov, tak partiéni sumu méZeme preorganizovat ako sumu cez

vSetky grafy na mnozine (1,2,..., N), ¢im dostaneme
= A
260v)=3 5 T [T - a[[en= 35 X vl
=0 gEQNVN ec&y 9eGN

kde sme koniec parti¢nej sumy oznacili ako vahu grafu w(g). Akonahle si uve-
domime, Ze vaha (vSeobecne nestvislého) grafu je suc¢inom véah jeho rozkladu do
suvislych komponent, prepiseme parti¢ntt sumu do finalneho tvaru

Z(B,\ V) NZ % > [T we. (2.7)

rozklady G
do suvislych komponent
{en}

Pouzitim exponencidlnej formule (Tvrdenie , vo verzii pre funkcie viacero
premennych) dostdvame formélne vyjadrenie logaritmu parti¢nej funkcie ako

log Z(B8,\, V) = Z Zw (2.8)

! ceCnyr

Prikladom pouzitia clusterového rozvoja grandkanonickej parti¢nej sumy ([2.7))
je odvodenie van der Waalsovej stavovej rovnice (vid. napr. [Uel]).

Priklad. Zadefinujme tlak p ako

I o\
p= hm |V\ log Z(B, A\, V) = lim —— Z — w(c), (2.9)

Langlicky fugacity
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¢o sa v limite rovna

52 oy [ s NG (2.10)

gGgNRN ecéy

Za¢nime sa postupne pozerat na jednotlivé ¢leny zo sumy ([2.10). Pre N=1
dostavame, ze

2
A 2rm\ ®
p1 = B = (W) exp(Bp), (2.11)
z ¢oho vyuzitim definice mernej hustoty cCastic
0
n=2 (2.12)
Ol g

dostavame stavovi rovnicu idealneho plynu,

p=2 — nkgT. (2.13)
B
Pokracujme ¢lenom N=2, a dodajme zopar fyzikalnych predpokladov ohladne
tejto interakcie. Konkrétne predokladajme, Ze

e jedna sa o tzv. interakcie s tvrdym jadrom, teda existuje nejakd minimalna
kladné vzdialenost, na ktoré mozu byt od seba castice vzdialené. Tato pod-
mienka je ztrivializovana podmienka stability.

e parameter [ je maly, a teda teplota T je vysoka.

e interakcia medzi dvoma ¢asticami ubyva dostatoc¢ne rychlo so vzdialenostou,
aby integral v (2.16) zkonvergoval. Jedna sa teda o podmienku regularity.

Pre N=2 mame suvislé grafy s dvoma vrcholmi a jednou hranou. Dostavame
teda vyraz

/f )dr 5 exp(—p®(r)) — 1dr. (2.14)

Teraz vyuzijeme predpoklad, Ze Castice sa k sebe nemozu priblizif bliZsie nez
nejakd konstanta R. Dostavame

47 R3 4 R3
P R 7T3R + / exp(—fP(r))—1dir = 7T3R — / 1—exp(—po(r)) dr. (2.15)
[FI>R [F1>R
Zavedme teraz dve nové skratky :
21 R3 1 -y g
a=— b= 35 / 1 — exp(—pP(r))dr. (2.16)

I71>R

Dostavame teda, ze tlak s zapocitanim dvojcasticovych interakcii ma tvar
/\2

25(219 — 28a). (2.17)

+ A
PRI~
B
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Vyuzijeme znovu mernd hustotu ¢astic (2.12)), z ¢oho mame

n =~ Bp; + 28ps. (2.18)

Uplne nakoniec, vyuzivajic aproximaciu A ~ n, skratku v = % a jednoduché

algebraické tipravy dostavame
n(1 + nb) 5 ksT  a
p 3 A (2.19)
¢o je zndma van der Waalsova stavova rovnica. V praxi sa parametre a,b urcuju
experimentalne.

2.2 Abstraktny polymérovy model

V minulej kapitole sme si predstavili clusterovy rozvoj grandkanonickej parti-
¢nej sumy. Vzhladom k tomu, Ze samotnd idea clusterového rozvoju je pouzitelnd
aj pre iné systémy, tak je vhodné mat k dispozicii vhodny abstraktny model, na
ktory budeme moct previest konkrétne fyzikidlne modely.

Definicia 8 (Polymérovy model). Nech Z? je mriezka a nech A C Z% je konecnd
podmnozina tejto mriezkif].

Na A nech ezistuji geometrické objekty I'y, k € N, nazgvané polyméry. Pre
kazdy polymér definujme jeho nosi¢ supp(I') C A.

Zavedme interakeny graf T = ((T'y, ..., Ty), Ez). Dalej nech existuje symetrickd
a reflexivna reldcia kompatibilty k, pricom polyméry I'y, 'y st kompatibilné prave
vtedy, ked (I'1,T's) € &z, inak si nekompatibilné.

Poznamka. Kompatibilita je standardne dana prienikom nosi¢ov dvoch polymé-
rov. Ak pre polyméry 71,7, plati supp(y1) Nsupp(72) = 0, tak st nekompatibilné,
inak st kompatibilné.

Dalej zavedme $pecialne tzv. tvrdo odpudiv polymérovy model
Definicia 9 (Tvrdo odpudivy polymérovy model). Polymérovy model, v ktorom
interakciu jednotlivych polymérov I'; opisuje potencidl
0 supp(I';) N supp(l';) =
+oo  supp(I';) N supp(l;) #

sa nazve turdo odpudivym polymérovym modelom.

Phenr (i, Ty) = { g (2.20)

Pozndamka. Tvrdo odpudivy model sa da zovSeobecnif na tlmene odpudivyﬁ po-
lymérovy model, kde je interakcia popisand potencidlom

0 supp(I';) N supp(T';) = 0
¢(Ty,T;) € RT supp(T;) N supp(T;) # 0.

Rozdiel voci tvrdo odpudivému pripadu spociva v tom, ze polyméry, ktorych
nosice sa prekryvaja, sa mozu odpudzovat rdznou intenzitou.
Dalej v praci budeme na oznacenie tvrdo repulzivneho modelu pouzivat skratku

HCR model.

2¢asto volime aj A ako d-rozmerny torus
3ang. hard-core repulsive
4ang. soft repulsive

Pepr (T, Ty) = { (2.21)
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Parti¢na funkcia abstraktného polymérového modelu méa tvar

Zpol = Z wpl.:z% Z wr., . (2.22)
N=0

kompatibilné ©(T1,T)
kolekcie polymérov kompatibilné
{r:}

Poznamka. Nahradenie sumy cez neusporidané kolekcie polymérov sumou cez
usporiadané kolekcie polymérov je zasadny krok, vdaka ktorému mozeme v na-
sledujtcich formulach pouzivaf konzistentné znacenie.

Dalej chceme napisaf parti¢nt funkciu pre HCR model. Zavedme najprv faktor
kompatibility

Definicia 10 (Faktor kompatibility HCR modelu). V tvrdo odpudivom polymé-

rovom modeli zavddzame faktor kompatibility

0 supp(l;) N supp(l;) =

1)
—1 supp(l';) N supp(T;) # 0. (2:23)

C(Fh Fj) = {

Potom grandkanonickd suma HCR modelu je:

Definicia 11 (Parti¢nd suma HCR modelu).

ZHCR = Z er‘i = (224)

k:ompatibilrzbé kolekcie

= Ni Z er HQ:F“F = (2-25)

N=0 () 1<J
vSetky kolekcie

—ZN' Z er ) > g, (2.26)

geGn

pricom faktor kompatibility pre graf definujeme ako

IT ¢, (2.27)

{i,7}€&y

Parti¢nt sumu sme teda zapisali ako sumu cez vSetky interakéné grafy. Uplne
analogicky ako v zaciatku tejto kapitoly mozeme tGto sumu clusterovo rozviest,
¢im ziskame

Veta 6 (Clusterovy rozvoj HCR parti¢nej sumy).

Zhcr = exp Z Z [Twr > e |. (2.28)

1s-- FM) % ceCp

Poznamka. Celé tato konstrukcia je analogicka clusterovému rozvoju pre klasicky
plyn, pricom faktor kompatibility plni ilohu Mayerovho faktoru.
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Obr. 2.1: N4ért polymérového modelu na mriezke. Styri polyméry sme odlisili farbami. Jednot-

livim bodom ich nosic¢ov sme priradili farbu polyméru, alebo ak spadaji do prieniku nosi¢ov

dvoch polymérov, tak zmes farieb zodpovedajucich tymto dvom polymérom. Takisto sme tma-
vozelenou vyznadili graf inkompatibility.

+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+
+ |- |+ |+ |+ |+ |- |+
+ |-+ |+ |+ |-+ ]|+
+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+
+ |+ |+ |- |- |-+ ]|+
+ |+ |+ |- |+ |-+ |+
+ |+ |+ |- |- |-+ ]|+
+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+

Obr. 2.2: Nizkoteplotny 2D Isingov model (na obrazku s okrajovou podmienkou ,+“) je taktiez
prikladom polymérovyho modelu, kde polyméry si tzv. kontiry oddelujice oblasti roznych
znamienok.

2.2.1 Konvergencia parti¢nej sumy

Automaticky sa pontika otdzka, kedy je formalny mocninny rad kon-
vergentny. Tato otadzka sa v minulosti riesila pomocou Kirkwood-Salzburgovych
integralnych rovnic, vid. [D.R63]. Néasledne sa zacali pouzivat kombinatorické
identity ako napriklad Penroseova identita (Veta |5) , vid [LP64]. V literatire
je ale najcastejsie uvadzané Koteckého-Preissovo kritérium [KP86], ktorému st
vecelku podobné Dobrushinovo kritérium [Dob96], pripadne kritérium od Camma-
rottu [Cam82]. V poslednej dobe zisklai Procacci a Fernandéz dalsie kritérium,
ktoré ziskali pouzitim Penroseovej identity [FP07]. Clanok [FPQO7] zéroveii ob-
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sahuje zhrnutie horeuvedenych kritérii a ich porovnanie pre niektoré mriezkové
modely.

Vo v8eobecnosti sa da povedat, Ze clusterovy rozvoj je konvergentny v oblasti
vysokych teplot, alebo nizkych hustot, pricom problémy s konvergenciou nasta-
vaju ked sa priblizujeme k oblasti fazového prechodu.
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Kapitola 3
Resumacia parti¢nej sumy

V poslednej kapitole uvedieme metédu, pomocou ktorej budeme schopny pre-
pisat parti¢ni sumu pre HCR polymérovy model. VyuZijeme velké mnoZstvo vza-
jomnych vyruseni sa prispevkov od jednotlivych grafov a takto prepiseme sumu
cez vsetky suvislé grafy na sumu cez nové objekty, ktoré v tejto kapitole popiseme.

Tvrdo odpudivy polymérovy model sme zadefinovali v kapitole 2. Na tomto
mieste si pripomenieme jeho parti¢ni sumu, ale narozdiel od kapitoly 2 budeme
pouzivat zaporné vahy.

Definicia 12 (Parti¢nd suma HCR pol. modelu, v.2). Partiéni sumu pre tvrdo
odpudivy polymérovy model definujeme ako

Zpcr = ZNI Z er ZQf (3.1)

Ty, Iy) 0 9€Gn
S ORED b | (SR o1 @2
Ty, IN) 0 9€Gn

kde faktor kompatibility €, je pre graf g definovany ako

IT e, (3.3)
{i.gtegy

Pozndmka. VSimnime si, Ze v particnej funkcii sme zaviedli zdporné véahy, ktoré
si so sebou nest znamienko (—). Aby sme tieto dve situdcie od seba jasne odli-
sili a citatela upozornili, tak na oznacenie zapornych vah pouzijeme namiesto w
pismeno w. Toto sme spravili preto, ze v niektorych rozvojoch nizsie bude mo-
zné vytknuf znamienko (—) pred vSetky véhy clusterovych ¢lenov (ktoré buda
polynomidlnymi funkciami véh w s kladnymi koeficientami).

Dohodnime sa teda, ze
Wr = —Wwr, (34>

¢o bude vyhodné neskor pri definicii vah tzv. presitych clusterov. Na prvy pohlad
moze takato definicia vah vyzeraf nezmyselne, ale ukazuje sa, Ze zadporné vahy
vedu k prehladnejsim situaciam nez kladné, fyzikalne vahy.

Tiato parti¢ni sumu moézeme rovnako ako v predchadzajucej kapitole cluste-
rovo rozviest, vid. veta [§

Particni sumu sme teda zapisali ako exponencialu zo sumy cez suvislé grafy
na polyméroch. V dalSom kroku tento model upresnime a vytvorime presivané
clustre.
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3.1 Presivany polymérovy model

Na tdely tejto podkapitoly si budeme musief zaviest nové pojmy. Zacnime
tym, ze zopakujeme obvyklu definiciu clusteru:

Definicia 13 (Cluster). Cluster € je mnozZina zloZend z kolekcie polymérov
(', ...,y a suvislého grafu, ktorého vrcholy si jednotlivé polyméry a jeho hrany
st podgrafom grafu inkompatibility T systému (I'y,...,T,).

Definiciu clusteru chceme upresnit, a to tak, ze identifikujeme konkrétne body
zodpovedné za nekompatibilitu dvoch polymérov.

Definicia 14 (Stehovy faktor kompatibility). Pre vsetky dvojice nekompatibil-
nych polymérov {I'y, Iy} a im prislichajice {i € (supp(I's) Nsupp(I'y))} definu-
jeme funkciu

—1 a vravime, Ze tieto polyméry su v bode 1 presité

¢(T,, Ty, i) = { (3.5)

0 ak tieto dva polyméry nie su v bode i presité

Pozndmka. Ak pre nejaky bod i je €(I'y,[',7) definované a rovné nule, tak v
tomto bode steh nie je, ale mdze byt. Na kolekciu vSetkych stehov sa da pozeraf
aj ako na spresnenie informécie danej grafom inkompatibility.

Ked méme zavedeny pojem stehu, tak moZzeme zaviest nas tstredny pojem —
presity cluster:

Definicia 15 (Presity cluster). Presitym clusterom Q nazgvame dvojicu zloZent
z kolekcie polymérov (I'y,...,T,) a stehov medzi polymérmi volenych tak, aby sme
dostali suvisly objekt.

J

Obr. 3.1: NAacrt presitia dvoch polymérov. Ich prienik obsahuje body a,b,c a presité s body
a,c.

Poznamka. Pod suvislostou myslime takt volbu stehov, v ktorej existuje cesta po
stehoch medzi kazdou dvojicou polymérov z predmetnej kolekcie.

Na cluster % je sa d& pozerat ako na triedu ekvivalencie presitych clusterov Q,
pricom za ekvivalentné povazujeme také presité clustre, ktoré maja neprazdnou
mnozinou stehov presité rovnaké dvojice polymérov.



3.1.1 Pomocné usporiadanie mriezky
Dalej zavadzame pomocné usporiadanie mriezky A:

Definicia 16 (Pomocné usporiadanie mnriezky). Na mriezke A zavddzame po-
mocné uplné€ usporiadanie mriezkovych bodov i € A, ktoré znacime <.

Pozndamka. Usporiadaniu < vSeobecne neprisudzujeme iné vlastnosti ako tplnost.
Maéame teda velkil volnost pri jeho vybere a v dosledku tejto volnosti nasledujtica
konstrukcia vyrazne zavisi od konkrétneho vyberu usporiadania.

Na druhej strane, volbou konkrétneho — lexikografického — usporiadania dosté-
vame v termodynamickej limite konstrukcie, ktoré st translacne invariantné, ¢o je
vyhodnéa vlastnost. V tomto momente nam nie je zname ziadne iné usporiadanie,
ktoré by malo takto vyhodné vlastnosti.

Bude uzito¢né, ked budeme moct hovorit o Grovni bodu vod¢i usporiadaniu <:

Definicia 17 (Uroven bodu, stehu). Definujme troveri bodu ako:
Ind(minA) = 1 (3.6)
<

Ind(sufc(i)) = s%cc(i) (3.7)

Dalej tiroveri stehu definujeme ako tirover bodu, v ktorom je tento steh realizovany.
S tymito definiciami moZeme vyslovit nasledujicu doélezitt lemmu:

Hlavna lemma 1 (O ¢astocnej expanzii HCR pol. modelu). Majme HCR po-
lymérovy model. Nech S je zjednotenie nosicov vsetkych polymérov uvaZovaného
modelu. Nech ig = minS teda najnizsi bod z S. Particnu sumu tohto modelu

o) N
Zuer =Y % > JTwr (3.8)
N=0""" (

Iy, Ly) i=1
kompatibilné

prepiseme do tvaru

Sh S e T e

(F17"'7FN) i=1 a7b€{17"'7N}
kompatibilné na
urovni >ig

(3.9)

a roznasobime zdatvorky

N
Ty,....I'y) =1 H

=1

ZHucr = g -~
|

N

kde posledni sumu berieme cez vsetky mozné presitia H danej kolekcie (I'y, ..., T)
a €y je zodpovedajici sucin stehovych faktorov kompatibility cez vsetky stehy.
Tymto sme prepisali polymérovy model na novy, ekvivalentny polymérovy model,
ktorého polymeéry I' si dvojice zloZené z:

1. kolekcie polymérov (I'y,...,T'y), M > 1.
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2. suvislého presitia reprezentovaného grafom G. Ak M = 1, tak G je prdazdny
graf.

Vihu kazdého nového polyméru T = {(Ty,..., D), G} definujeme ako

1 M
Wi = MHU)FZ.Q:Q. (3.11)
=1

Particna suma tohto nového polymérového modelu je ako obvykle definovana

vztahom
‘ x N
Zheo-> L S I 12
N=0 Jj=1

" (T Tg)
kompatibilné

a vyrazy (3.8)a (3.12) su si rovné.

Dokaz. Na zaciatku sme iba prepisali parti¢nt sumu, pricom nulové prispevky ko-
lekcii polymérov nekompatibilnych na trovni i teraz vhodne pretransformujeme.
Nekompatibilné kolekcie polymérov vytvoria prispevky, kde vystupuju faktory
0 = (1 — 1), ktorych stciny vzajomne roznasobime.

Sumaéciu cez takto ziskané ,ostehované“ kolekcie polymérov teraz preorga-
nizujeme na sumaciu cez suvislé komponenty tejto kolekcie, pricom suvislost je
uréend stehmi drovne iy (stehy inych arovni v tejto lemme neuvazujeme!). Ozna-
¢me tieto stvislé komponenty ako Ky, ..., K5, a nech tieto kolekcie maji pocty

N
starych polymérov M, ..., M. Plati )~ M; = N. Kolekciu K; si mdzeme pred-

7j=1
stavit ako graf na mnozine vrcholov (1,...,M; ).
Takyto rozklad je mozné na N prvkovej mnozine vykonat ( My N M~) = Ml,MJZV—,'%
ey V2l Mgy

sposobmi.

Multinomicky koeficient ( Ml,.]-\.[, Mﬁ) vyuzijeme dvoma spOsobmi: ¢len N! sa
skrati s ¢lenom % na zaciatku particnej sumy a c¢leny typu % zapocitame do
vah, ktoré priradime stvislym komponentam (pripometime, ze v nich st staré
polyméry prirodzene usporiadané povodnym usporiadanim n-tice (I'y,...,'y)).

Na tato situdciu sa modzeme pozerat ako na novy polymérovy model, kto-
rého polyméry su suvislé podkolekcie usporiadanej mnoziny povodnych polymé-
rov so suvislym grafom reprezentujicim presitie prislusnych polymérov. Tieto
nové polyméry nanovo ocislujeme, comu koresponduje volba faktoru % v (3.12)).

m

Tato lemma je zdkladnym indukénym krokom v konstrukcii, pomocou ktorej
mozeme nakoniec rozviest celtl partiént sumu. Tento krok teda opakujeme po-
stupne pre dalsie body i1, ..., ik, kde i,41 = succiy, ix = max(A). Nakoniec teda

< =<

dostédvame model pozostavajuci iba zo vzéjomne kompatibilnych polymérov (do-
konca st kompatibilné sami so sebou), ktoré ale maju zloziti vnutorna Struktiru
presitého clusteru.

Tuato struktiru je mozné dalej konkretizovat a transformovat, vid. dalSie casti
tejto kapitoly.
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3.2 Alternativny pohlad na pojem
presitého clusteru
Presitie sme sa rozhodli reprezentovat ako ,,graf* s hranami typu {(I's;i0); (I'y; é0) }-

Tato struktiru mozeme vyrazne pretransformovat, a tym zjednodusit, pomocou
nasledujtcej lemmy:

Lemma 2.
> (-DFE = (=" (n - 1)! (3.13)
ceCp,

kde C,, je mnoZina vsetkych suvislyjch grafov s vrcholmi (1,...,n) a |&| je pocet

hran grafu c.

Dokaz. Tvrdenie plynie aj z exponencidlnej formule (Tvrdenie 3)), ale pre nézor-
nost uvedieme aj samostatny dokaz tejto dolezitej vety.

Zacnime tym, ze v suvislom grafe ¢ oddelime hrany vychadzajtce zo zvoleného
wvelitela“, v nasom pripade bodu {1}. Ozna¢me N = (1,...,n). N4s graf sa potom
rozpadne na stuvislé komponenty N;. Uvazme dalej, Ze pri sumacii cez stuvislé grafy
budi odstrénené hrany déavat prispevky typu (( 1-1)P -~ 1), kde D je pocet hran,
po odstraneni ktorych nenarusime stvislost daného grafu (s dohodou, ze ak D=0,
tak je aj dand zatvorka rovna 0). Potom plati

S n=se = 3 TT=s0x), (3.14)

ceCp, 7
rozklady N\{1}

kde vyuzivame indukény predpoklad, teda platnost (3.14] - pre m < n. Znamienko
(=) pred S(N;) je v dosledku sumacie spomenutych vynechanych prispevkov.

N3 Ny

Obr. 3.2: Nacrt rozkladu na ,velitela“ a stvislé komponenty, ktoré vzniknii odstranenim hran
vychédzajucich z bodu {1}

Ak oznac¢ime pocet cyklov ako C(n), mame

Cn)=m-1'= > H (IN:])). (3.15)

N;
rozklady N\{1}

Vsimnime si, ze faktor (n — 1)! na pravej strane je pocet cyklov na
mnozine N a zéroveﬁ pocet permutécii mnoziny N\{1}. Znaky (—) na pra-
vej strane , spolo¢ne so znamienkami S(N;) daji univerzalne znamlenko
(=)L Teda na pravej strane (3.14) dostavame so znamienkom (—1)""! pocet
permutéacii na (n — 1) bodovej mnozine.

]
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Bude vhodné, aby sme zaviedli dva abstaktné pojmy — tichyt a spolo¢nost:

Definicia 18 (Uchyt, spolo¢nost). (Kruhovym) tichytom U rozumieme cyklicki
grupu (0,1,..., P), kde P > 0.

Nech A je nejakd neprdzdna mnoZina.(Kruhovd) spolocnost prvkov z A je
kolekcia prvkov (ao,...,ap), a; € A, pricom indexy tvoria uchyt. Kruhovd spo-
locnost sa nazve nerozloZitelnd, ak sa nedd napisat ako viacndsobné opakovanie
inej kruhovej spolocnosti. Dalej sa budeme zaoberat iba nerozloZitelnymi kruho-
vymi spolocnostami. Vihu nerozloZitelnej kruhovej spoloénosti definujeme ako

P—1
Wy, = H Wy, (3.16)
=0

Pre nase tucely zavedieme S$pecidlne druhy spolo¢nosti — snop, a jeho zovse-
obecnenie — zvizok.

Definicia 19 (Snop). Snop ¥ definujeme ako spoloc¢nost polymérov. Zvizok B
definujeme rekurzivne ako spolocnost zvizkov, pricom snop je najjednoduchsi pri-
klad netrividalneho zvdzku.

Pouzitim lemmy [2] moZeme presité clustery pretransformovat na snopy, a na-
sledne iteraciou tejto konstrukcie (teda opakovanym pouzitim 1ém (1] a [2|) dosta-
neme polymérovy model rozvinuty do zvizkov, namiesto presitych clusterov.

Obr. 3.3: NAacrt zviizku. Ak by sme odstranili modry ,,privesok®, a systémy nalavo a napravo
by boli totozné, tak by sa jednalo o rozlozitelny zvizok. Ciernou sme oznaéili polyméry, sedou

snopy polymérov, zelend oznacuje zvizok a Cervenou sme oznacili képie presivacich bodov v
polyméroch.

Pozndmka. Zvizky sa daji konstruovat aj priamo, bez pouzitia indktivnej lemmy
[1]. Po prechode od clusterov k presitym clusterom je mozné zacat prehliadaft tieto
presité clustre a vyhladavat medzi nimi tzv. ,bezchybné“, pricom chybou roz-
umieme snop, kde nosice jednotlivych polymérov nie st disjunktné. D4 sa ukézat,
ze prispevky chybnych clusterov sa vyrusia. V porovnani s lemmou (1| by bola tato
konstrukcia fazkopadnejsia, a teda sme sa rozhodli ju z prace vynechat (bol to
povodny spdsob, akym sme sktimali tieto objekty).

3.3 Vyuzitie a interpretacia resumacnej metody

V tomto odstavci nac¢rtneme niektoré pouzitia navrhnutej resumacnej metody.
Dolezitym, a pritom jednoduchym, prikladom je nasledujiice tvrdenie:
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Tvrdenie 4 (Determinant matice Laplacianu). Nech E je nxn jednotkovd matica
a W nech je n x n matica s prvkami w;; a s nulovou diagondlou splriujica pre

Vi e {1,...n} nerovnost > |w;;| < 1. Potom plati
J

det(E - W)=Y [[(-wc.,.) (3.17)
{Cm} i
= JI (-wp (3.18)

nerozloZitelné
uzavreté cesty

ook
—ep |- Y ;“’; (3.19)

P
nerozloZitelné
uzavreté
cesty

Dokaz. Popiseme iba ideu horeuvedeného tvrdenia.

V tvrdeni |4 sme najprv rozpisali definiciu determinantu, ¢im dostavame poly-
mérovy model, ktorého polyméry su cykly C,,. Na tento polymérovy model sme
postupne aplikovali lemmu [I] Ostéva interpretovat struktiru objektu, ktory sme
nazvali zviizok cyklov. Ukazuje sa, ze takyto zvizok cyklov mdzeme jednoznacne
stotoznit s uzavretou cestou. Stotoznenie zviizku cyklov s cestou vykondme pomo-
cou nasledujuce;j konétrukcieﬂ: Majme cestu P. Za¢neme s najvyssim viacnasobne
navstivenym bodom. Roztrhneme cestu na podcesty odpovedajiice postupnym
navstevam doty¢ného bodu. Podobnii konstrukciu zopakujeme pre vsetky pod-
cesty. Po kone¢nom pocte takychto krokov dospejeme ku kolekcii cyklov, ktorych
viazanie do zvézkov je presne dané predchadzajicim roztrhanim.

Tymto sme dostali, ze uzavreté cesty (ktoré sa vseobecne mézu mnohonésobne
pretinat aj mimo pociato¢ného/koncového bodu) sa daju vyjadrit ako zvizky
cyklov, pricom cyklus navstivi kazdy bod prave jedenkrat. O]

Pozndmka. Toto tvrdenie z linedrnej algebry sa da dokézat aj bez odvolania sa
k polymérovému modelu, vid. [VZ02], priklad 11.9.

Na zéaklade tohto si dovolime predpokladaf, Ze tdto nasa metéda moze byt
uzitoéné na lepSie pochopenie exaktne riesitelnych modelov, hlavne na pocho-
penie Onsagerovho riesenia 2D Isingovho modelu, pripadne injch polymérovych
modelov, kde mnozina vsetkych moznych polymérov je prave mnozinov vsetkych
,cyklov* a ich vahy st dané stic¢inom zodpovedajucich maticovych elementov.

Na zaver este uvedme analégiu znamych kritérii (Kotecky-Preiss) pre nas mo-
del. Narozdiel od abstraktnych situacii Studovanych v uvedenych odkazoch sa
v nasom pripade tieto tvrdenia redukuji na elementarne odhady. Uvaddzame ich
bez dokazu.

'ktora je organizovand v opa¢nom smere ne konstrukcia zvizkov
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Tvrdenie 5 (Kotecky-Preiss pre zvizky). Oznacme ako top(Q) najuyssi bod

presitého clusteru Q voci usporiadaniu <. Dalej zavedme

hi = Z Wo

{Q:i=top(Q)}

a; = Z [wol

{Q:i=top(Q)}

Potom plati

> wel< > qwol ] (

top(Q)=i {Q:top(Q)=1} j€supp(Q)

nerozloZitelné

Dalej, ak plati

1 supp(Q)
> wl(t;) <o
)=i

{Q | top(T

potom plati

Poznamka. Pre takéto a potom plati:

a > sup(a;)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Pri vyjadrovani vyrazu log Z je nutné uvazit, ze okrem prispevkov nerozloZite-
Inych zvizkov st tu aj zvizky rozlozitelné, ktoré stt mocninou (niekolkonésobnym
opakovanim) zvéizku nerozlozitelnych. Prislusné vyjadrenia log Z vynechévame.

Zdoraznujeme, ze v termodynamickej limite a pri pouziti lexikografického
usporiadania su veli¢iny h; a a; z predchadzajiceho tvrdenia translacne inva-

riantné.
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Z.aver

V praci sme sa zaoberali clusterovymi rozvojmi v klasickej, nekvantovej, rov-
novaznej statistickej fyzike. Specidlne nas zaujimali tvrdo odpudivé polymérové
modely. Po kratkom predstaveni potrebného matematického aparatu a samot-
nej techniky sme sa zaoberali resumac¢nou metédou pre particnt funkciu HCR
polymérového modelu.

V praci na predstavenej resumacnej metdde planujeme pokracovat. Do bu-
dicna by bolo mozné:

e pokusif sa eSte viac zjednodusit metddu reprezentovani lemmou

e pomocou predstavenej metddy zprehladnit Onsagerovo rieSenie 2D Isin-
govho modelu, pripadne iné exaktne rieSitelné modely Statistickej fyziky.
Onsagerovo riesenie ma 3 dolezité kroky. V prvom prepiSeme Isingov model
ako model, kde mnozina polymérov splyva s mnozinou cyklov na duélnej
mriezke (s rafinovanou volbou maticovjch elementov pomocou faktoru v/%).
Druhym krokom je nasa konstrukcia a tretim je analyticka ivaha — vyjad-
renie stopy (teda sumy cez vSetky cesty) ako sumy cez vlastné ¢isla urcitého
translacne invariantného operatoru pomocou diskrétnej Fourierovej trans-
forméacie. V termodynamickej limite prechadza prislusna suma v integralne
vyjadrenie volnej energie.

e preskimat pouzitelnost tejto metédy na rozvoje okolo gaussovskych mier.
Tento problém je relativne dobre preskimany pre gaussovské miery s po-
zitivne definitnou maticou. Pre pozitivne semi-definitni maticu (na ktora
vedi mnohé dolezité modely, napr. rotator) dostavame fazko kontrolovate-
Iné neabsolttne konvergentné rady.

e skisit na zdklade tejto metédy nejaké vhodné numerické experimenty ilus-
trujice uvedené teoretické konstrukcie, Specidlne reprezentaciu ciest ako
zvazkov cyklov.
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Zoznam pouzitych skratiek

{ar, ... a,}
(a1, ..., a,)
m(4)

Ma(A)

g=W,¢)
Gn

Cn

A

Ky
Z
iy

b, V7 /87 A
L

<

wFia WFia Supp(rz)

cFi,FJ‘ ) Cg

Ind(7)
<

SILCC(Z)

HCR model
S, 6,9,8

neusporiadana n-tica
usporiadana n-tica
permuticia mnoziny A

mnozina vSetkych permutacii mnoziny A s pevnym bodom
a€ A

graf g s mnozinou vrcholov V a mnozinou hran £

mnozina vSetkych grafov s mnozinou vrcholov isomorfnou
s(1,...,n)

mnozina vSetkych suvislych grafov s mnozinou vrcholov iso-
morfnou s (1,...,n)

mnozina vSetkych stromov s mnozinou vrcholov isomorfnou
s(1,...,n)

uplny graf na n vrcholoch

parti¢na suma

poloha, hybnost

tlak, objem, inverzna teplota, aktivita
polymér (vid. polymérovy model)

vaha polyméru I';, zaporna vaha polyméru I';, nosi¢ poly-
méru I

faktor kompatibility medzi polymérmi I';,T';; resp. faktor
kompatibility pre graf g.

uroven bodu
pomocné usporiadanie mriezky A € Z"

prvok danej mnoziny usporiadanej usporiadanim <, nasle-

dujtci po prvku .
tvrdo odpudivy polymérovy model

snop, cluster, presity cluster, zvizok
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