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Kapitola 1

Uvod

1.1 Faktorizace

Ukol rozlozit zadané éfslo na prvocisla patii mezi nejstarsi matematické problé-
my. Ani v dnesni dobé nedokazeme v rozumném c¢ase faktorizovat ¢isla s fadem
veétsim nez 200 (tato skutecnost je jednim z piliti bezpeénosti nékterych asy-
metrickych sifer). Hledan{ rychlého algoritmu, ktery by dokézal v krétké dobé
rozlozit velka cisla, se dostava do popredi zajmu kryptografi, matematiku i in-
formatikia. V poloviné dvacatého stoleti bylo za tspéch povazovano rozlozeni
dvaceticiferného ¢isla. V roce 1975 byl Michaelem A. Morrisonem a Johnem
Brillhartem vymyslen faktorizacni algoritmus CFRAC (the Continued Fraction
Factoring Algorithm), ktery je vhodny pro faktorizovéni ¢isel piiblizné s pa-
desati ciframi. O par let pozdéji ptisel Carl Pomerance se zakladni verzi al-
goritmu QS (the Quadratic Sieve) viz [30], ktery byl nasledné vylepsen R. D.
Silvermanem tzv. MPQS (the Multiple Polynomial Quadratic Sieve) a déle
pak nezavisle na sobé R. Peraltanem a W. Alfordem spolu s C. Pomeran-
cem tzv. SIQS (the Self Initializing Quadratic Sieve). Algoritmus QS dokéze
v prijatelném case faktorizovat ¢isla s tadem okolo sta. Avsak v dnesni dobé
nejrychlejsi faktorizacni algoritmus pro ¢isla s fddem vétsim nez sto je GNFS
(the General Number Field Sieve) odvozeny od algoritmu navrhnutého J. M.
Pollardem. Timto algoritmem se tato prace zabyva.

V druhé kapitole se zamétime na teorii, na které je algoritmus ¢iselného sita
zalozen. Budeme se soustiedit pouze na véci, které jsou zasadni k pochopeni
hlavnich principu algoritmu. Nasim cilem tedy neni popsat celou obecnou teorii
¢iselnych téles, ale pouze vybrat stézejni véty. V této kapitole jdeme za rdmec
latky vyucované v magisterskych kurzech. Jde zejména o popis dudlnich bazi
(vety 2.25, 2.26), které vyuzijeme v zavérecné fazi algoritmu, a celd dlouha ¢ést
2.3, ve které se vysvétluje, jak se algoritmicky v ¢iselnych télesech pocitaji roz-
klady idedlu na prvoidealy. K tomu budeme potiebovat nalézt prvoidedly nad
specialnimi prvocisly. Je pozoruhodné, ze i kdyz o daném prvku ¢iselného télesa
vime, zZe je druhou mocninou, tak zdaleka neni jednoduché takovy prvek nalézt.
Cést 2.5 je vénovéna teoretickym tvaham potiebnym pro zvladnuti algorit-



mického teseni tohoto problému. V této kapitole se od ¢tendre ocekava znalost
zakladu linearni algebry, teorie ¢isel, Galoisovy teorie, vlastnosti kone¢né ge-
nerovanych abelovskych grup a teorie koneénych okruhu.

Popis algoritmu ¢iselného sita je uveden v tieti kapitole. Zvolen byl zcela
obecny popis algoritmu, ktery umozinuje vysvétlit kromé standardni verze
s jednim linearnim polynomem také variantu s dvéma polynomy vyssiho stup-
né. Pomoci tohoto popisu je dale mozné jednoduSe rozsitit algoritmus na
pouziti vice nez dvou polynomu vyssich stupnu. V prvni ¢asti rozebereme
i stru¢nou historii a vyvoj algoritmu ¢iselného sita. Nasledujici ¢asti jsou pak
vénovany jednotlivym fazim algoritmu. Algoritmus ¢iselného sita je velmi ro-
bustni a pro jednotlivé faze algoritmu existuje nékolik ptistupu, jak je fesit.
Nasim cilem je uvést nejpouzivanéjsi zpusoby. Pfitom uvedeme, ve kterych
situacich je vhodné jednotliva feSeni pouzit. Zminime i moznosti paralelizace
jednotlivych césti.

Na zaveér vyuzijeme skutecnosti, ze na nasi fakulté mame implementaci
¢iselného sita, na jejimz vyvoji se podilim, a provedeme nékolik méfeni. Cilem
méfeni bude na konkrétnim ¢isle ukazat rozdil v efektivnosti mezi klasickym
radkovym prosivanim a mfizovym prosivanim. Pfitom se zamétrime na nejlepsi
volbu meze slouzici k identifikaci kandidatu na faktorizaci a navrhneme zpusob,
jak urcit mez u klasického prosivani. Nasledné pii zkusebni faktorizaci testo-
vaného ¢isla ovérime, zda navrzeny zpusob vypoctu meze vede ke zrychleni
prosivaci faze.



Kapitola 2

Teoreticky zaklad algoritmu

2.1 Ciselni télesa

Nejdiive uvedeme definici ¢iselného télesa.

Definice 2.1. Ciselné téleso K je podtéleso komplexnich éisel, které mé ko-
necny stupen nad Q.

Jinymi slovy, jedné se o algebraické rozsiteni Q konec¢ného stupné, proto
K = Q[a] pro ngjaké algebraické ¢islo & € C nad Q. Je-li f ireducibilni
polynom nad Q stupné n a f(«) = 0, pak muzeme psét:

K=Qa]={ag+aa+...+a,_10" 5 a;€Q i=0,...,n—1}

Mnozina {1, a, . ..,a" '} tvoif bazi K nad Q jakozto vektorového prostoru.
V dalsim textu se budeme striktné drzet oznaceni K, L, M pro ciselna télesa.
Nékteré pojmy budeme uvadét pouze pro ciselnd télesa, i kdyz je mozné je
definovat mnohem obecnéji.

Definice 2.2. Komplexni ¢islo ¥ nazyvame algebraické celé cislo, pravé kdyz
je kotenem néjakého monického polynomu nad Z. Mnozinu vSech algebraickych
celych cisel oznacime A.

Nezapominejme, ze libovolné algebraické ¢islo o (nad Q) je obecné kote-
nem nemonického polynomu nad Z. Staci vzit minimalni polynom « nad Q
a vynasobit ho spoletnym jmenovatelem koeficientii. Pomoci Gaussova lem-
matu o ireducibilnich polynomech nad @@ snadno odvodime, ze pro kazdé celé
algebraické cislo existuje monicky ireducibilni polynom nad Q s koeficienty
v 2.

Nyni uvedeme obecné lemma, které vyuzijeme v nékolika dukazech.

Lemma 2.3. Necht R je komutativni okruh a O je konecné generovany vérny
R-modul s mnozinou generdtori {a, ..., a,}. Pak pro libovolny nenulovy pr-
vek p takovy, Ze pay; € O pro vsechna i = 1,...,n, existuje monicky polynom
nad R s korenem p.



Dikaz. Prvky pa; muzeme vyjadrit jako R-linearni kombinace generatoru

j4831 o
—A-
Py, oy,

kde A € R™". Elementarnimi tpravami dostavame

(07] 0
(pI=A)|  |=
oy, 0

Tedy det(pl — A) = 0, takze p je kofenem polynomu nad R, ktery vznikne
rozvinutim determinantu matice xI — A.
O

Dalsi vlastnost celych algebraickych ¢isel popisuje nasledujici lemma.

Lemma 2.4. Necht ¥ a p jsou algebraickd celd c¢isla. Pak 19 + p a 9u jsou
algebraicka cela cisla.

Diikaz. Pro pevné zvolené ¥ a p potiebujeme najit monické polynomy nad
Z, které maji za koteny ¢ + p a Yu. Pak se podle definice 2.2 bude jednat
o celd algebraickd ¢isla. Necht m, resp. n, je stupeni monického polynomu nad
Z jehoz je ¥ (resp. p) kotenem. Okruh Z[¥, u| je jisté generovany mnozinou
M= {940 <i<m0<j<n}={&,...&} r = mn Uvazujme
p € {¥ + p,9u}. Potom podle predchoziho lemmatu existuje polynom nad Z
s kofenem p.

O
Piimym dusledkem je nasledujici dulezité véta.
Véta 2.5. MnozZina A celyjch algebraickyjch c¢isel v C tvori okruh.

Nyni muzeme definovat obdobu celych é&isel (chdapanych v Q) pro ciselné
téleso K:

Definice 2.6. Okruhem celych algebraickijch ¢isel (obor celych cisel, celistvy
obor) ¢iselného télesa K nazyvame okruh A N K. Budeme ho znacit Ok.

Pro ilustraci uvedme, ze pro K = Q[a] je jisté Zla] C Ok, ale obecné
rovnost nenastdva. Piejdeme k dalsim potiebnym definicim.
Definice 2.7. Necht K je ¢iselné téleso, [K : Q] = n, a at o1,...,0, jsou
po dvou ruzna vnoteni K do C s vlastnosti, ze restrikce o; | Q = idg pro i =
1,...,n. Pak definujeme zobrazeni T : K — C (stopa) a N : K — C (norma)
predpisem

T(a)=o01(a)+ ...+ o,(a), a
N(a) =o01(a) ... op(a).

Pro zpresnéni nékdy piseme Té( a Néf .
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Ptimo z definice plyne, zZe stopa je linearni zobrazeni a norma je multipli-
kativni zobrazeni. Déle je zfejmé, ze pro a € Q mame T'(a) = na a N(a) = a™.

Lemma 2.8. Necht K je é&iselné téleso s oborem celyjch algebraickijch cisel
Ok. Pak pro a € K lezi T(a) a N(a) v Q a pro a € Ok lezi T(a) a N(a) v
Z.

Diikaz. Pro libovolné o € K polozme d = [Qla] : Q]. Pak [K : Qa]] =5
a pouze d vnoieni z K do C je ruznych na Q[«]. Pfitom tato vnoieni per-
mutuji kofeny momckeho ireducibilniho polynomu pfislusného «. Proto az na
znaménko je TQ[ (o) druhy koeficient tohoto polynomu a N Ule ]( ) posledni

koeficient. Tyto koeficienty jsou raciondlni. Dostédvame T (o ) =2 Tg[a] (),
podobné pro normu. Protoze algebraicka celd ¢isla maji piislusSny monicky
polynom nad Z, je norma a stopa celé ¢islo.

O

Pojem normy a stopy lze snadno rozsitit. V definici 2.7 muzeme misto
Q uvazovat libovolné ¢iselné podtéleso télesa K. Analogicky plati i predchozi
lemma a dalsi zminéné vlastnosti. Navic dostavame tranzitivitu v nasledujicim
smyslu:

Véta 2.9. Necht K, L, M jsou ¢iselnd télesa s vlastnosti K C L C M. Pak
pro kaZdé o € M plati:
Tg(Ty' () = Ty (a)

Ng(NL'(a)) = Ni (o)

Diikaz. Oznatme o4, ..., 0, vnoreni télesa L do C, pro ktera plati, ze restrikce
o; | K =idk, a p1, ..., pm vnoteni télesa M do C, pro ktera plati, ze restrikce
p;j | L = idy. Nejprve potiebujeme normalni rozsiteni N télesa Q takové, ze
M C N. Potom vsechna vnofeni o; a p; mohou byt rozsifena na automorfismy
N; budeme je znacit s pruhem. Nyni muzeme tato vnoreni skladat a dostavame

TR(TY () =D 7> pi(e) = Z 7ip;(q)
i=1  j=1 ij=1

Ve () = TTo T 70 = [ 77
=1 j=1 5,j=1

Pritom zfejmé @;p; po restrikci na M jsou vnoreni do C, pro ktera plati
aip;(K) = K, a jsou viechna rizn4. O

S pomoci multiplikativity normy snadno dokazeme nasledujici lemma.

Lemma 2.10. Necht K je éiselné téleso s oborem celyjch algebraickijch cisel
Ok a necht 9 € Og. Pak plati ndsledujici:

(i) 9 je jednotka v O, prdvé kdyz N(¥) = +1;

10



(i) pokud N (V) = £p, p prvocislo, pak ¥ je ireducibilni v Of.
Diikaz. Lemma postupné dokazeme.

(i) Ziejmeé N(1) = 1. Madme-lidp =1, pak 1 = N(1) = N(Jpu) = N(I)N(u).
Ptitom N(9), N(u) € Z, proto N(0) = +1.

Naopak necht n = [K : Q] a 74, ..., 0, jsou vSechna ruzna vnoreni K do
Canecht 07 =idg. Pak 1 = N(W) = [[}, 0:(0) = 0 [y 03 (F) = 9 - s,

pritom p zfejme lezi v Og.

(ii) Pokud ¢ = pq - ps, pak N(¥) = N(u1)N(u2) v Z a protoze N(9) je
prvocislo, musi nutné N(u1) nebo N(u2) byt £1 a tedy jednotkou v Ok
podle bodu (i).

O

Pro algoritmus ¢iselného sita bude potieba umét rychle pocitat normy
prvku tvaru a + ba, kde a,b € Z jsou nesoudélnd a K = Qa]. Nésledujici
lemma nam dava jednoduchy prostiedek k urceni normy téchto prvku.

Lemma 2.11. Necht K = Q[a] je éiselné téleso a necht f(x) je minimdini
polynom o nad Q stupné n. Pak pro prvek a + ba, kde a,b € Q, plati

N(a + ba) = F(a, —b),
kde F(z,y) = y"f(%) je homogenizovany polynom f(x).
Diikaz. Dukaz provedeme pifmo vypocétem. Necht f(z) = Y7 ¢z’ a necht

01,...,0, jsou vnoreni K do C s vlastnosti, ze restrikce o; | Q = idg pro
it =1,...,n. Pak podle definice normy je

N(a+ba) =0c1(a+ba)-... -ou(a+ba)=(a+ba)- ... (a+bay,),

kde a; € C jsou vSechny koteny polynomu f(z) v C. Pokud vyraz napravo
roznasobime a rozdélime na casti podle toho, v kolikaté mocniné obsahuje
(napfiklad) ¢islo b, dostaneme obecné

a" b’ ( Z aj, .. .ozﬁ) :

1<51<...<jisn

kde I = {1,...,n}. Viraz v zdvorce je ziejmé roven (—1)'c,_; a tedy

N(a+ba) = (a+bo)-... (a+bay,) = Z Cnia" " (=D)' = F(a, —b).

11



Dalsi dulezity pojem v teorii ¢iselnych téles je diskriminant. Uvedeme
nékolik zédkladnich vlastnosti diskriminantu a jeho vyznam pro ¢iselné téleso
a pro obor celych algebraickych ¢isel.

Definice 2.12. Necht K a L jsou &fselnd télesa, L O K, [L : K| = n a

01,-..,0, jsou vnoreni L do C, pro kterd plati, ze restrikce o; | K = idg. Pro
libovolnou n-tici prvkua ay, ..., «a, € L definujeme diskriminant predpisem:
disc(aq, ..., a,) = \((71-(04]'))’242-:1\2

(diskriminant je tedy druhd mocnina determinantu matice, kterd ma na i-tém
fadku v j-tém sloupci hodnotu o;(a;)).

Diskriminant je mozné jednoduseji vyjadrit pomoci stopy.

Lemma 2.13. Necht K a L jsou ciselnd télesa, L O K, [L : K| = n. Pak pro
ai,...,a, € L dostavame

disc(a, ..., apn) = ‘(Té(aiaj))?,jzl"

Diikaz. Pro libovolnou ¢tvercovou matici M plati (det(M))* = det(MM) =
det(MT M). Staci tedy dokézat, ze kdyz vyndsobime i-ty sloupec s j-tym sloup-

cem matice (03(cy))f;—;, dostaneme prvek z matice (T#(ou0y))i;—; na pozici
(7,7). Ovsem
(01(as), -, on(a)) - (a1(ay), ., onlay))" =
= Ul(OZi)01<()éj) + ...+ O'n(Oél')O'n<Oéj) = O'1<Oéi04j) + ...+ O'n<OéiOéj) = Té(()éi()éj).
O

Dusledek 2.14. Necht K je éiselné téleso, n = [K : Q| a aq,..., 0, € K.
Pak disc(ay, ..., a,) € Q. Je-li aq, ..., € Ok, pak disc(ay, ..., a,) € Z.

Vime, ze ciselné téleso K tvoii vektorovy prostor nad Q, proto muzeme
uvazovat o linearni nezavislosti ¢i zavislosti prvkia z K. Pojem diskriminantu
nam umoznuje urcit, kdy je n-tice prvku z K Q-linearné nezavisla, tedy tvori

bazi K nad Q.

Véta 2.15. Necht K je ciselné téleso, n = [K : Q|. Potom ay,...,a, € K
gsou linedrné zavislé nad Q, prave kdyz disc(ay, ..., a,) = 0.

Diikaz. Pokud ay,...,a, € K jsou linearné zavislé nad Q, pak existuji ¢isla
a; € Q ne viechny nulovd tak, ze >  a;o; = 0. Necht oy,...,0, jsou po
dvou ruzna vnofeni K do C, pro ktera plati, ze restrikce o; | Q = idg.
Ziejmeé Y a;0i(0;) = 0 pro j = 1,...,n. Pak jsou linedrné zavislé i sloup-
cové vektory matice (o(a;))f ;—;, opét muzeme pouzit koeficienty a;. Tedy
disc(av, ..., ay) = 0.

12



Naopak budeme postupovat sporem. Necht tedy o, . .., o, € K jsou lineér-

né nezavislé nad Q. Je-li disc(ay, . . ., ay,) = 0, pak jsou linedrné zavislé radky x;
matice (T'(c;a;))7 =, a muzeme nalézt raciondlni éisla aj, . . ., a,, kterd nejsou
vSechna nulova, ze a;xi + ...+ a,x, je nulovy vektor. Z linearni nezavislosti
at, ..., dostavame, ze prvek a = ajq + ... + a,, # 0. Pritom ale pro
kazdé j dostavame T'(averj) = Y o a;T(a;er;) = 0. Déle zfejmeé oy, . . ., oy, tvori
bazi K nad Q a tedy i prvky aay, ..., aq, tvoii bazi. Pak ovSem pro libovolné
£ € K méame

i=1 i=1
Ale to je ziejmé ve sporu s tim, ze napiiklad pro 1 méame 7'(1) = n.
O

Nyni s pomoci diskriminantu dokazeme dulezitou vétu popisujici strukturu
oboru celych algebraickych ¢isel.

Véta 2.16. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch cisel O,
(K : Q] = n. Pak existuji V1, ...,9, € Ok, Ze Ox = {>_1" 2z - Vi z € L}.
Neboli O je volnd abelovskd grupa hodnosti n.

Diikaz. Ze vsech moznych linearné nezavislych n-tic 94, ..., 9, € Ok vybereme
takovou, pro kterou 0 < |disc(dy,...,9,)| € Z je nejmensi a ukdzeme, ze se
jednd o hledanou volnou bézi (protoze je diskriminant nenulovy ziejmé se
jednd o bazi K nad Q). Takové n-tice jisté existuji, napifklad 1,9, ..., 971,
kde K = Q[V]. Postupujeme sporem. Necht tedy napiiklad mame p € Ok,
p=a19 + ...+ a0, a; € Q, takova, ze ay ¢ Z. Oznacme f = |a1] € Z a
1>60=a,—f>0.Polozme & =v;, 1 =2,...,n, a & = 0a; + asas + ... +
apa, = p— fag € Ok. Vyjadiime-li & pomoci 9J;, dostaneme

& 0 ay -+ - a, Yy
& 0 1 0 - 0 Do
&n (T | 9,

Pokud na tuto rovnici aplikujeme o; (vnoreni K do C, pro kterd plati, ze
restrikce o; | Q = idg, celkem jich mame n ruznych), zustane prostiedni matice
nezmeénéna. Muzeme tedy sestavit maticovou rovnici

o1(§&1) 0 o1(&n) 0 ay - a, or(Vh) - 01(Vn)
: : B 0 1 0 : :
0n<€1) . 0n<§n) o --- - 1 O-n('ﬁl) . gn@n)
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Vezmeme-li druhou mocninu determinantu dostdvame

disc(ér,. .., &) = 0% disc(V, . .., U).

Ovsem 0 < 0% < 1 a dostdvame spor s volbou ¥,...,9,, protoze mame
0 < |disc(&r, ..., &) < |disc(Py,...,0,)]. O
Definice 2.17. Mnozinu {¢4,...,9,} nazveme celociselnou (celistvou) bazi,

pokud O = {>""" | zi - ¥;; z; € Z}. Existence plyne z véty 2.16.

Obecné existuje vice ruznych celo¢iselnych bazi, ale nésledujici véta uka-
zuje, ze vSechny maji stejny diskriminant.

Proto muzeme diskriminant pouzit jako invariant oboru celych algebraic-
kych ¢isel télesa K, ptipadné piimo ¢iselného télesa K. Oznacuje se disc(O),
piipadné disc(K).

Véta 2.18. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch cisel Ok .
Necht {91,...,9,} a {p1,...,un} jsou celociselné baze Ok. Pak
disc(t, ..., 0,) = disc(p1, - - ., fn)-

Diikaz. Protoze {1, ..., in} je bdze, muzeme pomoci ni vyjadrit prvky druhé
béze {91, ...,Y,}. Dostdvame

kde A € Z"*". Pokud na tuto rovnici aplikujeme o; (vnoteni K do C, celkem
jich méme n ruznych), zustane matice A nezménéna. Muzeme tedy podobné
jako v dukazu tvrzeni 2.16 sestavit maticovou rovnici

o1(V1) -+ onlth) or(pa) -+ onl()
o =
o1(Un) -+ on(Un) o1(pn) -+ On(pn)

Vezmeme-li druhou mocninu determinantu dostavame

disc(Vy, ..., 0,) = det(A)*disc(p1, . . ., fin)

Ziejmeé det(A) a diskriminanty lezi v Z. Stejny postup muzeme provést i nao-
pak. Dostavame, ze disc(u1, . . ., p,) a disc(ty, . . ., ¥,) jsou asociované a ziejmeé
maji i stejné znaménka, proto se rovnaji. O

Pokud K = Q[J] pro néjaké ¢ € Og, bylo by vhodné mit celo¢iselnou
bazi tvaru {1,9,...,9"" !}, ale takovdto bdze nemusi vzdy existovat. Avsak
muZeme alespoil najit vztah mezi disc(K) a disc(1,9,...,9"71).
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Véta 2.19. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch cisel O,
K =Q[V], Y € Ox an=[K :Q|. Potom plati

disc(1,9,...,9" 1) = disc(K) - [O : Z[9]]*.

Diikaz. Dokdzeme obecnéjsi piipad. Necht R C R jsou kone¢né generované
Z-moduly v K hodnosti n. Jedna se tedy o volné abelovské grupy hodnosti n.
A proto existuje volnd baze {t,...,9,} Z-modulu R takova, ze pro vhodna
Ty eesTn €Zje {ry - 01, .., - U} = {9, ..., 9} baze podmodulu R'. Pak

!, ) F O | 9,
VA 0 rn 0 -+ 0 )
v 0 cov e e, 9,

Podobné jako v predchozi vété dostavame

disc(y,...,0) = (ri-...-rp)? -disc(dy,...,9,) = [R: R'*- disc(R).

K dukazu véty staci volit R = Ok a R’ = Z[J).

Dalsi pojem, ktery definujeme, vyuzijeme pouze okrajove.

Definice 2.20. Necht R je komutativn{ obor integrity a necht f =37 ¢z’

je polynom nad R stupné n > 1 s kofeny aq, ..., a,. Pak
dise(f) = " [ [ (s — o),
i<j

kde ¢, je vedouci koeficient, nazyvame diskriminant polynomu f.
Pojem diskriminantu polynomu jsou definovali z nasledujiciho duvodu.

Véta 2.21. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch éisel Oy,
K = Q[], 9 € Ok a f je minimdlni monicky polynom 9 nad Z stupné d.
Potom plati

disc(1,9, ..., 9" 1) = disc(f).

Diikaz. Oznacme oy, ...,0, ruzna vnofeni K do C, restrikce o; | Q = idg.
Nejprve spocitame determinant matice

o1(1) oy(9) - o (07 1 on(9) - oy ()

on(1) on@) - on@ | |1 an(®) - on(@)n]
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= [ (o;(9) = 0u()).
1<i<j<n
Ziejmé se jedna o vandermonduv determinant. Podle definice diskriminantu
mame

dise(L,9,...,9" ") = (i) = ] (0,09) — ou(0)2

1<i<j<n

Protoze o;(¢), i = 1,...,n, jsou vSechny ruzné koreny polynomu f a vedouci
koeficient je jedna, dostavame dokazovanou rovnost.

0

Nyni jesté uvedme nékolik vét, které vyuzijeme v zdvérecné fazi algoritmu.
Pritom vyjdeme z [17].

Definice 2.22. Necht K je ¢iselné téleso, K = Q[J]. Necht B je aditivni
podgrupa K. Definujeme doplnéek B relativni ke stopé jako mmnozinu vsech
a € K takovych, ze T'(aB) C Z, oznacujeme ho B'.

Je ziejmé, ze B’ je opét aditivni grupa. Dale pokud B a C' jsou aditivni
podgrupy a B C C, pak C' C B'.

Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem T'. Dale necht
b:V xV — T je bilinearn{ forma a definujme (®°(x))(y) = b(z,y). Pak
z linedrni algebry vime, ze homomorfismus ®° je izomorfismem vektorového
prostoru V' a jeho dualniho prostoru V*, pravé kdyz je bilinedrni forma b
nedegenerovand (matice bilinearni formy je regularni).

Véta 2.23. Necht K je ciselné téleso. Pak b(x,y) = T'(xy) je nedegenerovand
bilinedrni forma.

Diikaz. Protoze stopa je linedarni forma a K je téleso, je ziejmé, ze b(x,y) je
bilinedrni forma. Necht B je matice formy b vzhledem k bazi M = {ay, ..., a,}
télesa K nad Q. Pak det(B) = det((T'(cua;)7,=,) = disc(a, . .., @) # 0 podle
lemmatu 2.13 a véty 2.15. Pfitom z linearni algebry vime, ze pokud M’ je jina
baze K nad Q a P € Q"™ je matice prechodu od baze M k bazi M’, tak
C = P7BP je matice bilinearni formy b vzhledem k bézi M. O

Necht o € K, a # 0. Pak podle pozndmky vyse a véty 2.23 je zobrazeni
T(ax) z K do Q prvkem dudlniho prostoru k prostoru K. Navic indukuje izo-
morfismus K a jeho dualniho prostoru. Proto muzeme dudlni bazi k néjaké bazi
¢iselného télesa K nad Q reprezentovat prvky lezicimi v K. Tento poznatek
vyuzijeme v nasledujicich vétach, kde budeme dudlni bazi myslet reprezentaci
dualni béaze v télese K.
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Véta 2.24. Necht K je ¢iselné téleso s bdzi {ay, ..., an} nad Q a necht

Pak

B =diZ+...+dZ,
kde {ca/,...,al,} C K je dudlni baze k bdzi {ay, ..., o}

Diikaz. Necht a € B' a o = a10 + ... + a,al,, kde a; € Q. Pak T(aq;) = a;
a tedy podle definice doplnku a; € Z pro vsechna ¢ < n. Z toho plyne, ze
B'"Cd\Z+ ...+ ) Z. Naopak pro r € Z plati
T(ra;B) =rT(a.B) C Z.
O

Véta 2.25. Necht K = Q[a] je éiselné téleso a necht f(x) je minimdini
polynom o« nad Q stupné n. Oznacme f'(x) formdlni derivaci polynomu f(z)
a

(=)

r—«

Pak dudlni bdze k bdzi {1,c,...,a™ '} je

{Fe i)

Diikaz. Necht oy, ..., a, € C jsou ruzné kofeny polynomu f(z). Dokdzeme, ze

= Bo+ Bz + ...+ Boyz" L

Z /() ,ai =z, 0<r<n-—1.
= T % f'(ei)
Ozna¢me rozdil pravé a levé strany rovnosti polynomem g(x). Polynom g(x)

ma stupén n — 1, pritom ale

T

g<ai) - (];_[@éZ B aj)) fl<(;z) —a; = fl<az)m —a; =0.

JF#i

Tedy g(x) ma alespon n kofenu a musi byt proto identicky roven nule. Necht
o; jsou vnofeni K do C, pro ktera plati, ze restrikce o; | Q = idg, j =
1,...,n. Pro libovolny polynom h(z) = ¢, yia' € K[z] definujme o;(h(z)) =
S oj(yi)7'. Pokud definujeme T'(h(z)) = > -y 05(h()), pak
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(L85 = (G s s ) -

3
=
8
S~—
o)
<SS

S

Pokud porovname koeficienty u stejnych mocnin z, dostaneme

B
T o = 5”
( f’(OO)
Tedy {Go/f' (), ..., Bn1/f ()} je dudlni baze.

Na zavér dostavame pozadovanou vétu.

Véta 2.26. Necht K = QU] je ¢iselné téleso s oborem celych algebraickych
¢isel O. Necht f(x) =>"1" ja;x" je minimdlni polynom 9 nad Z. Pak

f'(9)Ok C Z[Y].
Diikaz. Protoze T(Og) C Z podle lemmatu 2.8, dostavame O C OY.. Déle
vime, ze Z[V] C Ok, tedy O C Z[v¥]'. Nyni ukdzeme, ze Z[J]' = (1/f(9))Z[V]

z toho jiz véta snadno plyne. Z predchazejici véty 2.25 vime, ze Z[¥] ma bazi

{Bo/ f'(9),.., Bu-r/ f'(9)}, kde

f(x)
r—1
Vidime tedy, ze a; = (;_1 + U3;. Rekurzi dostavame

=00+ x4 ...+ Borz™

ﬁnfl = an = 1
ﬁn—Q - ﬁﬁn—l

I
S
3
L

7 toho je patrné, ze [3; lze ziskat pomoci celociselné kombinace mocnin 9. Po-
dobné z téchto vztahu plyne, ze mocniny ¥ lze ziskat z celo¢iselnych kombinaci
0;. Naptiklad mame

ﬁn—Q_a'n—l = v

ﬁnf?) - ﬂﬁn72 = QAp—2
ﬁn—?) - 19((1,”_1 + 19) = Qp-2
ﬁn—?) - an—l(ﬁn—Q - a'n—l) —Apn—2 = 192
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Tedy modul generovany prvky 1,49, ...,9" ! je stejny jako modul generovany

prvky 507 ﬁlu s 7ﬁn71-
]

Nasledujici lemma vyuzijeme v nékterych dukazech.

Lemma 2.27. Necht I je nenulovyj idedl oboru celijch algebraickych c¢isel Oy
¢iselného télesa K. Pak okruh Ok /I je konecny.

Diikaz. Of je volna abelovskd grupa hodnosti n = [K : Q|. Necht {9y, ...,9,}
je celociselnd baze Ok. Pokud nalezneme m € Z takové, ze m € I, pak (m) C I
a tedy O/l C Ok/(m). Pritom Ok /(m) = {>_1, a;¥; a; € Z,, }. Staci proto
ukdzat, ze kazdy nenulovy idedl I obsahuje néjaké ptirozené ¢islo. Necht 9 €
I C Ok, ¥ # 0. Pak existuji navzajem nesoudélné koeficienty b; € Z takové, ze
9% 4+ b9+ ...+ by = 0 a k je nejmensi mozné. Pritom |by| = |N ()| # 0,
protoze se jedna o nenulovy prvek a tedy |by| € I je hledané ptirozené ¢islo. O

2.2 Dedekindovy obory

Definice 2.28. Obor integrity R nazveme Dedekinduv, pokud jsou splnény
nasledujici podminky:

(i) R je noetherovské;
(ii) kazdy nenulovy prvoidedl je maximalnf;
(iii) R je celistve uzaviené ve svém podilovém télese T

Podminka (iii) znamend, ze pokud a € T a zdroven existuje monicky po-
lynom f € R[z], f(a) = 0, pak a € R. Podminka (i) je ekvivaletni kazdé
z nasledujicich podminek:

e kazdy idedl je konecné generovany;

e kazda neprazdna mnozina idedlt ma maximalni prvek.

Dedekindovy obory jsou pro nas velmi dulezité. Postupné ukazeme, ze kaz-
dy idedl v R je mozné jednoznacné (az na poradi ¢initelu) vyjadiit jako soucin
prvoidealu. Toto jisté plati napiiklad v Z, kde kazdy idedl je hlavni a rozklad
jeho generujictho prvku na souc¢in prvocisel ndm poskytuje i rozklad tohoto
idedlu na souc¢in piislusnych prvoidedli. Muzeme tedy chapat rozklad idealu

na souc¢in prvoidealu jako jisté zobecnéni faktorizace. Duvod, proc se zabyvame
Dedekindovymi obory, je nasledujici:

Véta 2.29. Obor celych algebraickych c¢isel je Dedekindiv.

Diikaz. Potirebujeme dokazat, ze obor celych algebraickych ¢isel O ¢iselného
telesa K spliuje vSechny tfi podminky z definice Dedekindova oboru.
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(i) Obor Og je volné abelovskd grupa koneéné hodnosti, proto kazda pod-
grupa Ok je také volna s koneénou hodnosti, tedy kazdy ideal I C Og ma
aditivni strukturu rovnu volné abelovské grupé koneéné hodnosti. Z toho
plyne, ze idedl I je konecné generovany i jako ideal.

(ii) Necht P je libovolny nenulovy prvoidedl z Og. Staci ukdzat, ze Ok /P je
téleso. Podle lemmatu 2.27 vime, ze Og/P je koneény okruh, a pro-
toze P je prvoidedl, je tento okruh oborem integrity. Avsak konecny
obor integrity je téleso (pro a € (Ok/P)* definujme ¢, : (Og/P)* —
(Ok/P)*, pa(b) = ab. Toto zobrazeni je prosté a diky kone¢nosti i na,
tedy existuje ¢ € Og /P, ze ac = 1).

(iii) Necht T je podilové téleso O, o € T, a zdroven existuje monicky poly-
nom f = Zle V;x' € Oklx], f(a) = 0. Potiebujeme ukdzat, ze o € O.
K tomu staci nalézt monicky polynom nad Z, ktery ma « jako koten.
Ziejmé Ok, ..., U, a je koneéné generovany okruh nad Ok a tedy
i kone¢né generovany nad Z. Muzeme tedy pouzit lemma 2.3 k nalezeni
monického polynomu nad Z s kofenem .

O

V oboru celych algebraickych ¢isel nemuzeme jednoznacné rozlozit jednot-
livé prvky, ale dokédzeme jednoznacné rozlozit idedly, které generuji. Tato vlast-
nost nam umozni sestrojit algoritmus ¢iselného sita.

K dokézani nastinéného tvrzeni potfebujeme nékolik pomocnych lemmat.

Lemma 2.30. KazZdy nenulovy idedl v Dedekindové oboru R obsahuje soucin
prvoidedli.

Diikaz. Budeme postupovat sporem. Diky vlastnosti (i) Dedekindova oboru R
méa mnozina idealu, které neobsahuji soucin prvoidealu, maximéalni prvek M.
Zrejmé se nejedna o prvoidedl, proto existuji prvky a,b € R\ M takové, ze
ab € M. 1dedly M+ (a), M+(b) jsou ostie vétsi nez M, proto jiz obsahuji soucin
prvoideélu. Ale potom soucin prvoidedlu obsahuje i idedl (M + (a))(M + (b)),
ktery je casti M. A to je hledany spor. O

Lemma 2.31. Necht I je vlastni idedl v Dedekindové oboru R. Pak existuje
a € T\ R s vlastnosti ol C R, kde T je podilové téleso R.

Diikaz. Necht a je nenulovy prvek I. Podle lemmatu 2.30 obsahuje hlavni ideal
(a) soucin prvoidealu, ozna¢me je P, ..., Py, pritom pozadujeme, aby k bylo
minimalni. Ideal I je obsazen v néjakém maximalnim idedlu P, ktery je zaroven
i prvoidedl, proto P obsahuje néktery z prvoidealu P, ..., Py, necht je to P;.
Diky vlastnosti 2 Dedekindova oboru je nutné P = P;. Protoze hlavni ideal (a)

nemuze obsahovat soucin méné nez k prvoidedlu, existuje b € Py -...- P\ (a).
Zbe Py-...- P al C P, dostavame bI C Py -...- P, C (a), tedy glgRa
b¢ R. 0
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Véta 2.32. Necht I je nenulovyj idedl v Dedekindové oboru R. Pak existuje
wdeal J takovy, Ze IJ je hlavni idedl v R.

Diikaz. Necht a je nenulovy prvek I. Definujme J = {b € R;bI C (a)}. Zfejmé
J je nenulovy idedl v R a plati IJ C (a). Ukdzeme, Ze nastdvd rovnost.
Uvazujme mnozinu M = o 'IJ C R. Snadno se ukéZe, Ze tato mnozina je
idedl. Pokud M = R, pak I.J = (a), jinak je M vlastni idedl R a podle lemmatu
2.31 existuje « € T'\ R, aM C R, T podilové téleso R. Vyuzijeme podminky
(iii), podle které je Dedekinduv obor celistvé uzavieny ve svém podilovém
télese, a ukdzeme, 7e a € R, coz bude spor. Protoze a € I, mame a 'aJ C M,
tedy J C M aaJ C aM C R. Dale z aa"'1J C R dostavdme alJ C (a).
Pouzijeme-li definici J, vidime, ze aoJ C J. Podle podminky (i) muzeme najit
konetnou mnozinu generatoru {as,...ax} idedlu J a opét pouzijeme lemma
2.3 k nalezeni monického polynomu nad R s kofenem «. To je hledany spor.
O

Definice 2.33. Nechf A a B jsou idedly v Dedekindové oboru R. Rekneme, ze
idedl A deéli ideal B, pokud B = AC pro néjaky ideal C' C R. Budeme znacit
A|B.

Jako dusledky véty 2.32 dostavame nasledujici lemmata:

Lemma 2.34. Necht A, B a C jsou idedly v Dedekindové oboru R. Pokud
AB = AC, pak B = C.

Diikaz. Podle vety 2.32 existuje idedl D takovy, ze AD = (a),a € R.Z DAB =
DAC plyne aB = aC. Protoze ziejmé existuje bijekce mezi B a aB, a zaroven
mezi aC' a ', dostavame B = C. O

Lemma 2.35. Necht A a B jsou idedly v Dedekindové oboru R. Potom B C A,
pravé kdyz A|B.

Diikaz. Pokud A|B, pak trividlné mdme B C A. Naopak necht B C A. Pro
idedl A podle véty 2.32 existuje idedl D takovy, ze AD = (a), a € R. Mame
(a) = AD 2 BD, proto mnozina C' = a"*DB C R. Navic se jedna o idedl
a ziejmé AC' = B. O

Nyni jiz snadno dokazeme pozadovanou vétu.

Véta 2.36. Kazdy idedl v Dedekindové oboru R lze jednoznacné rozlozit na
souc¢in prvoidedli.

Diikaz. Nejprve dokazeme existenci rozkladu. Budeme postupovat sporem.
Mnozina vSech idealu, které nelze rozlozit na souc¢in prvoidealu v R, mé podle
podminky (i) maximélni prvek M. Idedl M je obsazen v néjakém maximalnim
idealu P, ktery je i prvoidedlem. Tedy podle lemmatu 2.35 existuje ideal [
takovy, ze M = IP, a podle téhoz musi M byt casti 1. Navic M je vlastni
podmnozina I (nebot podle 2.34 mdme PM = Pl = PM = M = PM =
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RM = P = R, spor). Tedy [ je ostie vétsi nez M a je ho mozné rozlozit na
soucin prvoidealu. Ale pak lze rozlozit i M, coz je spor.

Nyni dokdzeme jednoznacnost. Necht I = P -...- P, = Q1 -...-Q;, kde P;,
Q; jsou prvoidedly. Potom Q) - ... - Q; C P;, a proto pro néjaké j, 1 < 5 </,
mame (); C P;. Predpoklddejme, ze j = 1. Podle podminky (ii) musi byt
P, = Q1 a pouzijeme-li lemma 2.34, dostaneme P, -...- P, = Qs -...- Q. Takto
muzeme postupné kratit, az dostaneme, ze k =1l a P, = Q;, 1 <1i < k. O

Predchozi véta ndm umoznuje definovat na mnoziné vsech idedlu v De-
dekindové oboru R pojmy nejvétsi spolecny délitel (oznaé¢me ged) a nejmensi
spoleény nédsobek (oznacme lem) tak, jak je zndme z celych éisel. Pritom je
ziejmé, ze vzhledem k relaci inkluze jsou pojmy nejvétsi a nejmensi mysleny
opacné. Dostavame tedy nésledujici vzorecky pro dva idedly I, J z R:

ecd(1,J) = I+,
lem(Z,J) = INJ.

Pomoci nejvétsiho spolecného délitele muzeme dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.37. Necht I je idedl v Dedekindové oboru R a necht a je nenulovy
prvek 1. Pak existuje b € I takové, Ze I = (a,b).

Diikaz. Vyuzijeme pojmu nejvétsi spoleény délitel a nalezneme b € R, ze [ =
ged((a), (b)) = (a) + (b), tedy ziejmeé b € I. Necht I = P;* - ... P kde P;
jsou prvoidedly. Pak jisté hlavni idedl (a) je délitelny vsemi P;, 1 < i < k,
dale je délitelny i dalsimi prvoidedly. Z nich vybereme jen ty, které jsou rizné
od P;, oznacme je ()1, ..., Q;. Musime najit prvek b tak, aby nelezel v zadném
z prvoidedlu Qq,...,Q; (pak jimi nebude hlavni idedl (b) délitelny) a hlavni
idedl (b) byl také delitelny P, 1 <1i < k, ale ne ve vyss{ mocniné. Dostdvame

l

be (ﬁ(P;i \VEE) 0 (R Q).

i= i=1
Takové b muzeme nalézt pomoci Cinské véty o zbytku. Abychom ji mohli
pouzit, potfebujeme védét, ze mocniny prvoidealu P;, 1 < i < k, a prvoidedly
Qj, 1 < j <1, jsou po dvou komaximélni. To je zfejmé, pokud si uvédomime,
ze soucet idealu je jejich nejvétsi spolecny délitel, a ze jako jednotku chapeme
R. Diky jednoznacnosti rozkladu na prvoidedly musi byt P\ Py neprazdné,
muzeme tedy vybrat ngjaké b; € P\ P71 < i < k. Pro b tedy mame

= b mod Pt i=1,...k,
= 1 modQ;, 7=1,...,1L
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2.3 Rozklady na prvoidealy

Nyni mame dva cile. Zaprvé, jak nalézt prvoidealy v néjakém oboru celych
algebraickych ¢isel. Zadruhé, jak lze urcit rozklad idedlu na prvoidedly. V na-
sledujicim textu budou K, L (popfipadé M) oznacovat Ciselnd télesa, R, S
(T') jejich obory celych algebraickych ¢isel a P, @ (U) jejich prvoideély. Pro
zjednoduseni zapisu budeme v této ¢asti pojmem prvoidedl oznacovat pouze
nenulovy prvoidedl. Nejprve uvazujme nasledujici situaci. Méjme prvoidedl P
v R a L ciselné nadtéleso K. Jak se rozklada ideal P.S v .S? Postupné nalezneme
odpovéd na tuto otdzku a tim splnime prvni cil. Pro prvoidedly P v R a
v S dostavame nasledujici snadnou ekvivalenci:

QPSS PSCQePCQe&P=QNR&eP=QNK.

Pomoci této ekvivalence jiz neni tézké dokazat zajimavou vétu:

Véta 2.38. Pro kazdy prvoidedl P v R polozme Mp = {Q; Q prvoidedl v S,
P C Q }. Pokud P probihd mnozinu vSech prvoidedli R, tak mnoZiny Mp po-
skytugi rozklad mnoziny vsech prvoidedli S na neprdzdné, disjunktni a konecné
podmmnoziny.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze Mp je neprazdné. Budeme postupovat sporem.
Necht tedy pro né&jaky prvoidedl P je Mp prazdnd mnoZina. Pak musi PS = S.
Podle lemmatu 2.31 existuje a € T\ R (T je podilové téleso R), ze aP C R.
Dostavame aPS C RS = S, a protoze 1 € PS, musi byt a € S. OvSem to
znamena, ze « je algebraické celé ¢islo a tedy a € R. Coz je hledany spor.

Z ekvivalence vyse plyne, ze prvoideal Q C S lezi v Mp urcené prvo-
idedlem P = RN Q. Tento prvoidedl je nenulovy, nebot muZeme zvolit ne-
nulové a € Q C S o némz vime, ze Ni(a) € R. Dale NE(a) = [[, o(a) =
a[l,sq, o(@) = af, kde 3 € S, a proto Ng(a) € Q. Pfitom tato norma
je nenulova. Soucasné P # R, nebot bychom dostali 1 € (). Z tohoto plyne
disjunktnost rozkladu.

Konecnost Mp pro prvoidedl P je ziejmé z toho, ze S je Dedekindiv obor
a mnozina Mp obsahuje vSechny prvoidealové délitele PS. O

Ptejdéme nyni k definicim, které popisuji rozklad idedlu PS.

Definice 2.39. Ramifikacnim (Stépicim, vétvicim) indezem nazyvame nejveét-
stho mocnitele e prvoidealu @ v S, pro kterého Q¢ déli P.S, kde P je prvoideal
v R. Oznacujeme: e(Q|P).

Rekneme, ze P je ramifikované v S, pokud e(Q|P) > 1 pro néjaké Q.

Kdyz Q|PS, tak je bézné tikat, ze P lezi pod ) nebo Q lezi nad P. Vime,
ze P jakozto nenulovy prvoidedl je zdroven i maximélnim idedlem. Proto R/P
je téleso, navic kone¢né podle lemmatu 2.27 (podobné pro S/@Q). Déle je mozné
teleso R/P = R/(PNQ) = (R+ Q)/Q vnotit do télesa S/Q a tedy dimenze
S/Q nad R/P je koneéna. Pozorovani shrnuje definice 2.40.
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Definice 2.40. Stupném setrvacnosti (nehybnosti) f nazyvame dimenzi S/Q
nad R/P. Oznacujeme: f(Q|P).

Uvedme par jednoduchych pozorovéni. Pokud K = Q, R = Z a P = pZ,
pak dostavdme pro L D K, S = Oy, Q D P, 7e |S/Q| = p’, f = £(Q|P).
Pritom ziejmé f <n=[L: K].

Déle uvazujme prvoidedly P C ) C U a po tadé jejich obory celych alge-
braickych ¢isel R C S C T. Pak plati:

e(UlP) = e(U|Q) - e(Q[P),
f(UIP) = £(U]Q) - £(Q|P).

Definice 2.41. Norma idedlu I v R je N'(I) = |R/I|. Nékdy se muzeme setkat
s oznacenim || I ||, pFipadné pro rozliseni oboru Ng(I).

Norma idedlu méa pro nas velky vyznam, protoze s jeji pomoci dokazeme
urcit délitele I. Hlavni vlastnosti normy jsou, jak o¢ekavame, néasledujici:

Véta 2.42. Necht K a L jsou éiselnd télesa, L O K, n=[L: K|, R a S
jejich obory celyjch algebraickych cisel.

(1) Necht I a J jsou idedly v R. Pak N'(IJ) =N (I)-N(J).
(ii) Necht I je idedl v R. Pak pro idedl IS v S plati: Ns(1S) = (Nr(I))™.

Diikaz. (i) Dukaz rozdélime na dveé ¢asti. Nejprve ukdzeme, ze tvrzeni plati
pro nesoudélné idedly a potom dokdzeme, ze N (P™) = (N(P))™ pro
kazdé m > 1. Dostaneme

NEP™M - P™) = N(P)™ ... N(P)™.

Z rozkladu I a J na prvoidedly jiz tvrzeni okamzité plyne.
Predpokladejme, ze I a J jsou nesoudélné. Pak ziejmé plati I +.J = R a

I'NnJ=1J. Pomoci Cinské véty o zbytku dostdvame izomorfismus

R/IJ~R/I x R/J.

Z toho jiz plyne N(I1.J) = N (I) - N(J).

Nyn{ uvazujme prvoidedl P € R. Ukdzeme, ze N (P™) = (N(P))™ pro
m > 1. Mocniny prvoidedlu P tvoii posloupnost ideali R D> P D P? D
... D P™. Pokud dokdzeme, ze N'(P) = |P*/P*|  jsme hotovi, nebot
N(P™) = |R/P™| = |R/P|-|P/P?|-...-|P™Y/P™| = (N(P))™. Idealy
P* uvazujeme déle pouze jako aditivni grupy. Pokud vybereme prvek
Y € Pk\ PFL dostdvame grupovy izomorfismus

R/P =~ 9R/IP.
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Protoze YR = (V) C P* miZzeme uvazovat homomorfismus

(19) _ 17_-)l<;/Pl<Hr17

kde jadro je ziejmé () N P*™ a obraz je ((99) + P**1)/P*F1. Prvek 9 byl
zvolen tak, aby P* byla nejvétsf mocnina P délicf (). Proto

(¥9) N P* = lem((9), PM™) = 9P,
(¥9) + P* = ged((09), P*TY) = P*.

Celkové dostavame grupové izomorfismy

R/P = 9R/YP = P*/pk+!
a tedy N'(P) = |P*/P*1|.

S vyuzitim ptfedchoziho bodu bude stac¢it dokazat tvrzeni pro libovolny
prvoidedl P C R. Ziejmé S/PS je vektorovy prostor nad R/P. Chceme
dokazat, ze jeho dimenze je n. Nejprve ukazeme, ze dimenze neni vétsi nez
n. K tomu staci ukazat, ze libovolnych n + 1 prvku je linearné zavislych
nad R/P. Oznatme tyto prvky g, ..., .1 € S. Tyto prvky jsou jisté
linedrné zavislé nad K a tedy i nad R (staci vyndsobit dostatecné velkym
¢islem). Dostavame 01 - 1 +. ..+ 9541 - piny1 = 0, kde ¥; € R, ne vechny
nulové. Pottebujeme ukazat, ze alespon jedno nelezi v P, pak dostaneme
linedrni zéavislost i nad R/P. Postupujme sporem. Necht jsou vsechny
takovéto mozné (n + 1)-tice {¢1,...,U,41} € P. Vyberme libovolnou
z nich a uvazujme ideédl (¥q,...,0,41) C P. Podle véty 2.32 existuje
idedl I takovy, ze (¥1,...,Un41) - I je hlavni idedl. Ozna¢me ho (9). Pak
ovsem (01,...,0,41) - I = YR € 9P, protoze P C R. Zvolme ¢ € [
tak, aby (01, .., Un41) € 9P. Dostaneme %(191, oy Upt1) € P apiitom

%(191, .., Uns1) € R. To je hledany spor. Dimenze je tedy nejvyse n.
Necht pZ = PNZ a necht P;, i = 1,...,r, jsou viechny prvoideédly z R
nad prvocislem p. Vime, ze S/ P;S je vektorovy prostor nad R/P; dimenze
n; < n. Ukdzeme, ze rovnost plati pro vsechna i, tedy i pro P. Oznacme
e; = e(B|(p)) a f; = £(B;](p)). Necht m je dimenze K nad Q. Z véty 2.16
plyne, ze N (pR) = p™. Ziejmé

s s

p"=N@pR) = N (P - ... Py = [N (R = [

i=1 i=1

Protoze pR = [[_; P, mdme pS = [[_,(P:S)% a podle piedchoziho
dostavame
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N(pS) = [[N(BS) = [TV (E)me = T ).
i=1 i=1 i=1
Také plati N'(pS) = p™, takze celkovée mn = Y ., fin;e;. A protoze
n; <na 22:1 fie; = m, dostavame n; = n pro vSechna i.

0

Véta 2.42 nam za predpokladu, ze zname normu idedlu [ v S, umoznuje
zuzit okruh moznych délitelu I. Pokud néjaky prvoideal @ v S déli I, pak nutné
tento prvoideal musi lezet nad prvocislem p, které déli normu idealu I. Zatim
jesté nevime, jaky prvoidedl lezici nad p to je, ani jak jednoduse zjistime normu
néjakého idedlu v S. Nasledujici véta nam vsak dava jiny zpusob vypoctu
normy alespon u hlavnich prvoidedlu.

Véta 2.43. Necht R je obor celych algebraickijch cisel ciselného télesa K,
v € R, ¥ #0. Pak pro hlavni idedl (9) plati:

N((9)) = [Ng (9)]-

Diikaz. Uvazujme normalni rozsifeni M ¢ciselného télesa K. Necht T je obor
celych algebraickych cisel télesa M. Oznacme o libovolné vnoreni K do C. Po-
kud o rozsitime na automorfismus M, ziejmé plati o(7") = T, a tedy dostavame

N(o(9)T) = N(97T).
Oznaéme a = N§ (V) =[]}, 0:(9) € Z. Pouzijeme-li vétu 2.42, dostavéme

N (aT) = _HN(UZ-(@)T) = N(9T)".

Je-lim = [M : K], pak N (aT') = |a|™ a podle véty 2.42 je N (VT) = N (Y9R)™.
Dostéavame |a| = N (JR).
U

Obecné norma prvku v ¢iselném télese také neni snadno spocitatelnd, ale pro
urcita cisla ji podle lemmatu 2.11 umime velmi rychle spocitat.

Néasledujici véta je oznacovana jako fundamentalni identita pro c¢iselnd
télesa.

Véta 2.44. Necht po Fadé R, S jsou obory celyjch algebraickyjch cisel ciselngjch
téles K, L, [L : K] = n. Necht P je nenulovy prvoidedl v R a

PS=Qf-...-QF,
kde Q; jsou prvoidedly v S a f; = {(Q;|P). Pak plati:

k

i=1

26



Diikaz. K dikazu pouzijeme vétu 2.42. Vime, ze N'(PS) = N (P)" a zéroven

k k k
N(PS) ZN(HQ?) = HN(Qz‘)ei = HN(P)f"e"-

Tedy n = Zle eifi
0

Véta 2.45. Necht K = Q, R =7 a L je ciselné téleso s oborem celijch alge-
braickych cisel S. Je-lip € Z prvocislo, pak hlavni idedl pZ. C 7 je ramifikovany
v S, prave kdyz p|disc(S).

Diikaz. Dokazeme pouze, ze pokud pZ je ramifikované v S, pak p déli disc(S).
Opacné implikace je slozitéjsi, jeden z moznych dukazu lze nalézt v [22] kapitola
4.

Necht @ je prvoidedl v S nad pZ s e(Q|pZ) > 1, necht I je idedl v S, pro
ktery plati pS = QI, tedy I je délitelny vSemi prvoidealy v S nad pZ. Oznac¢me
{V1,...,9,} celistvou bazi S. Vybereme libovolné ¢ € I\ pS. O ¥ vime, ze lezi
v kazdém prvoidealu v S nad p, ale nelezi v pS. Je-li ¥ = a1 +. .. +a,¥,, pak
ne vSechny a; jsou délitelné p. Predpokladejme, ze a; neni délitelné p. Nyni
vyjadiime diskriminant baze {J,vs ..., 9, } pomoci puvodni baze. Vyuzijeme-
li pfechodové matice a podobny postup s vnorenimi L do C jako v ptredchozich
dukazech, dostaneme

disc(9, 0y, ...,0,) = a2 - disc(y, ..., 0,).

Protoze p nedéli ay, staci ukdzat, ze p deli disc(9,dq,...,9,). Necht M je
rozsiteni L, které je normalni nad Q s oborem celych algebraickych ¢isel T
a necht oq,...,0, jsou riznd vnoieni L do C, kterd rozsifime na M. Protoze
¥ lezi v kazdém prvoidealu v S nad p, musi také lezet v kazdém prvoidedlu
v T nad p. Necht U je jeden z téchto prvoidedli v T. Chceme ukdzat, Ze
dokonce o;(9) € U, pro kazdé i. To je snadné, nebot vime, ze automorfimus
o; ! pouze permutuje jednotlivé prvoidedly nad p v T, tedy ¥ € o; ' (U) (9 lezd
ve vSech prvoidedlech nad p v T') a dostavame o;() € U. Protoze diskriminant
disc(d, ¥, ..., ;) je druhd mocnina determinantu matice se vsemi prvky v U,
musi byt i tento diskriminant v U, ovSem také se jedna o celistvou bazi, takze
lezi i v Z. Tedy disc(¥, 2, ...,9,) € UNZ = pZ.

O

Podle véty 2.45 existuje jen koneéné mnoho ramifikovanych prvoidealu P =
pZ. Jinymi slovy, az na konetné mnoho piipadu je PS soucinem prvoideali
v prvni mocniné. Véta 2.44 pro zménu iika kolik téchto prvoidedlu muze byt.

Nyni uvedeme vétu, ktera nam umozinuje urcit rozklad idealu P.S pro skoro
vSechna prvocisla.

Véta 2.46. Necht K C L jsou &iselnd télesa s obory celyjch algebraickijch &isel
RaS,[L:K|=n,L=KI[Y pronéjaké ¥ € S s ireducibilnim monickym
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polynomem f nad K. Necht P je prvoidedl v R leZici nad prvocislem p, které
nedeli |S/R[Y]|. Ddle necht

f=f-...- fi* mod Plz|.

Potom plat?
PS=Q%-...-QF,

kde Q; = PS + fi(0)S = (P, fi(9)). Navic {(Q;|P) = deg f;.

Diikaz. Dukaz rozdélime do ¢tyt kroku. Vime, ze muzeme koeficienty polynomu
f vyjadiit pomoci jeho kofenu, které jsou také nutné cela algebraicka cisla.
Proto f € R[z]. S polynomy tedy pracujeme nad okruhem R i nad kone¢nym
télesem R/P charakteristiky p. Pro rozliseni budeme pro odpovidajici poly-
nomy v (R/P)[x] pouzivat pruh. Necht d; = deg f;.

d;

(i) Pro kazdé i plati, ze bud @Q; = S, nebo ze S/Q; je téleso tadu |R/P

Vidime, ze vhodné velké téleso, které by mohlo byt pouzito k dukazu, je
F; = (R/P)[x]/(f;). K nalezeni izomorfismu mezi F; a S/Q; pouzijeme
nésledujici homomorfismy. Nejprve uvazujme homomorfismus z R[x] do
F;, ktery definujeme obvyklym zpusobem jako redukovéani koeficientu mo-
dulu P a poté modulo (f;). Zfejmé se jedna o epimorfismus, jehoz jadro
je idedl Plz| + (f;) = (P, f;). Dostavame izomorfimus

R[z]/(P, f;) = Fi,
navic musi byt (P, f;) maximalni ideal.

Zobrazeni R[z] do S definované pomoci = — ¢ indukuje homomorfismus
R[z] do S/Q;. Protoze PS C Q; a zéroven f;(v) € Q;, musi maximaln{
ideal (P, f;) v R[x] byt v jaddru homomorfismu. Tedy jadro je bud celé
R[z], nebo (P, f;). Pokud bude tento homomorfismus na, jsme hotovi.
Abychom dokézali, Ze je na, potiebujeme ukdzat, ze S = R[J] + Q;.
Zp € P C Q;plyne pS C Q; abude tedy stacit dokdzat, ze S = R[J]+pS.
Index R[Y] + pS v S je oviem spolecny délitel |S/R[V]| a |[S/pS], ale ty
jsou nesoudélné, protoze podle predpokladu p nedéli |S/R[]|, zatimco
|S/pS| je mocninou p.

(i) Qi+ Q; =5, proi #j
Protoze f; jsou ireducibilni polynomy v oboru hlavnich idedlu (R/P)[z],

pro dané i # j existuji polynomy g, h tak, ze fig+ f;h =1 v (R/P)[z].
A tedy

—

fig+ fih =1 mod Plz].

Vyuzijeme-li predchoziho zobrazeni R[z] do S zdménou z za 9 dostaneme
kongruenci
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fi(0)g(9) + f;(¥)h(¥) =1 mod PS,
pak oviem 1 € (P, fi(9), f;(0)) = Qi + Q;.
(iii) PS|QS - ...  QF
Oznacme f;(¥) = ;. Ziejme soucin idedlu Qf' -...- @ je obsazen a tedy
i delitelny idedlem (P, [, 7). Staci ukazat, ze [[f_, v lezi v PS. Podle
predpokladiu mame

f=ft-...- fi* mod Plz].

Pokud opét pouzijeme zobrazeni R[x] do S dostaneme

f@) =7 .. -k mod PS,
pritom f(9¥) = 0 a tedy Hle vi € PS.
(iv) PS=Q7 ... Q¢

Nyni jiz muzeme vSe zkombinovat a tvrzeni dokazat. Rozdélme idedly Q;

tak, aby Q1,...,Qm # S a Qmi1,...,Qx = S. Podle (i) jsou Q1,...,Qn
prvoidedly (jsou maximéalni) a navic zfejmeé lezi nad P, navic {(Q;|P) =
d; = deg f; proi < m. Z (ii) plyne, ze jsou vSechny prvoidedly @1, ..., Qn,

ruzné. A nakonec vime, ze PS|Qf" - ...  Q5, ostatni jsou celé S. Potom
ale musi byt PS = Q7' -...- Qi kde 0 < s; < ¢;. Podle tvrzeni 2.44

plati n = dysy + ... 4+ dSm, pritom ale ziejmé n = diey + ... + dep
(z rozkladu polynomu f). Tedy m = k, s; = e; pro vSechna 1.

0

Prvocisla, ktera deéli |S/R[J]|, oznacujeme jako specidlni. Rozlozit idedl PS
nad specialnim prvocislem je mnohem komplikovanéjsi. Nez uvedeme kom-
pletni algoritmus, pomoci néhoz muzeme rozlozit specialni idedly, potfebujeme
jesté nékolik pomocnych definic a vét. Nasim cilem bude vytvorit nadokruh
R[Y], ve kterém lezi idedl, ktery je sou¢inem vsech prvoidedlu nad danym
specialnim prvocislem. S jeho pomoci puvodni idedl PS rozlozime.

Definice 2.47. Necht K je ¢iselné téleso s oborem celych algebraickych éisel
R, podokruh O C R nazveme plnoobor, pokud je i Z-modulem hodnosti n =
[K : Q]. Déle necht p je prvocislo. Rekneme, ze O je p-mazimdlni, pokud p
nedéli [R: O].

Obor celych algebraickych ¢isel je ziejmé i plnooborem (vzhledem k in-
kluzi nejvétsi) a také p-maximdlni pro vSechna prvocisla p, proto se nazyva
maximdlni plnoobor.
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Definice 2.48. Necht O je plnoobor éiselného télesa K. Pro prvoéislo p defi-
nujme p-radikdl I, piedpisem:

I, ={9€0;3Im>1:9" € pO}.
Nésledujici lemma uvadi zékladni vlastnosti p-radikalu.
Lemma 2.49. Necht O je plnoobor ¢iselného télesa K a p libovolné prvocislo.
(i) p-radikal I,, je idedl oboru O.

(11) Necht Py, ..., Py jsou vdechny prvoidedly v O nad prvocislem p, pak pro
I, plati
I,=P ... B

(iii) Ezistuje m € N takové, Ze I C pO.
Diikaz. Lemma postupné dokazeme.

(i) Staci ukézat, ze pro €, € I, a ¥ € O plati &9 € I, a £ + ¢ € I,. Necht
m, n jsou takové, ze ™ € pO a (" € pO. Pak ziejmé (£ + )™ € pO a
(ﬁg)max(m,n) c pO

(ii) Nejprve dokdzeme, ze I, C P;-...- Py. Protoze P; lezi nad p, médme pO C
P, pro kazdé i. Zvolme libovolné £ € I,,. Podle definice p-radikalu existuje
m, ze £™ € pO C P; a z vlastnosti prvoidedalu plyne, ze £ € P; pro kazdé
1. Tedy & € ﬂle P, = Hle P;, protoze P; jsou po dvou komaximéalni.
Komaximalita plyne z toho, ze O/F; je koneény obor integrity, neboli
téleso, a tedy P; jsou maximalni idedly.

Naopak uvazujme & € Hle P;. Mezi mnozinou idedlu v O obsahujicich
pO a mnozinou ideélu ve faktorokruhu O /pO existuje prirozena korespon-
dence. Protoze O/pO je kone¢ny okruh a tedy obsahuje pouze konecné
idedli, musi byt i kone¢ny pocet idedlu v O obsahujicich pO. Specidlné
v O/pO je pouze konetny pocet idedlu tvaru [£]°O/pO ([£] oznacuje
tiidu v O/pO obsahujici ). Musi tedy existovat e tak, ze [£]°O/pO =
[€]¢T1O/pO. Dostévame [£]¢(1 — [€][¢]) = 0 pro néjaké [¢] € O/pO. Podle
predpokladu [¢] lezi ve v8ech maximdlnich idedlech P;/pO C O/pO. Pak
ovéem 1 — [£][¢] nemuze patfit do zaddného z nich, jinak by 1 patiila
také (to neni mozné, protoze uvazujeme netrivialni prvoidealy). To zna-
mend, ze (1 — [£][¢])O/pO = O/pO, tedy 1 — [¢][(] je invertibilni, a proto
£]¢ = 0 € O/pO. Dostédvame, ze £¢ € pO, a podle definice p-radikalu
e l,

(iii) Protoze I, je ideal v plnooboru, ktery je Z-modulem kone¢né hodnosti,
musi mit konecnou bazi {&;, ..., &,}. Existuji tedy m;, 1 < i < n, takové,
ze £ € pO. Staci volit m = Y7 m;.

O
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Jesté dodejme, ze p-radikal I, neni obecné soucinem vsech prvoidedli nad
p, které lezi v R, ale pouze téch, které lezi v O. Ale je ziejmé, ze pokud je O
p-maximalni, potom obsahuje jiz vSechny prvoidedly nad p z R (jednoduchymi
upravami dostdavame O/pO = O/(O NpR) = (O + pR)/pR = R/pR). Ne-
cht O je plnoobor, ktery neni p-maximélni pro néjaké prvocislo p. Popiseme
zpusob (znamy jako Pohst-Zassenhausuv), kterym zvétsime tento plnoobor na
p-maximalni.

Véta 2.50. Necht O je plnoobor éiselného télesa K, n = [K : Q| a necht p je
prvocislo. Oznacéme
O ={a€eK;al,C I}

Potom bud O' = O a O je p-mazimdlni, nebo O C O" a p|[O": O] | p".

Diikaz. Ziejmé O’ je okruh, ktery obsahuje O. Protoze p € I, dostavame pro

v e O vztah ¥p € I, C O atedy O C O C %O. To znamena, ze O' ma

hodnost n a je plnooborem. Navic [0 : O] déli [%O : 0] =[O0 : pO] = p".
Predpokladejme, ze O' = O. Definujme

0,={0€R; 3 >1,pv9 €O}

Ziejmeé O C O, a O, je plnoobor, ktery je jiz p-maximélni. Kdyby p|[R : O],
pak by existovalo ¥ € R tak, ze ¥ ¢ O, a pi € O,. To ale neni podle definice
mozné.

Ukézeme, ze O se v tomto piipadé rovna O,. Protoze O, je plnoobor, méa
néjakou bazi {d,...,9,}. Pro kazdé ¥; existuje r; € Z tak, ze p"d; € O.
Volime-li » = max(r;), dostavame p"O, C O. Podle lemmatu 2.49 existuje
m € N, ze [' C pO. Tedy O,[" C O. Dale budeme pokracovat sporem.
Necht O, \ O # 0. Oznaéme k < mr nejvétsi moceninu, ze OpIN\ O # 0. Nechf
i€ OpIN\ O. Protoze O,I¥*' € O, méme pl, C O. Déle plati O, C
I C pO. Zvolime-li § € I, potom (u&)**+m+L € pO a podle definice p-radikalu
I, lezi p& v radikalu I, tedy pl, C I,. Tim jsme ukézali, ze p lezi v O, ale
podle volby nelezi v O. A to je spor, protoze predpokladame, ze O = O'.

O

Ukazuje se, ze je vypocetné velmi naroéné a mnohdy zbytecéné zkouset pro
kazdé specidlni prvocislo zvétSovat zadany plnoobor pomoci Pohst-Zassen-
hausova algoritmu, protoze je casto jiz p-maximalni. Takzvané Dedekindovo
kritérium, které je popsané nize, nam umozni efektivnéji dosahnout poza-
dovaného vysledku a pokud je jiz obor p-maximalni vyhnout se narocnym
vypoctum. Nejprve uvedeme dvé pomocnd lemmata.

Pro nasledujici ¢dst necht K = Q[ je ¢iselné téleso, my € Z[x] je monicky
minimalni polynom ¢ nad Z a p je prvocislo. Dale budeme ~ znacit redukci
modulo p. Pokud definujeme nejprve né&jaké f(r) € Z,[x], tak f(z) € Z[7]
bude mit vSechny koeficienty v {0,1,...,p — 1}. Necht
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je faktorizace my v Zy[z]. Oznacme

k
g(z) = [ [ ma(2),

i=1
kde m;(z) € Z|x].
Lemma 2.51. Necht K, my, m; a g(z) € Z[x] jsou definovdna jako vyse. Pak
pro p-radikdl I, v Z[Y] plati

I, = pZ[J] + g(I)Z[Y)].

Tedy & = u(9) € I,, kde u(z) € Zlx], prdvé kdyz glu.

Dikaz. 7 definice I, vime, ze p € I,. Ztejmé e; < n = [K : Q] = deg my, tedy
my|g" modulo p, a dostavame, ze g"(9) =0 mod pZ[¥]. Pak ovsem g(1) lezi
v I, a tedy I, D pZ[J] + g(9)Z[V)].

Naopak necht ¢ € I,,. Pak podle definice p-radikdlu existuje m € N tak, ze
£™ € pZ[Y). Protoze I, je idedl v Z[V)], existuje u(zx) € Z[x], ze u(v) = €. Pak i
u™ () € pZ[Y]. Tedy existuje v(x) € Zx], ze u™ — pv je délitelné minimalnim
polynomem my. Pak ovsem 7y déli @". Dostdvame, ze m;|u™, a protoze m; jsou
ireducibilni v Z,[z], médme m;[u. Déle vime, ze m; jsou navzajem nesoudélné,
tedy glu. To znamend, ze £ lezi v pZ[J] + g(0)Z[9). O

Lemma 2.52. Necht K, myg, m; a g(z) € Z[z] jsou definovina jako vyse.
Necht h = my(z)/g(x). Polozme

f(x) = (g(x)h(x) —my(2))/p € Z[z].
Ddle necht & = u(9)/p, kde u(x) € Z[z]. Pak plati

(i) p€ € 1, pravé kdyz g|u.
(i) Necht w =g/ ged(f,q). Potom Eg(9) € 1, prdvé kdyz whlu.
Diikaz. Lemma postupné dokazeme.

(i) Toto je zFejmé dusledkem lemmatu 2.51.

(ii) Podle lemmatu 2.51 je I, = pZ[J] + g(¥)Z[V]. Tedy £g(V) lezi v 1, prave
kdyz existuji polynomy wuy(z), us(x) € Zx] tak, ze

£9(0) = u(V)g(9)/p = pus(9) + g(9)ua (V).
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Protoze my je minimalni polynom o, dostdvame, ze {g(0) € I,, prave
kdyz existuje polynom us(x) € Z[x] tak, ze
u(@)g(x) = p*ur(x) + pg(r)us(z) + my(w)us(z) v Za].

Kdyz provedeme redukei modulo p, dostaneme @ = @zh. Tedy

u(z) = h(z)us(z) + pus(x), us(x) € Z[z].

Méame £g(v) € I,, pravé kdyz existuji polynomy u,(z) € Z[x] tak, ze

(h(2)g(x) — mg())us(x) = p*ur () + pg(x)(us(x) — ua(x))
a soucasné plati u(z) = h(x)us(z) + pus(z). Tedy prave kdyz u(z) =
h(z)us(x) + puy(zx) a
f(@)us(z) = pus(z) + g(z)us(z).
Opét pouzijeme redukci modulo p a vidime, ze posledni vztah je ekvi-
valetni g|fus. Tedy wl|us, kde w = g/ ged(f,q). Kdyz prejdeme zpét do
Z[z], tak wlug je ekvivalentni existenci polynomu ug(x), uz(x) € Z[z] tak,
ze
uz(z) = w(zr)ug(x) + pur(z).
Nyni muzeme dat vse dohromady. Pro £ = u(v)/p plati, ze £g(9) € I,
prave kdyz existuji polynomy uy(z), ug(z), ur(z) € Zlx] tak, ze

u(x) = h(z)w(z)us(r) + p(h(z)ur(r) + ua(2)).

A to je ziejmé ekvivalentni tomu, ze hw|z.

Nyni jiz muzeme dokazat samotné Dedekindovo kritérium.

Véta 2.53. Necht K = Q[J] je éiselné téleso, my € Z[z] je monicky minimdlnd
polynom ¥ nad Z a necht p je prvocislo. Ddle budeme ~ znacit redukci modulo
p. Necht

je faktorizace My v Zy[x]. Oznacme
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ﬂ@z[?m@%
kde m;(x) € Z[z]. Necht h = my(x) /yl(x). Polozme
f(@) = (g(x)h(z) — my(x))/p € Zlz].
(i) Plnoobor Z[9] je p-magimdlni, pravé kdy?
ged(f,9,h) =1 v Zy[a].

(11) Obecnéji, necht O’ je plnoobor, ktersy dostaneme pouZitim tvrzeni 2.50,
kdyz zacneme s O = Z[J]. Necht v =mmy/ged(f,q,h). Pak

Pokud v = deg(gcd(f,g,h)), pak [O" : Z[Y)] = p". Pro diskriminant
plnooboru O' plati, Ze disc(0') = disc(my)/p*".

Diikaz. Tvrzeni postupné dokézeme.
(i) Plyne z druhé éasti, r = deg(ged(f,g,h)) = 0.
(ii) Pfipomenme, ze O' = {a € K; al, C I,}. Podle 2.51 je £ € O', prave
kdyz p§ € I, a g(¥)¢ € I,. Protoze I, C Z[Y], tak z p§ € I, plyne
§=u()/p, u(z) € Zl].

Podle 2.52 mame ¢ € O', pravé kdyz jak g tak wh déli © v Z,[x]
(w =g/ ged(f,g)). Vime, 7e Z,[x] je obor hlavnich ideélt, tedy podminka
je ekvivalentni tomu, Ze nejmens{ spoleény nasobek g a wh déli . Navic
v oboru hlavnich idedlu zfejmé plati lem(a,b) = ab/ged(a,b) a také
lem(ca, ¢b) = clem(a, b). Proto dostavame

lem(g, wh) = wlem(ged(f,g),h) =

Tedy libovolné £ = u(¥)/p € O', prave kdyz u(x) je délitelné v(x), ne-
boli u(z) = uy(x)v(x) + pus(x) pro néjaké uq(z), us(x) € Z[z]. Proto
O’ = Z[9]+ (v(9)/p)Z[VY]. Také je ziejmé, ze reprezentanti tiid v O'/Z[J)]
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jsou u(¥)v(V)/p, kde @ volime pres viechny polynomy v Z,[z], pro které
deg(n) < deg(my) — deg(v) = deg(ged(f,g,h)) = r. Dostavame tedy
O Z]9]| =p".

Z 2.21 vime, ze disc(Z[V]) = disc(my). Podle tvrzeni 2.19, které je doka-
7zano i obecnéji, mdme disc(Z[V]) = disc(O)[O" : Z[J]]?, z toho jiz tvrzeni
snadno plyne.

O

Kdybychom Dedekindovo kritérium mohli pouzit pouze na Z[], vyuzili
bychom ho pouze jednou. Ale protoze dukaz je zavisly na prvocisle p, je mozné
nahradit Z[Y] za libovolny plnoobor O takovy, ze [O : Z[J]] neni délitelny p.
V tomto se skryva jeho uzitecnost.

Nyni popiSeme algoritmus na hledani rozkladu idedlu pO v p-maximalnim
plnooboru O, kde p je speciln{ prvocislo. Necht I, je p-radikél O. Z lemmatu
2.49 vime, ze I, = P - ... P, kde P; jsou vSechny prvoidedly v O nad p.
Necht déle pO = P{*-...- P¢*. Nasim cilem je nélézt generdtory prvoidedlu P
a cisla e;. Idedly I, a pO znédme (vypocet I, viz [5], I,/pO je nilradikal okruhu
O/p0O). Nejprve budeme chtit vyjadfit pomocné idedly

H;=[] A, j=o0
1 €,=J
Je zfejmé, ze idedly H; jsou navzéjem nesoudélné (ve smyslu nasobeni idedlu)

a jsou nasobkem ruznych prvoidealu. Oznac¢me e = max(e;; i = 1,..., k), nyni
muzeme vyjadiit pO pomoci H;

pO = ﬁHJJ
j=1

K tomu, abychom uré¢ili rozklad pO na prvoidedly, zjevné stac¢i najit rozklad
na prvoidedly jednotlivych idedlu H;. Dale vime, Ze prvoidedly délici H; maji
ramifika¢ni index roven j.

Vypocet idedli H; vypada néasledovné. Oznacme

K;=1/+p0O, j>0.
Diky O/pO C Ok /pOk vime, ze K; muzeme vyjadiit pomoci prvoidedla P;.

k k k
K =1 +p0 =[P/ + [P =] &9
i=1 i=1 i=1

Z toho jiz snadno plyne K; C K;_; a umoziuje nam definovat pomocné idedly
J; predpisem

JjZKj'(Kj—1)_1: H P, j=1,

i 6,27
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navic J; C J;;1. Nakonec dostavame idedly H;

Hj=J; (Jj41)~ HPm]>0
1 €,=J

K rozkladu H; budeme potiebovat jesté jednu pomocnou definici.

Definice 2.54. Necht R je komutativni okruh. Pak fekneme, Ze prvek e € R
je idempotent, pokud plati e - e = e. Necht e, ¢’ jsou dva rtuzné idempotenty
v R, fekneme, Ze jsou navzajem ortogondlni, pokud e - e = 0.

Protoze O je plnoobor, neboli volna abelovska grupa hodnosti n, muzeme
psét O/pO = {> 7" | a;¥i; a; € Z,}, pro néjakou volnou bazi {ts,...,3,} pl-
nooboru O. Kazdy ideal I - pO v O/pO tedy odpovida néjakému vektorovému
podprostoru a muzeme ho popsat vhodnou béazi, tim také dostavame reprezen-
taci odpovidajiciho idedlu I O pO v O. Budeme proto pracovat s faktor okru-
hem O/pO jako s Z,-algebrou, kterou oznacime A. Pro idedl I v O ozna¢me
I odpovidajici idedl v A. Pro jednotlivé idedly H; dostdvame pomoci Cinské
véty o zbytku, 7ze A/H; = APy x ... x AJ/P;, & Fy X ... X Fy, kde F} jsou
algebraickd rozsfent télesa F,. Véta 2.55 ndm umozni rozhodnout, zdali A/H,
je jiz téleso, nebo ndm pomuze najit prvek e z A, pomoci néhoz rozlozime
A/H; na sou¢in idedlii ndsledovné. Necht e € A takovy, 7e e + H; je ne-
trividln{ idempotent v A/H;. Pak A/H; = A/(H; +eA) x A/(H; + (1 —e)A).
Podafilo se ndm tedy rozlozit H; na soucin dvou ruznych vétsich idedli a po-
stupné muzeme urcovat jednotlivé prvoidedly, ze kterych se H; skldda. Pokud
nalezneme vice vzdajemné ortogonalnich idempotentu, muzeme ihned rozlozit
H; na vice idedlu.

Véta 2.55. Necht B = F) x ... x F, kde F}; jsou algebraickd rozsireni komu-
tativniho télesa F'. Pro a = (au, . . ., o) wvazujme dosazovaci homomorfismus
Ja : F[z] = B, jola) = (a,...,a) proa € F, jo(z) = (1, ..., ax). Pak existuje
jeding monicky polynom m,, € Flz| takovy, Ze Ker j, = mqF[z]. Pritom m, je

rovno nejmensimu spolecnému ndsobku minimalnich polynomi my,, ..., Ma, .

Diikaz. Ziejmé i-ta slozka zobrazeni j, méa v jadru minimélni polynom a«;.
Ten je ovSem ireducibilni, takze idedl generovany timto polynomem je ma-
ximélni, a proto je celym jadrem i-té slozky. Pak jisté jadro zobrazeni j, obsa-
huje nejmensi spoleény nasobek minimalnich polynomu my,, ..., m,,. Naopak
pokud polynom f lezi v jadru zobrazeni j, musi lezet i v jadrech jednot-
livych slozek a tedy musi byt délitelny odpovidajicim minimalnim polynomem.
Protoze jsme v oboru hlavnich idealt je jadro j, generovano timto nejmensim
spolecnym nésobkem. O

Nyni muzeme popsat hleddni idempotentu. Necht B = F} x ... x F},, kde
F; jsou konecnd algebraickd rozsifeni télesa IF,. Vystacime s nalezenim prvku
acF,x...xF, k—krat. Takovy prvek jisté lezi v jadru linedrniho zobrazeni
x +— P —x, proto neni tézké alespon jeden najit. Dale najdeme jeho minimalni
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polynom (ten zkonstruujeme hleddnim zdvislosti mezi 1,a,a?,...). Protoze

a=(a,...,ax), kde o € Fpy, jsou minimdlni polynomy my,,, ..., m,, linedrni
a polynom m,, se v F,[z] rozkladd na kofenové ¢initele, které lze snadno nalézt.

o ! . y _
Kdyz zndme rozklad m, = [[,_; m;, { < k, muzeme uvazovat polynomy m; =
Me /M1, ..., Ty = my/my, které jsou nesoudélné (m, je nejmensi spolecny
nasobek vech minimdlnich polynomu). Dostavame

1= fif + ...+ fimy

pro vhodna f; € F,[z]. Tedy fi(a)m;(a), i = 1,...1, jsou idempotenty (navic
jsou ziejmé ortogondln{), nebot napiiklad

(fila)m(a))®

—~

fila)mi (@) - (1 = fale)my(e) — ... = fila)mi(a)) =

1
= file)m(a) — g(a)ma(a) — ... — gl(a)ma(a) =
fila)m (a),
protoze mq(a) =0, g; € Fplz], i = 2,...,l. Pomoci netrividlniho idempotentu

podle vyse napsaného mizZeme rozlozit H; na dva vétsf idedly. Ze se jednd jiz
o prvoideal pozndme podle toho, ze polynom m, je prvniho stupné. Stupen
setrvacnosti tohoto prvoidedlu P uréime podle dimenze A/P nad Z,, nebot
zname odpovidajici vektorovy podprostor. Timto zpusobem dokazeme najit
pozadovany rozklad idedlu pO nad specialnim prvocislem.

Nyni muzeme popsal cely postup. Uvazujme ¢iselné téleso K = Q[v],
¥ € Ok stupné n nad Q. Kompletni algoritmus na rozlozeni idedlu pOy, p
prvocislo, vypadd nasledovné. Zacneme s plnooborem O = Z[¥] a vypocitame
disc(1,9, ...,9""1). Podle véty 2.19 kazdé prvocislo, které v druhé mocniné déli
tento diskriminant, muze byt specidlni, proto pomoci Pohst-Zassenhausova al-
goritmu s prvnim krokem podle Dedekindova kritéria (nebo jeho vylepsenou
modifikaci) zvétsime plnoobor O na p-maximélni pro kazdé takové prvocislo.
Dostaneme tedy plnoobor O, ktery je jiz p-maximélni pro vSechna specialni
prvocisla. Pokud pouzijeme vSechna prvocisla dostavame maximélni plnoobor
Ok, ale vétsinou nas zajima jen rozklad idedlu nad prvocisly do urcité pevné
dané velikosti. Kdyz mame k dispozici dostatecné velky plnoobor O, rozhod-
neme se podle typu prvocisla jaky algoritmus pro rozlozeni pouzijeme. Pro
nespecialni prvocisla pouzijeme postup popsany ve vété 2.46, pokud se jedna
o specialni prvocislo pouzijeme tzv. Buchmann-Lenstruv algoritmus popsany
vyse. Dalsi detaily, véetné podrobného popisu kroku algoritmu, lze nalézt v [5]
(6. kapitola).

Nakonec uvedme nékolik vét, které vyuzijeme v popisu &fselného sita.

Véta 2.56. Necht K = Q[V], U € Ok, je ¢iselné téleso, P je prvoidedl v Ok
nad nespecidlnim prvocislem p a necht a,b € Z jsou nesoudélnd. Pokud prvek
a+ by € P, pak P je stupné setrvacnosti 1.
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Diikaz. Protoze a + b9 € P, nemuze byt b délitelné p. Jinak bychom dostali,
ze a lezi v P a tedy a by bylo také délitelné p. Ale a, b jsou nesoudélna. Kdyz
b neni délitelné p, pak existuje inverze b modulo p. Oznac¢me ji c. Mame

by = —a mod P.

Déle vynésobime kongruenci ¢islem ¢

= —ac mod P.

Tedy Ok = P + Z. Podle definice stupné setrva¢nosti 2.40 mame

Prvni rovnost plyne z 3. véty o izomorfismu.
O

Véta 2.57. Necht K = Q[V], ¥ € Ok, je ciselné téleso a necht a,b € Z jsou
nesoudélnd. Pak pro kaZdy prvoidedl P v Ok nad nespecidlnim prvocislem
p stupné setrvacnosti 1 existuje jednoznacné urcené cislo ¢, € Z, takové, Ze
a+bd € P, prdvé kdyZ a+bc, =0 mod p. Pritom c, je korenem minimdlniho
polynomu ¥ nad Z modulo p.

Diikaz. Prvoidedl P je stupné setrvacnosti 1, tedy ¥ = v mod P, kde u € Z,
(9 —u € P). Déle vime (véta 2.46), ze tento prvoidedl je generovany dvojici
(p, ¥ — v), pro néjaké v € Z. Polynom = — v je délitel minimédlniho polynomu
Y nad Z modulo p. Ziejmé u = v = ¢, mod p. Pokud a + bJ € P, pak
—ab™' =9 =¢, mod P atedy a+bc, =0 mod p. Naopak podobneé. O

Veéta 2.56 iika, ze hlavni idedl (a 4 b)), a,b € Z nesoudélnd, je délitelny
pouze prvoidedly, které jsou stupné setrvacnosti 1 (uvazujeme pouze prvoidedly
nad nespecidlnimi prvoécisly). Véta 2.57 navic tyto prvoidedly presné popisuje,
protoze podle véty 2.46 vime, ze kazdy prvoideal nad nespecidlnim prvocislem
p stupné setrvacnosti 1 muzeme vyjadiit ve tvaru P = (p,9 — ¢,) = pOg +
(¥ — ¢,)Ok. Déle je ziejmé, ze tento prvoidedl je jen jeden (nad uvazovanym
prvocislem p délicim hlavni idedl (a + b¢)). Podle véty 2.42 je norma idedlu
(a + b)) deélitelnd normou prvoidedlu P, kterd je rovna p. A protoze norma
hlavniho idedlu (a + ) je rovna absolutni hodnoté normy ¢isla a + b podle
2.43. Tedy maximalni mocnina, ve které prvocislo p déli normu ¢isla a + b, je
zéroven 1 maximalni mocnina, ve které prvoideal P déli hlavni ideél (a + b9).

Pokud uvazujeme prvoidedly nad specidlnimi prvocisly, je situace podobna.
Ptesnéji necht Q C Ok je prvoidedl nad specidlnim prvoéislem ¢. Mame-li
a+ by € Q, pak jisté a + b € Q NZ[Y], a proto a + b lezi v prvoidedlu
Q = QnNZW C Z[Y]. Navic nemiize ¢ délit b, jinak dostdvdme, ze a lez
v @ a tedy g déli a, ale a, b jsou nesoudélna. Protoze ¢ nedéli b, muzeme
najit jeho inverz modulo ¢, ozna¢me ho u, ub = 1 mod q. Pak ovSem prvek
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au + V lezi v prvoidedlu Q C Z[¥] a tedy ¥ = —au mod Q. Z tohoto divodu
je libovolny prvek pu € Z[Y] kongruentni modulo @ néjakému celému cislu.
Mame Z[] = Z+ Q = Z+ QN Z[V)], a protoze ZNQNZ[YI] = qZNZ[V] = ¢Z,
dostavame podle 3. véty o izomorfismu, ze Z[J]/(QNZ[I]) = Z/qZ. Prvoidealy
v Z[VY] nad ¢ dostaneme s pomoci izomorfismu Z[V]/qZ[Y] = Z,[x]/TyZ,[7],
kde my je minimélni polynom 1) nad Z a 7y je jeho projekce modulo ¢ (vime,
e Z[Y] = Zlx]/myZz]). Opét rozlozime polynom 7y = [, 7 v Z,[z]
a vSechny prvoidedly nad ¢ v Z[J] jsou rovny (q,m;(¥)), i = 1,...k. Tedy
pro kazdy kofen ¢ polynomu my v Z,[z] existuje prvoidedl @ C O takovy, ze
a+bd, a,b € Z nesoudélna, lezi v (), praveé kdyz q déli a+bc. Na rozdil od prvo-
idealu nad nespecidlnimi prvocisly neni prvoideal () uréen jednoznacné pomoci
q a kotene c. Také prvoideal () nemusi byt nutné stupné setrvacnosti 1, po-
tom je nutné znat tento stupen setrvacnosti, aby bylo mozné zjistit, v kolikaté
mocniné déli prvoidedl @ hlavni idedl (a + bd).

2.4 Tridova grupa

V této casti zavedeme zobecnéni idedlu v oboru celych algebraickych cisel
a seznamime se s dulezitym pojmem - tiidova grupa.

Lemma 2.58. Necht K je c¢iselné téleso s oborem celijch algebraickyjch éisel R
a necht T je podilové téleso R. Potom A C T je konecné generovany R-modul,
praveé kdyz A = 9711 pro néjaké 9 € R, 9 # 0, I idedl R.

Diikaz. Necht A je generované prvky au, ..., o, ; = 5t wi, U5 € R. Pak pro
Y= Hle Y; je VA C R, tedy YA je idedl. Oznaéme ho I, potom A = 9711,
Naopak, je-li I C R ideal, je I i konetné generovany R-modul. Proto je
Y11 C T koneéné generovany R-modul pro kazdé ¥ € R, ¥ # 0.
O

Definice 2.59. Necht K je ¢iselné téleso s oborem celych algebraickych ¢&isel
R. Necht T je podilové téleso R. Potom A C T, které je jako R-modul koneéné
generované, nazveme lomenyj idedl. Pokud A = aR, a € T, a # 0, jde o hlavni
lomeny idedl. Mnozinu vsech lomenych idealt pro obor R budeme znacit Zg,
mnozinu vSech hlavnich lomennych idedli oznacime Prg.

Lomené idedly muzeme chapat jako zobecnéni klasickych idedlu, které po-
tom oznacujeme jako celistvé. Specidlné v Dedekindové oboru dostavame né-
kolik dulezitych vét o lomenych idedlech, které budeme potiebovat pro algorit-
mus ¢iselného sita. Na mnoziné vSech lomenych ideali Zr muzeme pfirozené
definovat operaci nasobeni s neutralnim prvkem R. Tato operace je ziejmé
komutativni a existenci inverzniho prvku k lomenému idedlu A také neni
tezké dokdzat. Staci volit inverzi k A jako {a € T; aA C R}. Dostavame
tedy grupu. Podobné ukézeme, ze Prg je podgrupa Zr (diky komutativité
norméln{). Muzeme proto faktorizovat.
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Definice 2.60. Necht Z je grupa lomenych idedli oboru celych algebraickych
¢isel R ciselného télesa K a necht Prr C Zg je podgrupa hlavnich lomenych
idedlu. Potom faktorgrupu Zr/Prr nazyvame tridovd grupa (anglicky class
group) a znacime Clg.

Zobecnénim 2.36 dostavame nasledujici vétu.

Véta 2.61. Necht Iy je grupa lomenych idedli oboru celyjch algebraickijch
¢isel R ciselného telesa K. Potom kazdy lomeny idedl A € Ty lze jednoznacné
vyjadrit ve tvaru

A=P"-...-P*

kde P; jsou prvoidedaly R ar; € Z, 1 =1,...k.

Diikaz. Lomeny idedl A vyjadiime podle lemmatu 2.58 jako

A=0""=@R) " T=Q ... .Q.>-Q-....Q"
kde e;, fi,n,m € N. Pokud idealy zkombinujeme dostaneme pozadované vy-
jadreni. Kdyby bylo nejednoznacné, dostali bychom

—Tr1 STk!

P Pr=P". P

Necht prvnich | < k mocnin r; a prvnich I’ < k' mocnin 7; je zépornych. Po
upravé mame

o B Ti4+1 T _ DTl ™ T1 1 T/
Pl."'.Pl/.Pl#»l."'.Pk —Pl'...'Pl 'Pl/+1'...'PkJ.

Tedy dvoji vyjadreni celistvého idedlu v Dedekindové oboru R, ale to nelze.
O

Trividlnim dusledkem predchozi véty je

Disledek 2.62. Grupa lomenyjch idedlu Ig ciselného télesa K je volnd abe-
lovskd grupa generovand mmnozinou vsech prvoidedli oboru celyjch algebraickych
cisel R.

Uvedme jesté definici normy pro lomeny idedl.

Definice 2.63. Nechf A = P -...- P - Q. - ... QJ € Ty ciselného télesa
K, kde e;, f; € N. Pak definujeme normu lomeného idedlu A jako

k .
_ I N

N(4) = :
A [T V(@)
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Nyni se zamétfime na tiidovou grupu a ukazeme, ze je konecna. Pro lepsi
predstavu o t¥idové grupé uvedme, Ze se podle definice sklad4 z tiid ekvivalence
relace ~ definované nasledovneé:

A~B<=Jda,0e€T,a#0,06#0:aA=[B,

kde T je podilové téleso oboru celych algebraickych ¢isel R a A, B jsou lomené
idealy R. Dokazat konecnost tiidové grupy je snadné. Vyuzijeme skutecnost,
ze v kazdé tridé ekvivalence lezi alespon jeden celistvy idedl, a nasledujici vétu.

Véta 2.64. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch éisel R.
Potom existuje kladné redlné cislo A zdvislé pouze na volbé K s vlastnosti, Ze
kazdy nenulovy ideal I oboru R obsahuje prvek 9, pro ktery plati

INg (9)] < A-N(I).

Diikaz. Zvolme néjakou celociselnou bazi {dy, ..., 9,} oboru R. Dale oznacme
01,...,0, vnofeni K do C s vlastnosti, ze restrikce o; | Q = idg pro i =
1,...,n. Ukazeme, ze A muze byt zvoleno jako
n n
S | DCACH
i=1 j=1

Pro idedl I z R zvolime m tak, aby platilo m" < N(I) < m™*!. Uvazujme
(m+ 1)" prvku R tvaru

n
Zajﬁj, a; € Z,0 < a; <m.
j=1
Protoze téchto prvku je vice nez je norma idealu I, neboli pocet prvku faktor
okruhu R/I, musi mezi nimi existovat dva, které jsou kongruentni modulo 1.
Tedy jejich rozdil lezi v idedlu I a pfitom vime, ze je nenulovy. Oznac¢ime ho
9. Plati

Y= ijﬁj, bj S Z, |bj‘ <m.
j=1
Pro normu prvku ¢ dostavame

n n

INE@)] =[] los () H(Zw |04 (9, )g)\-mng)\-N(I).

i=1 j=1

O

Dusledek 2.65. Necht K je éiselné téleso s oborem celijch algebraickijch cisel
R. Necht X € R jako v predeslé vété. Pak kazdd trida ekvivalence v tridové
grupé oboru R obsahuge idedl I s normou N (I) < \.
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Diikaz. Uvazujme C € Clg. Vybereme libovolny celistvy ideal I € C~1. Podle
véty 2.64 najdeme ¥ € I. Ziejmé () C I a tedy existuje idedl J takovy, ze
IJ = (V). Pfitom jisté J € C. Podle véty 2.43 dostavame

N(DN(J) = N((9)) = [Ng (9)] < M(T).
O

Dusledek 2.66. Necht Clg je tridovd grupa ciselného télesa K s oborem celijch
algebraickych ¢isel R. Pak Clgr je konecnd.

Dikaz. Ukazeme, ze v R existuje pouze koneéné mnoho idealu, pro které plati
N(I) < X (X jako ve vété 2.64). Necht T = [, P¥, kde P; jsou prvoidedly
v R. Pak dostavame N'(I) = [T (N (P))% < . Tedy N(P) = p/' < A, kde
fi = {(Pi|p;Z). Ke konstrukei idedlu I muzeme tedy vyuzit jen konetné mnoho
prvoidedlt z R a navic jen do omezenych mocnin. Proto existuje jen konecné
mnoho tiid idedlu podle dusledku 2.65. 0J

2.5 Ctverce

Necht K je ¢iselné téleso s okruhem celych algebraickych ¢isel R. Nyni ukdZeme
postup, jak s urcitou pravdépodobnosti rozhodnout, zda néjaky prvek z R je
mozné vyjadfit jako druhou mocninu jiného prvku z R.

Oznatme S = {a € K*; aR = A% A € Ip}. Protoze kazdy lomeny idedl
lze jednozna¢né vyjadiit pomoci prvoidedlu, existuje pro kazdé o € S prave
jeden lomeny idedl A takovy, ze aR = A% Budeme ho oznacovat A,. Déle
necht Ug je mnoZina invertibilnich prvka oboru R.

Lemma 2.67. Necht K je éiselné téleso. Pak mnozina S je podgrupou K*
a zobrazeni ¢ : S — Ig, p(a) = A,, a € S je homomorfismus grup.

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze S je grupa. Necht a, 3 € S a A,, Ag € Ig jsou
odpovidajici idedly. Pak ziejmeé a3R = (A, Ag)* aa™' R = (A;')?. K dokdzani,
ze p je homomorfismus grup, staci ukdzat, ze p(af) = ¢(a)p(S). Jak uz jsme
naznacili, p(af) = Aus = Anlp = p(a)p(F). O

Necht Q,(G) = {z € G; 2z = 0} je podgrupa abelovské grupy G. Pokud
je abelovskéd grupa G konecnd, dostavame G/2G = Qs(G). Pro lomeny idedl
A € T oznacme [A] € Clg tiidu lomenych idedlu obsahujici A.

Véta 2.68. Necht K je ciselné téleso s oborem celijch algebraickijch éisel R.
Zobrazeni ¢ : S/(K*)* — Qu(ClR), ¢(a- (K*)?) = [Ad], a € S, je surjektivni
homomorfismus grup s jadrem Ug/(Ug)? = Up(K*)?/(K*)?.

Diikaz. Nejdiive potiebujeme ukdzat, ze [A,]> = [0]. Podle definice mnoziny
S je A2 = aR, tedy hlavni lomeny idedl, a proto [A,]* € Prg. Pro libovolnou
tridu [A] € Q2(Clg) madme A*Prp = Prg, tedy A% € Prg, a proto A? = aR,
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z tohoto plyne surjektivita homomorfismu. Nyni budeme chtit dokazat, ze jadro
je Up(K*)?/(K*)?. Necht v € Ug. Pak dostavame YR = R = R? = (1 - R)?,
tedy o(v-(K*)?) = [1- R]. To je ziejmeé hlavn{ lomeny ideal, a proto v € Ker .
Naopak necht o € Ker . Pak existuje § € R tak, ze A, = SR. Dostavdme
aR = (BR)? = B?R. Tedy a = 3%y, kde v € Ug. Tim jsme ukdzali, Ze o lezi
v Up(K*)?. Pomoci 3. véty o izomorfismu mame

Ur(K")*/(K")* = Up/(Ur 0 (K")*) = Ur/(Ur)*.

K poslednimu izomorfismu pottebujeme ukazat, ze UpN(K*)? = (Ug)?. Ziejmé
Ur N (K*)? 2 (Ug)*. Opatnou inkluzi dokdzeme nasledovné. Necht o € Uz N
(K*)2. Protoze a lezi v (K*)?, existuje 8 € R tak, ze a = % (o € R je kofenem
néjakého monického polynomu f(x) nad Z a tedy (3 bude korenem monického
polynomu f(z?)). Dostdvame B3R 2 (*R = aR = R, protoze a lezi i v Ug.
Pak ovsem 3 € Uy a tedy a € (Ug)>. O

Na Ur/(Ug)? a Q25(Clg) se muzeme divat jako na vektorové prostory nad Z,.
Protoze t¥idové grupa Clg je konecnd, je jisté koneénd i grupa Q5(Clg). Déle lze
ukazat, ze grupa Ur/(Ug)? je také konecn4 (s vyuzitim Dirichletovy véty o jed-
notkdch viz [22]). Podle véty 2.68 mame S/(K*)? = Ug/(Ugr)?* @ Q2(Clg) izo-
morfismus koneénych vektorovych prostoru nad Zy. Dimenzi Ug/(Ug)? umime
urcit, ale nedokazeme vhodné omezit dimenzi Q5 (Clg), proto se omezime pouze
na konstatovani, ze je konecna.

Uvazujme prvek a € S a s pomoci véty 2.68 zkusme zjistit, zda lez{ v (K*)2.
Oznaéme dim S/(K*)?> = k. Ziejmé by stacilo nalézt k linedrné nezdvislych
forem vy, ..., z S/(K*)? do Zy a zkontrolovat, jestli pro kazdé ¢ plati ¢;(a -
(K*)?) = 0. Pak bychom dostali, 7e o - (K*)?> = (K*)?, tedy a € (K*)2. Jako
linearni formy pouzijeme multiplikativni zobrazeni z K* do Zs, jejichz jadro
obsahuje (K*)? (samozfejmé v jadru nesmi{ byt celé S, jinak se pro nase ticely
bude jednat o trividlni formu). Multiplikativnim zobrazenim do téles se obecné
fika charaktery, v nasem piipadé kvadratické charaktery. Jak tyto kvadratické
charaktery budeme generovat tika nasledujici definice.

Definice 2.69. Necht K je ¢iselné téleso s oborem celych algebraickych ¢isel
R. Necht P je prvoidedl nad lichym prvocislem p s f(P|pZ) = f. Pak pro 9 € R
definujme zobecnény Legenderiv symbol predpisem

(%) = ﬁpf;l mod P.

Spravnost definice plyne z toho, ze R/P je téleso s p/ prvky. Tedy jeho
cyklickd grupa (R/P)* ma p/ — 1 prvki. Ziejmé (%") = (£)(£),9,n € R.
Pokud ¢ € R\ P, pak (%) € {—1,1} a prvky z (K*)? se jisté zobrazuji na
1. Dostavame, ze zobecnény Legenderuv symbol poskytuje hledané kvadra-
tické charaktery. Avsak zjistit linedrni nezavislost generované linearni formy

je obtizné, a proto radéji vyuzijeme nésledujici lemma.
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Lemma 2.70. Necht V je vektorovy prostor nad Zy dimenze n. Pak n + r,
r € N, ndhodné zvolenych vektoriu z V' generuje cely prostor s pravdépodobnosti
vetsi nez 1 — 277,

Diikaz. Necht W je nadrovina V. Protoze polovina vektortu z V lezi ve W,
je pravdépodobnost, ze n + r vektoru bude soucasné lezet v nadroviné W
277", Kazdy nenulovy vektor z V' urcuje pravé jednu nadrovinu (ortogonalni
doplnék). Nenulovych vektoru je 2" — 1. Pravdépodobnost, ze n 4+ r ndhodné
zvolenych vektoru bude lezet v jedné nadroviné je 277" . (2" — 1) = 27" —
27T <27 O

Shrime nase poznatky. Vidime, Ze k rozhodnuti, zda néjaké ¥4 € R je
kvadratem jiného prvku z R, sta¢i pouzit dostateény pocet prvoidealu P,
(ndhodné vybranych), ve kterych ¢ nelezi. A zkontrolovat, jestli (%) =1 pro
tyto prvoidedly. Cim vice prvoidedli pouzijeme, tim vétsf je pravdépodobnost,
ze se skutecné jednd o kvadrat.
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Kapitola 3
Ciselné sito

3.1 Popis algoritmu

Nez ptejdeme k struéné historii a popisu ¢isleného sita, zavedeme neprve po-
jmy, které bude pouzivat.

Definice 3.1. Necht n, B jsou piirozena ¢isla. Rekneme, ze n je B-hladké, po-
kud je délitelné pouze prvocisly mensimi nez B. Pokud pfesné i prvocisel z roz-
kladu n je vétsich nez B, fekneme, ze n je i-cdstecné B-hladké. Pro zpiehlednéni
se mez B neuvadi, pokud je z kontextu zfejma.

Algoritmus ¢iselného sita muzeme zaradit mezi moderni faktorizaéni algo-
ritmy, které vychazi z takzvané Kraitchikovy metody. Méjme ¢islo N, které
chceme rozlozit. Pokud bychom jednoduse uméli generovat dvojice x;, y; (ne-
trividlni v nasledujicim smyslu) tak, ze

7 =92 mod N,

pak zfejmé s pravdépodobnosti alespon 1/2 je ged(N, x; — ;) netrividlni délitel
N. Pri dostatecném poctu téchto dvojic jisté ¢islo NV rozlozime.

Algoritmus ¢iselného sita prebira hlavni myslenku z dalsitho velmi vyznam-
ného faktorizacniho algoritmu kvadratické sito, proto uvedeme vzajemnou po-
dobnost. V algoritmech typu QS, pripadné CFRAC, se hledaji kongruence
tvaru

i =ppSt ... p® mod N, (3.1)

kde {po, p1, - .., ps} je predem zvolend mnozina prvocisel s uréitymi vlastnostmi
(tato mnozina obsahuje i ¢islo —1). Témto kongruencim fikame v souladu s de-
finici 3.1 hladké relace. Tento pojem pouzijeme i v ¢iselném situ a budeme ho
presnéji definovat pozdéji. Pokud se téchto hladkych relaci nalezne dostatecny
pocet, je mozné z nich sestavit dvojice x;, y;.

V algoritmu kvadratického sita se pomoci metody prosivani hledaji vhodné
relace z funkénich hodnot kvadratickych polynomu, ale pii faktorizaci velkych
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¢isel (nad 120 decimélnich cifer) je pravdépodobnost nalezeni kongruence tvaru
3.1 velmi mala, a proto tento algoritmus jiz neni vhodny na rozlozeni takto
velkych cisel. Problém spociva ve velikosti funkénich hodnot polynomu a ani
ruzna vylepseni algoritmu, kdy vyuzivame i castecné hladké relace, ze kterych
sestavime hladké relace, nejsou dostatecna. Proto se zacal hledat novy zpusob
vyuzivajici podobnym ptistup k faktorizaci velkych c¢isel. Jesté dodojme, zZe
pozdéji byly zkouSeny i 3-castecné hladké relace v kvadratickém situ, ale uka-
zalo se, zZe jejich pozitivni piinos je az pro velmi velka ¢isla, kterd v té dobé
nastupujici ¢iselné sito dokéazalo faktorizovat ve zlomku ¢asu potifebného kva-
dratickym sitem.

Piedchiidcem éiselného sita byla faktorizace ¢isla N tvaru r3 + 2 od J.
M. Pollarda (viz [28]). Zde se poprvé objevuje myslenka pouzit ¢iselné téleso
k hledani relaci ¢astecné podobnych 3.1. Postupné zlepsovani a upresnovani
zvoleného postupu prinasi algoritmus nyni oznacovany jako specidlni ¢iselné
sito (Special Number Field Sieve - SNFS, mezi prvni popisy patii napiiklad
[21]), které umi faktorizovat ¢isla tvaru

N =r¢—s,

kde r, |s| jsou relativné mald. Odhadovana slozitost tohoto algoritmu je pro

N — oo:
1/3
LN 17 g )
3 9

kde tzv. L-funkci Ly|u,v] definujeme jako

Lyu,v] = exp((v + o(1))(log N)“(loglog N)*™*), u, v, N € R.

Ziejmé Ly[1,v] = NUT°1) (odpovid4 exponencilni slozitosti) a Ly[0,v] =
(log N+ (odpovida polynomialni slozitosti). Jednd se tedy o urcitou inter-
polaci mezi exponencialni a polynomidlni funkci v log N. Algoritmy ciselného
sita maji vzdy u = é, to je velké teoretické zrychleni o proti u = % pro kvadra-
tické sito. Specidlni ¢iselné sito je dodnes nejrychlejsi faktorizacni algoritmus
ale se zminénym omezenim. Posledni faktorizaéni rekord je &fslo 21939 —1 s 313
decimélnimi ciframi ([1]).

Ptiblizné na pocatku devadesatych let J. P. Buhler, H. W. Lenstra jr. a Carl
Pomerance pftisli s upravenou verzi algoritmu tak, aby bylo mozné faktorizovat
libovolné ¢islo N (viz [3]). Byly vyfeseny problémy s hledanim vhodnych po-
lynomu, spravné kombinovani nalezenych relaci i vypocet odmocniny v oboru
celych algebraickych ¢isel. Timto algoritmem (General Number Field Sieve -
GNFS) se budeme v této préci zabyvat podrobnéji. Nejprve popisme hlavni
myslenky.

Necht N je &fslo, které checeme faktorizovat. Predpoklddejme, Ze médme dva
monické ireducibilni polynomy fi, fo € Z[z] stupné dy, dy (dy + dy > 2) a ¢islo
m € 7, pro které plati
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film) =0 mod N.

Postup, jak nalézt polynomy f; a fy, popiSeme pozdéji. Na zakladé stupnu
polynomt pak mluvime o metodé typu (dy, dz). Necht ¥; je kofenem polynomu
fi, i = 1,2. Potom ziejmé f; je minimalnim polynomem ¥; a K; = Q[J,] je
¢iselné téleso. Uvazujme homomorfismy ¢,

i L] — Zy, pi(0;) =m, pi(a) =a modN, a € Z.

Tyto homomorfismy jsou jisté dobie definovany. Nasim cilem bude nalézt ¢isla
a; € Z[Y;] tak, aby

©1(a?) = py(a2) mod N. (3.2)

Pak pomoci vlastnosti homomorfismu dostavame hledany par z;, y;

(01(1))? = (pa(az))® mod N

a muzeme se pokusit faktorizovat N.

Abychom nalezli «; € Z[;] s vlastnosti 3.2, vyuzijeme hlavni idedly tvaru
(a + b9;), kde a,b € Z a ged(a,b) = 1. Budeme s nimi pracovat v Dedekin-
dové oboru Og;, ale také ziejmeé plati a + b; € Z[;]. Podle véty 2.36 vime,
ze kazdy idedl v O, se jednoznaéné rozklddd na soucin prvoidedli. Necht
FB; ={P,..., Py} je mnozina vsech prvoideédlu v Ok, nad prvocisly mensimi
nez predem pevné dana mez, kterou nalezneme postupem popsanym v casti
2.3 (presnéji feceno nepracujeme vzdy v Ok, ale v néjakém dostateéné velkém
plnooboru Ok, do kterého jiz vSechny tyto prvoidedly patii a lezi v ném tedy
i vSechny idedly témito prvoidedly generované). Tyto mnoziny nazyvame fak-
torizacni baze. Podle tvrzeni 2.57 a poznamky pod nim snadno urcime fakto-
rizaci hlavniho idealu tvaru (a+b9;) v Ok, podle jeho normy. Normu muzeme
vypoéitat pomoci homogenniho polynomu Fj(x,y) = ydif(i) € Z[x,yl, jak
bylo dokézéno v lemmatu 2.11 (podrobnéji se timto zabyva ¢ast 3.3). Na za-
kladé podobnosti s relacemi v kvadratickém situ zavadime nasledujici definici.

Definice 3.2. Necht pro nesoudélnd a, b € Z plati, ze N(a+b9;) je B;-hladka.
Pak fekneme, ze dvojice (a, b) je hladkd relace. Pokud je N(a+ bd;) j;-Céstecné
Bj-hladké, pak fekneme, ze (a,b) je ji, jo-Cdstecné hladkd relace.

Pokud nalezneme dostatec¢né velky pocet hladkych relaci muzeme, podobné
jako v algoritmu kvadratického sita, vybrat podmnozinu indexu M tak, aby-
chom dostali

[1((a; +b9:)0k,) = PFPFe . Pi =P,
JjEM
[T +b)0k) = QFQ5"=... Q1 = 7
JjEM
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Nyni ale na rozdil od oboru celych ¢isel neplati, ze by obecné idedly I a J byly
také hlavni. Pokud bychom uméli zaridit, aby I, J byly hlavni idealy, tedy
I = a?0g,, J = a20k,, pak ale opét obecné neplati pozadované

[1(a;+ 1) = of,
jeEM
H(aj+bﬂ92) = Oég.

JEM

Ovsem podle casti 2.5, kde jsme se zabyvali hleddanim kvadratia v Ok, ziejmé
[Tenla; +b0:) € Si = {y € K570k, = A*>, A € Io, }. Pokud bychom
pomoci postupu s kvadratickymi charaktery s dostatecné velkou pravdépodob-
nosti dokazali, ze [];c,,(a; +0;0;) € (K7)?, pak ziejme [,y (a;+bj0s) = of.
A uvazovany idedl I, resp. J, je hlavni. Tedy dostavame existenci hledanych ;.
Netrividln{ je jejich nédsledné ziskéni z [ e (@ + b)), protoze potiebujeme
odmocnit v Og,. To neni snadné jiz z duvodu, ze pouhé roznasobeni vyrazu by
popiseme nékolik algoritmi, jak odmocninu takovéhoto vyrazu rychle spocitat
a navic dosdhnout toho, aby «; lezely v Z[v;].

Shrime tedy postup, jak ziskat vhodnou podmnozinu z mnoziny nalezenych
faktorizovanych idealu {(a; + b19;), ..., (a, + b.9;)}. Necht jednotlivé faktori-
zace jsou

(a +bivy) = PPy Pt

(a, +b91) = PPy pI"

(ar+bidy) = QQP2... QM+

(ar+by) = QI'QI2... Q"

Déle uvazujme prvoidealy {U;1,...,U;;,} v Ok, nad nespecidlnimi prvocisly,
kterd jsou ostie vétsi nez zvolené meze pro faktorizacni baze. Prvoidedly pouzi-
jeme jako kvadratické charaktery. ProtoZe prvky a;-+b;9; v nich nemohou lezet,

nikdy nedostaneme (%bzm) = 0. Definujme g¢;;, = 1, pokud (%ﬁﬁl) =-1

jinak gjr =0, a hy = 1, pokud (“472%) = 1, jinak hj = 0, kde j = 1,...,7,
k=1,...,1;. Sestavine matici B takto

Y

et e Jir o fik 911 0 g har o0 hag,

€r1 *° Erpy frl frkg gr1 " Griy hrl hrlg
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Tedy jeden sloupec matice B pfedstavuje nejprve rozklad idedlu (a; + b;04)
ve faktorizaéni bézi v oboru celych algebraickych ¢isel Ok, (mocniny jednot-
livych prvoidealu), pak rozklad idedlu (a; + b;U2) v Ok,, dale pfevedené kva-
dratické charaktery z prvku a; + b;0; v Ok, (charaktery vznikly ze zvolenych
prvoidedli) a nakonec pievedené charaktery z prvku a; + b;Us v O,. Resen{
w = (wy,...,w,) rovnice

Bw=0

nad Z, urcuje hledanou podmnozinu indexu M = {i € N : w; = 1}. Matice
B je v praxi piilis velkd (miliény Fadku) pro pouziti klasickych metod feSeni,
a proto se pouzivaji specidlni algoritmy, které jsou popsany v ¢ésti 3.5, navic
tyto algoritmy poskytuji vice feseni, tedy dostaneme nékolik vyslednych para
x;, Yi, které muzeme pouzit k faktorizaci ¢isla N.

Uvedme jesté odhadovanou slozitost algoritmu pro N — oo:

1 [64\"?
LN[S’(Q) +O(1)
Vidime, ze GNFS je pomalejsi nez SNFS, ale stdle vyznamné rychlejsi nez
kvadratické sito. V soucastnosti se SNFS nejcastéji implementuje stejné jako
GNFS, jediny rozdil je v generovani polynomu fi, fo. SNFS vyuziva specidlniho
tvaru NV k vytvoreni polynomu f7, ktery obvykle nema velky stupen a koefici-
enty jsou velmi malé, a f, se voli jako z — m, ptipadneé slozitéji. Jak popiseme
v ¢asti 3.2 pro GNF'S existuje nékolik algoritmu k nalezeni nejlepsich kandidata
na fi, ale ty dokazi nalézt pouze polynomy, jejichz koeficienty jsou ptiblizné
YN, proto je SNFS podstatné rychlejii. Opét je fo(x) = x — m ve vétsine
implementacich, ale ukazeme i jiné varianty.
Pro zjednoduéeni popisu algoritmu jsme polynomy f1 a fo volili jako mo-

/////

gontmus zrychluji (velikost koeficientti u polynomu f; se teoreticky pohybuje
kolem “*V/N ). V piipadé pouziti nemonickych polynomu jiz neplati, ze by
9J; bylo celé algebraické ¢islo. Musime tedy provést nékolik zmén v algoritmu.
Necht f;(z) = Z?i:o cij- @, g, > 1. Uvazujme polynomy

filz) = fi(z/eia) - i
Tyto polynomy jsou jiz monické a jejich korenem JSOH ziejme 19 = Ciq,V;.
Proto ; jsou celd algebraickd ¢fsla a volfme K; = Q[ ] = Q[Y;]. Stéle budeme

hledat rozklad idedlu tvaru (a+bv;), které jsou ale nyni lomené. Normu, kterou
potiebujeme k rozlozeni na prvoidedly, spocitdme nasledovné
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N((a+b%)) = N(a+bd;)=N( Z_dlcidi(a +b9;)) =
= N(GHN(cga+b0;) = ¢ Fi(ciqa, —b) =

= it fileiaa/ (=) (=b)" = ¢t fila) (<))l (=b)" =
= Fi(a, —b)cl._dli.

Mame tedy (a + b9;) = (ciq,a + b@)(cidi)*l, pritom lomeny idedl (c;q4,)~"
dostavame vzdy. Vyslednda mnozina M tedy musi mit sudy pocet prvku, aby-
chom dosahli ve vysledku sudé mocniny u (¢;4,). Toho docilime tak, ze do ma-
tice B pridame navic jeden féddek samych jednicek. Pokud vedouci koeficient
Ciq; je nesoudélny s Fj(a, —b), znamend to, ze idedl (¢;q4,a + b0, ;) neni délitelny
zadnym prvoideélem z rozkladu (c;4,)~'. Proto z F;(a, —b) ziskdme pifmo roz-
klad (c;q,a + b@) V opacném piipadé musime rozklad dopocitat s ohledem
na idedl (c;4,)7 1. V prosivaci fazi tedy hleddme rozklad idedlu (c;q,a + bﬁz)
opét pouze pomoci rozkladu Fj(a,—b). Také musime pfizpusobit odmocnino-
vou fézi, aby spravné zapocitala (c;4,)~'. Detailnéjsi popis zmén uvedeme az
u jednotlivych casti.

Z prehledového popisu vyse vyplyva, ze muzeme algoritmus ¢iselného sita
rozdélit na pét samostatnych fazi. Tyto faze podrobnéji rozebereme v nasle-
dujicich ¢éstech, jsou to

1. Vybér polynomu
V této fazi hledame nejlepsi dvojici polynomu f;, fo. Ukdzeme jak ge-
nerovat kandidaty na tyto polynomy a jaka kritéria pouzivame k urceni
nejlepsich. Zamétime se na typ (d, 1), ale popiseme i Montgomeryho me-
todu (2,2), kterd je vhodna pro mensi ¢isla (okolo 110 cifer).

2. Prosivaci faze
V této fazi pomoci prosivani hledame dostatecny pocet hladkych a ¢a-
stecné hladkych relaci. Popiseme nékolik moznych ptistupu k prosivani
a zameérime se i na implementacni problémy.

3. Zpracovani relaci
Jedna se o pomocnou fazi, ve které provedeme procisténi faktorizacni
béze a mnalezenych relaci. Z castecnych relaci vytvoiime hladké relace.
Dopocitame kvadratické charaktery a vytvotfime finalni matici.

4. Linearni faze
Nejobecnéjsi faze algoritmu. Pouze vytesime vzniklou matici. Tato ma-
tice je velmi velkd a fidka, proto je potieba pouzivat specialni algoritmy,
které zde popiseme.

5. Odmocninova faze
V posledni fazi z feSeni matice sestavime prvek o? a spocitdme jeho
odmocninu v Z[;].
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3.2 Vybér polynomiu

Prvni faze algoritmu ¢iselného sita je vybér polynomu. Nagim cilem je nalézt
ireducibilni polynomy fi, fo € Z[x] a ¢islo m € Z, pro které plati

film) =0 mod N. (3.3)

7 popisu algoritmu je patrné, ze naSim hlavnim pozadavkem na tyto poly-
nomy je, aby co nejvice funkénich hodnot homogennich polynomu Fj(z,y)
bylo B;-hladkych. Mluvime pak o velké vytéznosti polynomu. Hleddni poly-
nomu patii k nejméné teoreticky prozkoumanym c¢astem algoritmu. Existuji
sice metody generujici dobré polynomy, ale stale se nedaji srovnavat s poly-
nomy pouzivanymi ve specidlnim ¢iselném situ. Pritom vybér polynomu mé&
zasadni vliv na rychlost celého algoritmu a pouze z tohoto duvodu je specialni
varianta Ciselného sita vyrazné rychlejsi.

Vsechny soucasné metody hledani polynomu se skladaji ze dvou ¢asti. Nej-
prve nagenerujeme velky pocet dobrych kandidatu na polynomy f; a fs. Po-
tom se snazime mezi nimi nalézt nékolik nejlepsich. S nimi muzeme provést
zkusebni prosivani a urcit nejlepsi dvojici polynomu. Piipadné muzeme rov-
nou vybrat nejlepsi par. Jak ale poznat, ktery par polynomu je dobry, a ktery
je nejlepsi? Vyjdeme z hlavniho pozadavku, aby co nejvice funkénich hodnot
bylo hladkych. Zifejmé jednim ze zpusobu jak tohoto dosahnout je, aby funkéni
hodnoty byly co nejmensi. Proto zavadime nasledujici definici.

Definice 3.3. Rekneme, 7Ze polynom f(z) = Z?:o c;z? € Z[z] s kofenem m
modulo N je x-maly, pokud x € R je nejvétsi z ¢isel |¢;|/m, j =0,...,d.

To, ze je néjaky polynom y-maly, jesté neznamend, ze funkéni hodnoty homo-
genniho polynomu budou malé na prosivaci oblasti I, x I;,. Pokud ovsem volime
I, =[-M,M]al, =1, M] pro M > 0, pak definice 3.3 dokédze rozliovat mezi
y,malymi“ a ,velkymi* funkénimi hodnotami homogennich polynomu. Hlavni
vyhodou ptedchozi definice je fakt, ze dokazeme velice rychle urcit, zdali je
polynom y-maly pro néjaké predem zvolené y. Je to tedy vhodny zptsob pro
prvni cast, kde nam staci pouze hrubé rozliSeni mezi dobrymi a Spatnymi
polynomy. V druhé ¢asti hledani pouzijeme mnohem presnéjsi metodu od-
hadu velikosti (viz nize), kterd piiblizné odpovidd nami o¢ekavanému integralu
z |F;(z,y)| na oblasti I, x I.

Dlouhou dobu bylo ohodnoceni polynomu podle velikosti jedinym kritériem
pro urceni nejlepsitho paru s tim, ze se u nemonickych polynomu volil ve-
douci koeficient tak, aby byl délitelny nékolika malymi prvocisly. Potom po-
kud plc;q (vedouci koeficient f;), a zaroven p|b, pak p|F;(x,b) pro vSechna
x € I, (oznacuji se jako projektivni koteny). Déle se pozadovalo, aby poly-
nom f; mél co nejvice korenu modulo nékolik malych prvoéisel. Diky tomuto
bylo vice funkénich hodnot Fj(z,y) délitelnych témito prvocisly. Avsak tato
posledni kritéria nebyla nijak kvantifikovana, a proto nebylo mozné pomoci
nich polynomy porovnavat, ptipadné urcit vysledné ohodnoceni polynomu
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zapocitavajici velikost a tzv. korenové vlastnosti. Az Brian Murphy v [25] na-
vrhuje funkci «, kterd by hodnotila kofenové vlastnosti, a uvadi i metodu
vypoctu ohodnoceni vychazejici z velikosti funkénich hodnot a kotenovych
vlastnosti. Vliv funkce o na vytéznost pak dokazuje jak teoreticky, tak i pomoci
provadénych experimentu. V kratkosti funkci o popiseme.

Nejprve zavedeme nékolik pomocnych pojmu.

Definice 3.4. Ndhodné cislo i, je rovhomérné zvolené celé ¢islo z intervalu
1<, <r.

Definice 3.5. Necht val,(r) je p-valuace ¢isla r € Z (exponent nejvétsi moc-
niny p délici r). Pak cont,(S) = E(val,(r)) pro r z mnoziny S C Z.

Pomoci cont,(S) muzeme piiblizné vyjadiit B-hladké ¢islo r z mnoziny S jako

log(r) ~ Z cont,(S) log(p). (3.4)

p<B

Cislu exp()_,<p cont,(S) log(p)) ttkdme typickd S-hodnota (pokud S je mno-
zina funkénich hodnot polynomu F'(x,y) mluvime o typické F-hodnoté). Pro
dostatecné velké S” C S muzeme cont,(S) aproximovat jako

, val,(r

cont,(S) ~ M. (3.5)
|5']
Pro ucely ohodnoceni polynomtu budeme uvazovat tfi rizné mnoziny S. Pro né
uvedeme jednoduché vzorce pro vypocet cont,(S) tak, jak jsou uvedeny v [25].
1. Néhodnd ¢isla i,: cont,(S) = cont,(ir) = 5=
2. Funkéni hodnoty polynomu f(x): cont,(S) = cont,(f) = z%’ kde g, je
pocet ruznych kofenu polynomu f modulo prvocislo p.

3. Funkenf hodnoty polynomu F(z,y): cont,(S) = cont,(F) = 72, kde g,
je pocet ruznych kotenu polynomu f modulo prvocislo p.

Posledni dva vzorce plati pro nespecialni prvocisla. Pro specidlni prvocisla

muzeme pouzit odhad 3.5. Pro svou lepsi presnost je odhad 3.5 v praxi upted-

nostiovan pred uvedenymi vzorci pfi vypoctu cont,(S) pro mala prvocisla.
Uvazujem nyni ndhodné c¢islo 4,.. Z vySe uvedeného vyplyva, ze ¢islo

log(iy) — 3 log(p)

m3p_1

odpovida ocekavané hodnoté logaritmu c¢isla i, po vydéleni vSech prvocisel
deélicich 4, a mensich nez B (v maximalnim mozné mocniné). Jak je uvedeno
v dalsi ¢asti, odpovida to vysledku po prosivani nahodnych ¢isel. Podobné pro
¢isla r = F(z,y) nebo r = f(z) dostdvame
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log(r Z cont,(r) log(p).

Funkci « definujeme jako rozdil téchto hodnot.

Definice 3.6. Necht S je mnozina celych ¢isel a 0 < B € Z. Pak definujeme

() = 3 (57 = conty(5) ) gt

p<B

Hodnota « tedy symbolizuje v nasem piipadé rozdil mezi nahodnym zbytkem
a zbytkem z funkénich hodnot polynomu F(z,y). Cfm je o mensi, tim lepsf jsou
funkéni hodnoty polynomu F'(z,y) oproti ndhodnym ¢islum stejné velikosti.
Neboli funkéni hodnoty maji stejné vlastnosti (co do hladkosti) jako ndhodna
cisla velikosti F(z,y) - ). Pii generovani polynomi a uréovani nejlepsiho
paru proto uprednostinujeme polynomy s velmi malymi hodnotami «. Metodu
kombinujici oba parametry k urc¢eni nejlepsi dvojice uvedeme pozdéji.

V soucasnosti jsou upiednostnovany pouze dva typy metod generujici po-
lynomy. Nejpouzivanéjsi a jedind, kterou lze pouzit na rekordni faktorizace,
je metoda typu (d,1). Tedy druhy polynom je linedrni a pocitd se pouze
s jednim ¢iselnym télesem. Druhd pouzivand metoda je typu (d,d). Jedinym
pouzitelnym zastupcem je Montgomeryho metoda kvadratickych polynom.
Generovani polynomu vyssich stupnu je prozatim ptilis ¢asové naroéné, pritom
se ale predpoklada, ze tyto metody by mohly poskytovat mnohem lepsi poly-
nomy pro prosivani.

3.2.1 Base-m metoda

Nejjednodussi zpusob, jak generovat polynomy s vlastnosti 3.3, je tzv. base-m
metoda. Tato metoda je typu (d,1). Vhodny stupen d polynomu f; je mozné
vypocitat na zékladé predpokladanych velikosti funkénich hodnot vyslednych
polynomu na uvazované prosivaci oblasti (viz [3] a [25]). Doporu¢ené hodnoty
jsou d = 4 pro ¢&isla v rozmezi 80-120 decimélnich cifer (pro tyto cisla se
ale doporucuje pouzit jinou metodu viz nize), d = 5 pro rozmezi 120-220 a
d = 6 pro rozmezi 220-300. Hodnoty jsou pouze ptiblizné a pocitaji s pouzitim
nemonickych polynomu.

V zékladni varianté je base-m metoda jen prosté vyjadieni ¢isla NV v ¢iselné
soustaveé o zakladu m,

d
N = Z ag-m)mj,

=0
které se pouzije k sestaveni polynomu f;. Polynom f5 volime jako x — m. Po-
kud generujeme monicky polynom fi, volime m = O(+v/N). V opa¢ném pifpadé
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volime m = O( “V/N). Ziejmé k vytvofeni polynomu f;(z) = Ed

§=0
pouzijeme piimo koeficienty aﬁ»m)
(m

C1 j[L‘j ne-
, ale provedeme nasledujici upravu. Pokud
a; S lm/2], pak ¢1; = m — ag»m) a crjy1 = c1jp1 + 1. Jinak ¢p; = agm).
Protoze velikost koeficientu je ptiblizné O(m), preferujeme nemonické poly-
nomy. Nemonické polynomy maji také lepsi kotenové vlastnosti nez monické
(diky projektivnim kofenum). Po vytvoteni velkého mnozstvi kandidéati vybere
ten nejlepsi na zakladé vlastnosti popsanych vyse. Jeden z moznych ohodno-
covacich zpusobu uvedeme pozdéji.

Pfi generovéni téchto polynomu vyjdeme z [25]. Nejprve ale nékolik pozo-
rovani. Méjme pevné zvoleny vedouci koeficient ay. Je ziejmé, ze nasledujici
koeficient aénf)l bude maly (nebo m — ai{f)l), pokud m bude blizko hodnoty, pii
které se vedouci koeficient méni. Takové m vypocitame jako

m— { EJ | (3.6)

Qg

Pritom nasledujici koeficient zavisi linearné na m, protoze plati

oM = (af") — dka) mod (m. + k). (8.7)

7 tohoto snadno odvodime, jaké hodnoty k£ € Z méame pouzit, aby platilo
\agﬁrk)\ < xym. Podobna podminka pro koeficient af{f;k) je jiz prilis slozitd,
aby ji bylo mozné rozumné vyuzit. Postupujeme tedy nésledovné. Nejprve
urc¢ime interval I, ze kterého budeme vybirat vedouci koeficient. Déle zvolime
¢islo ¢ tak, aby bylo délitelné velkym poctem malych prvocisel (pro zlepseni
kofenovych vlastnosti). V intervalu I nalezname vsechny ¢isla, kterd jsou né-
sobkem c¢. To budou naSe vedouci koeficienty. Pro kazdy vedouci koeficient
vypocitame odpovidajici m podle 3.6 a uré¢ime rozsah pro k podle 3.7 tak,
aby afﬁik) bylo x-malé. Nakonec dopoc¢itame vSechny mozné rozvoje a pro ty,
které jsou y-malé vypocitame piiblizné i hodnotu «. Pokud je a dostatecné
malé, oznac¢ime tento rozvoj jako vhodného kandidata.

Kdyz nalezneme dostatecny pocet kandidatu, zacneme je postupné ohod-
nocovat, abychom urcili nékolik nejlepsich. S témi potom muzeme provést
zkusebni prosivani a urcit nejlepsi polynom podle skutecné vytéznosti. Nebo
se pri vybéru nejlepsiho polynomu muzeme spolehnout pouze na ohodnoceni.
Jako piiklad ohodnoceni pouzijeme navrh z [25]. Polynomy f, jsou vsechny
témef stejné, a proto se zamérime prednostné na polynomy f;. Odpovidajici
homogenni polynom Fi(x,y) muzeme vyjadiit pomoci poldrnich souradnic

Fi(z,y) = rFy(cos(0), sin(6)).

Jako prosivaci oblast pro tuto metodu obvykle volime [—M, M| x [1, M] (viz
nésledujici ¢dst). Proto ndm k porovnani velikosti funkénich hodnot ruznych
polynomu na této oblasti staci vzit nékolik hodnot na pulkruhu jednotkové
kruznice. Definujme
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_ log(|Fi(cos(8;), sin(6;))]) + a(F1)

log By ’
kde 6; volime jako stfed j-tého podintervalu [0,7], j = 1,..., K. Celkové
ohodnoceni polynomu Fj je

U (9])

K
E(F) =Y plur (6))).
j=1
Kde p je Dickmanova funkce ([7]). Pokud chceme, muzeme zahrnout do ohod-
noceni i druhy polynom

K

E(Fy, Fy) =Y plur, (6;)p(ur,(65)).

J=1

Cim nizsf hodnota E(Fy, F), tim lepsi par polynomt Fy, Fy. Pro vypocet
ohodnocenti jiz potfebujeme presnéjsi hodnoty «(F;). Pii jejich vypoctu postu-
pujeme tak, ze pro mensi prvocisla (< 100) vypocitame cont,(F;) podle 3.5
a pro ostatni teprve pouzijeme aproximacni vzorce.

3.2.2 Zkosené polynomy

Ukazuje se, ze polynomy generované jednoduchou base-m metodou nemaji
tak dobré kofenové vlastnosti, jak by bylo potieba. Proto Brian Murphy a
P. L. Montgomery pfisli s variantou, ktera generuje polynomy s mnohem
lepsimi kofenovymi vlastnostmi. V ni se vyuziva tzv. zkoseni polynoma, tedy
nestejnych velikosti koeficientti. To s sebou pfindsi i zménu rozmeéru prosivaci
oblasti. Ke zkoseni polynomu vyuzivame dvé operace

(i) posunuti: fi(z) = f(z—t) pro néjaké ¢t € Z. Tato zména neméni kotenové
vlastnosti, ale muze zlepsit velikost koeficienti. K zachovani 3.3 musime
posunout i m, my = m—+t. Pro zjednoduSeni zapisu budeme posunuti o ¢
znacit indexem.

(i) rotace: fp(x) = f(x) + P(x)(x — m) pro néjaky polynom P(z) € Z[z].
Stupen tohoto polynomu by mél byt nejvyse d — 2 (nejcastéji se pouziva
pouze linedarni polynom). Rotace méni jak kofenové vlastnosti tak veli-
kost. Ptitom je zfejmé zachovana podminka 3.3.

Nejvice vyuzijeme rotaci. Nejprve pomoci ni zajistime zkoseni polynomu a poté
vylepsime kotfenové vlasnosti vzniklého polynomu tak, abychom nepokazili jeho
velikost.

Opét zacneme vybérem vedouciho koeficientu. V tomto pripadé ale vedouci
koeficient piimo posklddame z ndsobku mocnin malych prvocisel. Z duvodu
zkoseni ho nevolime piilis velky (= O(¥/'N)). Kofen m volime stejné jako
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u puvodni metody. Vypocitame dalsi dva koeficienty v rozvoji podle m a zkon-
trolujeme, jestli jsou dostatecné malé. Pokud ano, pokusime se tento poly-
nom zkosit. Necht f,, je polynom odpovidajici rozvoji podle m. Pro zkoseni
pouzijeme operace (i), (ii) a pomoci nich bude chtit redukovat velikost f,, nad
upravenou referenéni prosivaci oblasti. Necht

flx) = folz) + (cme + o) (zr —my),
F(z,y) = y'f(z/y),

kde |z| < /s, ly| < 1/y/s. c1, co, t a s bereme jako redlné proménné. Snazime
se tedy minimalizovat integral

N
/ / F2(x,y)dxdy
~v5 -1y

vzhledem k témto proménnym. Pii aplikaci nékterého z minimaliza¢nich al-
goritmu (napf. method of steepest descent) je nutné brat v tvahu velikost
koeficientti polynomu F2(x,y), kterd je piiblizné O( “4/N). Kdyz nalezneme
optimélni hodnoty ¢y, ¢y a t, zaokrouhlime je na celd ¢isla a znovu prepocitame
idedlni s. Pro rychly odhad velikosti funk¢nich hodnot pouzijeme

NSYNE
I(F,s) = log / / F?(x,y)dzdy
BN SYNE

Pokud je spocitany odhad dostatecné maly, postupujeme k vylepseni koteno-
vych vlastnosti. Pro tento krok budeme uvazovat polynomy tvaru

fj17j0<x> = f(ﬂ?) + (]11’ _.j(J)(x - m)7

kde |jo] < Jo a |j1]| < Ji jsou celd ¢isla, J; < Jy. Metodou, kterd je velmi po-
dobnd prosivani, uré¢ime, pro které hodnoty jo, j1 ma polynom f;, ;,(z) nejleps
kotfenové vlastnosti. Postupujeme nasledovné. Nejprve pevné zvolime j; € J;.
Pro kazdé uvazované malé prvoéislo p uréime nejvétsi mocninu p* < By, pro
néjakou pevné zvolenou mez B;. Prokazdé [ € Z,0 < [ < p*, nalezneme koieny
polynomu f;, j,(I) s nezndmou j, modulo p*. Pro kazdy kofen vypocitdme p-
valuaci fj, j,(1) a ulozime ji do pole indexovaného pomoci hodnot jy. Po pro-
jiti vSech cisel | uréime podle vzorce 3.5 aproximaci cont,(f;, j,) pro vsechna
Jo € Jo (sectené hodnoty p-valuaci mame ulozeny v poli indexovaném po-
moci jp). Takto odhadneme cont,(f;, j,) pro vsechna pouzita prvocisla. Po
zapocitani projektivnich kofent vypocitdme hodnoty a(Fj, ;) pro vsechna
jo € Jo. Potom muzeme pfejit na dalsi j;. Az vycerpame vSechny moznosti,
nalezneme dvojici jo, j1 s nejmensim «. Protoze I(F,s) ~ I(F}, j,,s), mame
jiz vypocitany odhad velikosti a jako ptiblizné ohodnoceni polynomu muzeme
pouzit
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[(thjov 3) + a<Fj1,j0>'

Pokud je toto ohodnoceni dostatecné nizké, pak vypocitame cely polynom

fi(@) = fijo(x) = f(z) + iz — jo)(x —m).

Znovu prepocitame optimalni s a ulozime nalezeny par fi, fo.

Pti zavérecném ohodnocovani téchto polynomu musime brat v ivahu zko-
senou prosivaci oblast. Jiz tedy nezkoumédme hodnoty na pulkruznici, ale na
pulelipse, ktera ma pomeér mezi hlavni poloosou a vedlejsi poloosou s. Déle
musime zapocitat oba polynomy, protoze rozdily mezi linearnimi polynomy
mohou byt vyrazné. Oznacme s; = /s, ss = 1/4/s a polozme

wr (0;) — log(|F;(s1 Cos(ejl)(,);QBsiin(Qj))|) + Oé(Fi)j

kde 6, opét volime jako stfed j-tého podintervalu [0, 7], j =1,..., K. Celkové
ohodnoceni polynomu Fi, F3 je

K
E(Fy, Fy) =Y plur, (6;))p(ur,(65)).
j=1
Pér s nejnizsim ohodnocenim je nejlepsi. Podobné jako v pfedchozim ptipadé
muzeme vybrat nékolik nejlepsich paru a zjistit jejich skuteénou vytéznost.
Dalsi vylepseni tohoto postupu pochézi od Thorstena Kleinjunga. V [15]
uvadi zpusob, jak generovat polynomy tak, aby linedrni polynom byl nemo-
nicky. Tato metoda poskytuje prozatim nejlepsi polynomy pro prosivani. Hlav-
ni myslenka je ndsledujici. Necht fo(z) = cx — m, ged(m, ¢) = 1. Pak chceme
nalézt polynom fi(z) = Zj:o c;a?, aby platilo
f (@> =N
¢

a koeficienty f;(z) byly co nejmensi. Predpoklddejme, ze mame urceny vedouci
koeficient polynomu f;(z). Pokud neplati kongruence

cgm? =N mod ¢, (3.8)

pak takovy polynom fi(x) neexistuje (dukaz viz [15]). Vyjdeme tedy z kongru-
ence 3.8 a pro pevné ¢y a ¢ nalezneme vhodné m. Potom postupujeme obdobné
jako vyse. Urcime dalsi koeficienty v rozvoji podle m a zkontrolujeme jejich ve-
likost. K dispozici mame mnohem vice moznosti, protoze muzeme volit ruzna
tivneé zajistit, aby vice koeficientu v rozvoji bylo dostatecné malych a tim se
vyhnout slozitému pocitani. Také popisuje jak vhodné volit c.
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3.2.3 Montgomeryho metoda kvadratickych polynomi

Ptestoze se prevazné pouzivaji metody typu (n, 1), P. L. Montgomery piisel
s algoritmem hledajicim dva kvadratické polynomy. Tyto polynomy maji koe-
ficienty velikosti O(v/N), proto je vysledné rychlost algoritmu porovnatelna
s pripadem, kdy k hledani polynomu pouzijemem metodu typu (3,1). Z tohoto
také vyplyva vhodné nasazeni Montgomeryho metody pro ¢isla s priblizné 100
az 110 decimalnimi ciframi. Podle méteni z [9] je ¢iselné sito s polynomy gene-
rovanymi Montgomeryho metodou dokonce rychlejsi nez sito pouzivajici (3,1)
metodu pro generovani polynomu.

Pokud ztotoznime kvadratické polynomy s vektory a, b € Z3, pak podminka
3.3 odpovida tomu, Ze vektory a,b jsou kolmé na vektor (1,m,m?) v Z3,.
Piedpoklddejme, Ze a # kb, k € Z. Pak vektor (1, m, m?) generuje ortogonaln{
prostor k prostoru s bézi {a, b}, to ziejmé plati i v Z3,. Tedy vektorovy soucin
¢ = a x b mus{ byt ndsobkem vektoru (1,m,m?) v Z3,. Necht ¢ = (cg, c1, ¢2).
Pak cisla ¢, ¢1, co tvoii geometrickou posloupnost modulo N. Pokud by tvorili
geometrickou posloupnost i v Z, pak by odpovidajici polynomy nebyly iredu-
cibilni (oba by byly délitelné polynomem x — m).

Montgomeryho metoda spociva ve vytvoreni geometrické posloupnosti mo-
dulo N (ne v Z), ze které se nésledné ziskaji vektory a,b. Abychom sestrojili
vektor ¢, postupujeme nasledovné. Pro prvoéislo p < VN, pro které je N
kvadratické reziduum, nalezneme c; tak, aby ¢ = N mod p. Pfitom chceme
lep —V/N| < p/2. Dostévame geometrickou posloupnost p, ¢i, ¢; = (¢ —n)/p
v Zy s kvocientem m = ¢ /p. Navic véechny prvky maji velikost O(v/N). Dale
necht s = ¢;' mod p. Pak definujeme

1 B (c1(sca mod p) — ¢9)/p
al=| —p | ab’ = —(scy mod p)
0 1

Tyto vektory jsou voleny tak, aby byly ortogondlni k vektoru ¢ = (p, ¢, ¢2)
a platilo a # kb, k € Z. Pomoci Gaussova algoritmu ([5] algoritmus 1.3.14) na-
lezneme redukovanou bazi {a, b} prostoru generovaného vektory a, b. O téchto
zredukovanych vektorech je mozné dokazat, ze ||a||||b]| = O(v/N). V praxi
se ukazuje, ze rozlozen{ je rovnomérné. Tedy ||a|| i ||b|| odpovidaji O(+v/N).
Vysledné kvadratické polynomy jsou pro ruzna prvocisla p ruzné. Po vyge-
nerani dostatecného poc¢tu kandidatu nalezneme nejlepsi par podle vyse uve-
denych kritérii. Muzeme k tomu vyuzit zminény zpusob ohodnocovani po-
lynomu. Navic je mozné pozadovat, aby kvadratické polynomy meély redlné

koteny.

V préci [9] je popsano vylepseni, které vychézi z toho, ze se bude prosivat
pouze pro a € [, s pevohym b = 1. Abychom nalezli dostatecné mnozstvi
relaci, musi byt interval I, = [—M, M| obrovsky (M je v fddech miliénu).

Protoze ale koeficienty vzniklych polynomu f; maji priblizné stejnou veli-
kost, nebudou funkénich hodnot na intervalu I, optimalni. Tento problém se
objevuje i v kvadratickém situ, kde je také potieba kvadratické polynomy
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spravné centrovat. Proto se snazfme dosdhnout toho, aby c;o = O(V/N/M),
ci1 = O(VN) acip = O(MV/N), kde f; = E?:o ¢ ja7. Volime tedy prvoéislo
p = O(WN/M). Pak ¢, = O(WN) a ¢ = O(Mv/N). Tim zarucime, 7e
koeficienty vektortt @, b maji pozadovany pomér. Kdybychom ale zacali vek-
tory a = (@, a1, az), b = (by, by, by) redukovat, pomér se porusi. Proto zredu-
kujeme vektory (ag, May, M?ay), (by, Mby, M?by). Po zredukovani dostaneme
vektory (ag, May, M?ay), (by, Mby, M?by) s koeficienty o velikosti O(v/N /M),
ze kterych ziskame vektory a, b s pozadovanymi vlastnostmi. Déle také dochézi
ke zméné kvocientu, ktery je nyni ¢;/(pM).

Pokusy o nalezeni metody, ktera by generovala polynomy vyssich stupnu,
zatim selhavaji. Ukazuje se, Ze nalezeni malé geometrické posloupnosti mo-
dulo N je vypocetné velmi ndro¢né. Existuji navrhy algoritmu pro typ (3,3)
od Montgomeryho, které pozaduji nalezeni pétiprvkové geometrické posloup-
nosti s jejiz pomoci lze kubické polynomy sestavit, ale narocnost algoritmu je
O(VN).

S ptrichodem Montgomeryho metody se zacalo uvazovat o pouziti vice po-
lynomu. Kvadratické polynomy generované touto metodou maji dobré vlast-
nosti a i jejich jednoduché linedrni kombinace, které si zachovavaji vlastnost
3.3, jsou stéle jeste dobré. Z [10] vyplyva, ze zrychleni je zaznamenatelné pii
pouziti ¢tyf nebo tii polynomu oproti dvoum, ale pouze za predpokladu, Ze se
prosiva klasickym zpusobem. Pokud se pouzije vylepseni popsané vyse, pak se
plné projevi ne zcela dobré vlastnosti nakombinovanych polynomu a vysledny
cas je horsi. Presné vysvétleni toho jevu nezname, ale predpoklada se, ze
rozdil v kvalité nakombinovanych polynomu oproti puvodnimu péaru je na-
tolik vyznamy, ze zpusobi nedostateénou vytéznost téchto polynomu. Pritom
s kazdym dalsim polynomem musime najit o tolik relaci vice, kolik prvka méa
odpovidajici faktorizaéni baze. Ukazuje se tedy, ze pouziti dvou kvadratickych
polynomu a jednoho velkého prosivaciho intervalu je nejlepsi varianta pro fak-
torizaci ¢isel v uvazovaném rozmezi. Pro vétsi cisla se da predpokladat, ze
nema opodstatnéni pouzivat vice polynomu ruznych stupnu a ani neexistuji
zadné prace, které by se timto zabyvaly. A protoze zatim neumime generovat
efektivné dobré polynomy vyssich stupnu, natozpak vice dobrych polynomt
sdilejicich stejny kofen modulo N, zustava MPGNFS pouze jako teoretickd
moznost.

3.3 Prosivani

Prosivaci faze je casové nejnarocnéjsi casti algoritmu. I prestoze neni algo-
ritmicky narocnd, jeji vykonnostné orientovana implementace je esencidlni.
Nez vysvétlime princip prosivani a popiSeme ruzné modifikace, zamérime se
na sestaveni faktorizacni baze. Budeme se drzet oznaceni zavedenymi v céasti
3.1. Prosivani popiSeme pro jedno téleso, protoze az na zavérecnou fazi se
jedna o nezavislé procesy. Pro zjednoduseni zdpisu budeme dvojici (a,b) € Z>
ztotozniovat bud s hlavnim idedlem (a + 0), nebo s odpovidajici relaci.
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Z teoretické ¢asti vime, ze k rozkladu hlavniho idedlu (a+b9), ged(a, b) = 1,
jsou potieba pouze prvoidedly stupné setrvacnosti 1 a prvoidealy nad special-
nimi prvocisly. Faktorizacni bazi ¢iselného télesa K generovaného monickych
polynomem f(z) (v ptipadé nemonického polynomu pouzijeme f(x)) sestavime
proto nasledovné. Prochazime vsechny prvocisla mensi nez predem zvolend mez
B. Pro kazdé nespecidlni prvocislo p nalezneme koteny rq,...,7; polynomu
f(z) modulo p. Z teoretické casti vime, ze prvoidedly nad p v K stupné se-
trvacnosti 1 jsou (p, ¥ —ry),..., (p, 9 — rg). Kazdy takovyto prvoidedl je tedy
jednoznacné urcen dvojici (p,r), 0 < r < p, pro které plati

f(r) =0 mod p.

Pokud je p specidlni prvocislo a pokud chceme pouzit prvoidedly nad special-
nimi prvocisly k prosivani, musime pouzit komplikovanéjsi zpusob popsany
v casti 2.3 k nalezeni prvoidedlu nad p. Jak uvidime déle, se specialnimi pr-
voidedly se piimo neprosivd, budeme je ale potiebovat k rozkladu hlavniho
idedlu (a + 00).

Rozklad hlavniho ideédlu (a 4+ b), kde ged(a,b) = 1, uréime podle normy,
kterd je rovna F'(a, —b). Pokud nespeciélni prvocislo p déli F'(a, —b), pak prvo-
ideal odpovidajici dvojici (p,ab™! mod p) déli idedl (a + b). Protoze tyto pr-
voidedly jsou stupné setrvacnosti 1, odpovidaji si i valuace. Pokud je F'(a, —b)
délitelné i specidlnim prvocislem, musime pouzit néktery z obecnych algo-
ritmu pro vypocet valuace prvoidedlu ([5] algoritmus 4.8.17). Ptestoze jsou
prvocisly pouzivat.

Jak bude patrné z popisu nize, prosivani je algoritmicky velmi jednoduché,
a proto se uvazuje i o hardwarovych implementacich. Nejznaméjsi je TWIRL
([31]). Zatim se jedna pouze o teoreticky ndvrh, ale s realistickym designem.
Odhaduje se, ze pomoci téchto zafizeni je mozné faktorizovat 1024 bitové ¢islo
za rok pii ndkladu kolem 10 miliéna dolaru.

Nez popiseme prosivani uvedme jak nendroéné vygenerovat velké mnozstvi
hladkych relaci. Pokud se polynom f rozkldada na soucin linedrnich polynomu
modulo prvoéislo p, pak vSechny prvoidedly v K lezici nad prvoidedlem (p)
jsou stupné setrvacnosti 1 a tedy jsou obsazeny ve faktorizacni bazi. Pokud
se tak stane pro oba polynomy soucasné, pak dostdvame hladkou relaci (p, 0).
Témto relacim fkame volné relace. Necht g je iad Galoisovy grupy télesa gene-
rovaného polynomem f; fo. Pak pro pfiblizné 1/g prvocisel mensich nez mez B
budou oba polynomy mit pouze linearni délitele modulo tyto prvocisla. Tedy
¢im veétsi stupné polynomu pouzivame, tim méné volnych relaci nalezneme.

3.3.1 Kilasické prosivani

Nasim cilem je faktorizovat ¢isla F'(a, —b) pro dvojice (a, b) € I, X I,,. Intervaly
I,, I, C Z volime tak, aby funkéni hodnota F(x,y) byla na vzniklé oblasti
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co nejmensi. Pritom ale musi byt oblast dostatecné velka, abychom nalezli
dostatek relaci.

Nyni popiSeme samotné prosivani. Zvolme napiiklad b pevné, b = by.
Prosivani znamena, ze pro kazdé prvocislo p < B, oznacime vSechny hodnoty
a, pro které je F(a,—by) délitelné prvocislem p. Jak tyto hodnoty a nalez-
neme? Pro prvocislo p oznacme sy, ..., s; kofeny polynomu F'(z, —by) mod p.
Dostavame

F(s;+kp,bp) =0mod p, k€ Z, 0 <i<l.

Staci tedy nalézt koreny modulo p a poté oznacit vsechny hodnoty odpovidajici
s; + kp. Kdyz projdeme vsechny prvocisla mensi nez B, zménime hodnotu b.
V implementacich se nejcastéji setkame s volbou I, = [—=M, M], I, = [1, L]
a s prosivanim podle a (tak jak jsme popsali). V prvnim kroku méme b = 1
a tedy hledané koteny s; jsou rovny r; uvedenym vyse. To znamena, ze prvocislu
p s kofenem s; odpovidd prvoidedl (p,r;) z faktorizacni baze. Muzeme proto
prochazet vsechny prvoidedly z faktorizacni baze a jako koten pouzit prislusné
r. Pfi zméné hodnoty b na b+1 neni tézké vypocitat odpovidajici zménu kotent
a novou hodnotu ulozit. Zavislost je pouze linedrni.

Pro kazdou hodnotu a z uvazovaného intervalu ukladame prvocisla, ktera
prezentujiciho hodnoty a logaritmus téchto prvoéisel (zaokrouhleny na celé
¢islo). Zdaklad logaritmu je volen podle velikosti policka a maximalnich hodnot
F(z,y).

Po proseti vSech providedlu pro pevné zvolené b musime nalézt cisla a,
pro kterd je F(a,—b) B-hladké. Provadime to tak, ze prochdzime pole re-
prezentujici hodnoty a a kontrolujeme, jestli nas¢itand hodnota logaritmu
v policku odpovidd logaritmu F'(a,b;). Protoze by bylo ¢asové narotné pro
kazdé policko pocitat prislusnou hodnotu logaritmu, vypocita se pouze mez F',
které musime minimalné dosdhnout. Spravneé spocitat mez F' je velmi dulezité.
Musi se uvazovat zaokrouhlovaci chyby pfi poc¢itani s logaritmy a také to, ze pii
prosivani neurc¢ujeme v jaké mocniné prvocislo p déli F'(a, —b). Pritom Spatné
zvolend mez F muze znamenat, ze neodhalime spoustu hladkych relaci. Naopak
pokud budeme prohlasovat velké mnozstvi relaci za hladké, budeme nasledné
ztracet Cas rozkladem relativné velkého ¢isla F'(a, —b), které nakonec nemusi
byt hladké. Mez F' se tedy blizi prumérné hodnoté funkce F'(z, —b) na inter-
valu I,. Mozny zpusob volby meze F' popisujeme v zavéreéné kapitole. Podobné
jako u kvadratického sita provede chytry trik pro zrychleni hledani vhodnych
kandidatu. Prosivaci pole inicializuje ¢islem —log F' a po ukonceni prosivani
hledame policka s kladnou hodnotou (tzv. kandidati na faktorizaci). Protoze
ve vétsiné implementaci jedno policko odpovida jednomu bytu, mtuzeme zkon-
trolovat vice poli najednou pretypovanim na nativni velikost bitového slova
(dnes 32 nebo 64 bitu).

Prosivani provedeme v obou ¢iselnych télesech. Pak hleddme dvojice (a, b),
které jsou v obou télesech kandidatem na faktorizaci. Pro hledani vhodnych
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kandidatu se doporucuje nejprve prochazet prosivaci interval pattici ¢iselnému
télesu s horsim polynomem, protoze bude vice restriktivni. Pokud narazime
na dvojici (a,b), kterd je kandiddtem v obou pouzitych ¢iselnych télesech,
pokusime se ¢islo F'(a,—b) faktorizovat. Nejjednodussi zpusob faktorizace je
projit vSechny prvocisla mensi nez B a zkusit jimi F'(a, —b) vydélit. K urceni
prvoidedlové faktorizace (a + ) postupujeme podle popisu vyse. Zkouset
deélitelnost F'(a, —b) v8emi prvocisly je neefektivné. Lepsi zpusob je projit
viechny prvoidedly (p,r). Pro kazdy znovu zkusit, zda a odpovidd kofenu
funkce F'(x, —b) mod p a pouze pokud ano, zacit ¢islo F'(a, —b) délit prvocislem
p. Pokud je F'(a, —b) B-hladké a v druhém ¢isleném télese je také odpovidajici
norma hladké, nalezli jsme hladkou relaci.

Podobné jako u kvadratického sita neni vyskyt hladkych relaci ptilis velky.
Abychom algoritmus urychlili pouzivame i ¢astecné hladké relace, ze kterych
se hladké relace daji sestavit (vice v dalsi ¢asti). Pfi pouziti ¢dsteénych re-
laci upravime mez tak, aby zohlednila jejich pouzivani. To znamena, ze bu-
deme nachazet mnohem vice kandidatu pro néslednou faktorizaci. Pokud po
vyzkouSeni vSech prvoidedlu neni zbytek roven 1, nejednd se tedy o hladkou
relaci, muzeme se pokusit zbytek rozlozit pomoci néjakého jednodussiho fak-
torizacniho algoritmu. Mezi pouzivané algoritmy patii Pollardova p — 1 me-
toda (pro mensi faktorizace), metoda eliptickych kiivek ([18]) nebo Shanksuv
SQUFOF ([13]). Pokud je zbytek mensi nez B? jedné se ziejmé o prvocislo,
proto pouziti maximalné 1,1-¢astecnych relaci prosivani prilis nezpomaluje.
Mame jen vice kandidatu. Obvykle se jako mez pro velké providedly voli ¢islo
mnohem mens{ nez B2. Pii pouziti az 2,2-¢astecné hladkych relaci jiz fak-
torizace muze prosivani vyrazné zpomalit. Je potieba vhodné volit pouzitou
faktoriza¢ni metodu. Avsak jak popiseme v nasledujici ¢asti, stdle se vyplaci
2,2-castecné hladké relace hledat. Pozadujeme ale, aby oba velké prvoidealy
byly piiblizné stejné velké. Dostavame tedy dalsi dvé meze. By pro maximalni
velikost velkého prvoidedlu a By pro maximdlni velikost zbytku (B, &~ B%).

Protoze prosivani je zdaleka ¢asové nejnarocnéjsi casti algoritmu je dulezi-
té jednotlivé kroky efektivné naprogramovat. Vétsina operaci béhem prosivani
jsou pouze pristupy do pole a provedeni nékolika jednoduchych vypoétu s jeho
prvky. Prosivaci pole je ale vétsinou velmi velké, a proto ho nelze celé ulozit do
datové cache pocitace (viz [32]). To vyrazné zpomaluje préci s polem, nebot
dochazi k neustalému docitani pole do cache, protoze pii prosivani s jednim
prvocislem prochazime celé pole. Resenfm je rozdélit prosivaci interval na ¢ésti
tak, aby se pohodlné vesly do datové cache. Prosivame potom vSemi prvoidedly
jen nad jednou casti. Tato zména vyzaduje prepocitavat skoky prvocisel pii
prechodu na dalsi ¢ast, ale jejich naro¢nost je minimélni.

Pokud je prosivaci polynom nemonicky, musime provést nékolik tprav.
Ptedné se snazime urcit faktorizaci hlavniho idedlu (cqa + b9), ged(a,b) = 1.
Pro jehoz normu plati

N((cqa + b)) = F(cqa, —b) = F(a, —b)ct 1,
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Stéle tedy rozkldddme hodnoty F'(z,y), ze kterych pro prvocisla nesoudélna
s vedoucim koeficientem ¢, ziskame providealovou faktorizaci. S prvoidedly nad
prvocisly, které déli vedouct koeficient polynomu f, zachdzime odlisné, protoze
pro tyto prvocisla se zfejmé valuace normy hlavniho idedlu (cga + b9) 1isi od
valuace F'(a, —b). Déle pokud prvoéislo p déli vedouci koeficient, a zaroven i b,
pak dostavame

(cqa +b0) = (p)°(ca + VD), e > 0.

Musime tedy do faktorizaéni baze ptidat hlavni idedly (p), kde p je prvocislo
délici vedouci koeficient. Déle protoze prvoidedly jsou urceny polynomem ]?,
musime pfed prvnim krokem piepocitat vhodné pomocné prosivaci koreny.

Prosivani je velmi dobte paralelizovatelné. Jednotlivé vypocetni stanice mo-
hou dostat jen cast intervalu I, a provadét prosivani pouze pro b z tohoto
intervalu. Dalsi moznosti je rozdeélit i interval I,. Vzidjemna komunikace mezi
uzly nemusi byt castd, nékteré implementace dokonce vyuzivaji emailovou ko-
munikaci k posilani vysledki. Pomoci masivni paralelizaci je jiz v dnesni dobé
teoreticky mozné faktorizovat 1024 bitové ¢islo. Podle odhadu v [14] je ale
zapotiebi kolem 12 miliénu poéitacu a rok prosivani.

3.3.2 Mrizové prosivani

Vyznamné vylepseni prosivaci metody pochazi od J. M. Pollarda [29], dile
zpracované v [12]. Hlavni myslenka spociva v pouziti miize k predvybéru dvojic
(a,b), které budou s vétsi pravdépodobnosti hladké.

Ozna¢me F'B; faktoriza¢ni bazi prislusnou télesu K;, i« = 1,2. Nad fakto-
rizacni bazi zavedeme uspotradani nasledovné

(p,r)<(g,8) = (<q)V(p=qArr<s),(pr),(qs) € FB;.

Necht P = (p,7) € FB;. Pak Lp zna¢i miiz generovanou vektory (p,0), (r,1)
v 72 tedy Lp = {c(p,0) +e(r,1) : ¢,e € Z}. Pro kazdy bod (a,b) € Lp, kde
P € FB;, plati, ze P|(a+ bd;). Déle necht Q € FB;. Ozna¢me Lpg podmiiz
miize Lp definovanou jako Lpg = Lp N L.

Nechf K je ¢fselné téleso s horsim polynomem. Faktoriza¢ni bazi F B,
rozdélime na mnoziny S a M. Mnozina S obsahuje prvoidealy nad prvocislem
mensim nez mez Bg a mnozina M zbyvajici prvoideédly. Podil B/Bg volime
priblizné 0.1 az 0.5. Postupné prochazime prvoidealy z mnoziny M a pro kazdy
prvoidedl P = (p,r) € M sestavime miiz Lp. Pro tuto mfiz nalezneme redu-
kovanou bézi Vi = (vy,wy), Vo = (vg, ws). Nasim cilem je prosivat pres dvojice
(c,e) € I. x I, reprezentujici body (a,b) = (cv; + evy, cwy + ews), které maji
normu v ¢iselném télese K délitelnou prvocislem p. K prosivani pouzijeme
podmfiize. Prochdzime tedy vsechny prvoidedly @ = (¢, s) mensi nez P a se-
stavujeme podmiize Lpg. Podmiiz Lpg je zfejmé generovand vektory
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Vg — SW

Ui =(¢,0), Uy = (ﬁ—vi mod g, 1) :

V piipadé, ze vektor Ul neni dobie definovany nebo Uj = (0,1), pouzijeme
prosivani po fadcich. Tedy klasické prosivani popsané vyse (prosivame ale pres
dvojice (¢, e)). Jinak vypocitame redukovanou bazi Uy, Us a prosivame pomoci
vSech linedrnich kombinaci (¢, €) bazovych vektoru, pro které (c,e) € 1. X I.

Prosivani obvykle neprobiha pies celou oblast I, x I,. Misto toho interval I,
rozdélime na mensi bloky. A opét jako u klasického prosivani muzeme z diuvodu
optimalizace pristupu do cache rozdélit i interval I.. Kdyz prosejeme vSemi
prvoidedly ) € F' By mensimi nez prvoideal P jednu ¢éast z I.x .. Zacneme tuto
¢ast prosivat v druhém c¢iselném télese. Zde jiz pomoci podmftize prosivame se
vSemi prvoidealy z faktorizacni baze.

Po proseti se vSemi uvazovanymi prvoidedly podobné jako v klasickém
prosivani hleddme dvojice (¢, e), které jsou vhodnymi kandidédty na faktorizaci.
Kdyz néjakou dvojici nalezneme, zkusime odpovidajici normy faktorizovat.
Opét postupujeme stejné jako u klasického prosivani. V praci [12] autofi na-
vrhuji zjednodusit faktorizaci dalsim prosivanim, pti kterém se zaznamenavaji
jednotliva prvocisla (nebo pfimo prvoidedly), které normy déli. Rychlost to-
hoto postupu zavisi na vhodném hashovéani dvojic (¢, e), které se maji fakto-
rizovat. Jen pro tyto dvojice uklddame vysledky prosivani. Pfitom neni nutné
prosivat se vSemi prvocisly, pro zbylé se pouzije trivialni déleni. Pokud hledame
i ¢astecné hladké relace a zbytek normy po déleni vSemi prvocisly neni 1,
pouzijeme néjakou ze zminénych faktoriza¢nich metod k rozkladu zbytku.

Mriizové prosivani nenalezne vSechny relace, které bychom mohli odha-
lit klasickym prosivanim, protoze vzdy pozaduje, aby relace byla v prvnim
¢iselném télese délitelna alespon jednim prvoidedlem z mnoziny M. To ovsem
pti dobré implementaci neptedstavuje problém, jak je uvedeno v [29], protoze
pro nalezeni vétsiny hladkych relaci provadime pouze zlomek price, kterou
vyzaduje klasické prosivani. Celkové je tedy mfiizové prosivani mnohem rych-
lejsi nez klasické. U miizového prosivani s pouzitim casteénych relaci muze
dojit k duplicité relaci, proto je potfeba v nasledujici fazi provést procisténi
vysledku. K duplicité relaci z principu nemuze dojit u klasického prosivani.

Paralelizace u mtizového prosivani je stejné snadna jako u klasického. Do-
konce mame vice moznosti, protoze muzeme stanicim prifazovat i jednotlivé
prvoidedly P urcujici prvotni miiz. To navic znamend, Ze stanice nemusi znat
celou faktorizaéni bazi F'By, ale jen jeji ¢ést.

3.4 Zpracovani relaci

Féze na zpracovani relaci ma prevazné technicky raz. Hlavnim tkolem je z na-
lezenych relaci sestavit matici B nad Zs. Pfti sestavovani matice bude nasi pri-
oritou zajistit, aby byla co nejmensi (pocet tadku a sloupcu), a také aby byla
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fidka. Na zacatku mame k dispozici velké mnozstvi hladkych relaci, ptipadné
i castecné hladkych relaci.

3.4.1 Zpracovani ¢astecné hladkych relaci

Nejprve se budeme zabyvat cdstecné hladkymi relacemi. Mezi prvni préce
zabyvajicimi se vyuzitim vice ¢astetné hladkych relaci patii [19]. Duvod proé¢
hleddme i castecné hladké relace je ten, ze z nich muzeme sestavit relace
hladké. Pokud nalezneme nékolik ¢astecné hladkych relaci tak, aby po jejich
vynasobeni byly vsechny velké prvoidedly v sudé mocniné, dostavame hladkou
relaci, se kterou muzeme pracovat jako s ostatnimi hladkymi relacemi. Pokud
bychom pouzivali pouze hladké relace, brzy bychom se dostali do podobné
situace jako v pripadé kvadratického sita. Frekvence vyskytu hladkych relaci
by postupné klesala, coz by vedlo k velké ¢asové narocnosti jejich hledani.
Jak jsme uvedli v prosivaci ¢asti, urceni az 2,2-castecné hladkych relaci neni
prilis casové narocné. To je dalsi rozdil mezi ¢iselnym a kvadratickym sitem,
kde odpovidajici pouziti az 4-castecné hladkych relaci je vypocetné a tedy
i casové velmi naroéné a muze byt kontraproduktivni. Déle podle experimentu
v [8] vyplyvé, Ze u vétsich faktorizacich, kde byly pouzity i 2,2-¢dstecné hladké
relace, dochazi po nalezeni velkého mnozstvi castecnych relaci piimo k ex-
plozi hladkych relaci, které se z nich daji nakombinovat. Tento jev nebyl do-
posud teoreticky vysvétlen, ale je uspésSné vyuzivan u vsSech soucasnych re-
kordnich faktorizaci. Ovsem pokud pouzijeme maximalné 1,1-¢astecné hladké
relace, nemuzeme ocekavat stejnou vynosnost z kombinovani ¢astecnych relaci
jako u kvadratického sita, kde bychom pouzili 2-¢astecné hladké relace. To je
zpusobeno tim, ze v ¢iselném situ musime rozliSovat mezi prvoidedly patiicimi
do ruznych ¢iselnych téles.

Prvni krok pii zpracovani ¢astecnych relaci je odstranit vSechny dupli-
city, které mohly vzniknout pii prosivani (napft. pii znovuspusténi nebo pii
miizkovém prosivani). Protoze kazd4a relace je jednozna¢né urcena ¢isly a, b,
muzeme pomoci vhodné zkonstruované hash tabulky nalézt duplicity. Jako
piiklad elegantni hashovaci funkce uvedeme funkei pouzivanou v [4]. Definujme
= |7-10"] a E = |e-107]. Ziejmé ged(I1, E) = 1. Jako hashovaci funkci
volime

h(a,b) = a-I1+b- E mod 2%,

Druhym krokem je nalézt a odstranit vsechny ¢asteéné hladké relace, které
obsahuji alespon jeden velky prvoideal v liché mocniné, ktery se nenachazi
v zadné jiné ¢astecné relaci v liché mocniné. Takovym to relacim fikdme sin-
gletony. Singletony jsou pro nas ziejmé bezvyznamné, nebot vyslednd kombi-
nace relaci nikdy nemuze obsahovat ptislusny velky prvoideal v sudé mocniné.
Nejjednodussim zpusobem jak singletony nalézt, je projit vsechny velké prvo-
idedly ve vSech ¢astecnych relacich a do hash tabulky ukladat jejich vyskyt. Pri
dalsim projiti ¢astecnych relaci vymazeme ty, které obsahuji velky prvoideal,
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ktery jsme nalezli pouze jednou. Tento postup musime opakovat tak dlouho,
dokud jiz zadnou c¢éstecnou relaci neodstranime. Témto c¢astecnym relacim
fikdme uzitecné cdastecné relace.

Nyni chceme z nalezenych uziteénych relaci sestavit relace hladké. Nejjed-
nodussi situaci mame, pokud pouzivame maximalné 1,1-castecné hladké relace.
V tomto ptripadé muzeme podobné jako v kvadratickém situ pouzit grafovou
reprezentaci ¢astecnych relaci. Nejprve do grafu ptidame vrchol 1. Dale kazdy
prvoidedl v Céastecné relaci predstavuje vrchol grafu, pritom musime odlisit
prvoidedly z ruznych éiselnych téles. Tento vrchol bud spojime hranou s vi-
cholem 1, pokud se jedna o 1-¢astecnou relaci, nebo mezi s sebou spojime dva
vrcholy z 1,1-Castecné hladké relace. Nezavislé kruznice pak ztejmé predstavuji
hladké relace. Z teorie grafu vime, ze pocet nezavislych kruznic (cyklomatické
¢islo grafu) snadno spocitame podle vzorce

CG)=e+v—c

kde e je pocet hran, v je pocet vrcholu a ¢ je pocet komponent grafu G.
7 vhodné zvolené datové reprezentace grafu pak snadno muzeme hladké relace
ziskat.

O néco komplikovanéjsi je situace, kdy pouzivame i ¢astecné relace s vice
velkymi prvoidealy. V soucasné dobé neexistuje zddna vhodna reprezentace
jako v predeslém piipadé, kterda by umoznila snadno zjistit, kolik hladkych re-
laci muzeme ziskat a pomoci pii jejich sestavovani. Vétsina implementaci se
snazi zkombinovat castecné relace obsahujici velky prvoidedl v liché mocniné,
ktery se vyskytuje maximdalné k-krat (vétsinou se jako k voli 3, piipadné az
8). Timto snizime pocet castecnych relaci o jednu a také dosdhneme sudych
mocnin tohoto prvoidedlu u nové vzniklych relaci (stdle mohou byt ¢astecné).
Musime ale davat pozor na vzrustajici pocet prvoidedlu v liché mocniné ve vz-
niklych relacich, protoze to muze vést k hustsi vysledné matici B. Zbyvajici
castetné relace prohlasime za hladké, tedy pridame do faktorizacnich bazi
vSechny odpovidajici velké prvoidealy, které se nachazeji v lichych mocninéach.
To vede k velmi vyraznému zvétSeni vysledné matice, proto je potieba co
nejvetsi mnozstvi velkych prvoidedlu odstranit zkombinovanim. Vyslednd ma-
tice ma po tomto kroku pfiblizné nékolik milionu tadku, coz je stale jesté
upocitatelné mnozstvi. Podrobnéjsi popis jak nejvhodnéji kombinovat relace,
abychom zamerzili ptilisné hustoté matice, 1ze nalézt v [4]. Abychom v prubéhu
prosivani uréili kolik hladkych relaci muzeme priblizné sestavit, stac¢i odecist
pocet ruznych velkych prvoidealu od poc¢tu nalezenych casteéné hladkych re-
laci.

P1i pouziti 2,2-¢astecné hladkych relaci je pro nas vyhodnéjsi velké prvo-
idedly pridat do bazi a tim zvétsit vyslednou matici, nez se snazit o jejich
zkombinovéni do hladkych relaci. Z préace [8] vyplyvd, ze pocet ¢dstecnych
relaci potfebnych k sestaveni hladké relace tésné pted explozi velmi vzroste.
Podle jejich méteni se pocet potiebnych relaci pohyboval od 500 do 1000.
To znamena ze velmi mnoho ¢astecnych relaci pottebujeme k ziskdni mnohem
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mensiho mnozstvi hladkych relaci. Sestavovat z téchto ¢astecnych relaci néjaké
dalsi nové hladké relace neni algoritmicky snadné. V pripadé, kdy pouzivame
pouze 1,1-Castecné relace, je situace odlisna. Pomoci grafové reprezentace jed-
noduse hladké relace nalezname a navic pocet ¢astecnych relaci potiebnych na
sestaveni hladké relace je ve vétsiné pripadu nejvyse 3.

Pro vypocet vysledné odmocniny budeme potiebovat znat algebraickou
reprezentaci kazdé relace. Puvodni hladké a castecné hladké relace muzeme
reprezentovat polynomem bz + a. Pro relaci sestavenou s ¢astecné hladkych
relaci dostaneme reprezentaci vynasobenim polynomu jednotlivych ¢astecnych
relaci modulo polynom f (polynom generujici ¢iselné téleso). Tedy pro kazdé
¢iselné téleso potiebujeme vlastni reprezentaci.

Pfi pouziti nemonickych polynomu je pro nas dulezité védet, z kolika relaci
jsme vyslednou hladkou, piipadné céstecné hladkou relaci sestavili, protoze
v odmocninové fazi budeme s kazdou relaci spojovat lomenny idedl (cg)7!,
kde ¢4 je vedouci koeficient odpovidajiciho nemonického polynomu. Dale bu-
deme potiebovat znat algebraickou reprezentaci kazdé relace, kterd je v tomto
piipadé bz + cqa. Pro sestavenou relaci pouze k modulovani pouzijeme od-
povidajici monicky polynom f.

3.4.2 Zpracovani hladkych relaci

Zpracovani hladkych relaci je témeér stejné jako c¢astecné hladky. Nejprve od-
stranime duplicity a poté singletony, ptitom volime stejny postup. Opét se
muzeme pokusit o zmenseni matice seskupenim relaci, které v rozkladu obsa-
huji prvoidealy, které se vyskytuji v rozkladech malého poctu relaci. Stale je
potieba hlidat hustotu matice, aby nebyla piilis velka. Pokud mame k dispozici
vice hladkych relaci nez potfebujeme, muzeme odstranit ty, které maji prilis
mnoho prvoidealu v lichych mocninach. Tim snizime hustotu matice.

3.4.3 Vytvoreni matice

Nyni mame k dispozici procisténé hladké a castecné hladké relace. Pomoci
nich uréime, které prvky z faktoriza¢nich bézi jsou v nich pouzity a pouze
ty pouzijeme na sestaveni matice. Pokud jsme tak jiz neucinili, musime do
odpovidajicich faktorizacnich bazi ptridat i vSechny velké prvoidealy, které se
v néjaké castecné relaci vyskytuji v liché mocniné.

K vytvoreni matice budeme dale potifebovat najit vhodné providealy pro
vypocet kvadratickych charakteru. Postup popiSseme pro prvni cislené téleso,
u druhého postupujeme stejné. Nejprve zaznamename vsSechny velké prvo-
idedly, které se vyskytuji v rozkladu pouzitych relacich v tomto télese. Nasledné
zacneme postupné zkouset prvocisla, ktera jsou vétsi nez mez faktorizacni baze
a pritom se nevyskytuji v zadném rozkladu relaci. Pro kazdé takové prvocislo
zjistime, jestli neni specialni a zda existuje prvoidedl nad timto prvocislem
stupné setrvacnosti 1. K tomu staci najit alespon jeden koten polynomu f,
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resp. j/’\, modulo uvazované prvocislo. Doporucuje se pouzit alespon 64 charak-
teru (pii rekordnich faktorizacich i 256).

Kdyz mame pripravené kvadratické charaktery muzeme zacit sestavovat
matici B. Pro zjednoduseni budeme sestavovat matici B?. Jak uk4zeme v li-
nearni ¢asti, neni podstatné jestli pouzijeme B, nebo B”. Prochdzime tedy
viechny hladké a uziteéné césteéné relace a sestavujeme fddek matice BT
nasledovné. Z popisu algoritmu vime, ze sloupce predstavuji prvky z prvni
a druhé baze a kvadratické charaktery. Tedy jak jiz bylo uvedeno zapisu-
jeme mocniny modulo 2 z rozkladu relace do odpovidajicich sloupcu. Potom
pritadime do sloupcu s charaktery hodnoty podle predpisu uvedeného v ¢asti
3.1.

Pti pouziti nemonickych polynomu musime jesté do posledniho sloupce
zaznamenat z kolika relaci se zpracovavana relace sklada. Pro puvodni hladkou
relaci je to 1, ale pokud jsme hladkou, piipadné castecné hladkou, relaci ziskali
zkombinovanim vice castecné hladkych relaci, musime pfifadit odpovidajici
¢islo.

Zpusob ulozeni a reprezentovani matice musime volit s ohledem na jeji
ohromnou velikost. Pti rekordnich faktorizacich se velikost matice pochybuje
v fadech milionu sloupc.

3.5 Linearni faze

Linearni faze c¢iselného sita tesi zcela obecny problém, kdy chceme nalézt feseni
soustavy rovnic nad Zs s nulovym vektorem pravych stran (feseni homogenni
soustavy linedrnich rovnic, nulovy prostor matice). Linedrni faze je tedy stejna
jako v pripadé kvadratického sita nebo CFRACu. Z predchozi faze méame ma-
tici B € Zy™", kterd je velmi tidké (vyskyt nenulovych prvki je minimdlni)
a chceme nalézt feSeni rovnice tvaru

Bx =0,

kde 0 € (Z3)"™ znaci nulovy vektor. Potfebu Fesit takovouto soustavu muzeme
nalézt v mnoha jinych oborech a existuje mnoho ruznych algoritmu pro jeji
vypocet. Ale pro moderni faktorizacni algoritmy, zalozené na principu prosi-
vani, se ukazuji tyto metody jako nedostatecné, protoze pii faktorizaci velkych
¢isel dosahuje matice B velikost{ kolem 106 x 10°. Nastévaji tedy problémy s re-
prezentaci a s pocitanim u téchto obrovskych matic. Nadruhou stranu matice
ve faktorizacnich algoritmech jsou velmi tidké a reprezentuji se nejcastéji jako
vycet nenulovych prvku v jednotlivych fadcich, timto se usetii velké mnozstvi
paméti pocitace, nebot pii standardni reprezentaci se muze jednat o nékolik
gigabytu. Klasické metody feseni jako je napiiklad Gaussova elimina¢ni me-
toda nejsou v tomto pripadé vhodné jiz z duvodu, ze porusi fidkost matice B,
a proto opét muzeme celit problému s nedostatkem pameéti. K feseni se tedy
pouzivaji specialné navrzené iterac¢ni algoritmy, které neporusi fidkost matice,
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napiiklad Lanczosova blokova metoda, Wiedemannova blokova metoda nebo
metoda konjugovanych gradienti. Tyto metody jsou pouze pravdépodobnostni,
ale v praxi se ukazuje, ze k selhani témér nedochéazi. V této ¢asti se podrobnéji
zameérime na nejpouzivanéjsi metodu, kterou je Lanczosova blokova metoda.
Slozitost této metody je O(mn?), kde n je pocet faddki matice a m je prumérny
pocet nenulovych prvku v fadku, pro srovnani uvedme, Ze slozitost Gaussovy
elimina¢ni metody je O(n?).

I pfes znatelné zrychleni oproti puvodnim metoddam, linearni faze algo-
ritmu muze stale byt problematicka pii rekordnich faktorizacich, a proto je
potieba hledat nové moznosti, naptiklad dokonalejsi vyuziti paralelizace. Z to-
hoto duvodu se do popredi zajmu v poslednich letech dostavda Wiedemannova
blokové metoda, protoze ji 1ze lépe paralelizovat.

3.5.1 LanczoSova blokova metoda

Nejprve uvedeme puvodni Lanczosuv algoritmus na feseni soustavy linedarnich
rovnic (viz [16]) a postupné jej ptizpusobime pouziti v NFS. Lanczosuv iteraéni
algoritmus tesi obecny pripad, kdy mame

Ax = b,

kde A € R™ " je symetricka pozitivné definitni matice a b € R" libovolny
nenulovy vektor. V prvnim kroku algoritmu volime

Wy = b.
Pro -ty krok mame
i1
w; =AW, 1 — E CijWj,
J=0
kde
wlA*w;
Ci = s
/ w;prwj

Protoze matice A je pozitivné definitni, méa vyraz vpravo smysl. Po konecném
poctu iteraci dostaneme w,, = 0. Pak feseni rovnice je

m—1
Wj -b

x:E — W,
T W
,OWjAW]

Jj=

Spravnost algoritmu dokazuje nasledujici tvrzeni.

Véta 3.7. Lanczosuv iteracni algoritmus nalezne maximdlné po n € N krocich
reseni maticové rovnice
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Ax = Db,
kde A € R™ " je symetrickd pozitivné definitni matice.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze pro vektory w; plati

wiAw; =0, i#j.

Rekneme, zZe jsou A-ortogonalni. Budeme postupovat indukef podle max(i, j).
Pro max(i,j) = 0 to zfejmé plati. Necht jsou tedy w; A-ortogondlni pro
max(i,j) = z — 1. Dokdzeme platnost i pro max(i,j) = 2. Necht i« = z a
j < z. Podle definice w; mame

—_

i i—1
T T T AT T
w;, Aw; = (Aw;_1 — Y pWi) Aw,;, =w,_ A" Aw; — g CikWi AW
0 k=0

i

Z indukéntho predpokladu dostavdme wi Aw; = 0 pro k # j. Déle z definice
ci;j a symetrie A plyne

T ol AT A, — 0T A
w, Aw; = w, A" Aw; —ci;w; Aw; = 0.

Protoze je A pozitivné definitni, dostavame z A-ortogonalnosti vektoru
Wo, . . ., Wy,_1 jejich linedarni nezavislost. Proto se musi algoritmus zastavit ma-
ximélné po n krocich. Navic pokud ¢ > j 4+ 2 mame

CZ‘]’W?AW]' = W?A2W2;1 = W?—‘ATAWZ',1 = (AWJ')TAWZ',1 =

J
2 : T

= (Wj+1 + Cj+1ka) AWi_l = 0.
k=0

Tedy ¢;; = 0. Tim se zjednodusi definice w; pro ¢ > 2 na

W, =AW, | — i 1W;_1 — Cji—aW;_2.

Nyni dokazeme spravnost feseni. Mame

Pro k €0,...,m — 1 dostavame z A-ortogonalnosti vztah

m—1 w.-b
wi Ax = E ——w] Aw,; = wib.

T .
e W Aw;

Po dpravé mame
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wi (Ax —b) =0. (3.9)

Necht (M) znaci linedrn{ obal mnoziny M. Pomoci upravené definice w; mu-
zeme vyjadrit jednotlivé vektory nasledovneé

Wy = b7
w; = Awy — ¢oWo,
wy = Aw; — coWo — C21Wy,
W1 = AWp 0 —Cpro10Wo — ... — Cim1m—2Wim—2,
Wim = Awm—l —CmoWo — -+ = Cnm—1Wm—1.
Protoze w,, = 0, dostavame, ze vektory Awg, ..., Aw,, 1 a b lezi v linearnim
obalu mnoziny {wo, ..., w,,_1}. Vime, ze Ax € ({Awy,...,Aw,,_1}), a proto

Ax—Dbleziv ({Awy, ..., Aw,,_1,b}) tedy i v linedrnim obalu {wy, ..., w,,_1}.
7 toho plyne, ze vektor Ax — b je mozné vyjadiit pomoci w; a z rovnice 3.9
dostavame

(Ax —b)"(Ax —b) =0,

tedy Ax = b.
O

LanczoSovuv iteracni algoritmus poskytuje presné feseni v R, pokud ne-
dochézi k zaokrouhlovacim chybam. Nasim cilem je prizpusobit tento algorit-
mus pouziti v koneénych télesech. Ziejmé vétsinu operaci a kroku je mozné do
konec¢ného télesa prevést, ale problém nastava s podminkou

w; 20 = w!Aw; #0. (3.10)

To ztejmé plati v R, ale v konec¢ném télese F' to jiz obecné platit nemusi. Pokud
by |F| > n, pak podminka bude platit s ptijatelné velkou pravdépodobnosti.
Ale my chceme fesit matici B nad Zs, kde priblizné v poloviné piipadu vyse
braicka rozsiteni Zs, aby tento problém obesly. Avsak pocitani v Zy ma v tomto
piipadé mnoho vyhod, je mozné provadét ruzné operace najednou s vice vek-
tory, které reprezentujeme jako matici n x d, kde d je bitova délka slova se
kterou nativné pocita¢ pracuje (dnes 32 nebo 64). Navic jednotlivé operace
muzeme provadeét primo jako bitové operace, tim opét dochazi k vyznamnému
zrychleni. V praci [23] Peter Montgomery upravil Lanczosuv algoritmus tak,
aby pracoval nad Z, a tedy vyuzival vSech popsanych moznosti. K popisu
algoritmu budeme potiebovat nasledujici definice.
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Definice 3.8. Necht V a W jsou podprostory (Zy)". Pak fekneme, 7e V a W
jsou A-ortogonalni podprostory, pokud

vIAw =0, YveV,weWw,

kde A € (Z2)™*™ je symetrickd pozitivné definitni matice. Zapisujeme jako

VIAW =0.

Definice 3.9. Necht W je podprostor (Z,)" s bazi {wy, ..., w;,}. Pak fekneme,
ze W je A-invertibilni, pokud matice WZ AW je invertibilni, kde

w11 - Wit
W:(Wl,...,Wk):

Wip .- Wgn

Ziejmé nezalezi na tom, jakou bazi podprostoru W zvolime, protoze mezi jed-
notlivymi bazemi existuji invertibilni transformace.

Montgomeryho blokova verze algoritmu pouziva misto vektoru w; podpro-
story W;, tim témér eliminuje problémy s podminkou 3.10, kterd odpovida
tomu, ze W, neni A-ortogondlni sdm k sobé. To je ekvivaletni tomu, ze W je
A-invertibilni. Necht podprostory W; splituji ndsledujici vlastnosti:

(i) W; je A-invertibilni,
(i) WIAW,; =0, i # J,
(i) AW ={Aw:weW}CW, kde W=3"""'W,.

Necht matice W; podobné jako v definici 3.9 reprezentuje bézi podprostoru
W;. Pak teSeni rovnice Ax = b nad Z,, kde A je symetrickd matice a b je
nenulovy vektor, dostaneme jako

m—1

x=Y W;(W/AW,)"'W/b.

5=0

Dukaz spravnosti feseni x je podobny jako u puvodniho Lanczosova algoritmu.
Nyni se zaméiime na generovani matic W;,7 = 0,...m — 1, aby platily

pfedchozi vlastnosti. Necht V| je libovolné zvolend n x d matice. Pivodni

Lanczosovy iterace nahradime takto

Ci+1,j = (WfAW])_1WfA(AWZS? + Vz);
Vi+1 = AWZS,‘ZF + Vz - Z;’:O WjCiJrl,j.

Algoritmus zastavime, kdyz V;‘FAVZ- =0,7=m. S; jsou d X d; matice, které
slouz{ k vybéru sloupct z V; tak, aby pro matici W; platilo, ze W! AW; je
invertibilni. Tedy podprostor W; je A-invertibilni. Pfitom chceme, aby d; < d
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bylo co nejvétsi (d; odpovida poctu zvolenych sloupcti). Matice S; mé v kazdém
sloupci ptresné jednu 1 a v fadcich maximalné jednu 1. Jak spravné volit matice
S; je mozné nalézt v [23].

Na volbu V;;; se muzeme divat nasledovné. Z V; vybirdme sloupce, které
nebyly vybrany do W;, a o kterych vime, Ze jsou A-ortogondlni ke vSem W,
J < 4. Volba C;y; ; zajisti, Ze budou A-ortogonalni i k W;. Pfitom V, dale
zajistuje, Zze hodnost matice V,,; nebude omezena hodnost{ AWiSiT, protoze
potom by mohla klesnou brzy k nule.

Nésledujici tvrzeni dokazuje, ze popsany postup vede k vytvoreni posloup-
nosti podprostoru, které spliuji podminky (i), (ii), (iii).

Véta 3.10. Necht matice Wy, j = 0,...m — 1 vznikly postupem popsanym
vyse. Pak odpovidajici podprostory W; spliuji podminky (i), (i), (iii). Navic
plat?

T . .
WiAV,; =0, 0<j<i<m. (3.11)

Diikaz. Nejprve dokazeme rovnici 3.11. Budeme postupovat indukei podle i.
Pro ¢ = 0 rovnice trividlné plati. Necht tedy plati pro i < m a necht 0 < j <
i + 1. Pak podle indukéniho pfedpokladu mame W] AV, = 0, 0 < j < i,
a protoze W,; = V.S, dostavame W;‘-FAWZ- = 0, déle ze symetrie A plyne
W!IAW, = 0. Prejdeme k i + 1, mdme

WIAV = W/AAWS] + V) = > WIAW,Cipyj =
k=0

= WIAAW;S] +V;) — W/ AW,C;;, ; = 0.

Druhé rovnost plyne z indukéniho predpokladu a posledni z definice C;yq ;.
Dostdvame WI'AW, = 0, i # j. Dale volba S; zajistila, Ze podprostory W;
jsou A-ortogonalni. Zbyva ukazat, ze AW C W. Uvazujme definici V,,; a
vynasobme ji zleva matici S;. Dostdavame

ViaS; = AW,SS;+V,;S;— ) W,;Ciy ;S =
=0

- AWZ -+ WZ - Z WjCiJrl,jSi.

j=0

Po dpravé mame

AW, = Vi8S, — W, + 23‘:0 W;Cit1Si = VinSi + W/,
V; = Vi — AW,ST + > i—o W;Cip1j = Vi — AW;ST + W7,
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kde W’ a W” jsou matice, jejichz sloupcové vektory lezi v W. Zacneme-li
od V,, = 0 C W (opét chapdno pres sloupcové vektory) dostaneme zpétnou
indukci, ze AW,; CWaV,CWpro0<i<m-—1. Tedy AW CW.

O

Vypocet matic V; je mozné zjednodusit do podoby

Vig1 =AW,;S] +V; = W,Cip1; — Wii1Ciyr o1 — WioCiyr oo,
Pokud zavedeme
W™ =S;(W/AW,)S] = S,(S/ V] AV,S,)S/,
pak muzeme vypocet V; jesté vice zjednodusit na

Vig= AVz'Sz‘SiT +VDipy + Vi Ei + Vi oF .
Kde

Dy, = I;—W™(VIA*V,S;ST + V[ AV)),
Ei1 = —W/™VIAV,S;ST,
Ein ~W" (L, — VAV, W),
(VI A’V S, ;S + VI AV, )S;ST.

Pro i < 0 volime Wi™ a V; jako 0 a S; = I;. Takova tprava vyrazi je pro
implementaci vyhodna, protoze matice V;, W, reprezentujeme jako vektory in-
tegeru délky n a matice S;, D;, E; a F; dokonce jen délky d. Veskeré vypocty
jsou proto velmi rychlé a pamétové naroky jsou malé. Dale je zfejmé, Ze misto
vektoru b muzeme uvazovat matici, jejiz sloupcové vektory predstavuji jednot-
livd zadéani, a tedy jednim béhem algoritmu najit vice reSeni pro ruzné pravé
strany.

Doposud jsme se zabyvali ptipadem, kdy b € (Z3)™ byl nenulovy vektor.
V éiselném situ ale potfebujeme vyftesit rovnici

Bx =0.

Piitom B € (Zjy)™*™ neni symetrickd matice, ny > n;. Abychom splnili
podminku algoritmu, ktery potiebuje symetrickou matici, pouzijeme misto B
matici A = BTB € (Z,)"*", n = ny (matici A explicitné nevyjadiujeme, nej-
prve nasobime s B a poté s BT). Ziejmé kazdé feseni Bx = 0 je i fesenim
Ax = 0, ale opacna implikace obecné neplati, proto musime z nalezenych
feSeni pro A vybrat jen ty, které tesi i Bx = 0. Postupujeme tedy nésledovné.
Nejprve nadhodné vygenerujeme matici Y € (Zy)"*?¢ a pomoci Lanczosova al-
goritmu budeme Tesit rovnici
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AX =AY

s neznamou X. Jak bylo feceno vyse, najednou pocitame vice feseni pro ruzné
pravé strany. I kdyz generujeme matici 'Y nahodné, musime se vyvarovat
pripadu, kdy néjaky sloupcovy vektor Y je A-ortogondlni sam k sobé, protoze
jinak muze algoritmus selhat (nalezne pouze trividlni feSeni). V algoritmu
volime Vi = AY a iterace kon¢ime, kdyz VL AV,, = 0. Resen{ dostaneme
jako

—_

m—1
X =) W;(W/AW,)"'"WTAY = ) " V,W/" VIV,
J
Pokud V,, = 0, pak

3

Il
o

Jj=0

AX-Y)=o0.

A tedy sloupové vektory X — Y jsou hledané reseni, které ale musime jesté
dale upravit, aby vyhovovaly i matici B. Ne vzdy nastane V,, = 0, ale opét
je mozné dokazat, ze plati predchozi vztah a navic i sloupcové vektory V,,
jsou fesenim Ax = 0. Dostdvame tedy pfiblizné 2d feseni (nékterd mohou
byt trividlni). Nyni z nich potfebujeme zkonstruovat Feseni rovnice s matici
B. Ze sloupcovych vektoru matic X — Y a V,, vytvorime matici Z. Pomoci
Gaussovy eliminacni metody nalezneme bazi nulového prostoru matice BZ, to
neni prilis naroéné, protoze tato matice ma rozméry pouze n; x 2d. Z téchto
bazovych vektoru sestavime matici U, velikost baze je maximélné 2d, tedy
matice U je opét mald (maximélné 2d x 2d). Mame

B(ZU) = (BZ)U = 0.

Tedy hledana teseni jsou linearné nezavislé sloupce z matice ZU, téch muze
byt az 2d (predpokldaddme-li ny > 2d + ny).

Lanczosuv algoritmus je pomérné rychly a nepfedstavuje problematickou
pamétovou narocnost. Z popisu ale nenf tiplné ziejmé, zda je mozné tento algo-
ritmus paralelizovat. Na rozdil od prosivaci faze, ktera je snadno paralelizova-
telnd (Castost a velikost prendsenych dat u vzajemné komunikace vypocetnich
uzll je zcela minimalni, prodlevy mohou byt az nékolika denni pii rekordnich
kolik navrhu, jak algoritmus nejvhodnéji paralelizovat. Nejnarocnéjsi cast al-
goritmu je ndsobeni s matici B (ostatni matice predstavuji pouze integerové
vektory). Pti paralelizaci se tedy matice B vhodné rozdéli na vétsi pocet ¢dsti,
se kterymi se pracuje samostatné a vysledky se poté preposilaji fidicimu pro-
gramu. Protoze je potieba tyto data posilat velmi rychle, aby nedochézelo
ke zdzovani vypoctu, pouzivaji se viceprocesorové pocitace, pripadné pocitace
propojené ve velmi vykonné siti (prodlevy musi byt minimalni). Jak spravné

vvvvvv
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ze matice B ma specialni vlastnosti, kdy se stiidaji fadky s vétsim vyskytem
jednicek (to odpovidd zacdtkum faktorizac¢nich bézi, kde jsou malé prvky,
a kvadratickym charaktertim) s velmi fidkymi fadky (prostiedky a konce fak-
toriza¢nich bézi). Dobra strategie rozdélovani matice B musi s timto pocitat.
Nekolik pristupu lze nalézt v [11] a [27]. Dosahované zrychleni je piiblizné 50
% za kazdy dalsi procesor ale s klesajici efektivnosti.

3.6 Odmocninova faze

7 linearni faze algoritmu jsme ziskali nékolik feseni rovnice Bx = 0. Kazdé
feSeni urcuje mnoziny indexu M tak, ze

k1
[ (e + 000z = [[P.
j=1

JEM

ko
[ (e +b2)zw.] = J]QF".
JEM 7j=1

I kdyz jsme existenci odmocniny zajistili pomoci kvadratickych charakteru,
obecné neplati, ze by odmocnina z vyrazu [ [,y (a; +bj0;) € Z[Y;] také lezela
v Z[9;]. Ale pokud vyraz vyndsobime (f/(1;))?, pak jiz do Z[Y;] patii podle
véty 2.26. Oznacme g; = f/(m), spravné tedy méame vztah

g5 o1 ((F1(00))° 1T (a5 +090)) = gf a((f5(92))* ] ] (a5 + b;92)) mod N.

jeEM jeEM

Pomoci nékterého z algoritmu, které pozdéji popiseme, uréime odmocninu

o = \/<f;wi>>2 TT (s + b2,

JEM

Dostavame

(fa(m))*e1(a]) = (fi(m))*¢2(a3) mod N,
tedy

(fé(m)%(al))Q = (f{(m)%(%))? mod N.

Necht x = fi(m)p1(a1) a y = fi(m)pz(az). Pak s pravdépodobnosti 1/2 je
ged(N, x — y) netrividlni faktor N. Pokud nalezneme pouze trividlni faktor,
vyzkousime dalsi TeSeni. Pii pocitani s volnymi relacemi nedochazi k zadné
upravé, protoze je uvazujeme jako specidlni piipad, kdy b, = 0 a a; = p.

76



Pouziti nemonickych polynomu jiz ale vyzaduje nékolik zmén, které popiseme
podrobnéji u jednotlivych metod.

Nalezeni odmocniny vyrazu (f{(1;))* [1,e(a; + bj9:) bylo hlavni prekdz-
kou (spolu se zajisténim jeji existence), ktera bréanila v prechodu od specidlniho
tvaru ¢isla NV k obecnému. Az vyuziti kvadratickych charakteru a vymysleni
alespon jedné relativné rychlé metody k nalezeni odmocniny obrovského ¢isla
v Z[9;], které je ndsobkem mnoha mensich, umoznilo vznik obecného ¢iselného
sita. Do té doby se jako teoretickd moznost uvazovalo roznasobeni a pouziti kla-
sického vypoctu odmocniny, ale ndro¢nost vypoctu byla srovnatelna s prosivaci
fazi. Prvni dspésnou metodou je Newtonova iteraéni metoda [3]. Tato metoda
neni zcela vhodnd, protoze stale musime pracovat s ptilis velkymi ¢isly. Vy-
lepseni Newtonovy metody pochédzi od Jean-Marca Couveignese [6], ale tato
varianta pozaduje, aby stupen odpovidajictho minimalniho polynomu byl lichy.
Jiny pristup zvolil Peter Montgomery, ktery vyuziva skutecnosti, ze zname fak-
torizaci jednotlivych idedlu, k postupné redukei velikosti vyrazu a naslednému
pouziti klasickych metod vypoctu odmocniny v Z[J;]. Vsechny tyto metody
popiseme, ale nejprve pripomenme nejjednodussi pripad, ktery zadnou z téchto
metod nepotiebuje. Pokud jeden z polynomu (i = 2) je prvniho stupné, ziejmeé
neopustime obor celych ¢isel a rozklad, ktery ziskavame je klasicky prvociselny
rozklad v Z. Mame tedy

Ha]+bm Hq%,

jeM
kde m je spoletny kofen polynomu f; a ¢; jsou prvocisla. Tedy podle vyse
uvedeného dostavame

ko

Nyni se jiz muzeme zamérit na algorltmy pocitajici odmocninu v Z[9;]. V po-
pisu nebudeme pouzivat index i pro rozliSeni ¢iselnych téles a souvisejicich
objektu.

3.6.1 Newtonova iteraéni metoda

Tato metoda je zalozena na teorii okolo Newtonovych iteraci. K popisu algo-
ritmu potiebujeme nasledujici lemma.

Lemma 3.11. Necht R je komutativni okruh a necht aci =1 mod J, kde J
je idedl v R, a, ¢y € R. Ddle necht 2 je invertibilni v R. Definujme ¢; € R,
0 < i <k, ndsledovne

(3 — ac? i
Civ1 = w mod J* .

Pak plati ac; =1 mod J2.
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Diikaz. Budeme postupovat indukei. Pro ¢ = 0 lemma ziejmé plati. Necht tedy
lemma plati pro j < 4. Dokdzeme platnost pro ¢ + 1. Nasledujici kongruence
pocitame modulo (J2)% = J*"

1 1
l1—ac,, = 1(4 —a(2¢;1)%) = 1(4 —a(ci(3 —ach))?) =
1 1
= _Z(GBC? — 6a’c! + 9ac — 4) = —Z(ac? —4)(a’*c} — 2act + 1)
1 i
= —Z(ac? —4)(ac? —1)>*=0 mod J* o

posledni kongruence plyne z indukéniho predpokladu.
O

Necht f(z) = E?:o c;z je minimaln{ polynom prvku ¥ nad Z ne nutné mo-
nicky. Zvolme prvocislo p, pro které je f mod p ireducibilni v Z,[z]. Existence
a nalezeni takového to prvocisla je nejslabsim ¢lankem algoritmu (i nasledu-
jicich), protoze obecné nemusi existovat a ani neumime vhodné odhadnout
slozitost hledani. Ale v praxi se ukazuje, ze lze snadno tyto prvocisla nalézt
(pouzivé se prosté zkouseni od nejmensiho uvazovaného prvocisla). Podobné
jako v casti 2.3 muzeme ukazat, ze

Z[9]/pL[Y) = Zyz]/ fZy[z].

Opét budeme znaéit ~ prvky modulo odpovidajici éislo. Protoze f je ireduci-
bilni, je Z,[z]/ fZ,[z] téleso, které obsahuje p? prvki (polynomy v Z,[z] stupné
mensiho nez d). Dale 7 ireducibility f plyne, ze f'(9) ¢ pZ[J], protoze jinak by
f a f' byly soudélné. I pro prvky a;+vb; dostavame, ze nelezi v pZ[J], protoze a
a b jsou nesoudélnd. Celkové tedy mame, ze v = (f'(9)) [ 1,y (a; +0;9) nelead
v pZ[¥] a muzeme soucin vyjadrit jako nenulovy polynom stupné mensiho nez
d nad Z, (vyuzivame izomorfismu, podobné muzeme vyraz chépat jako prvek
z Z[9)/pZ]I]). Vse jiz pocitdme modulo p, proto rozndsobeni neni néroc¢né.
Vime, ze «y je druhou mocninou néjakého éisla «, které lezi v Z[J] (toho jsme
dos4hli prendsobenim f’(19))?). Tedy musi existovat & € Z[J] tak, ze

&8 =1 mod pZ[Y).

Existence plyne z toho, Ze v i 1 jsou kvadratickd rezidua, tedy i v~! musi
byt kvadratické reziduum. & nalezneme pomoci upraveného Tonelli-Shanksova
algoritmu ([5] algoritmus 1.5.1), pfitom je jednozna¢né az na znaménko. Ziejmeé
a =& mod pZ[Y]. Dale plati i nasledujici izomorfismy

Z[9)/p”" 2] = T o (2] [, e ],

kde k > 0. Nyni muzeme pouzit lemma 3.11 a postupné uptesiovat hleda-
nou odmocninu a. V k-tém kroku dostaneme &, kde a = &, ' mod kaZ[ﬁ‘].
Veskeré vypocty provadime s polynomy podle uvedenych izomorfismu, pritom
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volime koeficienty tak, aby byly v absolutni hodnoté mensi nez (ka - 1)/2.
Iterace zastavime ve chvili, kdy pro néjaké k£ > 0 bude ka dostatecné velké
(v nejhorsim piipadé dvakrat tak velké jako maximélni odhadovand velikost
koeficientu u «, tento odhad uvedeme pozdéji). Mame

a = +v&, mod kaZ[ﬁ].

A « jiz musi byt pifmo rovno . Necht polynom g € Z[x] odpovida prvku
7€k Pak jednoduse dostdvame ¢(a) = g(m) mod N.

Lze dokézat ([6]), ze pro maximalni velikosti koeficientu polynomu g(x),
ktery odpovida «, plati, ze jsou mensi nez

3 _ 1]
2| fI* ull 1) =
kde || f|| = Z?:o ¢ a u spliuje u > a;, u > b; pro vSechna j € M.

Newtonova metoda neni pfili§ vhodnd, protoze v poslednich iteracich se
jiz pocitd s obrovskymi cisly a vypocet zac¢ind byt velmi naro¢ny. Nasledujici
metoda se snazi tento problém obejit za cenu ztraty univerzalnosti.

3.6.2 Couveignesova metoda

Pti pohledu na Newtonovu itera¢ni metodu nés jisté napadd, jestli by nebylo
mozné poéitat modulo vice prvocisel a poté pouzitim Cinské véty o zbytku
ziskat a. To ale neni zcela jednoduché, protoze musime vybrat spravné odmoc-
niny (zfejmé vzdy dostaneme dvé lisici se znaménkem), aby nedoslo ke kon-
fliktu znamek. K urceni spravné odmocniny pouzijeme normu, to ale samo
o sobé nestaci, protoze norma z —u € Z[)] muze byt stejnd jako z . Vime, ze
N(—1) = (=1)%, pokud tedy je d liché, mizeme od sebe jednotlivé odmocniny
odligit. Tedy Couveignesuv algoritmus muzeme pouzit pouze v piipadé, kdy
polynom f je lichého stupné. Protoze budeme pracovat s normami a budeme
vyuzivat prvoidedlové rozklady, musime pracovat ve spravném oboru. Pro za-
hrnuti pfipadu, kdy by byl polynom f nemonicky, opét zavedeme oznaceni
se strizkami. Nasledujici vztahy uvedeme obecné, tedy i pro ¢y = 1. Polozme

3= (') [ (can; + b;0).
JEM
Zbavujeme se inverze ¢isla ¢g. Protoze f'(@) = f'(¥)c% 2, dostdvame vztah
v = ‘y\c?M‘*z(d*Q), kde « je definovéna stejné jako v Newtonové metodé. Opét
pouzivame f'(J) k zajisténi ndlezeni odmocniny do Z[¢]. Po zbytek vypoctu
—|M|+2(d-2) . (i , y (.

budeme c, ignorovat, vratime se k nému az v zavéru. Tedy po-
dobné jako vyse jsme zajistili, aby 7 byl kvadrat a jeho odmocnina @ lezela
v Z[Y]. Z prosivaci faze zndme rozklady F'(a,—b) na prvocisla (piipadné je
dopocitame). Tedy mame
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k
11 Fla;,—b;) = [
=1

jeM
A protoze N(cqa; + bﬁ) = ' F(a, —b), dostdvdme pro normu @ vztah

N(@) = =N @)e "M [ oy (3.12)

i=1
Pro dalsi vypocet misto +N (f’(i?)) bereme jeho absolutn{ hodnotu. Necht tedy
B je maximalni odhad pro velikost koeficientu polynomu g(x) odpovidajicimu

¢islu @. Nagim cilem je vypocitat g(cgm) mod N (cgm je kotenem f). Nej-

prve nalezneme nékolik prvocisel ¢y, . . ., q;, kazdé musi spliiovat podminky pro
Newtonovu metodu, a k nim exponenty ey, ..., ¢ tak, aby
Z:qfel -...-qfel > B.

Piitom chceme, aby z; = ¢ ~ N. Polozme Z; = Z/z;. Protoze nepotiebuje-
me znat piimo & ale jen p(a) = g(cgm) mod N, vyuzijeme jesté nésledujici
dvé lemmata.

Lemma 3.12. Necht Z, Z; a z; € 7 jsou definovdna jako viyse a necht pro
a; € Z plati a;Z; =1 mod z;, 1 <i <. Pak prou € Z, |u| < Z/2, plati

k
U= ZaiuiZi —rZ mod N,

i=1
kde u; = uw mod z; a r € Z spliuje |(Ei:1 auiz; ) — 1) < 1/2.

Diikaz. Necht v = Zlizl a;u;Z; (tedy v = v mod Z podle Lagrangeova al-
goritmu). Pak zfejmé v = v — rZ mod Z. A z podminky pro r dostdvame

v —rZ| < Z/2, protoze 22:1 a;iu;iz; ' = v/Z. Pak ovéem u = v — rZ a tento
vztah tedy plati i modulo N. O

Cislo r dostaneme pouzitim druhého lemma.

Lemma 3.13. P7i nezménéném oznaceni. Necht 0 < ¢ < ﬁ, kde Z je liché,

a necht p € R spliuje |(Zi:1 auiz; ') — p| < e. Pak r z predchoziho lemma je
nejblizsim celym cislem k p.

Diikaz. Podle predpokladu je |u| < Z/2, ale protoze Z je liché, mame navic
lu| < (Z —1)/2. Tedy
1
Z | == .
()
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Z predchoziho lemma vime, ze u = v — rZ, proto [v/Z —r| = |u|/Z < L —e.
Déle z vlastnosti p mame |v/Z — p| < e. Dame obé dvé nerovnosti dohromady
a dostavame

1 1
|p—'r\=\p—v/Z+v/Z—r|§|v/Z—p|+|v/Z—r|<g+§—g:§.

O

Postupujeme tedy ndsledovné. Pro kazdé prvocislo ¢; pustime Newtonuv
iteracni algorimus, ktery zastavime po e; krocich (pocitdme v Z[] s piislus-

nym polynomem f) Z Newtonova algoritmu dostaneme &; ., € Z[9], 1 < i <1
tak, ze

& = 476 ., mod ¢*"Z[V).

Dale vypocitame normu @ podle 3.12 modulo ¢;. Protoze polynom f je mo-
dulo g; ireducibilni, nemuze byt tato norma délitelnd g;. Vypocitame i normu
ziskaného ¢, .., chdpanou v konetném télese s ¢¢ prvky, podle vzorce

qfl—l

N(¢) = (%" mod g;.

Pokud se normy lisi zvolime —7¢; ... Necht g;(z) € Z[z] je odpovidajici po-
lynomidlni reprezentace. Pak g(cym) = gi(cqm) mod z; = ¢*). Klademe-li
u = g(cgm) a u; = gi(cqm), pak spliujeme podminky uvedenych lemmat
a tedy pomoci nich vypocitdme hledané g(cgm) mod N.

Nyni se jiz muzeme vratit k vedoucimu koeficientu polynomu f. Vime, ze
o= EJZCQIM‘ 272 Yde ey € Z, a podle predpokladu je |M| sudé. Tedy pokud
rozsitime homomorfismus ¢ dostaneme

p(a) = @(a)w(cd)*'M‘/H“ mod N.

Mame (cq) = cq a inverzi jiz poc¢itame modulo N. Pokud nelze najit, muzeme
ziskat netrividlntho délitele N z ged(N,cg). Pro implementaci je vhodnéjsi
¢islem c‘dMl/ Hhd=2 vynasobit druhou odmocninu v koneéné kongruenci.

V préci [2] muzeme nalézt chytry zpusob, jak se zcela vyhnout Newtonovu
iteracnimu algoritmu. Definujme
~ Azl 42872) 2
O, =7z, i /N., mod z;,

2

proi=1,...1. Kde 7,, =7 mod z;, = ¢/" a N,, = N(a@) mod z;. Tyto vypocty
nejsou prilis narocné. Z rovnosti vypocitanych norem modulo z; dostavame

d

~ PO SC d—2 etz (1442822
aN,, = aau-1 = a2 2 gl ¢ =3, N, mod z.

Tedy protoze vime, ze N,, neni délitelné z;, mame @ = a,, mod z;.
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3.6.3 Montgomeryho metoda

Posledni metoda vychézi z ndvrhu Peter L. Montgomeryho [24]. Jeji prvni
implementace je uvedena v [9]. My se zaméfime na upravenou verzi pochazejici
od Phonga Nguyena [26]. Tato metoda vyuziva mozné rozsifeni homomorfismu
@ : Z[Y] — Zy na Q[V] (toto rozsifeni jsme vyuzili i u Couveignesovy metody),
tedy

a

¢ : QW] — Zy, ¢(¥) = m mod N, @(b

)=ab ! mod N, % € Q.
¢ je spravné definované jen pokud ged(b, N) = 1, ale v opa¢ném pripadé
nalezneme netrividlniho délitele N. Definujme nékolik potfebnych pojmu.

Definice 3.14. Necht 7 je grupa lomenych idealt ¢iselného télesa K a necht

I = H Pei H Qz—fz
=0

=0
je prvoidealovy rozklad lomeného idedlu I € 7, kde e; > 0, f; > 0. Pak
definujme

num(/) = H P a den(]) = H Ql.
i=0

1=0

Oznacujeme jako numendtor a denomindtor I. Déle definujme sloZitost I

C(I) = N(num(I))N (den([)).

Méjme dédnu mnozinu exponentu S = {s;; s; € {—1,1}, j € M} (jak ji
volit popiseme pozdéji). Pak dostavame

‘P(H (CL]' + bﬂ91)sj) = @(H (aj + bjﬂg)sj) mod N.

jEM jEM

Polozme

Y= H (aj + bjﬁ)sj.
jeM
Ziejmé takto zvolené v je opét kvadrat, navic zname prvoidedlovy rozklad
lomeného idealu (y) v Ok (tento rozklad ziskame z faktorizace F'(a;, —b;),
pfitom musime zapoéitat i moznou nemoni¢nost polynomu f), kazdy prvo-
idedl v tomto piipadé potiebujeme reprezentovat i celo¢iselnou bazi (prvky
béze vyjadiujeme pomoci pevné zvolené celistvé baze Ok). Vhodnou volbou
mnoziny S muzeme dosdhnout vykraceni nékterych prvoidedld, tim zmensit
slozitost idedlu () a udélat ho jednodussi pro dalsi vypoéty. Nasim cilem bude
najit odmocninu 7. Protoze zndme rozklad lomeného ideélu (), muzeme z néj
ziskat prvoidedlovy rozklad lomeného idedlu (o) = /(7). Pofad ale plati, ze
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roznasobeni by bylo pfili§ naroéné, proto pouzijeme iteraéni postup. V kazdém
kroku vybereme jesté dostatecné maly idedl [;, stfidavé z numerdtoru a de-
nominatoru, a nalezneme v ném malé celé algebraické ¢islo §;. Pomoci nich
dostaneme odmocninu z ~y. Polozme tedy

m o= ’V:H(aj‘i‘bj"l?)sj,

jeM
vy = 1 pokud N(y) > 1, jinak —1,
Gl = (7)7

H = (1)

v, muzeme povazovat za chybu aproximace a v [-tém kroku. v; urcuje zda
vybirame z numeratoru, nebo z denominétoru. (G; je lomeny idedl, ktery apro-
ximuje /() a H; je idedl, ktery odpovida chybé této aproximace. Pro (I41)-ni
krok tedy volme

—2v
Yier = w0

Vi1 = —yp,
L\
e
Gl+1 l<Hl) )
(d1)
H =
+1 [l

Diive nez popiSeme, jak ziskat ideal I; a ¢islo ;, uvedeme vztahy, které indukci
plynou z definice [-tého kroku

-1 2
v =" (H 5}”’) , (3.13)
j=1

Gy = H'/ (). (3.14)

Tedy H;;ll 5;-” je aproximace a v [-tém kroku s chybou ~; (v je ziejmé také
¢tverec). Postupnym iterovanim budeme chtit dosdhnout velmi malého -,
abychom mohli pfimo vypocitat jeho odmocninu.

Ideal I; vytvoiime tak, ze ideal H; postupné nasobime nejvétsim moznym
prvoidedlem, véetné odpovidajici mocniny, z num(G,;), nebo den(G;) (zavist
na znaménku v;). Pfitom chceme, aby norma I; nebyla vétsi nez predem zvo-
lend konstanta L,,,.. Protoze prvoidealy nejsou prtilis velké, tento postup fun-
guje dobfte. Zaroven muzeme rovnou upravovat prvoidedlovou faktorizaci Gy 1.
V kazdé iteraci tedy snizujeme C(G)), a proto nakonec norma idedlu [; bude
mnohem mensi nez L,,,.. Dale chceme najit ve vytvoreném idealu I; alge-
braické ¢islo §; tak, aby norma N ((d;)/1;) byla co nejmensi, k tomu pouzijeme
znamy LLL-algoritmus [20] (problém odpovidd nalezeni minimalniho vektoru).
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Na ideal I; se muzeme divat i jako na mtizku nad Z, proto muzeme vypocitat
jeho LLL-redukovanou béazi (vzhledem k eukleidovské normé). V implemen-
tacich reprezentujeme idedly jejich HNF matici (Hermitovskd normélni forma,
[5]), kde jednotlivé sloupce predstavuji prvky béze a matice je trojihelnikova.
To je velmi vyhodné pro pocitani, ale takova to baze je Spatné vyvazena
a nékteré prvky mohou byt piilis velké. Proto musime nejprve pouzit LLL
k jeji redukei (konstanta L,,,, omezujici normu ideélu [ je volena tak, aby byla
co nejvetsi, ale pritom aby algoritmus LLL jesté stdle velmi rychle vypocital
redukovanou bazi). Necht tedy {1, ..., uq} je redukovand béze I;. Polozme

¢ Linaz [ IN(7)]*
i = ———— ,kde ¢! = ,
S loi ()]51/2 N(I) | disc(K)
proi=1,...,d (o; jsou ruzné vnoreni K do C). Nyni zavedeme homomorfis-

mus €2, ktery nam umozni najit ¢islo ¢;.

Q: 0k = R¥, Qu) = (v1,..., 04, &101(p); - - -, Eava(pr)),

pro p = Zle vy, kde {0,...,94} je pevné zvolend celistva baze Ok. Po-
kud by polynom f mél i komplexni kofeny, pak nahradime konjugované pary
oi, 6 za V2 - R(0y), V2 - (o) v definici Q. Pomoci homomorfismu Q vy-
tvofime redlnou matici 2d x d se sloupcovymi vektory Q(u;). O této matici
neni tézké dokazat, ze horni ¢tvercovd matice ma absolutni hodnotu deter-
minantu rovonu N (I;) a dolni rovnu Li,q,. Opét pouzijeme algoritmus LLL
a tuto matici, kterou nejprve zaokrouhlime na cela ¢isla, zredukujeme. Jako
0; volime algebraické cislo, jehoz koeficienty v celistvé bazi {d;,...,94} od-
povidajici prvnim d prvkim v prvnim sloupci vysledné redukované matice.
Pomoci nésledujiciho tvrzeni dokazeme, Ze se proces nakonec zastavi (dukaz
tvrzeni lze nalézt v dodatku [26]).

Veéta 3.15. Ezxistuje konstanta C' zavisld pouze na ciselném télese K takovd,
Ze pro algebraické cislo o; vypocitané vyse uvedenym zpusobem plati

IN(@)| < C-N(L).
Tedy N (H;) < C.
Itera¢ni proces zastavime ve chvili, kdy C(G;) = 1. Prosli jsme v8echny prvo-
idedly z rozkladu lomeného idedlu (v) a muzeme ukézat, ze algebraické ¢islo
v, je jiz dostatecné malé. Tato situace musi nastat, pokud L,,., > C. Protoze
na zacatku pozadujeme, aby num(4/(7)) a den(y/(7y)) méli ptiblizné stejné

velké normy, plat{ v kazdém kroku podle predchoziho tvrzeni, ze N (I;/H;) ~
Lmaz/C. Pak ale ze vztahu

C(Gra) = (N(L/Hy)~C(Gy)

dostavame C(G}) ~ (C/ Lyae)'"1C(G1). Tedy pokud Li,q./C je vétst nez prvo-
¢isla délici C(G1) = C(+/ (7)), je mozné ukézat, ze po maximalné 2[log,(C(G1))]
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iteracich dostaneme C(G;) = 1. Pokud by v posledni iteraci bylo v; = 1, pak
provedeme jesté jeden krok, ve kterém klademe I, ; = H;.

Po ukonceni iteraci tedy mame C(GL) = 1 a vy, = —1. Podle vztahu
3.13 ndm k nalezeni o staci vypocitat odmocninu z 7. Z 3.14 dostavame
Hy = +/(71) a tedy podle pfedchoziho tvrzeni je C? horni odhad pro normu
algebraického cisla 7. Z tohoto odhadu normy ale neplyne, ze by celociselné
koeficienty v, musely byt také malé, avsak v praxi jsou. Proto muzeme od-
mocninu z 7, vypodcitat klasickym zpusobem ([5] algoritmus 3.6.4). Na zdveér
zndme jak 0;, 1 < j < L —1, tak i /77 a hledanou odmocninu o dostavame
jako

L-1
a =/ H 5;.”.
j=1

Pfitom rovnou muzeme vyuzit homomorfismus ¢ a nékteré vypocty presunout
do ZN-

Nyni kdyz jiz vime, jaké pozadavky ma spliiovat mnozina exponenti S
(vykrdceni maximdalniho poctu prvoideédlu, N (den((7))) =~ N (num((7)))) uve-
deme mozné postupy jak ji ziskat. Ziejmé jedna z moznosti je mnozinu S
vybrat ndhodné. Dalsi zpusob je podobny tomu, jak jsme volili ideél I; (gre-
edy strategy). Nejprve zvolime S ndhodné a uréime normu denomindtoru a nu-
meratoru. Poté postupné prochézime jednotlivé idedly (a;+0b;1) a rozhodujeme
se, jestli by nebylo vhodnéjsi idedl pfesunout (porovnavame zménu norem de-
nominatoru a numeratoru po prehozeni). Jako nejlepsi zpusob volby mnoziny
S se ukazuje metoda zalozena na algoritmu simulated annealing, podrobnosti
lze nalézt v [26].

Slozitost Montgomeryho algoritmu je podobné jako vSech predchozich velmi
Spatné teoreticky spocitatelnd, ale odhaduje se a v praxi potvrzuje, ze tento
algoritmus ma linedrni slozitost v |M].
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Kapitola 4
Meéreni

Cilem méfreni je porovnat efektivnost uvedenych prosivacich metod (¢ést 3.3).
Budeme se snazit odhalit kolik dobrych relaci existuje, kolik se jich skutecné
podaii nalézt, piripadné kolik je jich Spatné oznaceno jako dobré. Kromé typu
prosivani mé na uspésnost velky vliv i volba prosivaci meze. Podrobnéji roze-
bereme zpusoby jejiho urceni. Z méteni také vyplyne, ze je vhodné pouzivat
u klasického prosivani vice mezi pro jeden radek a jak tyto meze nejlépe volit,
abychom dosahli lepsich vysledki nez pti pouziti jedné hodnoty.

4.1 Postup méreni

K meéfteni efektivnosti miizového a klasického fadkového prosivani byla pouzita
implementace ¢iselného sita naprogramovéana na katedre algebry. Zvoleno bylo
100 ciferné ¢islo

N = 2989046567036978550147742423005694006167832315396 \
893622924826984640414223954632312857062757719936727.

Vybeér fadu byl volen s predpokladem, Ze se jiz projevi rozdily mezi prosivacimi
metodami. Pomoci prvni faze algoritmu byl vybran polynom

flz) = 168870730448535948z" — 1500624624443095722
—55301260811824490772% — 248446423232885294
+1474907726044864575

s kofenem m = 364749390441717315494. Pouzita byla m-base metoda. Ve-
likosti faktorizacnich bazi byly voleny pro obé prosivaci metody stejné a to
By = 1000000 pro linearni polynom (dale integralni ¢ast /béaze) a B4 = 5000000
pro polynom f(x) (déle algebraické ¢ast/baze). Tyto hodnoty se ukézaly byt
dostatecné. Pti pouziti mensich velikosti by bylo potieba vice méteni k nale-
zeni relevantniho poétu dobrych relaci. Prosivaci interval pro klasické prosivani
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byl [—1I,1I], kde I = 5000000. Volba byla provedena s ohledem na miizové
prosivani, kde prosivaci oblast byla S = [—2'3, 23] x [1,2'3].

Pomoci obou metod jsem kompletné prosel a faktorizoval urcitou cast
uvazované prosivaci oblasti. U klasického prosivani jsem zvolil nékolik repre-
zentativnich hodnot b € [1,50000000] (viz tabulka 4.1). Pouzita implementace
zohlediiuje pfi prosivani velikost cache. Velikost najednou prosivaného bloku
je 65536. Tedy jeden tadek u klasického prosivani se rozdéli na 154 bloku.
Proto jsem u mftizového prosivani pro zvolena specidlni prvocisla @y provedl
zminéné prosivani pouze pro bloky ve zvoleném rozmezi 1-154 a 1001-1154
(z celkového poctu 2048). Domnivam se, ze uvedené restrikce nemaji zdsadni
vliv na presnost méfeni, kromé v dalsi ¢dsti uvedenych a ocekdvanych pripadu.

‘ Metoda prosivani ‘ Oznaceni ‘ Hodnoty ‘

klasicka B1 b=1,2

klasicka B50 b = 50000, 50001
klasicka B100 | b = 100000, 100001
klasicka B250 | b = 250000, 250001
klasicka B500 | b = 500000, 500001
klasicka B1000 | b= 1000000, 1000001
miizova Q1 ()1 = 5000011
miizova Q2 @2 = 5001071
miizova Q3 ()3 = 5154823

Tabulka 4.1: Pouzité hodnoty pro prosivani

4.2 Vysledky méreni

V prvnim ptipadé se zamérime na celkové pocty existujicich dobrych relaci.
Jako dobrou relaci uvazujeme az 2,2-castecné hladkou relaci. Tedy zapoci-
tavame relace, pro které zbytek integralni a algebraické normy po vydéleni
vSemi prvocisly z dané faktoriza¢ni baze je mensi nez odpovidajici mez. Tyto
meze jsou By = (128 - Br)? a Bya = (128 - Ba)?. Z ¢asovych duvodi ne-
provadime kompletni faktorizaci zbytki norem. Tady se dopoustime mozné
chyby v urceni dobré relace, protoze muze nastat piipad, kdy zbytek normy
je prvocislo, nebo jeden z délitelu je ptilis velky (potom se nejednd o dobrou
relaci). Protoze toto nastava pro oba pripady se stejnou pravdépodobnosti,
muzeme to zanedbat. Dale uvazujeme pouze dvojice (a,b), kde ged(a,b) = 1.
To je duvod, proc u klasického prosivani pouzivame dva radky. Pro sudé radky
je az 60 % dvojic soudélnych. V tabulce 4.2 vidime, ze miizkové prosivani po-
skytuje ptiblizné dvakrat vice dobrych relaci nez klasické prosivani. To vyplyva
z toho, ze i kdyz jsou prumérné hodnoty F'(a, b) u mfizového prosivani vétsi nez
prumérné hodnoty u klasického prosivani, po vydéleni specidlnim prvocislem
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Q. jsou jiz daleko mensi. Na tento rozdil ma vliv velikost intervalu u klasického
prosivani, pokud by byl mnohem mensi, pak by i prumérné hodnoty byly mensi.
Ale pokud pouzijeme prilis maly interval, pak hrozi, ze vycerpame vsechny
moznosti dfive nez nalezneme dostatek relaci. Jak bude patrné nize, efektiv-
nost klasického prosivani se snizuje s rostoucim b. Pii vyzkousSeni mensiho
intervalu I = 1000000 bylo patrné zlepseni efektivnosti ale i jeji nasledny pro-
pad. Celkové se ale mensi interval neukézal jako vyhodnéjsi. Vyraznou vyjimku
predstavuje piipad B1, presnéji kdyz b = 1. V této situaci jsou vsechny dvo-
jice (a, b) nesoudélné a to spolu s malou hodnotou b prispiva k tak vyraznému
rozdilu. Lze ocekavat, ze nékolik prvnich fadku bude mit velmi dobré vlast-
nosti.

| Piipad | Pocet dobrych relaci | Vyskyt dobrych relaci 10~ |

Bl 47317 23,44
B50 10443 5,17
B100 10265 5,00
B250 9667 4,79
B500 7070 3.50
B1000 5788 2.87
Ql 20050 9,93
Q2 27047 13,40
Q3 25794 12,78

Tabulka 4.2: Celkové pocet dobrych relaci

Vice existujich dobrych relaci u mfizového prosivani je jisté velmi dobra
zprava, ale dokazeme je efektivné identifikovat? Porovndame tedy efektivnost
klasického a miizového prosivani, pritom se zaméiime na nékolik véci:

(i) Kolik dobrych relaci identifikujeme?
(ii) Kolik procent z dobrych relaci neodhalime (Nenalezeno)?

(iii) Kolik procent z kandidatu neni dobrou relaci (Omyl)?

Jak jsme tekli v ¢asti 3.3, ke spravnému identifikovani kandidatia potiebujeme
vhodné zvolit prosivaci mez. Za¢neme tedy s odhadem prumérnych funkcénich
hodnot nad prosivacimi oblastmi. Nejprve ale zavedeme nékolik oznaceni pro
zjednoduseni zapisu. Pro zbytek kapitoly budeme uvazovat pouze logaritmus
o zdkladu 4. Necht

Hi(i,5) = F(iol? + jol? —iw® — juwl),

kde {(v%k),wgk)), (vék), wék))} je redukovand baze miizky odpovidajici specidl-

nimu prvocislu Q. Necht I, = [-23/Qk, 23/Qx] x [1, 23/ Q4]
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Prvni moznosti jak spocitat prumérnou hodnotu F'(a,b) nad prosivacimi
oblastmi je pouzit integrél. Protoze funkce F'(x,y) muze nabyvat i zdpornych
hodnot, vypocitame radéji

\/ | F—vyaeen
\/ J[ tayzaiaisy

pro miizové prosivani. Jak se ukazalo, tyto odhady nejsou zcela presné, pokud
jako nejlepsi variantu povazujeme prumérnou hodnotu (modus se ukazal jako
méné vyhodny). Pro klasické prosivani jsou vysledné logaritmy pro uvazované
hodnoty b témér stejné, ale az pro b = 1000000 odpovida logaritmus namé-
fenym hodnotdm. U mftizkového prosivani by bylo ¢asové nevyhodné vyjadrit
funkei H (i, j) a vypocitat uvedeny integral pti kazdé zméné specidlniho prvocis-
la. Podobné nevyhodné by bylo pocitat tento integral s funkei F'(x, ) na oblasti
I, (hodnoty se moc nelisi). Protoze ruzna prvocisla () maji minimdln{ vliv
na vysledny integral je lepsi pouzit jen jedno. Tedy opét by stacilo pouze
jednou vypocitat vhodny integral. V tomto ptipadé je jiz vyslednd hodnota
lepsi (alespon v mnou uvazovanych piipadech) a odchylka je minimdlni.

Dalsi moznosti je zkusmo vybrat nékolik paru (a,b) a vypocitat prumeér
jejich norem. Tento pTistup je v tomto ptipadé zcela presny jak dokazuje ta-
bulka 4.3. A da se predpokladat, ze pro velkd faktorizovana ¢isla NV bude také
uspésny. U miizového prosivani se pocitd s polynomy Hy(i,7) a vypocet se
tedy musi provést pii kazdé zméné specialniho prvocisla, to ale neni nérocné
(k uvedenym vypoctum stacilo pouzit 128 paru).

pro klasické prosivani a

‘ Pripad ‘ Nameétené hodnoty ‘ Naméteny rozptyl ‘ Integral ‘ Zkusmé vypocty ‘

Bl 70 3,00 72 70
B50 70 2,85 72 70
B100 70 2,70 72 70
B250 70 2,27 72 70
B500 71 1,45 72 71
B1000 72 1,13 72 72
Q1 78 2,25 78 78
Q2 76 1,85 78 76
Q3 7 1,78 78 77

Tabulka 4.3: Odhady funkénich hodnot - v logaritmech

Pro integralni ¢éast je situace v obou pripadech mnohem jednodussi a lze
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velmi snadno najit dobry odhad funkénich hodnot, navic velikost integralni
faktorizacni baze byva velmi casto nadhodnocena.
Pti hodnoceni efektivnosti prosivani se zamétime na nékolik moznosti.

a) Zname prumérnou hodnotu logaritmu funkénich hodnot nad prosivacim
intervalem.

b) Déle zndme i o¢ekdvanou chybu pii prosivani.

¢) Pro kazdy blok zndme prumérnou hodnotu logaritmu funkénich hodnot
a oCekavanou chybu.

d) Pouzijeme vypocitanou prumérnou hodnotu logaritmu funkénich hodnot
a oCekavanou chybu.

Protoze nase implementace neprosiva s malymi prvocisly a jejich mocninami
(prvocisla mensi nez 128), dochézi pii prosivani k chybé. Tuto chybu lze jed-
noduse odhadnout. Pro integralni ¢ast dostavame

log(p)
er= Y - =316

petzs P

a pokud r, je pocet kofenu polynomu f(z) modulo p, pak dostdvame pro
algebraickou c¢ast

1
— Z w:&ga

peizs P 1

Je tedy vhodné pfi urcovani meze s touto chybou pocitat. V prvni moznosti
pouzivame piesny odhad prumeérnych hodnot funkcénich hodnot, ale neza-
pocitame prosivaci chybu. Jak ukazuji tabulky s vysledky, pii této varianté
mame velice malou tspésnost, protoze jsme prilis restriktivni, proto se také
nedopustime mnoha chybnych oznaceni. V druhé moznosti jiz zapocéitame
i chybu a vidime, ze dostavame nejlepsi vysledky pro mtizové prosivani. Treti
V popisu algoritmu jsme uvedli, ze se pro prosivaci fadek voli pouze jedna
pevna mez. Toto omezeni souvisi hlavné s implementaci algoritmu, protoze
je mnohem rychlejsi inicializovat prosivaci pole jednou hodnotou, nez nékolika
ruznymi. Ale pokud méame prosivaci interval rozdéleny na bloky, tak neni nutné
pouzivat pouze jednu mez. Avsak jak rychle vhodnou mez vypocitat? Z métreni
vyplyva, ze logaritmus funkéni hodnoty v bloku je témér vzdy stejny. Exis-
tuje nékolik vyjimek, napiiklad kdyz dochazi k pozvolné zméné v logaritmu,
nebo v okoli kotenu funkce. Ale takovych bloku je minimum. Tedy jako dobré
volba se jevi logaritmus funkéni hodnoty uprostied bloku. Aby nedoslo k velké
chybé v piipadé bloku s kotenem funkce, je vhodné piilis velké vykyvy hlidat
a korigovat. Nadruhou stranu neni pravda, ze by presna znalost logaritmu
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funkéni hodnoty vedla ke stoprocentni uspésnosti kandidatu. Stale se proje-
vuje chyba prosivani a mozné zaokrouhlovaci chyby. Tyto chyby muzeme eli-
minovat pouze v pruméru. Z tabulky 4.4 je zfejmé, ze tato moznost je nejlepsi

vvvvv

miizové prosivani. Pfitom dosahuje lepsich dil¢ich vysledku. Je lepsi v hledani
a nedopousti se tolika omylu v oznacovani kandidatu. Pro miizové prosivani
je treti moznost stejnd jako druhd, nedochdzi k zaddnym rozdilim. Posledni
moznost pouziva pomoci integralu vypocitanou prumeérnou funkéni hodnotu

a zapocitava do meze i chybu prosivani.

Pifpad | Moznost | Pocet Pocet Vyskyt Nenalezeno [%] | Omyl [%]
kandidatu | dobrych dobrych
kandidétt | kandidatu
[10~7]

B1 a) 8025 7736 3,83 83,65 3,60

B1 b) 37850 23165 11,48 51,04 38,80

B1 c) 42996 29903 14,81 36,80 30,45

B1 d) 24021 17646 8,74 62,71 26,54
B50 a) 1809 1732 0,86 83,41 4,26
B50 b) 8591 5056 2,50 51,58 41,15
B50 c) 9465 6240 3,09 40,25 34,07
B50 d) 5576 3904 1,93 62,62 29,99
B100 a) 2006 1895 0,99 81,54 9,53
B100 b) 10348 5624 2,79 45,21 45,65
B100 c) 10743 6620 3,28 35,51 38,38
B100 d) 6599 4444 2,20 56,71 32,66
B250 a) 1718 1662 0,82 82,81 3,26
B250 b) 9449 5408 2,68 44,06 42,77
B250 c) 9065 2763 2,86 40,38 36,43
B250 d) 6097 4258 2,11 55,95 30,16
B500 a) 1204 1173 0,58 83,42 2,62
B500 b) 7665 4190 2,08 40,74 45,34
B500 c) 8120 4512 2,24 36,19 44,44
B500 d) 6034 3699 1,83 47,67 38,69
B1000 a) 907 901 0,45 84,43 0,66
B1000 b) 5135 3227 1,60 44,25 37,16
B1000 c) 5240 3332 1,65 42,43 36,41
B1000 d) 5135 3227 1,60 44,25 37,16

Tabulka 4.4: Vysledky pro klasické prosivani

Z tabulky 4.4 je patrny pozvolny pokles vyskytu dobrych kandidatu, tento
pokles koresponduje s poklesem existujicich dobrych relaci. Prestoze prvnich
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nékolik (mozné nékolik tisic) fadku je velmi dobrych, celkové je klasické pro-
sivani vyrazné horsi nez miizové prosivani, u kterého vidime pouze vétsi od-
chyklu u ptipadu Q1. Avsak klasické prosivani je mozné drobnymi tpravami,
které maji jen minimalni vliv na rychlost prosivani, ¢astecné zlepsit jemnéjsi
volbou meze.

Piipad | Moznost | Pocet Pocet Vyskyt Nenalezeno [%] | Omyl [%]
kandidatia | dobrych dobrych
kandidatt | kandiddtt
[10~7]
Q1 a) 2702 2527 1,25 87,40 6,48
Q1 b) 14813 8487 4,20 57,67 42,71
Q1 d) 13266 7926 3,93 60,47 40,25
Q2 a) 4369 4150 2,06 84,66 0,01
Q2 b) 22436 13113 6,50 51,52 41,55
Q2 d) 13186 9241 4,58 65,83 29,92
Q3 a) 3415 3322 1,65 87,12 2,72
Q3 b) 17049 11265 9,58 56,33 33,93
Q3 d) 11126 8294 4,11 67,85 25,45

Tabulka 4.5: Vysledky pro miizové prosivani

VVVVVV

pravdu nalezneme za urc¢ity cas nez jejich vyskyt. Klasické prosivani diky své
rychlosti a jednoduchosti nemusi zkouset mnoho relaci, kdyz nema zaruceno,
ze budou dobré. Mnohem lepsi strategii je projit velké mnozstvi relaci a byt re-
striktivneéjsi pti urcovani kandidatu. To plati i pro mfizové prosivani. Abychom
dosahli nejlepsich poméru v odhalovani dobrych relaci snazime se, aby mez byla
co nejblize logaritmu funkéni hodnoty. Ale pokud se zamétime na rychlost,
chceme mit jistotu, ze kdyz zacneme naroc¢nou faktorizaci kandidatu, tak bude
uspésna. Vyhoda miizového prosivani oproti klasickému je pouze ve vétsim
implementace ¢iselného sita optimalizuje hodnotu meze podle nalezenych re-
laci. Pokud se snazime faktorizovat prilis mnoho kandidatu, ktefi se ukazi byt
Spatnymi, tak je mez zvySena. Naopak pokud testuje jen par kadidatu a pritom
témeér vsechni jsou dobii, tak se snazime jich nalézt vice, tedy mez snizime. Pro-
vedl jsem nékolik ¢astecnych prosivani, abych zjistil realnou rychlost nalézani
dobrych relaci. Tabulka 4.6 shrnuje tyto méfeni. Kromé uvedeného m-base
polynomu byla pouzita i varianta se dvéma kvadratickymi polynomy, ktera
by podle ¢asti 3.2 mohla byt jiz rychlejsi. Ale jak ukazuji namétfené hodnoty,
tak v tomto ptipadé tomu tak neni. Pravdépodobné je potieba vétsi ¢islo N.
Pokud bychom hodnoty brali tak, jak jsou uvedeny v tabulce 4.6, odvozovali
bychom, ze v tomto ptipadé je klasické prosivani rychlejsi nez miizové. Ale
miizové prosivani méa tuto rychlost témér konstatni (s ménicim se specidlnim
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prvocislem), zatimco u klasického prosivani klesd s rostoucim b v souvislosti
s tim, jak klesd vyskyt dobrych relaci. Po par desitkach tisic fadku bude
prumérnd hodnota podobna jako u mfizového prosivani. Déle se ukazuje, ze
volit mez pro kazdy blok u klasického prosivani zvlast je vyhodné. Mens{ efek-
tivita mfiizového prosivani je také zpusobena rezervami v nasi implementaci
miizového prosivani. Uspéénost kandidatt, neboli kolik procent z oznacenych
kandidatu je skutec¢né dobrou relaci, je prekvapive vétsi u klasického prosivani.
Jak jiz bylo feceno, z pohledu celkové rychlosti nalézani relaci nemusi byt tato
uspésnost prilis velka, jde o vybalancovani naroc¢nosti faktorizace a testovanych
kandidatu. Proto rozdil dvou procent nemusi byt kriticky.

Metoda Metoda Prosetych | Dobrych Uspéénost Poznamka

vybéru prosivani | poli relaci kandidatu

polynomu (109 /5] [rel/s]

m-base klasicka | 46,12 26,5 6,65% optimalizovand mez

m-base klasicka | 41,36 36,1 6,75% optimalizovand mez
pro kazdy blok

m-base mifzova | 34,06 22,8 4,41%

Montgomery | klasickd | 39,48 174 1,05% mez pro kazdy blok

Tabulka 4.6: Prumérné rychlosti hledani relaci

4.3 Zavér meéreni

Z vysledku méreni vyplyva, ze pro uvazované 100 ciferné ¢islo je v nasi im-
plementaci ¢iselného sita vyhodnéjsi pouzit klasické prosivani. Z prvni casti
naseho méreni jsme vyvodili (viz tabulka 4.4), ze pokud u klasického prosivani
volime mez pro kazdy prosivaci blok zv1ast, pak dosahujeme vyssi efektivnosti.
Tento zavér jsme nasledné potvrdili v dalsim méreni, kdy byly v implemen-
taci ¢iselného sita provedeny piislusné tpravy. Zjisténé zrychleni bylo v tomto
pripadé az 30% oproti pouziti jedné hodnoty pro cely fadek.

Nase implementace miizového prosivani zatim nedosahuje ocekavanych
vysledku, ale pomoci namérenych dat byla odhalena slaba mista. Zatimco
u klasického prosivani je 40 % casu potfeba na zmény prosivacich bloku,
u miizového prosivani je to az 60 %. Tento cas je vyuzit jen ke spravé paméti
a priprave, tedy nedochazi k zadné efektivni praci. Obé tyto hodnoty by mély
byt zredukovany, ale zaroven vysvétluji horsi vysledky mftizového prosivani.

Déle jsem pro pouzité 100 ciferné ¢islo nepotvrdil, ze by pro prosivani bylo
vyhodnéjsi pouzit polynomy nalezené Montgomeryho metodou dvou kvadra-
tickych polynomu (viz ¢ast 3.2.3). Avsak podle namérenych dat jsou jiz nyni
normy ur¢ené podle kvadratickych polynomu vyrazné mensi nez v ptripadé ne-
linearntho polynomu u m-base metody. Je tedy pravdépodobné, ze pro vétsi
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faktorizované cislo IV, kdy se tyto rozdily jesté zvétsi, muze byt pouziti kvad-
ratickych polynomu vyhodnéjsi. Také pouziti efektivniho mtizového prosivani
by mohlo tuto variantu urychlit, protoze bychom dosahli snizeni jedné normy
témeér na droven normy linearni ¢asti u m-base metody. Takové méteni jsem
neprovedl vzhledem ke zminénym nedostatkum mfizového prosivani.
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