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Uvod

Diplomova praca sa zaoberda najdenim optimalnej obchodnej stratégie pri obchodovani
s viacerymi akciami. Optimalne riesenie je hl'adané pri existencii transakénych nakladov v
diskrétnom modeli, ktory aproximuje model spojity.

Prva kapitola je venovand zhrnutiu poznatkov o riadenych a neriadenych spojitych Mar-
kovovych ret’azcoch a generovaniu Markovovych ret’azcov podl'a homogénnych a nehomogén-
nych po ¢astiach konstantnych riadeni. KI'icovou ¢ast’ou prvej kapitoly a i celej prace je popis
a dokaz Howardova iteracného algoritmu v sekcii 1.6, ktory je potom vyuzity v diskrétnom
modeli k najdeniu optimalnej obchodnej stratégie. Howardov algoritmus je Ciasto¢ne prispo-
sobeny podmienkam, v ktorych bude v druhej kapitole vyuzity. Uvod kapitoly vychédza pre-
dovsetkym z publikécii [3] a [9]. Prevaznd cast’ prvej kapitoly je napisand relativne obecne,
¢o prispieva k jej rozsahu.

Druh4 kapitola sa na tivod zaobera obecnou tedriou stochastického kalkulu a predstavenim
viacrozmerného Brownovho pohybu. Tato prevazne toereticka cast’ vychadza z publikacie
[4]. Kapitola pokracuje definiciou spojitého modelu pre viacero akcii a jeho dynamizaciou.
Prica sa v tejto ¢asti sistred’'uje na rozpracovanie teérie obsiahnutej v [1]. Spojity model je
nasledne aproximovany modelom diskrétnym, v ktorom je mozné pouzit’ Howardov algorit-
mus na najdenie optimélneho riadenia. Pri pisani druhej kapitoly mi pomohla i bakalarska
praca [11].



Kapitola 1

Markovove procesy so spojitym casom

Prva kapitola mojej prace poskytne nahl'ad na spojité Markovove procesy s ocenenim
prechodov a priblizi problematiku hl'adania optimalneho riadenia pre tieto procesy. Kapitola
poskytuje teoreticky zaklad pre budovanie modelu optimélnej obchodnej stratégie v druhej
kapitole. Uvodn4 cast’ kapitoly sa venuje prierezu zakladnych poznatkov o spojitych Marko-
vovych ret’azcoch a formulacii viet, ktoré budd neskor v kapitole vyuzité. Po tivodnej casti
nasleduju podkapitoly zaoberajice sa generovanim spojitych Markovovych ret’azcov, ktoré
boli rozpracované obecnejsie, ako je tomu vo vicsine dnesnej dostupnej literatury. Kapitola
konci formulovanim a dokédzanim Howardovho algoritmu pre néjdenie optimalneho homogén-
neho riadenia.

1.1 Zakladné pojmy

V tvodnej casti mojej prace si zhrnieme zakladné poznatky o spojitych Markovovych
ret’azcoch.

Definicia 1.1.1. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor, nech ' C R. Rodina redl-
nych ndhodnych velicin X = {X;:t € T} definovanych na (2, A, P) sa nazyva ndhodny
proces.

Poznamka 1.1.1. V pripade, ze T = Ny alebo T" = Z, hovorime o procese s diskrétnym
casom. Ak T = [a, b], kde —o0o < a < b < 00, hovorime o procese so spojitym ¢asom. Pokial
nahodné veliciny X; nadobudaju len diskrétnych hodnot, hovorime, ze ide o proces s diskré-
tnymi stavmi, ak nadobudaji hodnot z nejakého intervalu, hovorime o procese so spojitymi
stavmi.

Definicia 1.1.2. Trajektoriou X (w) ndhodného procesu X na T nazyvame funkciu defino-
vanu na T, ktord priradi t — X;(w) pre fixni ndhodnu zlozku w € €.

Definicia 1.1.3. Hovorime, ze ndhodny proces je spojity (spojity sprava, spojity zl'ava), ak
jeho trajektorie su spojité (spojité sprava, spojité zl'ava) pre kazdé w € Q.
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Poznamka 1.1.2. Obdobne sa daji zadefinovat’ procesy klesajice, s konecénou varidciou
a iné. Mald modifikacia Definicie 1.1.3 ndm dava tiez spojitost’ takmer urdcite, klesajicost’
takmer urcite, a iné.

Mnozinu hodnot ndhodnych velicin X; budeme znacit’ L. Obmedzime sa na ret’azce s
diskrétnymi stavmi a bez ijmy na obecnosti polozime L = Nj.

Definicia 1.1.4. Nech je dany sprava spojity ndhodny proces {X; : t > 0} na pravdepodob-
nostnom priestore (£2,.4, P) s hodnotami v L. Tento systém sa nazyva Markovov ret’azec so
spojitym casom a mnoZinou stavov L, ak existuje systém matic {P(s,t):0 < s <t < oo}
taky, ze plati

(i) P(s,t) P(t,r) =P(s,r) pre 0 < s <t <r,
(ii) P(s,s) =Ipre0<s,

(iii) lim P(s,u) = P(s,t) pre s <'t,

u—tt

(iv) pij(s,t) = P(Xy = j|Xs =4, X5, = Uy, Xgy = lp) precasy 0 < sp < 51 < ... < 8, < s <t
a pre stavy i,j,19,11,...,in € L, pre ktoré je P(Xs=1,X, =1in,..., X5 =170) >0 a
n € Ny, pricom p;;(s,t) je prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci matice P(s, ).

Poznamka 1.1.3. Hovorime, ze ndhodny proces {X;:¢ >0} s mnozinou stavov L mé
markovovski vlastnost’, ak plati
P(Xi=j1Xs =1, X5, =1lny.ey Xy = S0) = P(X; = j| Xs = 1) (1.1)

pre vSetky casy 0 < 59 < 81 < ... < s, < s < t a pre vSetky stavy ¢, 7, 19,1, ...,%, € L, pre
ktoré je P(Xs =1, X, = in,..., X5, =10) > 0 an € Ng.

Poznamka 1.1.4. Z bodu (iv) definicie Markovovho ret’azca zrejme plynie, ze Markovov
ret’azec m& markovovski vlastnost’ (1.1).

Naskyta sa otazka, ¢i ndhodny proces, ktory spliuje markovovsku vlastnost’, je uz Markovov.
Predosleme, ze Veta 1.1.1 za urc¢itych predpokladov toto tvrdenie dokazuje. Nasledovat’ budua
pripravné lemmata, ktoré ndm neskor pomozu tito Vetu dokéazat’.

Poznamka 1.1.5. Nech nahodny proces {X; : ¢t > 0} splauje

N inf {P (X = i[X, = i) : P(X, = i) > 0.1 < T} =1, Te0,00),  (12)
—0

ak existuje t < T také, ze P(X; =) > 0. Potom ak P (X; =) > 0, tak tiez P (X, =1i) >0
pre kazdé r > t. To plynie z nasledujiceho rozpisu pre dostatocne vel'ké k

P(X, =) 2P<X,,:i,Xr%+

= P (X =ilX, e,
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Lemma 1.1.1. Nech mdme nahodny proces {X; : t > 0} s hodnotami v L splnujuci (1.2)
a nech v = inf {w > 0: P(X,, = i) > 0}. Potom pre t > u plat{

lim+sup{\P(Xt:j]Xq:i)—P(Xt:ﬂXs:i)] u<s,q<t|s—ql<e}=0.
e—0

Dokaz. Pre u < s < g dostaneme

PXi=jlXs=0)<P(X,=35X,=ilXs=10) =P (X, =j|X,=1) P(X,=1i|X;=1),
d’alsou upravou dosataneme nerovnost’

P (X, = jIX, =)~ P(X, = j|X, = i) > P (X, = j|X, =) [ - P(X, = i|X, = i)
>P(X,=ilX;=1)— L
Opacni nerovnost’ ziskame nasledovne

P(X;=j|X, =) < P (X, =j|X, = i)+ Y P (X, =j|X, = k) P(X,=k|X, =)
k#i
<P(X,=j|X,=i))+1—P(X,=ilX,=1).

Celkovo teda dostavame
P(X;=jlX;=1)—P(X;=j|X,=1)

a tvrdenie plynie z podmienky (1.2). O

Désledok 1.1.1.  Z predchddzajiceho lemmatu plynie, Ze za predpokladu (1.2) existuje pre
t > u lokédlne rovnomerna limita

lim P (X, = j|X, =),

q—ut

ktord oznacime p;;(u,t) a pre s < u polozime P (X; = j| X, = i) = pi;(u, t).

Veta 1.1.1. Nech mdme nghodny proces {X;:t >0} s hodnotami v L, ktory spliuje
markovovski vlastnost’ (1.1) a viastnost’ (1.2). Potom proces {X; : t > 0} je Markovov ret’azec.

Dékaz. Bod (iv) definicie Markovovho ret’azca nés navadza, ako definovat’ matice P (s, t) pre
0 <s < ttaké, ze P(X; =1i) > 0. Pre s < t teda definujme matice nasledovne

pij(s,t) = P(X; = j|Xs =1), ak P(X, =1) > 0,
= 6ij7 ak P(X5:1)20,t§u,
= pij(u,t), ak P(X;=1)=0,t > u,

kde u = inf {w > s: P(X,, =1) > 0} a J;; je Croneckerovo delta. Pre s = t dodefinujeme
P(s,s) = I. Stadf nam teda ukazat’, Ze takto definovany systém matic spliia podmienky (i) -
(iv) z definicie Markovovho ret’azca. Dokazovat’ budeme najskor vlastnost’ (iv) a skon¢ime u
vlastnosti (i).
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(iv) Plynie priamo z definicie systému matic a predpokladu splnenia markovovskej vlastnosti
pre s < t.

(iii) Dokaz rozdelime na dve ¢asti. Nech s < t a predpokladajme najskor, ze P(X; =) > 0.
Potom, z podmienky (1.2) plynie, ze

kde o(1) — 0 pre r — t*. Mozeme teda pisat’

lim pzj(s v) = pi;(s,t).

v—tt

Druhou cast’ou je situacia, kedy s <t a P(X, = i) = 0. Definujme si, podobne ako pri
konstrukeii matic, u = inf {w > s: P(X,, =14) > 0}. Nastat’ mo6zu dva scenare:

a) ak s <t < u, potom

lim pl](s v) = lim §;; = &;; = pi;(s, 1),

v—tt v—tt
b) ak s < wu < t, potom vzhl'adom na predpoklad (1.2) mame

llm pw(s v) = hm pz](u v) = lim lim plj(w v) = lim lim | Pij (w,v)

v—tt w—ut w—ut v—tt

= hm+ pij(w,t) = piji(s,t).

(ii) Plynie priamo z definicie systému matic, kde sme polozili P(s,s) =1 pre s > 0.
(i) Pre 0 < s <t <r také, ze P(X; =1i) > 0 mame

pij(s.,r) = P(X,=j|X,=i) =) P(X,= kX, =) P(X, = j| X, = k, X, =)
keA
= Y P(Xi=k|X,=14) P(X, =X, = k) = > pils,t) pis(t,7)
keA kes
kde A = {k€L:P(X,=k) >0} a druhd rovnost’ plynie z vety o tplnej pravde-
podobnosti. Pri tretej rovnosti vyuzivame markovovsku vlastnost’. Stvrta rovnost’ plati
vzhl'adom na nulovost’ ¢lenov p;x(s,t) pre k € L\ A.

Pre0 < s <t <rtaké, ze P(X; =i) = 0, definujeme u = inf {w > s : P(X,, =) > 0}.
Nastat’ mozu tri scendre:

a) ak s < wu < t, potom méame s vyuzitim platnosti (i) pre ¢ také, ze
P(X, =1) > 0 a podmienky (1.2) mame

pii(s,7) = pij(u,7) = vli% pij(v,r) = lim szk v, t) pr;(t, )

U—W.L
kel

- szk (% t) pkj t 7" szk S, t pkj(t T)

kel kel
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b) ak t <u < r, potom

pis(s,7) = pigur) = 3 6 pag (w,1) = 3 i, t) pag (£, 7),
kel kel

¢) a ak r < u, potom mame

pij(s,1) =06; = ZcS,k Okj = Zpik(svt) prj(t, 7).

kel kel

O

Ak je mnozina stavov L naviac kone¢nd, nazyvame Markovov ret’azec konecny. Dalej,
podmienené pravdepodobnosti P(X; = j|X, =) pre t > s sme oznacovali ako p;;(s,t) a
budeme ich nazyvat’ pravdepodobnost’ami prechodu zo stavu ¢ v ¢ase s do stavu j v case t.
Pravdepodobnosti prechodu p;;(s, t) tvoria prvky matice prechodu P(s,t). Obdobne, pravde-
podobnost” P(X; = i) budeme oznacovat’ ako p;(t) a budeme o nej hovorit’ ako o absolitne;
pravdepodobnosti stavu i v Case t a Specialne absolutnu pravdepodobnost’ v ¢ase 0 oznac¢ime
ako p; a budeme ju nazyvat’ pociatocnd pravdepodobnost’ stavu i.

Definicia 1.1.5. Nech je dany sprava spojity ndhodny proces {X; : t > 0} na pravdepodob-
nostnom priestore (2, A, P) s hodnotami v L. Tento systém sa nazyva homogénny Markovov
ret’azec so spojitym casom a mnozinou stavov L, ak existuje systém matic

{P(s,t) : 0 < s <t < oo} taky, ze plati:

(i) P(s) P(t) =P(s+1t) pre 0 < s,t,
(ii) P(0) =1,

(iii) lim+P(t) = P(s) pre 0 < s,

(iv) pij(t—s) = P(Xy = j|Xs =1, Xs, =in,..., Xs, =%0) precasy0 < sp < §1 < ... <58, <s<t
a pre stavy i, j,19,11,...,i, € L, pre ktoré je P(Xs = b Koy = lny ooy Xgg = ip) >0 a
n € Ny, pricom p;;(t — s) je prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci matice P(t — s).

Poznamka 1.1.6. Ak proces {X;,t > 0} je homogénny Markovov ret’azec so spojitym Ca-
som a mnozinou stavov L, potom je i Markovovym procesom s maticami pravdepodobnosti
prechodu: matice prechodu plati

P(s,t) =P(t —s), 0<s<t. (1.3)
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Lemma 1.1.2. Nech mdme ndhodny proces {X; : t > 0} s hodnotami v L, ktory je sprava
spojity a spliiuje markovovskd vlastnost’ (1.1), kde prava strana zavisi len na rozdieli t — s.
Potom je proces homogénnym Markovovym procesom.

Dokaz. VzhI'adom na Vetu 1.1.1 nam pre dokaz markovovskosti staci ukazat’, ze proces
spliuje podmienku (1.2). Zavislost’ markovovskej vlastnoti (1.1) na rozdieli ¢ — s ndm pre
T € [0,00) déva

lim_inf {P(Xeyn=1Xy=1): P(Xy=14)>0,t <T} = lim P (Xp=1Xo=1) =1,
h—0 h—0

kde posledna rovnost’ vyplyva zo spojitosti procesu sprava a Lebesgeouvej vety o majorante,
ktora nam umozni zamenit’ spojitost’ a podmienent pravdepodobnost’. Dalej pre h > 0
definujeme matice

P(h) = lim P(s,s+ h),
kde P(s, s+ h) si matice pravdepodobnosti prechodu definované vo Vete 1.1.1. Z konstrukeie
matic P(s,s + h) vyplyva, ze pre dostatoéne vel'ké s si uz matice konstantné. Overenie
podmienok uvedenych v Definicii 1.1.5 prenechame na vazeného citatel'a. O

V d’al'Ssom texte sa budeme zaoberat’ spojitymi koneénymi homogénnymi Markovovymi
ret’azcami a pre zjednodusenie ich budeme nazyvat’ homogénne Markovove ret’azce. Bez ijmy
na obecnosti teda mozeme predpokladat’ S = {0, 1,2, ..., N}. Vzhl'adom k (1.3) mézeme oz-
nacit’ pravdepodobnosti prechodu p;;(s, s+t) ako p;;(t) pre s > 0,¢ > 0. Maticu P(¢) tvorent
prvkami p;;(t) nazveme maticou prechodu za dobu t. Zrejme z definicie matic prechodu je
P(0) = L. Obdobne, plati >~ ; p;;(t) = 1 pre kazdé nezdporné ¢, teda matice {P(¢) : t > 0}
st stochastické.

Veta 1.1.2.  Nech je dany homogénny Markovov ret’azec s konecnou mnozinou stavov L.
Pre kazdé i € L existuje limita

. 1 - pz'z'(h)
=q;, < .
Jg — g < 0, (1.4)
pre kazdé v,j € L, 1 # j existuju limity
. pi(h)
i = Gij < 00, (1.5)
a plati

J#

Dékaz. Dokaz vzorcov (1.4) a (1.5) je mozné vyhl'adat’ v [5], veta 11.2.4 a veta 11.2.5. Vzt'ah
(1.6) sa dostane limitnym prechodom. Zo stochastickosti matic P(h) mame pre h > 0ai € L
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1 - ZjeL pij(h)

h
1 —pii(h) _ >z Dij(h)
h h '
Limitnym prechodom dostavame
1 —pu(h i Pig (D
lim - Pl (h) = lim —Z# Pij (h)
h—0t h h—0+ h
4 = Zqz’j-
J#

Posledna tprava vychadza z existencie limit (1.4) a (1.5), konec¢nosti sim a pravidlu préce
s limitami, ktoré hovori, Ze limita suc¢tu je sicet limit, pokial je vyraz na pravej strane
definovany. V naSom pripade su limity na pravej strane nezdaporné, a teda ich sticet je defi-
novany. O

Definicia 1.1.6. Nezdporné cisla g;; definované vo Vete 1.1.2 sa nazyvaju intenzity pre-
chodu zo stavu i do stavu j, nezdporné ¢islo ¢; sa nazyva celkovd intenzita. Matica Q =
{qij 11,5 € L}, kde ¢;; = —¢;, sa nazyva matica intenzit a vektor q = {¢; : i € L} nazyvame
vektorom intenzit viystupu.

K d’al'sim zo zékladnych pojmov, s ktorymi sa v praci stretneme patri i nerozlozitel'nost’.

Definicia 1.1.7. Pre homogénny Markovov ret’azec hovorime, ze stav j je dostahnutel’ny
zo stavu i, ak existuje ¢t > 0 také, ze p;;(t) > 0. Naopak, ak pre vSetky ¢t > 0 je p;;(t) = 0,
hovorime, ze j nie je dosiahnutel'ny z i.

Definicia 1.1.8. Homogénny Markovov ret’azec sa nazyva nerozloZitel'ny, ak kazdy jeho
stav je dosiahnutel'ny z kazdého iného stavu. V opa¢nom pripade je rozloZitel'ny.

Definicia 1.1.9. Nepréazdna uzavretd mnozina stavov C' sa nazyva uzavretd, ak ziadny stav
mimo C' nie je dosiahnutel'ny zo ziadneho stavu z C.

Pred nasledujicou definicioiu si zaved'me oznacenie P;(A) ako pravdepodobnosti javu A
za podmienky, ze ret’azec zacina v stave j. Obdobne E;(A) je strednd hodnota javu A za
podmienky, ze ret’azec zacina v stave j.

Definicia 1.1.10. Pre homogénny sprava spojity Markovov ret’azec nazyvame stav j € L
trvaly, ak bud’ ¢; = 0 (j je absorpény), alebo ¢; > 0 a sucasne P; (7;(1) < 00) = 1, kde

(1) =inf{t>0:5=X, # X, }
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je ¢as prvého skoku do stavu j.
Trvaly stav j € L sa nazyva nenulovy, ak bud’ ¢; = 0, alebo E; (7;(1) < 00).
Stav j € L sa nazyva prechodny, ak ¢; > 0 a P; (1j(1) = 00) > 0.

Veta 1.1.3. Mnozina stavov homogénneho Markovovho ret’azca L sa da zapisat’ ako zjed-

notenie
L=PUTYUT,U..UT,,

kde P je mnozina stavov prechodnych a Ty, Ty, ... T, su disjunktné uzavreté nerozlozitelné
mnoziny stavov trvalych, pricom 1 <m < N.

Dékaz. Pre diskrétne homogénne Markovove ret’azce viz Kapitola 2.4 na str. 36-41 v [9]. Pre
spojité homogénne Markovove ret’azce tvrdenie plynie z Vety 3.13 na str. 91 v [9]. O

Vd'aka predchadzajicej vete je mozné zapisat’ maticu prechodu (po eventudlnom preéislo-
vani) homogénneho Markovovho ret’azca nasledujico

P.(t) © 0 0
P,(t) 0 0

P(t) = : : ,
0 0 P, (t) 0

kde Py(%),...,P.,(t) su stvorcové matice pravdepodobnosti prechodu v ¢ase ¢ medzi trvalymi
stavmi v podret’azcoch T,...,T,,, a Qq(t),...,Qum+1(t) obsahuju pravdepodobnosti prechodu z
prechodnych stavov.

Dosledok 1.1.2. Vsetky stavy nerozlozitelného kone¢ného Markovovho ret’azca su trvalé.

Poslednou problematikou, ktorej sa budeme v ivodnej kapitole venovat’ je limitné rozdelenie
Markovovho ret’azca.

Definicia 1.1.11. Pravdepodobnostné rozdelenie w = {m; : i € L} na L sa nazyva limitné
rozdelenie, ak pre vsetky 7,7 € L

thm pl](t) =Ty.

Otvara sa otazka, kedy ma homogénny Markovov ret’azec limitné rozdelenie. Odpoved’ ndjdeme
v d’al’'som texte. Zatial' si uved’'me len pomocnt vetu.
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Veta 1.1.4. Vektor limitnych pravdepodobnosti w pre nerozlozitel'ny homogénny Markovov
ret’azec je jednoznacne urceny sustavou rovnic

Q m=0
a podmienkami m; > 0 pre vsetky j € L a Zjvzl =1
Dékaz. Viz Veta 1 na str. 31 v [3]. O

V préaci budeme tiez potrebovat’ vetu, ktora udava suvislost’ intenzit prechodu s derivaciami
pravdepodobnosti prechodu v obecnom bode.

Veta 1.1.5. Majme homogénny Markovov ret’azec s konecnou mnozinou stavov L. Pred-
pokladajme, ze q; < oo pre vsetky i € L a plati (1.6). Potom pravdepodobnosti prechodu
pij(t) su diferencovatelné pre vsetky i,5 € L at > 0 a plat{

P(t)=QP(t) a P(t)=P) Q.

Dékaz. Viz Veta 3.9 na str. 82 v [9]. O
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1.2 Konstrukcia homogénneho Markovovho ret’azca

V tejto podkapitole si ukazeme ako skonstruovat’ homogénny Markovov ret’azec. Tato
konstrukcia bude tvorit’ zdklad budovaného modelu.

Definicia 1.2.1. Majme dany kone¢ny Markovov ret’azec {X; : t > 0}. Definujme ndhodné
veli¢iny charakterizujice casy prechodov medzi stavmi ret’azca

Ty = 07
Toy1 = f{t>7,: X, #X,}, neN

Potom vnorenym ret’azcom k ret’azcu {X; : ¢ > 0} nazyvame postupnost’ ndhodnych veli¢in
{Y,, : n € Ny} definovanu ako

}/E) = XOa
Y, = X,, mneN.

Konstrukcia ret’azca prebieha nasledujico. Najskor predpokladajme existenciu mnoziny
stavov S = {0,1,2,..., N}, vektoru q > 0, ktory bude charakterizovat’ vektor intenzit
vystupu, stochastickej matice Q*, ktora bude charakterizovat’ pravdepodobnosti prechodu
vnoreného ret’azca a pociatoénej podmienky zy € L. Stavy, ktorych intenzita vystupu je
nekonecnd budeme nazyvat’ radikalne a stavy s konecnou intenzitou vystupu oznacime ako
stavy stabilné. Zadefinujeme si maticu intenzit prechodu Q = {¢;; : 7,7 € L}

Q = diag (q) (Q" —1), (1.7)

kde diag (q) je matica, ktord ma na diagondle zlozky vektora q a inde nuly. V matici Q* budu
na diagonéle nuly pre stavy, ktoré nie si absorpéné. Nech méame d’alej postupnost’ nezavislych
rovnako rozdelenych kladnych ndhodnych veli¢in {D,,,n € Ny}, pricom D,, si exponencidlne
rodelené so strednou hodnotou ED,, = 1. Tato postupnost’ je naviac nezavisla na postupnosti
rovnako rozdelenych nezavislych ndhodnych velicin {U,,n € Ny}, ktoré maji rovnomerné
rozdelenie na intervale (0,1). Definujme este funkciu f(u,i) na L x [0, 1] predpisom

k—1 k
flu,i) = j <= Zqz <u< qu*ﬂ
1=0 1=0

Pomocou veli¢in U,, a z nich odvodenej funkcie f vygenerujeme rekurentne vnoreny ret’azec

{X;;, n e NQ}

Xg =
X:;—i—l = .f (X;—‘Za Un) ) n e No.
Teda zrejme P (X = j| X7, = 1) = q; Vi,j € L,n € N. Nie je t'azké ukazat’, ze vygen-

erovany vnoreny ret’azec ma markovovski vlastnost’, viz Priklad 2.5 v [9]. Dalej definujme
takzvané doby medzi prechodmi
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TOIO,

D
Th+1 = Tk + k, k € Np.
qx;

Téato definicia dobre funguje pre 0 < qx; < 0. Pre qx; = dodefinujeme 7,1 = 7% a pre
qx; = 0 polozime 7441 = 00. Zrejme plati

k

D
Tht1 = Z qxj*’ k € Ng.
j

Jj=0

V doterajsom priebhu sme vygenerovali ret'azec {X} : k € Ny} a ¢casy {7 :i € Ng}. Tdto
dvojica charakterizuje obecny ret’azec, pricom hodnota X; reprezentuje stav, v ktorom sa
ret’azec nachadza po k skokoch a 7, reprezentuje cas, v ktorom ku k-temu skoku doslo.
V obecnom ret’azci sa nam moze stat’, ze v jednom casovom okamihu dojde k viacerym
prechodom po sebe. S tym s spojené urcité t’azkosti a je prirodzené sa na takito situdciu
pozerat’ ako na jeden realizovany prechod, ¢o nas vedie k pojmu redukovaného ret’azca s
pociatocnou podmienkou. Ten kopiruje obecny ret’azec s tym, ze nezaznamenava radikélne
stavy. Jedinou vynimkou je pociatoény stav, ktory je zvoleny I'ubovol'ne, a teda zy moze byt’
stav radikédlny. Konstrukcia

Xo- = o,
X=X, ak 7, <t < T (1.8)

definuje redukovany ret’azec s pociatocnou podmienkou xy k vygenerovanému obecnému
ret’azcu. Vsimnime si, ze pociatoéni poziciu ret’azca v (1.8) definujeme zl'ava. Dovod je ten,
ze chceme, aby boli sprava spojité trajektorie, a teda i pravdepodobnosti prechodu. Ku skoku
bude moct’ prist’ v 0 zl'ava. Vrat'me sa eSte k definicii 7,. Moze sa stat’, ze x; = 0. K tomu,
aby 7, — oo pre k — oo skoro urc¢ite, musime zaviest’ dodatocny predpoklad, ktory hovori,
ze v obecnom ret’azci neexistuje uzavrety cyklus trvalych radikalnych stavov. Za tohoto pred-
pokladu, ret’azec X7 niekedy opusti mnozinu radikélnych stavov a zo silného zakona vel'kych
¢isel dostaneme, ze 17, — oo pre k — oo skoro urcite. Prepodklad teda zabezpeci, Zze ret’azec
neexploduje skoro urcite, my vsak potrebujeme, aby neexplodoval urcite. Preto tie w € €2, pre
ktoré ret’azec exploduje z pravdepodobnostného priestoru vynechame. Nasledujice pomocné
lemma nam umozni dokézat’, ze skonstruovany redukovany ret’azec je Markovov.

Lemma 1.2.1. Nasledujiice systémy javov si podmienene nezavislé javom
[Tk < 5 < Tig1, Xo = J, Xo = Jo

(1) T1, XT17 coey They XTk
(11) Tk+1, X7k+1 » Th+25 XTk+27

Dokaz. Nech x¢g = 0. Z konstrukcie procesu plynie, ze zdruzena hustota 7,7, ..., 7, a
Xy Xoyy ooy Xo, VOCI miere A" ® (ZseL 58)n, kde ) ., ds je citacia miera na L, je tvaru
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P(Xﬂ = jiJTi € d‘x“Z S anO = ']0)

e~ [Qjofﬁl-l-qg'l (r2—21).--qj,,_4 (Z’n—ccnﬂ)]

= Qjojr - Djn—1jn <oy <...<an)-

Potom

P(X,, =ji,mi €dai <n|m < s < Tpp1, Xs = J, Xo = Jo)

_ I{j=jk,kaS<93k+1} P(XTi = Ji,T; € dwy,1 < n’XO = ]0)
P(1i, < 5 < Tpy1, Xs = j| Xo = Jo)

= ]{0<x <..<zp<s} Gi[qjozlJrqjl(127301)"'%16(871’“*1)]
1<..<zp<

[{S<:Dk+1< <z }6_[qjk(xk+1_8)"'Qj”*1(xn_wn_l)}
n

qujl"'an—ljn
P(m, < s < 11, X = j|Xo = Jjo)

Vidime, ze hustota je v sticinovom tvare, a teda javy si podmienene nezavislé. O]

Veta 1.2.1. Konstrukcia (1.8) s vektorom intenzit vystupu q > 0 a maticou pravdepodo-
bnosti prechodu Q* definuje homogénny Markovov ret’azec.

Dokaz. Vzhl'adom na Vetu 1.1.1 ndm pre dokaz toho, ze ret’azec je Markovov, postaci ukazat’
sprava spojitost’ a markovovsku vlastnost’ skimaného ret’azca. Spojistost’ ret’azca sprava
vyplyva priamo z konstrukcie (1.8). Pripomenieme, ze potrebujeme ukazat’, ze plati

P(X:=j1Xs =1, X5, =1lny.ey Xy = S0) = P(X; = j|Xs = 1)

pre vsetky casy 0 < 59 < 51 < ... < 5, < 5 < t a pre vsetky stavy i, j, 49,1, ..., i, € L, pre
ktoré je P(Xs = i, X5, = in,..., X5, = t0) > 0 a n € Ny. Dokaz markovovskej vlastnosti sa
bude opierat’ o predchddzajice lemma. V nom sme ukazali, ze javy (ii) pri podmienovani
javom [ < s < Tpy1, Xs = J, Xo = Jjo] maji rovnaké rozdelenie ako systém javov (i) pri pod-
mieniovani javom [ Xy = jo|. Pouzijeme vetu o transformécii, kde namiesto veli¢iny 741 uvazu-
jeme veli¢inu 741 — s a dostdvame (vzhl'adom na posun v jednej sturadnici je Jakobidn rovny
1), ze javy taugy1—S5, Xiau,,, » --- maji pri podmienovani javom |7, < s < 741, X5 = j, Xo = Jjo
rovnaké rozdelenie ako javy tauy, Xy, , ... pri podmienovani javom (X, = jo|. Z tejto dvahy
plynie

P(th = ﬁnuth71 = ﬁn—lu “'7Xto - 50|Tk <s< Tk—f—l;Xs = OC,XO = Z)
= P(thfs = 5717th,178 = 671717 "'7Xtofs = BO‘XO = a)'
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S vyuzitim tejto rovnosti a vety o tiplnosti pravdepodobnosti odvodime nasledujiicu rovnost’

P(th = ﬁn»thfl = ﬁn—l» '--7Xto = 50|X5 = OZ,X() = Z)

= Z P(th = ﬁnath71 = ﬁn—la -'-7Xt0 = ﬁ0|7—k S s < Tk-‘rles = OZ,X() = 'L)
keNy

P(rp < s < 11| Xs =, Xo = 1)

= P(th—s = ﬂnath_l—s = ﬂn—la ceey Xto—s = ﬁO’XO = Ol). (19)
S vyuzitim rovnosti (1.9) dostaneme

P(Xy =X, =, X, = apm, oy Xy, = o] X5, = a1, Xo = ap)

- P(thsl = 67 Xsfsl = 047X3 = Oy, -'-7X32751 = aQ‘XO - 041)-

m—S1
Dalej prenesieme X,, = a, do podmienky a pouzijeme predchddzajicu rovnost’

P(Xt = £7Xs == a7XSm = Oy, "'7X83 = Oé3‘XSQ == Oég,Xsl - O(l,XO = O[O)

P(Xt = §>Xs = &7X8m = Oy, “'7st = aZ’Xsl = a1>X0 = 040)
P(st = a?‘Xsl =y, Xog = 040)

P(thsl = gaXsfsl = a:Xsmfsl = Qg ey X52751 = 052’X0 — aO)
P(X52—81 = Oé?’XO = al)

P(Xt—sl = SaXs = a)Xsm—sl = Oy, '--7X53—51 = 043’X52—51 = a27X0 = 041)
P(Xi o, =& Xs=0, X, sy = Qmy oy Xy, = 3| X = ).

Dalej postupujeme indukciou a ziskame rovnost’

P(X;=¢Xs =0, Xs, = am, ... Xgy =1, Xog =) = P(X;_s = &|Xo = a).

Sm

Obecne teda plati

P(X; =X =, X5, = iy ooy Xy = 1, Xy = )
=Y P(X; =¢X, =0, Xy, = iy, oo Xy = a1, Xy = a0, Xo = )
jeL
P(X,=q,.., X, = ag|Xo =7)
= P(X,_, = €| X = o).
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Z horeuvedenej rovnosti plynie markovovska vlastnost’, pretoze

P(Xy =¢|Xs = a) = P(Xi—s = {|Xo = o)
=P(X; =¢|Xs =a, X;, = am, ..., X5, = a1, Xs, = ap).

Homogenita je zrejmé z prvej horeuvedenej rovnosti, z ktorej plynie, ze matice P(s,t) zavisia
iba na rozdieli s — t. O

Obrat'me eSte pozornost’ na maticu intenzit prechodu medzi stabilnymi stavmi v reduko-
vanom ret’azci Q, ktora sa 1isi od matice intenzit pre obecny ret’azec Q. Redukovany ret’azec
je definovany na intervale [0, 00), kde kopiruje redukovany ret’azec s pociatoénou podmienkou
vygenerovanom pomocou (1.8). VzhI'adom na to, ze ,,vynechdvame* pociatotni podmienku
v 07, tak je redukovany ret’azec definovany iba pre stabilné stavy. Predtym ako pristipime
k definovaniu matice intenzit pre redukovany ret’azec zavedieme sériu oznaceni.

Bez Ujmy na obecnosti predpokladajme, Ze v obecnom ret’azci si stavy usporiadané
od stabilnych trvalych, ktoré oznacime T, cez stabilné prechodné, ktoré oznacime P, az ku
radikdlnym, ktoré oznacime R. Mnozinu vsetkych stabilnych stavov oznacime S. Mozeme
teda pisat’

* *

Q:<QS C!R)7

kde Qg je matica intenzit prechodu zo stabilnych stavov S do stabilnych stavov S, Qg je
matica intenzit prechodu zo stabilnych stavov S do radikélnych stavov R a * st matice, pre
ktoré nezavadzame znacenie. Dalej oznacme maticu pravdepodobnosti okamzitého prechodu

pre obecny ret’azec
. (Is O
Q- ( Q: Qi ) |

potom plati

Q =Qs+Qr (Ir — Qﬁ}}:)il Qs- (1.10)

Naviac vieme, ze mnoziny trvalych stavov su uzavreté, ¢ize mozeme pisat’

G- Q 0
Q_<QQ QP>.

Poznamka 1.2.1. Matica I — Q}; pouzitd v (1.10) je reguldrna, ak vsetky vlastné ¢isla
matice QF lezia vo vnutri kruhu s polomerom 1 a stredom v 0. To je napriklad splnené, ak ne-
existuje uzavrety ret’azec radikalnych stavov, co je predpoklad, ktory sme v nasej konstrukecii
zaviedli.
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Poznamka 1.2.2. Zastavme sa pri definicii (1.10). Pre zachovanie vlastnosti obecného
ret’azca musi byt’ matica intenzit prechodu v redukovanom ret’azci ,navysena“ oproti normal-
nemu ret’azcu o intenzity prechodu skrz radikalne stavy. Maticu intenzit prechodu v reduko-
vanom ret’azci sme definovali ako sticet dvoch matic. Prvky prvej matice Qg sa daju interpre-
tovat’ ako priame intenzity prechodu do d’alsieho stavu. Druhd matica Qg (Is — Qj{z)fl Q%
sa sklada zo sucinu dvoch prvkov, Qg oznacuje intenzity prechodu zo stabilnych do radikal-
nych stavov a matica (Is — QE)_1 Q% sa da interpretovat’ ako pravdepodobnost’ absorpcie
radikalnych stavov do stabilnych stavov.
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1.3 Riadené konecné homogénne Markovove ret’azce so
spojitym c¢asom a ocenenim prechodov

Definicia 1.3.1. Majme dany Markovov ret’azec s mnozinou stavov L = {0,1,2,..., N}. Ku
kazdému stavu s € L uvazujme konecni mnozinu moznych rozhodnuti Z,. Potom mnozinu
Z = [lsep, Zs nazyvame mnozinou moznych riadeni a meratelné zobrazenie z : [0, 00) — Z,
ktoré kazdému okamihu ¢ > 0 priradi vektor rozhodnuti z(t) € Z nazyvame nehomogénnym
riadenim ret’azca.

Ak z(t) = z(0) pre vsetky ¢ > 0, hovorime o homogénnom riadent.

Nech je dand mnozina L = {0,1,2,..., N}, mnozina moznych rozhodnuti Z = [] ., Z,
a na nej definované pevné homogénne riadenie ret’azca z = {z, € Z5: s € L}. Dalej nech k
riadeniu z je definovana stochasticka matica Q*, vektor q > 0, matica vynosov z prechodu
R, vektor vynosov zo zotrvania r a pociatotna podmienka xy. Matica vynosov z prechodu
R = {ry;4,j € L} ohodnocuje prechody medzi stavmi v ret’azci, pricom zlozka r;; je ohod-
notenie prechodu zo stavu ¢ do stavu j a zavisi len na rozhodnuti z;, naviac r; = 0. Vek-
tor vynosov zo zotrvania r = {r; : ¢ € L} ohodnocuje ¢as straveny v jednolivych stavoch,
pricom 7; je ohodnotenie zotrvania v stave ¢ po jednotku ¢asu a zavisi len na rozhodnuti
z;. 7 predchadzajicej kapitoly vieme, ze ku kazdému pevne zvolenému z s danymi parame-
trami dokazeme vygenerovat’ obecny ret’azec charakterizovany dobami medzi prechodmi a
diskrétnym homogénnym Markovovym ret’azcom popisujicim po sobe nasledujuce prechody.
Obecnému ret’azcu prislicha matica pravdepodobnosti prechodu vnoreného ret’azca Q*, vek-
tor intenzit vystupu q, matica intenzit prechodu Q a pociatoéna podmienka xg.

Predpokladajme, ze sledujeme systém do ¢asu t. Oznacme si ¢;(t) celkovy ¢as, pocas
ktorého je systém v stave ¢ do ¢asu ¢ a ¢;;(t) pocet prechodov zo stavu i do stavu j do casu
t. Potom vynos z realizacie ret’azca do ¢asu t sa da vypocitat’ ako

Tento vynos je zrejme nahodnd velic¢ina a nés bude zaujimat’ jej podmienend stredna hodnota
za podmienky, ze ret’azec je v ¢ase 0~ v stave xg, oznacme si ju v, (¢). Oznacme si este
v(t) = {vi(t),7 € L}. Pre stav ¢ € L ozna¢me

N
p=A1{pi:i€L}, Pi:Ti+Z7”ij ij- (1.12)

=0
Pre stavy ¢ € L, pre ktoré je intenzita prechodu nekoneéna ¢; = oo, dojde s istotou k

okamzitému prechodu z radikalneho stavu ¢ a tento prechod sa vzhl'adom na konstrukciu
riadi rozdelenim vnoreného ret’azca {q;j 1] € L}. U tychto stavov nas teda bude zaujimat’
hodnota

N

pr={piicL}, pi=) rq; (1.13)
j=0
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Vektor p by sme pre stabilné stavy mohli interpretovat’ ako priemerny vynos v stave ¢ za
jednotku ¢asu. Obdobne, p* by sa dalo interpretovat’ ako priemerny vynos v radikalnom stave
1, ked'ze vSak ret’azec v radikalnych stavoch nezotrvéava, je priemerny vynos rovny strednej
hodnote vynosu z okamzitého prechodu.

Lemma 1.3.1. Nech mdme dany homogénny Markovov ret’azec {X; :t > 0} s konecnou
mnozinou stavov L a s konecnym vektorom intenzit vystupu 0 < q < oo. Dalej nech ¢;;(t)
je pocet prechodov zo stavu i do stavu j do c¢asu t. Potom plati

t
E((ﬁl](tﬂXo— = %0) = / P (Xs = i|X0— = 270) qij dS, t> O,i,j e L.
0

Dékaz. 7 Vety 1.1.2 plynie existencia funkcie g(h) = o(h) pre h — 07 taka, ze

P (Xon = jIXs =) = g h+ g(h).
Dalej definujme neklesajicu postupnost’ funkeif

on

fTL (t) = Z ]{na intervale (%t,%t) dojde ku skoku z i do j}’
k=1

ktoré monoténne konvergujui k funkcii ¢;;(t). Oznac¢me jav, ze ret’azec sko¢i v intervale

(%t, Qﬁnt> z 1 do j ako A,. Podl'a Léviho vety mame

on

E (¢35(t)| Xo- = o) = lim Y P (Au|Xo- = o).
k=1

Vzhl'adom k Vete 1.1.2 mozeme pisat’

P (AnleO* = l’o) < (qij t2 " 4 g(t 277"‘)) P <E|S € (% t, 2% Zf> ,Xs— = Z'|X07 = x0>
< gy t27 +gt2) (P (X, = ilXo =m0) +G(27).

kde G(h) = o(h) pre h — 0 a

P (Xoin =il X, #14) < G(h).

Potom
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2" 2™
S P(AulXe =2) <Y P (Xg;nlt — i Xy = x0> gij t 27"
k=1 k=1

2n
+Y g(t2™)
k=1
2n
+Y G2 [git2 T+ g2,
k=1

kde druhy a treti scitanec konverguje k nule vzhl'adom na g(h) = o(h) a G(h) = o(h) pre
h — 07. Dalej

2n t
Z P <Xk—_ﬂlt = i‘Xof = .1'0) qij t2™ " — / P (XS = Z.lX()f = l‘o) qij ds
k=1 B 0

vzhl'adom na spojitost’ podmienenych pravdepodobnosti sprava a ich obmedzenost’. Odhadli
sme teda podmienent stredni hodnotu zhora

t
E (¢4 (8)| Xo- = @) < / P (X, = i|Xo- = x0) qs5 ds.
0

Pravdepodobnosti obmedzime i z druhej strany

P (Al Xo- =20) = P (Xia, =il Xo- = w0) P (Xp o = j1Xuzs, =i, Xo- =) = H(t27")

P
P

v

<X%t = Z"Xo— = l’o) q” t 2771 + ]Z[(t 2in),

kde H(h) = o(h) a H(h) = o(h) pre h — 07 a druh4 nerovnost’ plynie opét’ z Vety 1.1.2.
Scitanim ziskame

2'” 2'” 2'”
S P(AulXy =2) =Y P <X%t — i Xy = :co) t2n Y H(t2 )
k=1 = k=1

k=1
t

— / P(XS:Z'|X07:ZE0)qide,
0

teda

t t
/ P (XS = Z"XQ— = .CL’[)) qij ds S E (¢Z]<t>’XQ— = .CI?U) S / P (XS = Z"X()— = .CL’[)) qij ds.
0 0
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Predchadzajice lemma vyuzijeme v nasledujicej vete pre redukovany Markovov ret’azec
s pociatocnou podmienkou. Vieme, ze redukovany ret’azec s pociatocnou podmienkou definuje
na intervale [0, 00) redukovany ret’azec, kde uz pracujeme iba so stabilnymi stavmi a mozeme
pouzit’ lemmu. Tomuto redukovanému ret’azcu prislicha matica intenzit prechodu Q Pred
samotnou vetou si zavedieme sériu oznaceni a interpretujeme vektor priemerného vynosu pre
redukovany ret’azec.

Bez 1jmy na obecnosti budeme v nasledujicej casti predpokladat’, ze stavy reduko-
vaného ret’azca s pociatocnou podmienkou st usporiadané od trvalych stabilnych cez trvalé
prechodné az k radikalnym stavom. Pri zachovani oznacenia mnozin stabilnych stavov ako S,
stabilnych trvalych stavov ako T, stabilnych prechodnych stavov ako P a radikalnych stavov

ako R oznac¢ime
_ Ps * Pfq
o= (%) e=(0)

Pre vektor priemerného vynosu za jednotku ¢asu v redukovanom ret’azci plati

p=ps+Qr In—Qh)"" ph (1.14)

/\: /p\kT
P (pkp)

Poznamka 1.3.1. Podobne ako sme interpretovali maticu intenzit prechodu v reduko-
vanom ret’azci (znova bez privlastku s poc¢iatoénou podmienkou) v Poznamke 1.2.2; budeme
interpretovat’ i vektor priemerného vynosu za jenotku ¢asu v redukovanom ret’azci. Vek-
tor je urceny pomocou dvoch vektorov. Prvy vektor pg symbolizuje priemerny vynos, ktory
obdrzime v stabilnom stave. Priemerny vynos v redukovanom ret’azci vsak musi odrazat’
i prechody cez radikalne stavy, kde kazdy prechod je ohodnoteny pomocou p*. Vieme, ze
matica (Ir — Q*R)_l sa da rozpisat’ ako nekonecny rad

a mozeme pisat’

Ip—Qh) ' =Ta+ Qi+ (QR)* + ...,

c¢ize celkovo mozeme druhu cast’ vektora rozpisat’ ako

Qr I —Qp) ' Pr=Qrpr+QrQhpr+Qr (Qp)° Pi+ ..,

kde jednotlivé cleny interpretujeme nasledovne

Qr pPr priemerny vynos vstupu do radikalnych stavov

Qr Q% PR priemerny vynos za 1. prechod v ramci radikalnych stavov

Qr (Q}‘%)2 Pr priemerny vynos za 2. prechod v ramci radikalnych stavov
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Poznamka 1.3.2. Mozeme si polozit’ otazku, aké ohodnotenie budi mat’ stavy v reduko-
vanom ret’azci s po¢iatoénou podmienkou. Ret’azec je totozny s redukovanym ret’azcom (bez
privlastku s poc¢iatotnou podmienkou) az na pociatoény stav, teda jedinou zmenou bude
vynos za prechod z pociatoéného stavu do stavu v ¢ase 0. Pre stabilny pociatoény stav
je situacia jednoduchd, pretoze nam ret’azec neskoci, a teda ohodnotenie bude nulové. Pri
radikalnych stavoch je situacia obtiaznejsia. Podobnou iivahou, aki sme pouzili v predchadza-
jucej Poznamke by sme prisli k zaveru, ze ak ret’azec zacne v stave xy € R, tak ocakdvany
vynos v case (0 bude

e (In— Qi) Phe

Poznamka 1.3.3. Vyznam redukovaného ret’azca s pociatoénou podmienkou tkvie v tom,
ze jeho vynos (1.11) je totozny s vynosom obecného Markovovho ret’azca, z ktorého bol
vytvoreny. Podporou tohto tvrdenia si Poznamky 1.3.2, 1.3.1 a 1.2.2, v ktorych sme videli,
Ze priemerny vynos i priemerny vynos z pociatocného stavu zapocitavaji vsetky prechody,
ktoré obecny ret’azec vygeneroval. Naviac v stabilnych stavoch sa ret’azce zhoduju.

Pre nasledujicu vetu oznacme

“(aeanm) 2=(a)
P\ te-Qptoy ) P \or)

Dalej zavedieme maticu pravdepodobnosti prechodu pre redukovany ret’azec s pociatotnou
podmienkou. Oznacme ju P(¢) a dvahou odvodime, ze pre ¢ > 0 plati

P(0) = ( (IR_éi)_l a g ) P(t) = P(0) P(¢), (1.15)

kde P(t) je matica pravdepodobnosti prechodu pre redukovany ret’azec a (Ig — QE)_I Q5
interpretujeme ako pravdepodobnosti absorpcie radkikalnych stavov do stavov stabilnych.
Vsimnime si, ze pre systém matic 1.15 by sme museli upravit’ Definiciu 1.1.4, ktora nepocita
s pociatoénym stavom v case 0. Pre pociatocny stav dodefinujeme P(07) = L.

Veta 1.3.1. Nech mame dany homogénny Markovov ret’azec { X, : t > 0} s kone¢nou mnozi-
nou stavov L, s maticou intenzit prechodu Q, s vektorom intenzit vystupu q > 0 a pocia-
tocnou podmienkou xq, ktory vznikol generaciou z homogénneho riadenia z. Potom pre re-
dukovany ret’azec s pociatocnou podmienkou prishichajicemu tomuto Markovovmu ret’azcu
plati, Ze jeho podmienend strednd hodnota v(t) spliiuje rovnost’

t
V(t):/P(s)dsp+ P, t>0.
0
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Dékaz. Vzhl'adom na rovnicu (1.11) méme

Uﬂﬁo(t) =E (V(t)|X07 = 33'() ZTZ ¢Z |X0* - :EO + Z rzg ¢Z] )‘XO* = ZL’()) .

i€l i,jEL

Dopocitame podmienené stredné hodnoty:

t t
E (¢i(t)| Xo- = ) :/ P (X, =i|Xo- = x0) ds :/ e, P(s) e;ds,
0 0
t
E (¢i;(t)| Xo- = o) =/ P (X, = i|Xo- = 20) Gij I{ <00} ds
0
+ e, 0 e q 1
w0\ Iy + Q4+ (Qp)* + .. ) T8 H{an=oc}
0

t
:/0 e,, P(s) e i I{ <0y ds + &, < (I — Q*R)_l ) e; q; I{qxozoo},

kde prva rovnost’ v prvom riadku plati vzhl'adom na ¢;(t) fo It x,—iyds arovnost’ v druhom
riadku plati vzhl'adom na Lemma 1.3.1 a Pozndmku 1.3.2. Pre v(¢) teda dostdvame

Z n/ ) e;ds
b 0
+ Z T’Z'j (/0 P (8) €; qij ]{qi<oo}d3 + ( (IR . Q*R)il ) €; qij>

[]

Ak do podmienok Vety 1.3.1 priddme podmienku nerozlozitel'nosti ret’azca a koneénych
intenzit, d&a sa dokazat’ eSte viac. Pripomenieme, ze v tom pripade plati, vd’aka Dosledku
1.1.2, ze vSetky stavy ret’azca su trvalé.

Veta 1.3.2. Pre podmieneni stredni hodnotu plati

d
dt

Dékaz. Viz Veta 1 na str. 46 v [3]. O

v(t) = Qv(t) + (1.16)

K tomu, aby sme ukazali ako sa postupuje pri praktickom vypocte budeme potrebovat’ po-
mocné tvrdenie o matici intenzit prechodu Q.
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Veta 1.3.3. V nerozlozitenom ret’azci je 0 jednoduchym charakteristickym ¢islom matice
intenzit Q. Pre vsetky ostatné charakteristické cisla A\, plati Re(\;) < 0.

Dékaz. Viz Veta 1 na str. 43 v [3]. O

Vd'aka tejto vete si mozeme usporiadat’ jednotlivé vlastné ¢isla podl'a vel'kosti ich redlnych
casti:

0= X > Re()\l) > Re()\g) > ... > Re()\u)

Pri tomto oznaceni sa dé4 dokazat’ nasledujica veta.

Veta 1.3.4. Pre nerozloziteIny Marokovov ret’azec so spojitym casom existuje kladné lim-
itné rozdelenie ™ = {m; : j € L} a naviac plati pre t — oo

pii(t) = m +o(e™"), i,j € Lo € (0,Re|)\]).

Dékaz. Viz Veta 2. na str. 45 v [3]. O

Pri zavedeni oznacenia p;;(t) = m; + a;;(t) a A;; = fo a;;(s)ds a z predchddzajicej vety
plynie

Veta 1.3.5. Pre nerozlozitel'ny ret’azec plati
vi(t) = ct + b; + o(e™ "), i€ L,t>0, (1.17)

kde o je konstanta z intervalu (0, Re |\{|) a ¢isla ¢, b; nezdvisia na t pricom

N
c=> mp;
=0

N
bi = ZAilej7 1€ L.
7=0

Dékaz. Viz Veta 2. na str. 48 v [3]. O

Pri praktickom vypocte mozeme postupovat’ dvoma sposobmi. Prvym sposobom je vypocet
matice prechodu P(s) = e pomocou Perronovho vzorca. Cleny matice prechodu p;;(t) sa
nasledne dosadia do riesenia diferencidlnej rovnice (1.16), ktoré je v tvare

v(t) = /OtP(s)ds.p, t>0.
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Druhym, spravidla rychlejsim sposobom, je zanedbanie zbytku v (1.17) a dosadenie rovnice
»bez zbytku“ do (1.16). Dostaneme

N
c:Zqij(ct—l—bj)—l—pi, i€ L,

J=0

y N .
z toho vzhl'adom na ) ;" | ¢;; = 0 mdme

N
c=Y q;bj+pi i€ L. (1.18)
=0

(1.18) je sustava N rovnic, ktoré nestacia k uréeniu N + 1 neznamych ¢, b;, i € L, stacia vSak
k urcéeniu ¢ a b; = b; — by, ¢ € L. To ndm uréi vektor v(t) az na konstantu. Pre Howardov
algoritmus je vhodné si uvedomit’, Ze namiesto by si mozeme zvolit’ i ini konstantu, ktora sa
bude interpretovat’ ako normalizacia pre hodnoty b;. Tato normalizécia nebude mat’ vplyv
na hodnotu ¢ vzhl'adom na Z;V:O ¢ij = 0.
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1.4 Konstrukcia nehomogénneho Markovovho ret’azca
pre po castiach konstantné nehomogénne riadenie

Podobnym sposobom ako sme konstruovali homogénny Markovov ret’azec pre homogénne
riadenie budeme postupovat’ pri konstrukcii nehomogénneho Markovovho ret’azca pre po
castiach konstantné nehomogénne riadenie. Majme teda nehomogénne sprava spojité riadenie
z(t), ktoré je po castiach konstantné, t.j. existuju casy 0 = to < t; <ty < ... <ty < ... také,
ze

Z(t) = Zk, te [tk,tk+1> , k € Np.

Zrejme na kazdom intervale [ty t;11) moZeme zopakovat’ konstrukciu pre homogénny re-
dukovany Markovov ret’azec s pociatocnou podmienkou, jediné na ¢o si musime davat’ pozor
je, aby ret’azec na seba nadvézoval v ¢asoch t;, kedy sa meni riadenie. Pri zmene riadenia vsak
dochadza i k zmene intenzit a zmene typu bodov - z trvalého stavu sa moze stat’ prechodny
a opacne. Inymi slovami, v ¢ase zmeny riadenia moze dochadzat’ ku skokom s nekonec¢nou
intenzitou. Ako sme uz viackrat spominali, skoky s nekone¢nou intenzitou budu prichadzat’
zl'ava, aby sme zabezpecili spojitost’ ret’azca sprava.

Pre samotni konstrukciu ret’azca predpokladajme existenciu mnoziny stavov
L ={0,1,2,..., N}, postupnosti vektorov { yq > 0 : & € Ny}, ktoré budi charakterizovat’ vek-
tory intenzit vystupu pre riadenia z*, postupnosti stochastickych matic {,Q* : k € Ny}, ktoré
budt charakteriozvat’ pravdepodobnosti prechodu vnorenych ret’azcov k obecnym ret’azcom
prislichajicim jednotlivym riadeniam z* a poc¢iatoénej podmienky zq € L. Nech mame d’alej
ku kazdému riadeniu z* postupnost’ nezavislych rovnako rozdelenych kladnych nahodnych
velicin { 1D, : n,k € No}, pricom D, si exponencidlne rozdelené so strednou hodnotou
E D, = 1. K tomuto riadeniu majme d’alSiu postupnost’ rovnako rozdelenych nezavis-
Iych ndhodnych velicin { U, : n,k € Ny}, ktoré maji rovnomerné rozdelenie na intervale
(0,1). Naviac predpokladame, ze veliciny { y D, : n,k € No} a{ U, : n,k € Ny} st navzdjom
nezavislé. Definujme este funkcie , f(u,7) na L x [0, 1] predpismi

k-1 k
pf(u,i) = j = Z R < u < Z kij-
=0 =0
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Algoritmus generovania nehomogénneho ret’azca s pociatocnou podmienkou pre
po castiach konstantné nehomogénne riadenie:

1 ()Xf)k = X
Xo- =X
J:=0
2. Opakuj
Poloz n :=0
Opakuj
J ;Jrl = jf(jX:7 JUn) (119)
D J
Tl = et T4 ) b (1.20)
%Xy o
Xy = ;X5 pre 7, <t<min{ 71,841} (1.21)
Kj = n
n = n+1

pokym ;7, < tj41

i1 Xg = Xk,
jT0 = 0
jr=Jg+1

Algoritmus je zalozeny na rovnakej myslienke ako konstrukcia redukovaného homogénneho
Markovovho ret’azca s pociatoénou podmienkou. Prvy bod algoritmu definuje pociatoént
podmienku ret’azca zl'ava. Druhy bod mé za tulohu generovat’ ret’azec pre ¢asy t > 0.
Konstrukeia (1.19) generuje vnoreny ret’azec na ¢asovom intervale [t;,t;11). Vnoreny ret’azec
nam urcuje, do ktorého nasledujiceho bodu skoc¢i generovany ret’azec. Nasledne je pomocou
(1.20) generovany ¢as skoku. Konec¢ne, predpis (1.21) definuje priamo hodnoty generovaného
ret’azca. V tomto bode je nutné testovat’ i to, ¢i je cas skoku stéle v intervale [t;,¢;41). Ak
jTn > tj41, opakujeme ten isty cyklus pre interval [¢j41,%;42) s novymi parametrami (nové
intenzity, nové matice prechodu vnoreného ret’azca, ...). Este pred prechodom zabezpec¢ime
navéznost’ ret’azca a jeho spojitost’ sprava pomocou definicie ;1 X 1= jX}}j.

Poznamka 1.4.1. Je treba si uvedomit’, ze u ret’azca vygenerovaného k nehomogénnemu
po castiach konstantnému riadeniu neplati obecne podmienka (1.2). Tento ret’azec sa totiz v
¢asoch t; moze opat’ dostat’ do radikalnych stavov. Uved'me, Ze vygenerovany ret’azec vsak
i napriek tomu je Markovov. Dokaz prenechame vazenému citatel ovi.
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1.5 Riadené kone¢né nehomogénne Markovove ret’azce
so spojitym c¢asom a ocenenim prechodov

Nech je dand mnozina moznych rozhodnuti Z = [],., Z,. Dalej nech je dané pevné po
castiach konstantné riadenie ret'azca z(t) = {25(t) € Z; : s € L,t > 0}. Ked'Ze je riadenie po
castiach konstantné, existuje postupnost’ {t; : k € Ny} takd, ze

to - O,
z(t) =2z", 4, <t <t keN,. (1.22)

Nech mame d’alej dané postupnosti vektorov intenzit vystupu {xq: %k € No} a matic
pravdepodobnosti prechodu vnoreného ret’azca {,Q* : z € Ny} prislichajice intervalom, na
ktorych je riadenie konstantné. Pre toto riadenie vieme skonstruovat’ obecny nehomogénny
ret’azec s pociatocnou podmienkou z, charakterizovany dobami medzi prechodmi (1.19) a
diskrétnym ret’azcom (1.20) popisujicim po sebe idice preskoky. Tento ret’azec je obdobou
obecného ret’azca pre homogénne riadenie. Nech naviac mame k riadeniu ret’azca danu pos-
tupnost’ matic vynosov z prechodu {,R = {7 : 4,5 € L} : k € Ny}, kde xr;; je vynos, ktory
prinesie prechod zo stavu i do stavu 7, ktory nastane v casovom intervale [ty, tx11) s riadenim
z"¥, pricom ,r; =0, a postupnost’ vektorov vynosov zo zotrvania {r = {yr; : i € L} : k € Ny},
kde ,r; h je vynos zo zotrvania v stave i po kladni dobu h v casovom intervale [ty,tx11) S

riadenim z*.

Predpokladajme, Ze sledujeme obecny ret’azec do ¢asu t, pricom bez ijmy na obecnosti
mozeme predpokladat’, ze t € [tx,txy1). Pre 0 < k < K si oznacme ,¢;(t) celkovy ¢as, pocas
ktorého je systém v ¢asovom intervale [tg, min {tx1,t}) v stave i a y¢;;(t) pocet prechodov
zo stavu i do stavu j v Casovom intervale [tg, min {tx.1,t}). Potom vynos z realizcie ret’azca
za dobu t sa da vypocitat’ ako

V(t) = Z Z ki kQi(t) + Z Z kT k®ij (1) (1.23)

i€l k=0 ij€L k=0

Tento vynos je zrejme nahodnd veli¢ina a nas bude zaujimat’, podobne ako v podkapitole
1.3, jej podmienena stredna hodnota za podmienky, Ze ret’azec je v case 0 v stave i, oznacme
si ju v;(t). Rovnako oznacime v(t) = {v;(t),i € L}. Pre stav i € L a ¢as s € [t;, min {t;11,t})
také, ze intenzita vystupu zo stavu ¢ je v case s konecna, t.j. ;¢; < 0o, oznacme

p={ipi,i € L}, wi = ri+ Z 175 1935 -
jeL
Pre stavy i € L, pre ktoré je intenzita prechodu nekonec¢na ;q; = oo, dojde s istotou v case s
k prechodu zo stavu ¢ do iného stavu a tento prechod sa riadi rozdelenim {lq;} 1] € L}. Nas
teda bude zaujimat’ hodnota

" ={wpiie L}, WP = Z I"ij 1935

jEL
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Oznacme este pre [ € Ny

pi(t;) =0, ak i € S,
T + \—1 % .
=€ (IzR - QZR) P rs ak i € R,
pj(S) = ﬁi? ak 1 € lS,S S [tl,tlJrl),
=0, inak i € R, s € [tlatl-s-l) .

K obecnému ret’azcu sme vygenerovali nehomogénny ret’azec (1.21). Na tento ret’azec sa
mozeme divat’ ako na sled redukovanych ret’azcov s pociatoénymi podmienkami. Zavedieme
preto matice pravdepodobnosti prechodu pre po sebe idice redukované ret’azce s pocia-
toénymi podmienkami. Pre [ € Ny mame

lP(O) = < (IZR - I}Z)_l QTS g > , lp(t) = 115(0) lP(t), t>0,

kde ;P(t) je matica pravdepodobnosti prechodu prislusného redukovaného ret’azca. Pre cely
neohomogénny ret’azec generovany pomocou (1.21) zavedieme maticu pravdepodobnosti pre-
chodu nasledovne

Pt —1t), t> st €[t tiv1),5 € [tr, thyr) -

P(s,t) = 1 P(tpsr — 5) [H Pt —t;)

=k+1

Pre zjednodusenie znacenia zavedieme
P(t) = P(0,t).
Speciélne
-1
H JP J+1 = t
7=0

Za tohto oznacenia plati obdoba Vety 1.3.1.

Veta 1.5.1. Nech mame dany nehomogénny Markovov ret’azec {X; : t > 0} s pociatocnou
podmienkou, ktory vznikol generdciou (1.21) z po c¢astiach konstantného nehomogénneho ri-
adenia z definovaného pomocou (1.22). Potom jeho podmienend strednd hodnota v(t) spliuje

v(t) = /Ot P (s) p(s)ds + Z P (t;) p*(t;), t>0. (1.24)
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Dékaz. Budeme postupovat’ podobne, ako v dokaze Vety 1.3.1. Vzhl'adom na rovnicu (1.23)
mame

Vg (1) = E (V ()| Xo- = 20) szﬂ (ki ()| Xo- = wo) + Z Z ki B k@% ()| Xo- = z0).

i€l k=0 i,j€L k=0

Dopocitame podmienené stredné hodnoty:

tpa _ tr4+1 _
E (10:(1)| Xo- = m0) = / P (X =1i|Xo- =x0)ds = / e;O P (s) e;ds
tk ty

tet1
E (k¢35 (8)| Xo- = 20) = / P (Xs =il Xo- = 20) 1Gij I{ 1 qi<00) ds
tg
+ 2P (X =1%o =) [ef (o= Q)™ ] ua
lexR
tpt1 . = N
=/ e, P (5) € klij I gi<o0} ds
tg
+ > e, Pty) el [ef In—Qp)7" e xjj.
lexR

Prvé rovnost’ v prvom riadku plati vzhl'adom na ,¢;(t) = ftt:“ Itx,—iy ds. Prva rovnost’ v
druhom riadku plati vzhl'adom na Lemma 1.3.1 a vzhl'adom k Pozndmke 1.3.2. Pre v(t) teda
dostavame

t 1 t 1
E g sz/H ez ds + § § kT4 (/ N (S) €; k‘a\ij I{ qu'<00}ds)
(78

€L k=0 ©,J€L k=0

+> Z > i [Pt e] [ef (In—Qp) 7" e

€L k=0 lexR

_ / P(s) p(s)ds+ Y P(t) A" (t;) -

kit <t
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1.6 Howardov algoritmus pre najdenie optimalneho ho-
mogénneho riadenia

Predstavme si teraz situdciu, kedy chceme néjst’ optimalne homogénne riadenie, ktoré
by nam prinieslo maximélny oc¢akavany vynos v(t). Odpoved’ou na to, ako takéto riadenie
najst’, je Howardov algoritmus, ktory si najskor predstavime a nasledne dokazeme, ze algorit-
mus najde optimalne riadenie. Predtym si vSak pre zjednodusenie zapisu zavedieme oznacenie.

Pre potreby algoritmu budeme uvazovat’ mnozinu stavov L = {1,..., N} a mnozinu
riadeni Z = [[,., Z;. Algoritmus ndm bude generovat’ postupnost’ homogénnych riadeni
kZ € Z, pre tieto riadenia oznacime ,,Q, 2P, 27, kzb/ a ¢ ako Q, kp, kT, wb" a ;. Tento
zjednoduseny systém znacenia budeme vyuzivat’ i u ostatnych symbolov. Dalej pre dané ,z
budeme v algoritme identifikovat’” mnozinu stabilnych stavov, ktori oznac¢ime ;S a mnozinu
radikalnych stavov, ktori oznac¢ime ,R. Mnozinu stabilnych stavov tvoria stavy, ktoré maju
konec¢nu intenzitu vystupu. Tieto stavy mozu byt trvalé alebo prechodné. Mnoziny trvalych
stabilnych stavov budeme znacit’ ;7;, kde | = 1,..., ym a mnozinu prechodnych stavov s
konec¢nou intenzitou P. Naopak mnozinu radikalnych stavov tvoria stavy s nekonecnou in-
tenzitou vystupu. Bez ijmy na obecnosti budeme predpokladat’, Zze stavy su zoradené od
stavov prislichajuicich do ;77 az ku stavom prislhichajicim do ;R (inak by sme ich preuspo-
riadali), inymi slovami mozeme maticu intenzit zapisat’ nasledovne

Q= ( KQus £ Qur >

* *

kde ,Q, s je matica intenzit prechodu zo stabilnych stavov ;S do stabilnych stavov 5, 1 Q, r
je matica intenzit prechodu zo stabilnych stavov ;.S do radikalnych stavov R a * st matice,
pre ktoré nezavadzame znacenie. Ozna¢me vrchnu ¢ast’ matice ,Q ako

Q= (1Q.s ¥Qur ).

Dalej definujeme maticu pravdepodobnosti okamzitého prechodu

* IkS OkR >
Q= ( KQrs Qi )7
kde Q7 je matica pravdepodobnosti okamzitého prechodu z radikalnych stavov R do sta-
bilnych stavov S a xQjp je matica pravdepodobnosti okamzitého prechodu z radikdlnych
stavov R do radikalnych stavov ,R. Definujme este redukovany ret’azec, ktory bude obsa-

hovat’ vsetky stavy povodného ret’azca mimo stavov radikalnych. Maticu intenzit v reduko-
vanom ret’azci Q definujeme podobne ako v (1.10)

AN * _1 *
KQ =1k Qus + 1Qur Lir— xQ'r)  +Qls.

Naviac vieme, ze mnoziny trvalych stavov su uzavreté, ¢ize plati
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N kaT 0,p
kQ - ~ ~ )

kde ,T' = U} 4 T). Zavedieme eSte oznacenie vektoru priemerného vynosu za jednotku casu

_ kP, s * OkR
() o ()

kde podobne ako v (1.12) a (1.13) je

N
kPi =kTi + E kTij kij i € S,
i=1
N
* * .
EP; = E kTi5 k555 i€ LR
j=1

Pomocou vzt'ahu (1.14) uréime vektor priemerného vynosu za jednotku ¢asu pre redukovany
ret’azec

~ N
P =P+ 1Qur (Lr— 1xQ'r) PR

a opit’ mozeme pisat’

kP, T
kP, T
kP, p

Pre mnoziny radikalnych a stabilnych rozhodnuti zavedieme oznacenie

77 ={yi €Zi: ,qi5 <o VjeL}, i€ L,
ZRr={yvi€Z: ,q;=00 preaspoi jedno j € L}, i€ L,
Ls={ieL:2Z’#0},
Lp={icL:Z'+#0}.

Dalej definujeme

jEL

blp(e) = (Ln— «Qip) " |epin+ «Qls il ecZ.  (1.26)
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Pre potreby algoritmu zavadzame este maximalne ¢

re=max{rc: [l €{1,2,.., ym}}.

Dalej definujeme pre ,z mnozinu vyvolenych stavov ako mnozinu ,7;, pre ktort je p¢; = gC.
Pokial’ viacero mnozin ;7; nadobtida maximalne ¢, volime mnozinu vyvolenych stavov ako
I'ubovol'ni z nich. Pre stavy ¢ € ;T zavddzame index bezvyznamnosti

#G =0, ak 7 je z mnoziny ,z-vyvolenych stavov,

=1, inak.

V Howardovom algoritme budeme index bezvyznamnosti pouzivat’ pri urcovani normalizacie
/ v /7 . 7 .
vektora b . Pre dostatoc¢ne vel'ké a > 0 definujeme vektor bezvyznamnosti ako

kS = — kG a, 1€ T

Bezvyznamnost’ pre stabilné prechodné stavy a radikalne stavy sa bude prenédsat’ cez pravde-
podobnosti absorpcie do vyvolenych a nevyvolenych trvalych stabilnych stavov. Formélne
budeme bezvyznamnost’ definovat’ v ramci algoritmu.
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Howardov algoritmus:

1. Uréime mnoziny stavov Lg a Lg. Zvolime poc¢iatocné homogénne riadenie gz. Nastavime

k= 0.

2. Pre dané yz identifikujeme mnozinu stabilnych stavov ;.S a mnozinu radikalnych stavov
1. Dalej ur¢ime mnoziny trvalych stabilnych stavov T, kde [ =1, ..., ym a mnozinu
prechodnych stabilnych stavov , P. Spocitame vektory rp, 5, kP} g, rP @ maticu ,Q.

3. Vypocitame vektor kB' nasledovne:

(i) Prekazdél = 1,2, ..., ym a mnozinu trvalych stavov 7} vypocitame sistavu rovnic
(1.18), kde namiesto ;b piseme b’

AN ! A~ .
KCl = E kQij kb; + kDis 1 € 17,
Jje€xTy

I

)

; =0, pre jedno 'ubovol'ne zvolené j € ,T;.

’ ~ / . / .7 4 3 4 ~ 7
Dostavame cast’ vektora ;b prislichajicu trvalym stabilnym stavom, oznacime
/ - , ./ _ <. ,
kka a konstanty xc; pre l = 1,2, ..., ym. Nasledne ur¢ime ¢ a mnozinu vyvolenych

stavov. Nakoniec polozime

kb;T = kb;T + &€, 1 J e T

a_opit’ oznacime cast’ vektora kgl prislichajicu trvalym stabilnym stavom ako

!

kka.

(ii) Pre prechodné stabilné stavy ret’azca definujeme

~, ~ B R N -
kbkp = kaP (kc ]'kP — kP.p — kaQ kka>

Cast’ vektora kgl prislichajicu stabilnym stavom oznacime ako kB; -

(iii) Pre radikdlne stavy ret’azca definujeme

" * -1 * * 1/
b= (L= 1Q) " | k0le+ #Qs #bls]

4. Pre i € Lg oznacime

g; = arg max { ()},
€75

z 7

kde



Kapitola 1: Markovove procesy so spojitym ¢asom 38

kCi(0:) = s,pi + Z 5:4ij kg;

jEL

Pre i € Lg, pre ktoré

k(') > & polozime i =e

a pre j # i polozime 3; = rz;. Ak B # 2, tak polozime 1z = B, zvySime k 1=k + 1
a vratime sa do kroku 2. Inak pokrac¢ujeme bodom 5.

5. Pre 1 € Ly oznacime

* P
€; — arg max 0 aq 1b. oy,
i géiezﬁ{&pz + E 55 k g}

jeL
Pre i € Ly, pre ktoré je
5, Pr + Z 5:4;; kb; > kb; polozime 42, = 0;
jeL
a pre ostatné j # ¢ polozime p112; = 2. Ak 112 # 2z, zvysSime k:=k+1 a vritime sa

do kroku 2. Inak riadenie Z = ;. 1z nazyvame riadenie najdené Howardovym algoritmom
a algoritmus konci.

Poznamka 1.6.1. V bode 3. (i) je nutné si uvedomit’, ze zvolend normalizacia b; nema
vplyv na hodnoty .c¢; vzhl'adom na zj €T kQi; = 0.

Poznamka 1.6.2. V bode 3. (ii) a (iii) sa d4 vidiet’, ako sa bezvyznamnost’ prenasa do
prechodnych stabilnych a radikdlnych stavov. Pre prechodné stabilné stavy mame

klN);p = ka_é <k5 1,p— kP p— kaQ kB;T>
= Q <k5 1,p— kP, p— +Qua k‘b;T) - k@,} +Qua k&, 1
kde
k@,} 1Quo = [diag (x4,P) (k@ip - Ikpﬂ - Qo

~ -1 R 1
= (kQZP — IkP) [diag (rd,pr)] " Q.o
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su pravdepodobnosti absorpcie do trvalych stavov. Inymi slovami vektor

-, , SN A
k€, p = kb,p — kb, p = (Ikp - kap> KQ o k€,

nam ukazuje ako sa bezvyznamnosti z trvalych stabilnych stavov prenasaju. Prechodné stavy,
ktoré s kladnou pravdepodobnost’ou skoné¢ia v bezvyznamnych trvalych stabilnych stavoch
budud bezvyznamné, teda &; bude vysoko zdporné. Naopak stavy, ktoré s istotou skoncia vo
vyznamnych stavoch budu opét’ vyznamné, teda §; = 0. Tieto skutocnosti budu dolezité pre
dokaz, ze Howardov algoritmus ndjde optimélne riesenie. Obdobne zistime, ze pre radikélne
stavy plati

" / * -1 *
k&kR = k;ka - kka = (IkR - kaR) kas kEkS-

Poznamka 1.6.3. V bode 3. (iii) Howardovho algoritmu vyuzivame inverzni maticu k
definicii vektoru kB; p- Z Poznamky 1.2.1 vieme, ze pozadovana matica je regularna, ak ne-
existuje uzavrety ret’azec radikalnych stavov. V Howardovom algoritme teda musime volit’
pociatocné riadenie tak, aby tato podmienka bola splnend. Pocas generovania riadeni pz
nedojde k tomu, ze sa takyto ret’azec vytvori vd’aka podmienke v kroku 5, ktory jediny meni
trvalé stabilné stavy na radikalne. Z tvaru maximaliza¢nej podmienky plynie, Ze pre po sebe
iduce riadenia ;z a 1z plati

% % =~ =~
k1P + k:+1Qk+1R kbk+1R > kkaR

’

k1P + <k+1Q:+1R - Ik+lR> kbk+lR = 0.

Dalej ndjdeme stacionarne rozdelenie m; | p vnoreného ret’azca y4z-radikalnych stavov, inymi
slovami najdeme rozdelenie 7* ., pre ktoré je
k+1

T

T
* * _ k
<7Tk+1R> k+le+1R - <7Tk+1R>
Rovnicu vynasobime staciondarnym rozdelenim a dostavame

I

T . T
0< <7TZ+1R> [k'i‘lp* + <k+1Q:+1R - Ik+1R) kbk+1Ri| = <7T:+1R) k1" < 0.

kde posledna nerovnost’ predpoklada, ze p.1p* < 0. Pre nés pripad je to logicky predpok-
lad, pretoze pi1p* interpretuji okamzité vynosy z ndkupu/predaja akcii, ktoré si postih-
nuté transakénymi nédkladmi. Poslednd nerovnost’ tiez znamena spor s nerovnost’ou na l'avej
strane, z ¢oho vyplyva, ze pokial je predpoklad ,.1p* < 0 splneny, znamena to, ze Howardov
algoritmus ani v priebehu nevytvori riadenie s uzavretym cyklom radikalnych stavov.

Poznamka 1.6.4. Obdobne i v bode 3. (ii) Howardovho algoritmu vyuzivame inverznu
maticu k matici yQ, p. Ukdzeme, ze tdto matica je reguldrna. Oznacme ,Q’p maticu prav-
depodobnosti prechodu z prechodnych stabilnych stavov do prechodnych stabilnych stavov
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vo vnorenom ret’azci a ,q, p vektor intenzit vystupu z prechodnych stavov. Vieme, ze uza-
vrety ret'azec prechodnych stavov neexistuje, ¢ize matica I, p — Q7 p je reguldrna. Dalej
si uvedomime, ze maticu intenzit sme v (1.7) definovali pomocou matice pravdepodobnosti
prechodu vo vnorenom ret’azci nasledovne

Q,p = diag (d,p) <kQ:P — IkP) :

Vzhl'adom na to, ze v Howardovom algoritme sa nikdy nevyskytne riadenie, ktoré by tvorilo
uzavrety cyklus radikalnych stavov (viz Pozndmka 1.6.3), je matica ,Q, p reguldrna.

V nasledujtcej ¢asti budeme dokazovat’, ze algoritmus ndjde opitmalne homogénne ri-
adenie. Dokaz bude rozdeleny do viacerych viet. KI'icova prva veta bude pojednavat’ o tom,
akym sposobom je mozné zvysit’ .c. Druha veta ukéaze, ze Howardov algoritmus skoné¢i po
kone¢nom pocte krokov. Posledn4 veta ukaze, ze riadenie z najdené Howardovym algoritmom
je v zmysle ocakavaného vynosu v(t) pre velké ¢ optimalne az na konstantu. Najskor si vsak
povedzme, ¢o dané .c znamena

€= ps+ Qb ee’, (1.27)
sc(e) = sp.s+ cQsb, ecZ. (1.28)

Veta 1.6.1. Nech mame dve riadenia €, € Z*. Potom plati
' (co— se(e)) = o Qun ((sbLa(e) = sblr).

kde sb_p(e), ¢ a sc(e) si definované podla (1.26), (1.27) a (1.28), a .m je staciondrne
rozdelenie v e-redukovanom ret’azci.

Dokaz. Pocéitame

sﬂ'T 60(5) = c-:TrT <z—:p£S+ e@ 6b/> - sﬂ'T <€pES + stS Jb;S + stR 6b;R)
-~ A ! ! x \—1 * * !
(sp + &‘Q ébes + EQER 6b€R - eQeR (IER - €Q5R> [epeR + €Q5R 6bes}>
= e7TT (eﬁ‘i‘ eQ eb;s> + e7TT eQER ( 6b;R - 5b;R<€)>-

o T
_671'

Dalej méme

/ / * —1 * * ’
= epst Qb = epst Quseblst Qun (Ln— «Qln) " [epln+ Qi ebly]
= s/p\+ EQ sb;s~

Spojenim tychto dvoch rovnic dostavame

s7rT 6C(€) - z-:7rT eC+ s7rT GQER <5b;R - JbIER(E:)) ;

z ¢oho uz jednoduchou upravou dostdvame tvrdenie. O
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Poznamka 1.6.5. Pre dokaz Howardovho algoritmu budeme potrebovat’ vediet’, ako sa
bezvyznamnost’ prejavuje v hodnote ¢;(e€). Pocitajme teda

kCi(6:i) = 5,pi + Z 5:%ij kg; = 5Pt Z 8:9ij kb;‘ + Z 5:%ij (kg; - kb;)
jeL jeL jeL

= Ci(0;) + Z 5, Qi kSj-

jEL

Poznamka 1.6.6. Rozoberme este podmienku v kroku 5. Ak nastane zmena je
s Pf+ > 6 Kby > kb
jEL
V maticovej podobe piSeme

SPZR + JQZS kbés + 6Q:R kbdR > k:bJR»

¢o pol'ahky upravime na tvar

" x \—1 * * "
kbéR < (I5R 6Q5R) [6P5R + 5Q65 kbés] .

Vzhl'adom na to, Zze matice (IGR 5Q:R>71 a §Q;s s nezaporné, tak ndm staci, aby platilo

Yy 5 = kb k tomu, aby

1/ * -1 * * ! 1!
sb,r = (LirsQlr) [5P53+ 5Q;s 5b55] > b, p.

V nasej uvahe pokracujeme d’alej na prechodné stabilné stavy Ked'ze matica 5Q ;P je nekladnd
a matica 5Q5Q je nezaporna, sta¢i nam, aby platilo 5b > kb k tomu, aby

~ /\_1 ~ =~ =
sb,p = 6Q,p (50 1,p— sp,p — 5b5T> > b, p.

Pred dokazom druhej vety sme ntuteni zaviest’ dodatocny predpoklad neexistencie netriv-
ialnej izolovanej mnoziny stavov. Predpokladajme teda, ze ku kazdej netrividlnej uzavrete;
mnozine stavov A C L existuje stav i € A a rozhodnutie §; € Z; také, ze narusi uzavretost’
mnoziny A skrz stav 7, teda existuje j € L\ A také, ze 5,q;; > 0.

Veta 1.6.2. Howardov algoritmus skon¢i po konecne vel'a krokoch.

Dokaz. Dokaz bude predpokladat’ prave jednu zmenu v ret’azci. Pre viacero zmien naraz
prenechdame dokaz na vazeného citatel'a. Dokaz rozdelime na tri ¢asti. Prvéa cast’ ukaze, ze
ak nastane zmena v pz-vyvolenom stave, ktory zmeni rozhodnutie na stabilné tak ¢ —
¢ > 0. Druha cast’ sa bude venovat’ ostatnym zmendm na stabilné rozhodnutia. Tretia
cast’ dokazu sa bude venovat’ situécii, ked’ nastane zmena na radikalne rozhodnutie. Vd'aka
zakomponovaniu bezvyznamnosti do rozhodovania sa nam nemoze stat’, ze by sa vyvoleny
stav stal bezvyznamnym alebo Ciastoéne vyznamnym. Inymi slovami, mnozina vyvolenych
stavov sa nezmensuje.
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a)

Nech teda nastane zmena v pz-vyvolenom stave i, teda y12; # 2. Prvy pripad nastéva
v 4. kroku algoritmu. Z neho vyplyva, 7e existuje §; € Z7 také, ze ,c;(0;) > ré. Ked'ze
1 je pz-vyvoleny stav plati vzhl'adom k Pozndmke 1.6.5 a definicii bezvyznamnosti
kCi(0;) = rci(9;), ¢ize gci(0;) > k€. Zaved'me oznacenie j,1z vyvolenej mnoziny jqV .
Potom vzhl'adom k Vete 1.6.1, kde je prava strana nulova, pretoze na 1R nedoslo k
ziadnej zmene rozhodnutia, pocitame

0= Z k1T (k416 — kCi(k4125)) = Z k175 (k1€ — kG (r41%5))

Jj€knT J€k+1V
= 117 (k€ = 1Ci(6)) + (r41€— k8) Y k7).
JjE€k+1V

kde druha rovnost’ vychadza z toho, ze mimo vyvolenych stavov neprebehla ziadna
zmena. Tretia rovnost’ vychadza zo vzt'ahu ,c;(k112;) = k¢j(k2;) = kC pre j # i. Z
poslednej rovnosti je uz vidiet’, ze xi1¢ — ¢ > 0.

Tuto cast’ dokazu prenechame na vazeného citatela. Idea je, ze stav, ktory zmeni
rozhodnutie na stabilné a nie je vyvoleny sa musi zakonite naviazat’ na vyvolené stavy
a stat’ sa stavom prechodnym stabilnym. Tédto zmena zachovdva ¢ na rovnakej vyske,
a teda musime ukdzat’, ze zmena zvysuje zb .

Ak nastane zmena na radikdlne rozhodnutie, musi nastat’ v kroku 5, teda ;¢ sa nemeni.
Nech teda nastane v bode 7. Je nutné si uvedomit’, Ze na ;17 nenastanu ziadne zmeny,
a teda plati

’

~, ~
k+1bk+1T = kbk+1T'

To nam spolu s Poznamkou 1.6.6 dava, ze

k+1b > b

Navyse podmienka v 5. kroku algoritmu ndm déva ostri nerovnost’ v jednej zlozke.

’ . . “ 12 v s _ _ _ 1./ 1./ .
Ukazali sme, ze kazda zmena zvysSuje bud’ ¢ alebo ak ¢ = ;i1¢, tak p.1b > (b, pricom
v jednej zlozke je nerovnost’ ostra. To ndm vzhl'adom na konec¢nost’ mnoziny stavov L dava
tvrdenie. O

Zaved'me oznacenie pre optimélne riadenie z

I
ol

I
o

N)
>
I
o)
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Poznamka 1.6.7. 7 konstrukcie algoritmu vyplyvaju 2 zakladné nerovnosti. Podmienka
kC(g;) > k¢ v 4. kroku algoritmu ndm zabezpeéi, ze pre 'ubovol'né z € Z plati nerovnost’

szs + ZQ B/ S ]-ZS C.

Podmienka v 5. kroku algoritmu nam d’alej pre I'ubovolné z € Z déva

P ,Q b <D

Veta 1.6.3. Riadenie ndajdené Howardovym algoritmom 7 je optimélne medzi homogénnymi
riadeniami az na konstantu.

Dokaz. Vezmime si 'ubovol'né riadenie z. Pre riadenie z existuje mnozina stabilnych stavov
29 a radikalnych stavov ,R. Zadefinujeme si vektorovi funkciu

A(t) = v(t)+ Pt)b — 1,2t
kde ,P(t) je matica pravdepodobnosti prechodu redukovaného Markovovho ret’azca s poci-
atocnou podmienkou generovaného homogénnym riadenim z. Matica pravdepodobnosti pre-
chodu je definovand pomocou vzt'’ahu (1.15). V prvom rade budeme chciet’ zistit’, ze tato
funkcia je nerastica. Bez tjmy na obecnosti predpokladajme, ze stavy su zoradené od ,S po
-R. Pocitajme

d, h(t)  d,v(t) N d,P(t) ~ N
dt dt dt

kde druha rovnost’ plynie z Vety 1.3.1 a z Kolmogorovych diferencialnich rovnic - Veta 1.1.5.
Tretia rovnost’ plynie z faktu, ze ,P(¢) 1, € = 1, ¢ vzhl'adom na stochastickost’ matice ,P(t).
Konecne, posledné nerovnost’ vychadza zo 4. kroku Howardovho algoritmu a skutocnosti, ze
z je vysledkom Howardovho algoritmu. Ttto nerovnost’ overime. Vyjdeme z prvej nerovnosti
v Poznamke 1.6.7 a pocitame

1,sC > ,pg+ Qb = ,p g+ (2Qus|-Q.r) b

A~ ~;

> ,ps+ Qsb s+ Qrbr=.p+ ,Qb.g,

kde posledna rovnost’ vychadza z definovania B/z r v 3. kroku algoritmu a definicie p a Q
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Ukézali sme teda, ze podmieneny stredny vynos ,v(t) je na intervale [0,00) nerasticou
funkciou. Z predchadzajucej tedrie vieme, ze v redukovanom Markovovom ret’azci s pocia-
tocnou podmienkou moéze nastat’ skok s nekonecnou intenzitou v pociatoénom bode (a nikde
inde), a preto musime poc¢iatocny stav osetrit’ zvlast’. Ozna¢me

Azh(O) = zh(o) - zh(o_)
a pocitajme

-~/

A,h(0) = A,v(0) + A,P(0)b —1,¢At = ,v(0) + (,P(0) — 1) b

. — % + ( O 0 ) B/
=P (Lr— Q%) QY —Lng
0

( (IZR_ ZQ:R) zsz“—( ZQ R) ! ZQ:S B;S _B;R )

0
_ B -, -, <0
( (Lr— .QR) ' [zP:R+ Qs bzs} — b,r > -

kde tretia rovnost’ vychadza z Vety 1.3.1 a definicie matic ,P(t). Nerovnost’ vychadza z 5.
kroku algoritmu a skutoc¢nosti, ze riadenie z je vysledkom Howardovho algoritmu. Opéat’ si
tuto skutocnost’ dokazeme. Vyjdeme z druhej nerovnosti Poznamke 1.6.7 a pocitame

~/

b, r 2P, + ( Qs ‘ 2Qr ) b =2 Pr T2 Qg B;s + QR B;R
Z ( zR ZQZR) |:zp:R+ zQ:S B;S] .

v

Dokézali sme, ze funkcia ,h(t) Je nerastica v ¢t. V Specidlnom pripade z = z je funkcia
konstantna. Z definicie vektoru bA priamo plynie konstantnost’” v pociatocnom bode a z
definicie bﬁ a Vety 1.6.2, v ktoreJ sa odvodilo, ze v optiméalnom riadeni su vSetky stavy

vyvolené, plynie konstantnost’ na intervale [0, 00). Nerasticost’ funkcie ;h(t) vyuzijeme pre
odhad rozdielu medzi ,v(t) a v(t)

V() + POD —1,¢t= ,h(t) < ,h(07) = ,v(0)+I,b =b =h(0")

—h(t)=v(t)+P(t)b — 1, ¢t,

teda
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Poznamka 1.6.8. Funkcia h(¢) je nerastiica v ¢ i pokial’ uvazujeme po ¢astiach konstantné
nehomogénne riadenia. Dosledkom toho je, Ze pre po castiach konstantné riadenie z plati

v(t) > Lv(t) +o(1),

kde V(t) je ocakdvany vynos pre homogénne riadenie najdené Howardovym algoritmom.



Kapitola 2

Optimalna obchodna stratégia

Ciel'om druhej kapitoly je najst’ optimalne riadenie investorovho portfélia. Kapitola sa na
uvod zaoberd obecnou tedriou stochastického kalkulu a vyslovenim Itoovej formule. Pokracu-
jeme konstrukciou spojitého modelu, ktory je postaveny na viacrozmernom Brownovom po-
hybe. Zavedenim operacii nakupu a predaja sa model zdynamizuje a odvodia sa zakladné
vzt’ahy. Spojity model je nésledne aproximovany modelom diskrétnym, v ktorom uz moze
byt” pouzity Howardov algoritmus pre najdenie optimalneho riadenia.

2.1 Stochasticky diferencial a Itéova formula

V tejto kapitole budeme obecne pracovat’ s ndhodnym procesom X = {X(t) : ¢t > 0} defi-
novanom na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Chcel by som upozornit’, ze z praktick-
ych dovodov sme niteni k zmene znacenia casovej zlozky pre nahodné procesy, kedy namiesto
doteraz uzivaného oznacenia X; pre nahodni veli¢inu v ¢ase ¢ budeme uzivat’ oznacenia X ().
Obdobne ako sme v Definicii 1.1.3 zadefinovali spojitost’ ndhodného procesu, zadefinujeme
nahodné procesy s konecnou variaciou.

Definicia 2.1.1. Hovorime, ze ndhodny proces X ma konecni varidciu, ak pre vsetky jeho
trajektérie X (w) plati, ze

XU(t,w) =sup VA (X (w)) <00, A@t)={0=ty<..<t,=t},
5()

kde A(t) obieha vsetky kone¢éné delenia intervalu [0, ¢] a kde pre konkrétne delenie A(t) =
{0=1ty < ... <tp=t}je funkcia VA1 definovans nasledovne

VAO (X(w)) = 31X (1) = X(tj1,)]

Lemma 2.1.1. Nech X je spojity nahodny proces s kone¢nou variaciou, potom XV je
spojity neklesajici nahodny proces.

Dékaz. Viz str. 232, Lemma 1.2.1. v [4]. [

46
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Poznamka 2.1.1. Pre spojity ndhodny proces X s kone¢nou varidciou budeme proces X"
nazyvat’ varidciou procesu X.

Definicia 2.1.2. Hovorime, Ze ndhodny proces X ma konecnu kvadraticki varidciu, ak
existuje spojity ndhodny proces {(X) (¢),t > 0} taky, ze
(X) (1) = plim Q> V(X), VA, ()] =0, ¢>0,

kde Q2 (X) = 2521 | X (t) =X (t}_,)]>. Tento proces budeme nazyvat’ kvadratickd varidcia
nahodného procesu X.

Definicia 2.1.3. Nech L je linearny priestor ndhodnych procesov s kone¢nou varidciou a
nech X,Y € L. Na L definujeme bilinearnu formu (X,Y") predpisom

(X.Y) (1) = 7 (X +Y) (1) — (X +Y) (1) =plim Q> (X)Y), t=0,

RS-

kde Q2®(X,Y) je definovana ako

(X +Y) - Q*(X ~Y)).

B~ =

D (X (L) = X(t)) (Y(t) =Y () =

Jj=1

Tento proces budeme nazyvat’ kovariancia nahodného procesu X.

Simulacia pohybu cien akcii bude konstruovana na zéklade informacie, ktora je k dis-
pozicii. Matematickou predstavou casového vyvoja informécii vzt’ahujucich sa k uréitému
predmetu skimania vyjadruje neklesajica stustava javovych poli F = {F;:t > 0}. F; je
interpretované ako subor nahodnych javov, o ktorych je v case ¢t zname, ¢i nastali alebo ne-
nastali. Nahodné javy z F; ide strucne nazyvat’ javy do doby ¢. Hovorime tiez, ze F definuje
casovi dynamiku v mnozine nahodnych javov. Tieto skutoc¢nosti si matematicky formalizujme
stiborom definicii z [4]. Uvedieme len zékladné definicie a pripadnych zdujemcov odkazeme
na nahl'ad do prislichajucej literatury.

Definicia 2.1.4. Hovorime, ze {F; : t > 0} je filtrdaciou pravdepodobnostného priestoru
(Q, A, P), ak

(i) Fi C A je o-algebra pre kazdé t > 0,
(il) Fs C F; kedykol'vek je s < t.

Pre t = oo oznac¢ime Fo, = 0 (Ui>o Ft). Nech je X ndhodny proces na (Q,F, P). Jemu
prislichajuce filtracie

FX=0(X(s),s<t), Foo =0 (X(t),t<0),

budeme nazyvat’ kanonické filtrdacie.
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Definicia 2.1.5. Nech na pravdepodobnostnom priestore (€2, .4, P) existuje filtracia {F;}.
Nahodny proces X nazyvame F; -adaptivny proces, ak FX C F; pre vietky ¢t > 0.
Definicia 2.1.6. Stochasticky proces nazyvame F; -progresivny, ak

(s,w) — X(s,w) je B[0,t] ® F; — B(R) - meratelnd mapa Vt € R,
Oznaéime PM(F;) mnozinu vSetkych F;-progresivnych procesov.
Poznamka 2.1.2. V definicii integralu podl'a procesu budeme pracovat’ s procesmi s ko-
necnou variaciou. Oznacme si teda

CFV(F;) = {B spojity F; -adaptivny proces s B'(t) < ooVt € R*, B(0) = 0}.

Definicia 2.1.7. Nech mame nédhodné procesy G € PM(F;) a B € CFV(F;). Ozna¢me

t
(G, B) = {w cq. / G, ) dBY(s,0) < 00Vt > o} |
0

(/OtG(S) dB(S)) (w) = Ir,B) /OtG(S,w) dB(s,w), (t,w) € R x Q.

Proces [G dB = (fg G(s)dB(s),t > 0> budeme nazyvat’ integrdl procesu G vzhl'adom k
procesu B.

Pre nas pripad bude nutné naviazat’ na predchadzajicu definiciu a uviest’ integrovanie
vzhl'adom k procesom, ktoré su lokdlnymi F; martingalmi. V tomto bode by sme pripadnych
zédujemcov odkdzali na publikdciu [4], v ktorej si podrobne zadefinované lokélne martingaly.
My budeme predpokladat’ znalost” tohto pojmu a oznacime si

CM,oc (F3) = { spojité lokdlne F; martingaly M s M(0) = 0 skoro urcite },

t
PM, (B, F;) = {G € PM(F) : / |G(s)|P dB"(s) < oo skoro urcite Vt € R+} :
0

Definicia 2.1.8. Nech mdme ndhodné procesy M € CM,..(F) a G € PMy ((M),F,).
Proces IM(G) € CMy,. nazyvame stochasticky integrdl G vzhl'adom k M, ak skoro urcite
plati

<IM(G),N>(t):/tGd<M,N>, t>0 VN e CMy.

Proces I (G) budeme znacit’ ako [ G dM a IM(G) ako [} G(s) dM(s).
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Poznamka 2.1.3. Ak N € CM,,.(F;) je taky, ze N = [ GdM skoro urcite, potom budeme
ekvivalentne pisat’, ze dN = G dM a hovorime, ze ndhodny proces N ma stochasticky difer-
encidl.

Poznamka 2.1.4. Pre X € CSM(F;), kde CSM(F;) je mnozina spojitych F; -semimartingalov,
vieme nahodny proces X rozlozit’ na sucet X = X(0) + B+ M, kde B € CFV(F) a
M € CM;o.(F;). Tento rozklad je jednoznaény skoro urcite a mozeme ho ekvivalentne zapisat’
v difrencidlnej podobe ako dX = dB + dM. Ak oznac¢ime PMi5(X, F;) = PM; ((B) , F:) N
PM, ((M) , F;), potom definujeme stochasticky integral procesu G € PMy5(X, F;) vzhl'adom

na proces X predpisom
/GdX:/GdB+/Gd]\/[.

Pokial' Y € CSM(F,) je taky, ze Y = [ G dX, piSeme ekvivalentne dY = G dX.

Jednym zo zakladnych vysledkov tedrie stochastického integralu je Itoova formula, ktord
umoznuje za urcitych podmienok derivovat’ nahodnu funkciu.

Veta 2.1.1. Nech G je otvorend mnozina v R¢, f € C*(G) a X € CSM? taky, ze X € G
viade na R? x Q. Pre x = (x1,...,24)" € G oznacéme

_df _df
Potom proces f(X) € CSM a jeho stochasticky diferenciél je rovny
d 1l
f(X) ;f( ) +2MZ:1f]( ) d (X5, Xj) (2.1)
Dékaz. Viz str. 288, Veta 2.2.8. v [4]. O

2.2 Konstrukcia spojitého modelu

Spojity model bude modelovat’ vyvoj hodnoty portfélia investora, ktory investuje do
rizikovych akcii alebo na penaznom trhu do bezrizikovych aktiv. V tejto podkapitole budem
vychddzat’ z ¢lanku [1]. Uvodom si zadefinujeme Wienerov proces.

Definicia 2.2.1. Spojity r-rozmerny néhodny proces W = (Wy,...,W,)" nazgvame 7-
rozmerny Wienerov proces, ak jeho prirastky

W(tl) — W(to), W(tl) — W(to), e W(tn) — W(tnfl), vto <t <..<tp, ne€ N

st nezavislé a L (W (t) — W(s)) = N, (0, |t — s| I,) pre t, s > 0 a kde I, je jednotkové matica
rX T,
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Lemma 2.2.1. Majme dany r-rozmerny Wienerov proces W. Potom W; sii procesy s konec-
nou variaciou a plati

(W) (t)=t VteR" i=1,2,..,r,
<WZ‘,WJ'> (t) =0 Vte R+, Z7éj, Z,j = 1,2,...,7’.

Dékaz. Viz str. 239, Veta 1.2.2 v [4] a Kapitola 12 v [7]. O

V spojitom modeli bude mat’ investor na vyber r roznych akcii a jedno bezrizikové ak-
tivum. Cenu akcii budeme modelovat’ viacrozmernym geometrickym Brownovym pohybom.
Konkrétne, budeme predpokladat’, ze trhova cena akcii je r-rozmerny F;-semimartingal, kde
F: je kanonickd filtrdcia Wienerovho procesu W (t), so stochastickym diferencidlom

AX(t) = X(t) pdt + X(t) B2 dW(t),  X(0) =x € R",

kde W (t) je r-rozmerny Wienerov proces, X(t) = diag (X(t)) je matica, ktord ma na diagonéle
zlozky vektora X(t) = (Xy(t),..., X,.(t))" a na inych miestach nuly, d’alej ¥z e R™ je
pozitivne definitivna matica taka, ze $:¥: = % a p € R". Oznaé¢me ndhodny vektor
poctu akcif v ¢ase t ako H(t) = (Hy(t),..., H.(t))", kde H,(t) vyjadruje pocet akcii i v Case
t, oznacme este H(t) = diag H(t). Obdobne oznaéime poziciu investora na trhu v case ¢
ako G(t) = (G1(t),...,G(t))", kde G;(t) vyjadruje podiel investicii do akcif i v investorovom
portféliu v case t. Kone¢ne, ozna¢me Y (t) ako hodnotu portfélia. Pri tomto oznaceni je mozné
zapisat’ ceny akciovych casti portfélia ako

Y () G(t) = H(t) X(t) = X(¢) H(t). (2.2)

Predstavme si, ze investor neobchoduje, inymi slovami H(t) je konstantné. V tomto
pripade je zmena trhovej ceny portfélia Y (¢) sposobend vyhradne zmenou trhovych cien
akcii, teda

dY (t) = d (H'(t) X(1)) = H'(t) dX(t) = Y (t) G'(t) (u dt + 3% dW(t)) .

Podl'a Itdovej formule (2.1) a s vyuzitim Lemma 2.2.1 méme

Vi dv-ig — -0 40 @)

Y (t) Y2(t)
G'(t) (,J, dt + %2 dW(t)) + <GT(t) (u dt + 33 dW(t)))
G'(t) (—pn+ 3 G))dt + G'(t) Bz AW (2). (2.3)

Opét’ podl'a Itoovej formule (2.1) odvodime
dv(@) 1d{) (@)
Y 2 e

Agregovanim predchadzajicich dvoch vzt’ahov dostavame

dinY(t) =
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dInY(t) = <GT(t) w— % G(t)X G(t)> dt + G'(t) X2 AW (t). (2.4)

It6ova formula (2.1) ndm pomoze i s odvodenim stochastického diferencidlu pre poziciu G(t)
za predpokladu, ze investor neobchoduje

AG(t) = H(t) %
AX(H)  dY()X(t) dY(H)dX(t) (V) () X()
= H) (Y(t) BRE0 Y2<> V(1) )
R

)
( dt + 23AW( )) <(t))

— G(t) G'(t) ((—u L EGE)dt + E%dW(t)) +G(t) [(p, R G(t)dt + £ AW (1)

= (G(t) - G(H) G'(1)) |( — TG(1) dt + B2 AW(1)] |

kde predposlednd rovnost’ vychadza zo skutocnosti, ze 220 — G(t). Pri oznaceni

S(X) = [X-XX']23, BX)=[X-XX"][u-2X],

plati

AG(t) = B(G(1)) dt + S(G(t)) dW (2). (2.5)

2.2.1 Dynamizacia modelu a rozsirenie o transakéné naklady

V d’alsom kroku model zdynamizujeme a zavedieme transakéné naklady. Dynamizacia sa
prejavi v skutocnosti, ze investor moze nakupovat’ a predavat’ akcie. Uvazujme, ze pri nakupe
akcie investor zaplati (14 b)-ndsobok jej trhovej ceny a pri jej predaji obdrzi (1 — ¢)-ndsobok
jej trhovej ceny. Je rozumné obmedzit’ sa na b € (0,00) a ¢ € (0,1). Kone¢ne, ozna¢me H;" (t)
a H; (t) pocet akcii i kipenych a predanych v ¢asovom intervale [0, ¢). Budeme predpokladat’,
ze tieto procesy st neklesajuce F; -adaptivne a zl'ava spojité. Dynamizacia modelu sa prejavi v
uprave stochastickych diferencidlov (2.4) a (2.5). Predstavime si, ze investor nakiapi AH;(t) >
0 akcif ¢ v ¢ase t. Potom Y (t) G;(t) vzrastie o hodnotu X;(t) AH, (). Transakéné nédklady tohto
obchodu budi b X;(t) AH,;(t) vzhladom na skuto¢nost’, ze obchod prebehne v nekoneéne
kratkom casovom intervale (t,t + dt), pocas ktorého sa cena akcie nezmeni. O transakéné
naklady musi poklesnit’ i trhova cena portfélia, ¢ize hodnota

Y(t)+0 Hi(t) Xi(t) = Y(¢) (14 Gi(t))
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bude pri ndkupe akcie ¢ konstantnd. V diferencialnej podobe teda dostaneme

b

dtGy(t),

kde d* reprezentuje infetizimalnu zmenu sposobent ndkupom akcie i. Obdobne pre predaj
akcie ¢ odvodime vzt’ah

C

dInY ()= —-d‘In1l (t) = ————————d7'G(1).
nY(t) nl+cGit) = cGil) Gi(t)
Oznacme
b c
+ p— - pr—
v () 1+ba’ (7) l—ca’

Pre hodnotu portfélia teda bude platit’
T 1 T T 1
dlnY(t) = (G (t) p— 3 G(t)Xx G(t)) dt + G(t) X2 dW ()

- Z O (Gi(t)) dTGi(t) + Z 07 (Gi(t)) d7Gy(1). (2.6)

Pozicia investora v diferencidlnom tvare bude po zdynamizovani modelu

dG(t) = B(G(t)) dt + S(G(t)) AW (¢) + Z dY'G(t) + Z d7'G(1), (2.7)

kde d¥'G(t) = (d*Gi(t), ...,diiGr(t))T. Naviac vieme, ze pri nakupe akcie 7 je hodnota
Y(t) G;(t) = H;(t) X;(t) konstantnd pre i # j. Z tejto skutocnosti odvodime vzt’ah medzi
d—HGj (t) a d—HGZ(t)

AHG; (1) = Gy(0) 9 (Gi(1)) A7 Gi(t) i #

Vzt'ah (2.7) moze slizit’ ako definiénd rovnost’ pre d*G(t).

2.3 Diskrétny model

Tato cast’ kapitoly si za ulohu dava prezentovat’ navod, akym by sme mohli definovat’
diskrétny model, v ktorom by sa nésledne dal vyuzit’ Howardov algoritmus pre najdenie
optimalneho riadenia.
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2.3.1 Konstrukcia diskrétneho modelu

Diskrétny model bude mat’ za tlohu ¢o najlepsie aproximovat’ spojity model (2.7).
,Dobri®“ aproximaciu nam diskrétny model zabezpeci, pokial ostani zachované zakladné
vlastnosti spojitého modelu, akymi st strednd hodnota a rozptyl. Predpokladajme, ze poci-
atocna investorova pozicia je

G(0) =g.

Stredni hodnotu uréime s vyuzitim Definicie 2.2.1 a diferencidlu (2.7)

E(G(dt) - G(0)|G(0) = g) ~ E(dG(0)|G(0) = g) = E(B(G(0))|G(0) = g) = B(g)dt,

kde pre dostatocne malé dt je aproximéacia dostatocne presnd. Pre rozptyl postupujeme ob-
dobne a s vyuzitim Lemma 2.2.1 dostavame

Var (G(dt) — G(0)|G(0)) ~ Var (dG(0)|G(0) =g) ~ E (dG(O) (dG(O))T |G(O))
~ S(g) S'(g) dt,

kde sme zanedbali ¢leny s (dt)?.

Nacrtneme d’alsi postup vedici k diskrétnemu modelu, pricom postupujeme podl'a [11].
Dalsim krokom je definovanie stavov ret’azca a urcenie intenzit prechodu medzi jednotlivymi
stavmi za predpokladu, ze sa neobchoduje, ktoré budu suvisiet’ so spoc¢itanou podmienenou
strednou hodnotou a rozptylom G(t). Nésledne sa uréia mozné rozhodnutia pre jednotlivé
stavy ret’azca, pricom rozhodnuti pre 2-rozmerny pripad je celkovo 9 - nakup prvej akcie a
nakup druhej akcie, ndkup prvej akcie a ni¢ nerobit’ s druhou akciou ,... Intenzity prechodu
sa urcia i pre zdynamizovany model a tieto intenzity nam budu generovat’ Markovov ret’azec.

Nésledne sa pre diskrétnu aproximaciu zostavia matice ocenenia prechodov R a vektory
zotrvania r. Matice ocenenia prechodu a vektory zotrvania budd vychddzat’ zo vzt’ahu (2.6).
Vektory zotrvania budi definované ako

d@:gu—%gzg
Pre stabilné rozhodnutia nebudi v modeli ziadne penalizacie pre prechody do d’alsich stavov.
Je vsak nutné stanovit’ vel'kost’ penalizacie sposobenej nakupom a predejom jednej ¢i viac-
erych akcii, co odpoveda radikalnemu rozhodnutiu. Toto stanovenie bude vychadzat’” opéat’ zo
vzt'ahu (2.6). Po stanoveni penalizacii sa uz len uréi pociatoéné priblizenie v Howardovom
algoritme a pomocou vypoctovej techniky sa najde optimalne riadenie.



Zaver

Diplomova praca mala za tilohu previest’ problém hl'adania optimalnej obchodnej stratégie z
jednorozmernej situdcie na viacrozmernu. Ciel’ sa podarilo naplnit’ ¢iastocne. Praca posky-
tuje uvedenie a dokaz Howardovho algoritmu pre relativne obecnt skupinu riadeni. Priprava
na vyslovenie a dokaz algoritmu sa tiahne celou prvou kapitolou.

V druhej kapitole sa ndm podarilo uviest’ spojity model obchodovania s portféliom akcii. Tak-
tiez nechybajui polozené zaklady diskrétnej aproximacie spojitého modelu. Druha kapitola je
napisana s otvorenym koncom zakonc¢end navodom pre d’alsi postup, ktorého rozpracovanie
moze byt predmetom d’alsieho vyskumu.

Zaverom by som chcel este raz pod’akovat’ Mgr. Petrovi Dostalovi, Ph.D. za dlhé hodiny
konzultacii a vel'’ké mnozstvo napadov, ktoré mi pri pisani diplomovej prace venoval.
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