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Kapitola 1

Uvod

V této praci budeme studovat vlastnosti feseni systému nelinearnich parci-
alnich diferencidlnich rovnic popisujici nestaciondarni rovinné proudéni jisté
ttidy zobecnénych Newtonovskych tekutin zahrnujici predevsim ruzné vari-
anty mocninnych modelu. Proudéni je popsano systémem rovnic

%—?—i—div(u@u)—divS:—quLf, divu=0 vQr (1.1)
Rovnice (1.1) uvedeme na tomto misté bez toho, aniz bychom defino-
vali nebo blize specifikovali jednotlivé ¢leny. V nasledujici sekci nejprve
shrneme historii matematického zkoumani systému rovnic (1.1), poté v sekci
1.2 zavedeme znaceni, ve kterém se ¢astecné oziejmi, co které cleny zname-
naji. Déale bude nasledovat kapitola 2, kde strué¢né nastinime odvozeni a
vyznam systému rovnic (1.1) a presné specifikujeme pozadavky na clen S.
Tento tenzor napéti ma p-potencialni strukturu. Zamérime se specidlné na
piipad p = 2. Aby byl systém (1.1) dobte uchopitelny, doplnime ho pocateéni
a hrani¢ni podminkou. Budeme studovat rovnice (1.1) spolu s hrani¢nimi
podminkami dokonalého skluzu.

Treti kapitola je vénovéna existenci slabého feseni systému (1.1). Budeme
postupovat podobné jako v paté kapitole knihy [25], kde autoti ukazuji ex-
istenci obecnéjsiho feseni nez je slabé teseni (tzv. feSeni v mirdch) systému
(1.1) spolu s periodickymi okrajovymi podminkami pro dimenzi d > 2 a
parametr p > %.

Hlavni ¢ést prace (kapitola 4) se zabyva regularitou feSeni u. Nejprve
se ukaze casova regularita, poté se studuje regularita druhych prostorovych
derivaci w. Zde je potieba pfekonat nové obtize spojené s uzitim hranic¢nich



podminek dokonalého skluzu. V ptripadé prostorové regularity se standardné
postup rozdéli na vnitini regularitu a regularitu u hranice. Vnitini regular-
itou se zabyvat nebudeme. Jak je uvedeno nize, jednoduchou modifikaci
vypoctu provedeného v ramci regularity u hranice dostaneme téz vysledky
uvniti oblasti €2. U hranice nejprve ziskame informace o tecnych derivacich,
informace o normalovém sméru poté dostaneme z rovnice (1.1). Mame dveé
moznosti, jak postupovat.

Prvni moznost vyuziva faktu, ze pokud je hranice rovna, ziskdme snadno
informace o te¢nych derivacich. Proto se hranice lokalné narovnava lokalni
zménou soufadnic. Resime potom problém na pékné oblasti, ale zména
soutadnic ovlivni diferencialni operatory a také elipticky ¢len. Tento postup
vyuziva C. Ebmeyer v ¢lanku [2]. Studuje staciondrni variantu systému
(1.1) ve tfech dimenzich spolu s hraniénimi podminkami dokonalého skluzu.
Predpoklada rovnéz p—strukturu tenzoru & a zajima se predevsim o piipad
p < 2. Ziskava regularitu v Sobolevovych prostorech s necelo¢iselnou derivaci
a v Nikolského prostorech. Vyuziva toho, ze hrani¢ni podminky dokonalého
skluzu umoznuji rozsitit fesSeni pfes rovnou hranici. Formuluje vysledky pro
rovnou hranici a v zavéru vraci lokalni zménou soutradnic rovnou hranici do
obecného tvaru. V ¢lanku [2] ovsem neni zcela prukazné, ze vysledky ziskané
pro rovnou hranici plati i pro obecny tvar hranice.

Alternativni metoda ponechavé oblast takovou, jaka je a uvazuje derivace
v tetném sméru k 0. Vzhledem k tomu, ze tyto tecné derivace nekomu-
tuji s klasickymi derivacemi, objevi se zde dalsi nepiijemné cleny, které
je potfeba odhadnout. Tato metoda se objevuje v ¢lanku [26], kde autofi
studuji systém (1.1) ve tfech dimenzich spolu s homogenni Dirichletovou
hrani¢ni podminkou. Elipticky ¢len ma p—potencialni strukturu. Pro ptipad
piipad p > 2 je zde dokézdna existence slabého feseni a pro p > 9/4 je
ukazano, ze slabé feseni je silné a jednoznacné ve tiidé vSech slabych teseni.

V sekci 4.2 Regularita druhych prostorovych derivaci budeme postupo-
vat dle metody vyvinuté v clanku [26]. Vzhledem k tomu, ze uvazujeme jiné
hrani¢ni podminky, vyskytnou se jisté nové problémy. Musime brat takovou
testovaci funkci, aby respektovala hrani¢ni podminky dokonalého skluzu.
To zajistime pridanim dodateénych ¢lenu k testovaci funkci, tim se vsak
porusi nulovost divergence. To vyftesime korekci pomoci Bogovského lem-
matu. Tedy je vidét, ze postup v [26] bude tieba jistym zptusobem modifiko-
vat. Podobny dikaz, jaky predklddame v sekci 4.2 Regularita druhych pros-
torovych derivaci, je proveden v ¢lanku [14]. Autofi pracuji mimo jiné i s pod-
minkami dokonalého skluzu. Kombinuji regularitu v tecnych a normalovych



smeérech. Co se tyce tecného sméru, dukaz je velice strohy.

Superkvadraticky pripad (p > 2) vyzaduje nékdy odlisny piistup nez sub-
kvadraticky piipad (p < 2). Déle se tyto dva piipady lisi tim, jaké fyzikalni
jevy zachycuji. O fyzikdlni motivaci se stru¢né zminime v sekci 2.5 Formulace
problému. Vice lze nalézt napiiklad v élanku [24] nebo v knize [25]. Mohlo by
se zdét, ze pro p = 2 se rovnice (1.1) pouze redukuje na Navier-Stokesovy
rovnice a je tedy zbyteéné postupovat obecné, kdyz je mozno vyuzit jisté
vysledky a metody vyvinuté ptimo pro Navier-Stokesovy rovnice.

Nekteré clanky (napt. [12], [13], [14]) ukazuji, ze pro obecny rust p je
vyhodné ukazat nejprve existenci a regularitu pro pro p = 2 a poté pro
p # 2 udélat kvadratickou aproximaci tenzoru S:

S8 == (1+ A\ D))" S(D(u)).

Niésledné se provedou odhady pro aproximativni feseni w* piislusejici S
stejnomérné vzhledem k A. Vyuziji se jiz ukdzané odhady pro p = 2. Tento
postup se zakonci limitnim pfechodem A — 0. Z toho je ziejmé, Ze neni
zbyteéné provadét pro p = 2 tento obecny postup, ale dokazana tvrzeni pro
p = 2 oteviraji dalsi moznosti studia problému.

1.1 Historie zkoumani problému

Tekutiny tvoii nedilnou soucéast naseho zivota. Studium vlastnosti tekutin z
ruznych dhlu pohledu je tedy velmi pfirozené a saha hluboko do minulosti.
Je proto zajimavé, ze k matematickému popisu tekutin se pristoupilo rela-
tivné pozdé. V roce 1822 navrhl francouzsky inzenyr C.M.L.H. Navier sous-
tavu parcialnich diferencialnich rovnic, které popisovaly proudéni viskéznich
nestlacitelnych tekutin. Fyzikalni predpoklady nevypadaly realisticky, a tak
tomuto modelu nebyla vénovana pozornost. V roce 1945 odvodil G.H. Stokes
mnohem rigoréznéjsim zpusobem model linearné viskézni tekutiny. Dostal
stejné rovnice jako Navier. C.W. Oseen [28] byl prvni, kdo tento problém
seriézné matematicky studovat. Na jeho préaci navazal J. Leray v clancich
[20] [21] z let 1933-1934. Po druhé svétové véalce némecky matematik E.
Hopf [8] déle rozsitil vysledky J. Leraye. Na konci Sedesatych let vstoupila
na scénu O.A. Ladyzenska, ktera se az do své nedavné smrti zabyvala Navier-
Stokesovymi rovnicemi.!

!Tento odstavec tykajici se historie Navier-Stokesovych rovnic vznikl zkrdcenim his-
torického tvodu v [29]. Zde je mozno najit plno dalsich referenci tykajicich se zkoumdn{
Navier-Stokesovych rovnic.



Historie matematického zkoumani modelu mocninného typu saha prave
k O. A. Ladyzenské. Na své prednasce na Mezindrodnim matematickém
kongresu v roce 1966 spolu s dalsimi navrhovala studovat systém rovnic
(1.1) pro rust p = 4. Pozdéji tyto prvni vysledky rozsitila a prezentovala v
¢lancich [16], [17] a [18]. Podobné vysledky uverejnil také Lions [22], ktery
vyuzil jiného postupu. Zatimco Ladyzenskd odvodila nelinearni zavislost &
na D pomoci kinetické teorie, Lions pouzil nelinearni p—Laplaceuv operator.
Kombinaci teorie monoténnich operatoru a kompaktnosti oba ukézali ex-
istenci slabého Teseni mocninného modelu pro p > 1 + %. Vyuzije se
p—koercivita, podminka (p — 1) ristu a monotonie nelinedrniho operatoru.
Tyto vysledky plati jak pro homogenni Dirichletovy hrani¢ni podminky, tak
pro periodické hrani¢ni podminky.

Mnoho vynikajicich matematiku navazovalo na tyto vysledky a dale je
rozsitovalo. Bylo by mozné dale diskutovat o tom, pro jaké hodnoty para-
metru p a dimenze d (d = 2,3) je zndma jednoznacnost, pripadné existence
silného Teseni, existence silného feseni pro mala data nebo lokalni existence
silného feseni pro libovolna data. V knize [25] lze najit plno referenci a
podrobny rozbor toho, co je znamo pro ruzné hodnoty p a kdo se o tyto
vysledky prvné zaslouzil.

Zminili jsme nékteré autory, kteii se zasadili o dikaz existence slabého
feseni rovnic typu (1.1). Protoze se v nasi praci budeme zabyvat regularitou
feseni, uvedme alesponn kratce nékolik referenci na ¢lanky v této oblasti.
Prvni, kdo tispésné ukézal globdlni C1*—regularitu feseni (1.1) byl Seregin
[32]. Dokazal regularitu feseni pro p = 2 za predpokladu omezenosti druhych
a tretich derivaci potencidlu ® k tenzoru S. Za stejnych predpokladi na &
byly tyto vysledky rozsifeny v publikaci [19], kde je ukazano, ze gradient
je dokonce Lipschitzovsky spojity.

Jiny pristup byl pouzit v [27]. Zde autoti ukézali, ze kazdé feseni
u : Qr — R? problému

88_1; —div(a(Vu)) =0 vQr (1.2)
mé lokalné Holderovsky spojity gradient. Na a byly kladeny podobné po-
zadavky jako na & pro p = 2. Ukézali nejprve regularitu casové derivace u
a poté pro kazdou ¢asovou hladinu vyuzili staciondrni L? teorii pro (1.2) s
casovou derivaci u na pravé strané.

Tato metoda byla modifikovdna a aplikovdna v ¢lanku [13] na rovnici
(1.1) pro periodické okrajové podminky. Autoii zde ukazali, ze pro nulovou



pocateéni podminku a dostateéné hladkou pravou stranu existuje pro p €
(4/3, 2] Feseni u, které ma Holderovsky spojity gradient. Toto feseni je jediné
ve tiidé slabych Teseni spliiujicich energetickou nerovnost. Spodni hranice
na p je zde diky tomu, ze rozdil mezi (1.1) a 1.2 nedovoluje ukazat nejprve
regularitu casové derivace, ale je potieba postupovat soucasné pro casovou
i prostorovou derivaci.?.

Na zavér této sekce zminme bez naroku na uplnost nékteré vyznamné
¢lanky tykajici se regularity feseni rovnice typu (1.1). V nich lze najit plno
dalsich zajimavych referencich. Publikace [12] se zabyva dvoudimenzionalnim
stacionarnim problémem s homogennimi Dirichletovymi hrani¢nimi podmin-
hrani¢ni podminky a podminky dokonalého skluzu. Evoluéni variantu s pe-
riodickymi hraniénimi podminkami studuji stejni autoti v [13]. V [11] je stu-
dovan evoluc¢ni problém ve dvou dimenzich s homogennimi Dirichletovymi
hrani¢nimi podminkami, v [9] staciondrni varianta problému, tenzor & m4
vSak nestandardni rust.

1.2 Znaceni

Necht T je kladnd konstanta. Oznacme I = (0,7) C R casovy interval,
béhem kterého studujeme proudéni tekutiny. Oblast okupovanou tekutinou
znacéime Q0 C R? kde d € N. V celé praci budeme piedpokladat, ze Q
neni kruhova oblast. Z teoretického hlediska lze rovnice popisujici tekutinu
studovat pro obecné d, ale nejvétsi prakticky vyznam méa d = 3 nebo v
pripadé rovinného proudéni d = 2. V nasi praci se zaméiime pravé na
tento dvoudimenziondlni pifpad. Od ted d = 2. Veli¢iny popisujici proudéni,
napiiklad rychlost u, tlak 7, hustota o jsou funkcemi ¢asu a soutadnic. Tedy
f= f(z,t), kde x = (x1,...,x4) a t € I znadi cas. Oblast Q7 = I x {2, na
niz jsou veli¢iny popisujici proudéni definovany, se nazyva ¢asoprostorovy
valec. Tedy
Qr={(t,2),t € (0,T), z € Q,} C R

Pokud je €2 oteviena, potom i Q7 je otevieny.

Bézné se pouzivaji dva druhy popisu proudéni tekutin, Lagrangeuv a
Euleruv. Zde pouzijeme Euleruv, ktery je zalozeny na urceni rychlosti w(z, t)
castice tekutiny prochéazejici bodem x v case t.

2Historické souvislosti obsazené v poslednich tfech odstavcich jsou pievzaté z [11]



Necht (X (), - |x() je Banachuv prostor skaldrnich funkci defino-
vanych v €2. Symbolem X* budeme znacit dualni prostor k X, tj. prostor
viech spojitych linedrnich funkciondlt ¢ : X — R. Necht ¢ € X*, 2z € X.
Potom (p, x) x znaéi hodnotu ¢ v bodé z, respektive tikdme, ze (-, -) x znaci
dualitu mezi X a X*. Normu na X definujeme jako

HxHX: sup |<907:C>X’7

llells <1

normu na X* pfirozené

lellx = sup [(,7)x].

[l x <1

X (Q)? reprezentuje vektorové funkce, jejichz slozky patif do X (). Podobné
X (Q)**2 znacf tenzorové funkce se slozkami v X (€). Normu definujeme ob-
dobné jako v ptipadé prostoru skalarnich funkci. Pro prehlednost budeme
vektorové a tenzorové funkce znacit tlustymi pismeny, skalarni funkce stan-
dardné.® Prostor vSech symetrickych matic druhého fadu oznacme RZX2.
Tedy R22 = {B € R>2 : B;; = By;, i,j = 1,2}.

Necht p > 1. Potom (LP(Q2), || - ||,) standardné znaéi Lebesgueuv pros-
tor. Prostor L%(2) je Hilbertuv, muzeme tedy zavést skalarni soucin (-, -)
nasledovné: pro f,g € L*(Q) definujme (f,g) fQ fgdx. Necht p > 1 a
k € N, potom (W*P(Q), | - |Ix,p) je obvyklé znaceni pro Soboleviv prostor.
Dale

(LP(I;X(Q)), (/OT |- ||§<<sz>dt>;>

znaCi Bochneruv prostor. Nebude-li uvedeno jinak, predpoklddame €2 €
C%, Q C R? oteviend. Nyni definujme nékteré prostory funkei, které dale
vyuzijeme:

D(Q) = {¢ € C®(Q), suppy C Q je kompaktni},
W) = (g e Dy
odIV(Q)2 — (b e D), dve = 0}.| ||1p

3Pro bod x = (z1,72) pfipoustime nekonzistenci s pravé zavedenym znacenim. Tj.
misto abychom psali , budeme psat pouze x, ackoli se jednéd o vektor.
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W,ﬁp(Q)2 = {1 € W'P(Q)? trep - n = 0nadN},
lV(Q)2 = {1 € W'P(Q)? divep =0, trep - m = 0na 00},

12 (2 = (p e Wit (@) ",

L3(Q) = {v € L7, /dex — 0},

V celé praci budeme velmi ¢asto vyuzivat Einsteinovu sumacni konvenci,
tj. kdekoli se ve vyrazu vyskytne dvakrat stejny index, s¢itdme pfes néj.
Napf. upngn; = Zizl upngn; = [(u - n)n);.

Symbolem D (1) rozumime symetrickou ¢dst Vap, tj. D(p) = [(V4p) +
(Vap)T]. Neuvedeme-li u D zadny argument, budeme predpokladat, Ze se
jedné a symetrickou ¢ast gradientu rychlosti. Tedy D = D(u).

11



Kapitola 2

Model

2.1 Rovnice kontinuity

Oblast 2 muze obecné zaviset na ¢ase. Abychom s timto faktem mohli 1épe
pracovat, definujme veli¢inu zvanou kontroln{ objem. Bud V(0) C Q2 objem,
ktery zaujima ¢dst kapaliny v ¢ase ¢ = 0, V(t) zna¢i objem, ktery zaujima
kapalina v ¢ase t € I. Plati V(t) ¢ V(t) C Q.

Rovnice kontinuity vyjadiuje zdkon zachovani hmotnosti, ktery rikd, ze
hmotnost m objemu tekutiny V(¢) nezdvisi na ¢ase ¢t. Vyjadiime-li hmotnost

pomoci hustoty o, dostavame
m(V(t),t) = / o(x,t)dz. (2.1)
V(t)

Necht ¢ € C*(Qr) a rychlost u € C*(Qr)?. Zakon zachovani hmotnosti Ize
zaspat v diferencidlnim tvaru !

do | .. -
a5 + div(pu) = 0. (2.2)

Uvazujeme-li nestlacitelné proudéni homogenni tekutiny, tedy hustota o je
konstantni, rovnice kontinuity se redukuje na

divu = 0. (2.3)

I Diferencidlni vyjadieni zdkona zachovdni hmotnosti dostaneme derivaci vztahu 2.1
podle ¢asu a aplikaci tzv. véty o transportu. Ta se pouziva z toho duvodu, Ze integra¢ni
oblast zavisi na case, a tak nelze pouzit standardni vétu o derivaci integralu dle parametru.
Podrobné odvozeni lze nalézt napiiklad v [4] nebo v [5].

12



2.2 Pohybové rovnice tekutin

Nyni velmi struc¢né nastinime odvozeni pohybovych rovnic, které budou v
této praci studovany. Nasledujici postup lze nalézt prakticky v kazdé uc¢ebnici
mechaniky tekutin, napf. v prvni kapitole [4] nebo v prvni kapitole [5].

Pohybové rovnice jsou odvozeny ze zakona zachovani hybnosti: Okamzita
zména celkové hybnosti objemu tekutiny tvoreného v kazdém ¢asovém okam-
ziku tymiz ¢asticemi a vyplnujiciho v éase t objem V(t) je rovna sile pusobici
na V(t). Pfedpoklddejme, 7e o € C1(Qr) a v € C1(Qr)?. Zakon zachovan{
hybnosti lze zapsat v diferencidlnim tvaru nésledovné?®:

% +div(ou @ u) = F. (2.4)

Sily v tekutinach lze rozdélit dle jejich charakteru na objemové a plosné.

Tedy

.’F:/ Fdx:/ Qf(x,t)dx—i—/ s(xz,t,n(zx))dz, (2.5)
V(t) V(t) oV(t)

kde f € C(Qr)? je hustota objemovych sil, n je jednotkova vnéjsi normala
k 0OV(t) v bodé z a s(z,n(z),t) je vektor napéti, ktery vyjadiuje ptusobeni
tekutiny vné oblasti V(t) v ¢ase ¢ na kontrolni objem V(t). Piedpoklddame,
7e s € CH(QrxS)?, kde S; je povrch jednotkové koule se stiedem v pocatku.
Abychom mohli upravit integral vyjadiujici plosné sily, vyuzijeme nasledujici
veétu:

Véta 2.2.1 (Cauchy). Pokud s(xz,n) je spojity v z, pak s(x,n) zdvisi na n
linedrné, tj. existuje tensor T takovy, Ze s(x,n) = T (x)n(x) pro viechna
x €V a libovolnou normdlu n.

DUKAZ: Lze najit napi. v [7].
Poznamka: Tensor 7 se nazyva (Cauchyho) tensor napéti. Lze ukazat,
ze tensor napéti 7~ je symetricky, pravé tehdy kdyz plati zdkon zachovéni
momentu hybnosti. Dukaz lze najit v [4],[5] i [7].
Pouzitim Cauchyho véty a Greenovy véty dostavame ze vztahu (2.4) a
(2.5) pohybové rovnice obecnych tekutin ve tvaru:
9(ou)

o +div(ou ® u) = of +divT. (2.6)

2K vyjadieni diferencidlnfho tvaru se vyuziva véta o transportu. Podrobné odvozeni

viz [4], [5] nebo [7].
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Vztahy mezi tenzorem napéti a ostatnimi velicinami popisujicimi prou-
déni tekutin jsou charakterizovany tzv. rheologickymi rovnicemi tekutin.
Nejjednodussi vztah popisujici nevazké proudéni je

T = —nl, (2.7)

kde 7 je tlak a I je jednotkovy tensor. Tekutinam, kde tensor napéti je
dan vztahem (2.7) se tika Eulerovy tekutiny. Vedle tlakovych sil pusobi v
tekutinach také tieci sily, které jsou dusledkem vazkosti. Proto uvazujme 7°
v obecnéjsim tvaru

T=—-nl+T". (2.8)
Dosazenim do (2.6) dostavame
%—i—div(gu@u):gf—VﬂjtdivT’. (2.9)

Budeme-li predpokladat, ze tekutina je homogenni a nestlacitelna, tedy hus-
tota o je konstantni, muzeme proto rovnici hustotou vydélit a dostavame

%—?—I—div(u@u) =f—-Vp+divSs, (2.10)

kde p := 7/ 0 je kinematicky tlak a tenzor S se lisi od 7" pouze o prendsobent
hustotou p.

2.3 Nenewtonovské tekutiny

Symetricka cast gradientu rychlosti D ma vyznam rychlosti deformace.
Uvazujme konstitucni vztah pro & ve tvaru

S=8(D). (2.11)

Tekutina se nazyva newtonovskd, pokud & zavisi na D linearné. V opac¢ném
pripadé mluvime o nenewtonovskych nebo o zobecnénych newtonovskych
tekutindch. Nejjednodussim piikladem vztahu (2.11) je linedrni Stokesuv
zakon

S = 21D, (2.12)

kde vy je kladna konstanta nazyvand kinematickd vazkost. Rovnice (2.10)
se poté nazyva Navierova-Stokesova rovnice pro nestlacitelnou tekutinu.
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Uvazujme zobecnéni Stokesova zdkona ve tvaru®

S =2v(|D*)D, (2.13)

kde v : [0,00) — [0,00) je obecné nelinedrni funkce nazyvana zobecnénd
vazkost.

Difve nez specifikujeme pfedpoklady na tenzor S, uvedme nékteré kon-
krétni piiklady relace (2.13):

S = 21| D" D, (2.14)
S =2u(1+|D]>)*> D, (2.15)
S =2uy(1+ |D|)**D, (2.16)
S =2u(1 + |D|P" 3D, (2.17)

kde 1y je kladna konstanta. Na prvni pohled jsou patrné nékteré spolecné
rysy. Viechny modely (2.14) - (2.17) splauji podminku p—koercivity, t;.

S-D > 2,D" (2.18)
a maji rust (p — 1), tj.
S| <C(1+D)y', C>0 (2.19)

Pro p = 2 se vSechny vztahy (2.14) - (2.17) redukuji na Stokesuv zdkon, tj.
S = 21yD. Dale muzeme k 8 velmi snadno zkonstruovat skaldrni potencial
® : [0,00) — [0,00) nasledujicim zpusobem

|DJ2
B(|DP) = VO/ u(s) ds, (2.20)
0
tedy pro i,5 = 1,2 plati
0 (-
Siy(-) = 0,®(-) = 81)(--)’ (0) = 9,,®(0) = 0. (2.21)
ij

Navzdory vyse uvedenym podobnym rysum maji jednotlivé modely (2.14)-
(2.17) odlisné asymptotické chovéni v(s) pro s — 04 nebo s — oo (viz
obrazky 1.1 a 1.2 v [25]). Z toho je vidét, ze tiida modelt popisovand vztahy
typu (2.14)-(2.17) je velmi bohata.

3Symbolem |Du| se rozum{ obvykld eukleidovskd maticovd norma.
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Na zavér této sekce kratce shrneme, které vlastnosti je mozné popsat
uzitim uvazovanych konstitutivnich vztahu. Model (2.13) zachycuje schop-
nost tekutiny zesilovat nebo zeslabovat rychlost smyku v jednoduchém smy-
kovém poli (zesilovat, je-li v rostouci, zeslabovat, je-li v klesajici funkce).
Model ovsem nezachycuje nékteré dalsi jevy charakteristické pro nenewto-
novské tekutiny, jako naptiklad pfitomnost nenulovych rozdili normalovych
napéti v jednoduchém smykovém poli, schopnost tekutiny meénit vlastnosti
po dosazeni aktivacniho kritéria, relaxace napéti, schopnost tekutiny vykazo-
vat nelinearni creep a protoze jsme neuvazovali zavislost zobecnéné vazkosti
na tlaku, tak také schopnost tekutiny zesilit nebo zeslabit tlak v jednoduchém
smykovém poli. Na druhou stranu schopnost tekutiny zeslabit rychlost smyku
je vykazovana zna¢nym mnozstvim materialu, jako jsou polymery, chemické
roztoky, krev, geologické materidly, ledovce aj. Tento model tedy popisuje
daleko sirsi tiidu tekutin nez klasické Navierovy-Stokesovy rovnice.

2.4 Hrani¢ni podminky

V této sekci struéné shrneme z ¢lanku [24] nékteré poznatky tykajici se
hrani¢nich podminek. V [24] je mozné najit podrobnéjsi rozbor, nez uvedeme
zde.

Hrani¢ni podminky vyzaduji porozuméni povahy téles, které jsou oddé-
leny hranici. Kdybychom uvazovali hranici mezi dvémi kapalinami, ptipadné
mezi kapalinou a plynem, bylo by nutné do hrani¢ni podminky zahrnout fakt,
ze zde muze dochdzet k molekularni vyméné. Pokud se zaméfime na pripad
tekutiny a nepropustné pevné hranice, k molekularni vyméné nedochazi.
Nepropustnost hranice je vyjadiena podminkou u - n = 0 na 0f2.

Stokes sam navrhnul plno hrani¢nich podminek. Z DuBuatova experi-
mentu védeél, ze pokud proudi voda v trubce pomalu, je tekutina v blizkosti
vnitintho povrchu trubky v klidu. V tomto ptipadé se mu zdalo zcela pii-
rozené pouzit podminku nulového skluzu ("no-slip condition”), kterd vy-
jadiuje prilnavost tekutiny k pevné hranici (tj. w = 0 na 99Q). Byl si viak
védom toho, ze pro vyssi rychlosti dochézi ke klouzéani vody po vnitinim
povrchu trubky a tecna sila, ktera timto vstupuje do hry, je piimo imérna
druhé mocniné rychlosti. Uréeni vhodné hrani¢ni podminky bylo pro Stokese
otevienym problémem.

Bylo vypracovano mnoho navrhu podminek, jez by mély byt aplikovany
na hranici mezi kapalinou a nepropustnou pevnou latkou. Nyni kratce shr-
neme nejcastéji uvazované hrani¢ni podminky pro kapalinu proudici podél
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pevné nepropustné hranice. Navier odvodil obecnéjsi variantu hraniéni pod-
minky
utT+K(Tn)tr=0, K>0 na 0) x I, (2.22)

kde n je vnéjsi jednotkova normala, 7 je te¢ny vektor a K je obvykle kladna
konstanta. Nékdy je mozné uvazovat K jako funkci K = K(7Tn-n,|D|?). Pro
K > 0 se podminka (2.22) nazyvd Navierova podminka ¢astecného skluzu
("Navier slip boundary condition”). Pokud K = 0, redukuje se (2.22) na
podminku nulového skluzu.
Pokud vztah (2.22) upravime do tvaru fu.7 + (7n), = 0 a posleme
K — 00, dostavame
(Tn)T =0 na o2 x I. (2.23)

Tato podminka byva casto oznacovana jako podminka dokonalého skluzu
("perfect slip” nebo téz " free-stick”).

V mnoha pripadech néas zajima pouze to, co se déje uvniti oblasti, v
niz uvazujeme proudéni tekutiny. Z toho duvodu je pohodlné eliminovat
pritomnost hranice a hrani¢nich podminek. Toho lze dosahnout dvéma zpu-
soby.

Za prvé je mozné predpokladat, ze tekutina zaujima cely n-dimenzionalni
prostor (n = 2,3) a rychlost zmizi pro |x| — co. Zajimame se tedy o vlast-
nosti rychlosti a tlaku v libovolném case t > 0 a libovolném bodé z € R™.

Za druhé muzeme predpokladat, ze pro T, L € (0,00) u;, p : [0, T] xR™ —
R jsou L—periodické v kazdém smeéru x; a plati [ u;dz =0, [ypdz =0
i =1...n.V tomto piipadé je Q = (0, L)". Vyhoda tohoto pfistupu je v
tom, ze pracujeme s oblasti s kompaktnim uzavérem.

2.5 Formulace problému

V predchozich sekcich jsme struéné nastinili odvozeni a vyznam rovnice
kontinuity a pohybovych rovnic obecnych tekutin. Uréili jsme konstitucni
vztah pro &. Vzali jsme v tvahu zjednodusujici predpoklad nestlacitelnosti
tekutin. Nikde jsme neuvazovali zavislost na teploté, tedy predpokladali jsme
izotermicky déj, neuvazovali jsme zadné energetické zmény a proto pro popis
proudéni nemusime piidavat dalsi termodynamické rovnice jako zdkon za-
chovani energie. To je platné pro obecnou dimenzi d. Nyni se zaméfime na
rovinné proudéni, tj. d = 2. Aby byl systém dobfe popsan, je potieba pridat
k pohybové rovnici (2.10) a rovnici kontinuity (2.3) hrani¢ni a pocatecni
podminku (0, z) = ug pro viechna = v €.
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Abychom mohli aplikovat teorii monoténnich operatoru, budeme poza-
dovat splnéni jistych predpokladu na tenzor napéti S. Jak bylo zminéno
vyse, piedpoklddame existenci potencidlu ® € C*(R**?) k tenzoru napéti S
tak, ze je splnéno nasledujici:

Necht existuji konstanty C,Cy > 0, Ze pro né&jaké p > 1 a pro vSechny
i,5,k,l=1,2, A, B € ]RQym plati

Sij(A) = 0,0(|AP),  ©(0) = 9;;%(0 ) =0, (P1)
0;;0uP(|A|?)Bi; By > C1(1+ |A]H) T |B|2 (P2)
1000 (|A]P)| < Co(1 + |APP) 2. (P3)

Jak je psano v [12], muzeme z téchto predpokladu odvodit nékteré uzitetné
dusledky pro tenzor S, které pozdéji vyuzijeme. Tyto dusledky jsou shrnuty
v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2.5.1. Necht 8 a ® spliuji pozadavky (P1)-(P3). Pak existuji

konstanty C;, i = 3,4,5 Ze pro vsechny A, B € ngx,fl a néjaké p € (1,00)
plati

S(A): A>Cy((1+]AP)% —1)|A], (2.24)
8(A)| < < + AP Al (2.25)
[S(A) - 8(B)]: (A-B) > C5(|A - BJ?), (2.26)

kde C5 = Cy [i/(1+|B + s(A — B)|»)" ds.

DUKAZ: Lze nalézt v [25], 5. kapitola, lemma 1.19 a 1.35.

Vlastnost (2.24) zachycuje p—koercivitu operatoru S, vyraz (2.25) jeho
rust fadu (p — 1) a ve vztahu (2.26) je zahrnuta monotonie operdtoru S.

Nyni muzeme definovat problém, jez bude predmétem studia této prace.
Nazvéme jej (NSpqip)?. Necht f : Qr — R? a ug : 2 — R? jsou dané.
Predpokladejme, Ze tensor 8 : R2%2 — R2? splauje pro néjaké p € (1, 00)

predpoklady (P1), (P2) a (P3). Zkoumame vlastnosti rychlosti u = (uy, us) :
Qr — R? a tlaku p : Q7 — R fesici systém rovnic:

88—1; +diviu®@u) —divS = -Vp+ f vQr, (2.27)
divu =0 v Qr, (2.28)

u(0, ) = ug v, (2.29)

un=0 & (Sn)-7=0 na l x 0. (2.30)
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Kapitola 3

Existence slabého reseni

Na konci druhé kapitoly jsme formulovali problém (NS, gip)?. V této kapi-
tole definujeme slabé Feseni problému (NS, qi,)?, vyslovime vétu o existenci
slabého Teseni a dokazeme ji. Omezime na na piipad, kdy v predpokladech
problému (P1)-(P3) je p = 2.

Definice 3.0.1. Rekneme, Ze funkce u je slabé fesend problému (NS, siip)?,
pokud w € C(T, L2 4 (Q)2) N L2(1, W22 (Q)?), 2% e LX(1, (WE2,(2)2)%),

n,div n,div n,div
u(0, ) = ugy pro vsechna x v Q a slabd formulace

(022 oy | [ stow:pioisi-
_/I/Q(u@@u):VSdedt:/l(f,cp)dt

je splnéna pro viechna @ € L*(I, W2 (9)?).

n,div

Véta 3.0.1. Necht tenzor S spliiuje predpoklady (P1) - (P3), Q € C%, ug €

L2 ()% f € L*(I, (W:lzhv(Q)z)*) Pak existuje slabé teseni problému
(NSp-slip)2~

DUKAZ: Budeme nasledovat postup pouzity v knize [25, kapitola 5, véta
2.17], kde je dokazéna existence Feseni obecnéji formulovaného problému s
periodickymi okrajovymi podminkami. Existenci slabého feseni dokazeme
tak, ze zkonstruujeme nejprve priblizné feseni, konkrétné Galerkinovské ap-
roximace, a poté provedeme limitni proces. Dukaz rozdélime do c¢tyrech
kroku: Galerkinuv systém, apriorni odhady, limitni procesy a nabyvani po-
¢atecni podminky.
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(i) Galerkinav systém

2

ndiv & Zaroven or-

Vezméme si {w"}3°, ortogonalni bdzi v prostoru L
togondlni bazi prostoru W,llﬁiv. Uvazujme napiiklad takovou bazi, kterd je
tvofena vlastnimi funkcemi Stokesova problému s hrani¢nimi podminkami
dokonalého skluzu. Takovéa béze lze sestrojit bez problému, pokud €2 neni
kruhové oblast. Resici operdtor Stokesova problému s hraniénimi podmin-
kami dokonalého skluzu je jakozto operdtor z L 4 (9)* do L2 4. (©)? kom-

n,div n,div

paktni (kompaktnost se ziskd vnofenim Wiﬁiv(Q)Q do L7 4,(€2)?). Vlastni
funkce Tesiciho operatoru lze normovat tak, ze tvoti ortonormalni bazi pros-
toru Li,div(Q)? Dale diky regularité feSeni Stokesova problému plati: je-li
Q € C?, pak wk € W22(Q)? (to by se ukézalo stejné jako regularita druhych
prostorovych derivaci nize). Konstrukce béze prostoru solenoidalnich funkei
sestavajici z vlastnich funkci eliptického operatoru lze nalézt v dodatku knihy

[25]. Déale zavedme ortogondlni spojity projektor PN : L2 ..+ HY kde

n,div
HY = span{w!, ..., w"}, ndsledujicim zpiisobem:
N
PNy = Z(u, wh)w*. (3.2)
k=1

Definujme u™ (t, ) = S0, e (t)w*(z), kde koeficienty ¢ (t) fesf Galerkiniy
systém

N
<%,wk> +/S(D(uN)):D(wk)dx+ /(uN @ u’):Vw"dr = (f, w)
Q Q
uN(O):uéV:PNuo 1<k<N,
(3.3)
coz lze diky ortonormalité béaze v L2, 4, (€)* prepsat do tvaru
icN = Gr(cl, ..., N, 1)
dt* Lo e s (3.4)
Cév(o) = (u07wk)7
kde
owk
gk(cjlva ~'-7Cé\7>t> = <f>wk> - CT]YCéV/w:w]s aw] da—
e Ti (3.5)



Snadno muzeme nahlédnout, ze funkce G splnuje Carathéodoryho pod-
minku, tj. Ze je méfitelnd vzhledem k ¢, spojitd vzhledem k eV a ze dokazeme
najit integrabilni majorantu (viz dodatek, definice A.2.1). To ndm zarucuje
lokalni existenci feSeni problému (3.4) na intervalu (0,7") (viz véta A.2.1
v dodatku). Je-li maximalni ¢asovy interval (0,7”), na kterém toto feseni
existuje, takovy, ze T" < T, pak nutné max |e" ()| — +oo pro t — (T")—
(viz véta A.2.2 v dodatku). Ukazeme, Ze toto nenastane a proto 7" = T.
V nésledujicim dokazeme odhad |||z (s r2(0)2) < C, jehoz okamzitym
dusledkem je

NHP<C  vte(0,7). (3.6)

Diky spojitosti ¢V a stejnomérné omezenosti (3.6) dostavdme existenci na
celém intervalu (0, 7).

(ii) Apriorni odhady

Nyni odvodime apriorni odhady, které shrnuje nasledujici lemma.
Lemma 3.0.2. Eristuje konstanta C zdvisld na T, €2, ||uo|| L2y @
||fHLQ(L(Wilzdiv(Q)g)*), Ze pro vSechna N = 1,2,... plati:

™ || 2o 12202 < C,
HUNHUUMQQJQP)SCI

H% <c (3.9)

L2(1, (W2 ()2)%)

n,div

DUKAZ:
Abychom dokézali platnost prvnich dvou odhadu, vynasobime Galerkinuv
systém (3.3) ¢l (t), secteme a dostaneme:

1d

sl [ SDW) D) de = (fut). 310)
2dt Q

V rovnici (3.10) by mél byt jeste clen [, (uN @u™): Vu dz, ale ten je roven
nule, jak se lze presvédcit rozepsanim do slozek a uzitim rovnice kontinuity
divu = 0 a okrajové podminky u - n = 0:

ou; 1 Olul? 1 1
/uiuj—udx = —/uj [ul der = —/ [u|?u;n; dx——/ |u|? divudr = 0.

(3.11)
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S vyuzitim rustového predpokladu (2.25) tenzoru & a odhadu pravé
strany dostaneme ze vztahu (3.10)

1d

S S B+ Cll D@ < 1] el [ (312)

Pouzijeme Cauchyho nerovnost s € > 0, Kornovu nerovnost (véta A.1.1):

1d

1
Sl |+ Gyl D(w >H§<—\|f|!312+8\|uN||i2

<= ||f||212+ (IID( 2+ lu™]l2)?

4e
< 4—€||f||2_1,2 + EHD(U M5 + EHUNH;
(3.13)

coz muzeme prepsat do tvaru

d 8¢ 8¢
Sl B+ 20— NDW < oI F 2+ B (10

Pokud oznacime n(t) == |[u™ (8)[13, ¥ (t) := 5[ £112,, an(0) = [u¥(0)[3 =
|lul'||3, tak vztah (3.14) implikuje

' (t) < o(t)n(t) + Crj(t) (3.15)

pro skoro vSechny ¢ € (0,7"). Uzitim Gronwallovy nerovnosti (véta A.1.3)
dostavame odhad

n(t) gexp( /0 tgb(s) ds) (n(0)+02 /0 tw(s)ds>, te(0,T), (3.16)

a po navraceni do puvodnich proménnych

T
sup [ (0 < C (13 +07 [ 17O La) <c @)

te(0,T)

coz je (3.7). Nyni preintegrujeme vztah (3.14), vyuzijeme Kornovu nerovnost
(véeta A.1.1), vztah (3.17) a dostavame

T
/ N2, dr < C. (3.18)
0
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coz dokazuje odhad (3.8). Zbyvé dokézat posledni odhad (3.9).
Vezméme si p € L2(1, W2 (9)?), ze plati ||90||L2(1,W1'§. (@2 < 1. Potom

n,div

ou® 0
(o) = (1o)== [ Stu) (g e 3.19)
- /Q(uN ®u"):V(PYp)dz + (f, PV ).
Daéle odhadujme
‘/I/Q(uNeauN):v(PNcp)dxdt] S/I/Q [u PV (PN )| dadt -

< [ BIvE it < [uVlalu |l Telade < €,

kde v poslednim kroku jsme vyuzili interpolac¢ni nerovnost (lemma A.28),
jiz dokézané apriorni odhady (3.7) a (3.8) a faktu, ze

IV(PY )l = Z| @, w")?||[ V'3 <
i (3.21)
Z wh) [ V"3 = [[Vell3.
‘/I/QS(D('LLN)):D(PNcp)da:dt <
< Cy | [ (1+|D(W™])|D(PY )| dadt
Il

Cy / 11+ [Du” |5 D(PY )|l dt <
I
<cf / IV(PYel3ar)" < c.
I

kde jsme pouzili rust & (2.25), Holderovu nerovnost a apriorni odhad
(3.7).

N N
/I|<fap p)|dt < ||f||L2(],(Wi:(21iV(Q)2)*) P LPHL2(I7W111’7311V(§2)2) <C. (3.23)
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Protoze

ou” ou™
HL - = sup ‘/<L,go> dt|, (3.24)
OF N2EWG @2 perzqw)2 @), |1 O
”‘P||L2(17Wi’fnv<9)2)§1
je odhad (3.9) dokézan. [

(iii) Limitni procesy

Vezméme si Galerkinuv systém (3.3) jako na zacatku dukazu :

out N k N N k k

<W,w>+ S(D(WY)):D(w)dz + [ (u" @ u"): Vet de = (£, w")
Q Q

u™(0) = u) = PNuy 1<k<N,

Uvazujme pevné M € N. Prvni rovnici vynasobime funkei gx(t) € D(I),
poté secteme pies k od jedné do M a integrujeme pies casovy interval I.
Pro N > M dostavame vztah
ou™ N M
/<_,¢ >dt+//8(D(u )): D(y™) dedi+
1 o 1o (3.25)
+//(uN®uN):v¢dedt:/(f,¢M>dt v e MM,
1Ja I

kde mnozina M je definovand takto:
M
MM = M ™ =N " g ()w"(x), gi(t) € D(I)}. (3.26)
k=1

Pokud misto obecné funkce gx(t) budeme uvazovat cf (¢), tak pro M = N
ze vztahu (3.25) dostaneme

1 1
[ [ sD@ D)t = [ (50 dt = 515 + G
(3.27)
Nasim cilem bude nyni ukdzat, ze pro jedno pevné M prejde vztah (3.25)
v limité pro N — oo na

[ (G )are [ [ sD):p@)drars

(3.28)
oM _ M M M
+/I/Q(u®u).v¢ dxdt_/1<f,¢ ydt M e MM
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Zamysleme se nejprve nad konvergenci konvektivniho ¢lenu. Z apriornich
odhadu (3.7) a (3.8) plyne existence u, ze pro vSechna r > 1

u¥ = slabé ve L' (I, L*(Q)%) N L2(1, W2 (Q)?) (3.29)

n,div

(alespon pro vybranou podposloupnost). Abychom mohli dokézat
//(uN®uN):v¢da:dt—>//(u@u):vwdxdt (3.30)
1Ja 1Ja

pro véechna v € L(I, W2 (Q)?), potiebujeme silnou konvergenci

n,div
u” —u vIL*(I,LYQ)%). (3.31)

Ziskame ji pomoci Aubin-Lionsova lemmatu (lemma A.4.1 v dodatku),
které pouzijeme diky kompaktnimu vnoteni WH2(Q)? —<— L*(Q)?2, pro
Xo=W'2 ()2 X = LYQ)? X, = (W2 (2)?)*aaq, § = 2. Jako disledek

n,div n,div
dostavame vztah (3.31), alespon pro néjakou podposloupnost, stale znacenou

ul.

/I/Q[(UN(X)UN) — (w®u): VM drdt —
_ /[ /Q [ — u) ® uM]: Ve de di+ (3.32)
+/I/Q[u® (u —w)]: VoM dedt = I, + L.

L < VM ||oflu? — wlafju ||, dt <
< 19l = e < o

S C”V'lpMHLoo([7L2(Q)2><2)H'U;N - UHLQ(I,L‘L(Q)Q) — 0,

kde posledni krok je dén diky silné konvergenci (3.31). Integral I5 jde k nule
diky slabé konvergenci pro N — oco. Mame tedy

//(uN®'u,N):Vdexdt—>//(’u,®u):V1,bMdmdt v e MM,
1JQ 1JQ (3.34)
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Nyni uvazujme konvergenci prvniho ¢lenu rovnice (3.25). Plati

/1(%’1“4) dt = _/I(u 815 )dt vy e MM, (3.35)

Diky slabé konvergenci (3.29) okamzité dostdvame

/I(ég_tN’ M>d“‘/[(" ag) Jdi e MM, (3.36)

Zbyva najit limitu pro clen obsahujici tenzor &, tj. chceme ukazat

// dxdt—>// PMydzdt VoM e MM,

(3.37)

Vime, 7e ||uV |12 < C. S uzitim podminky na rist tenzoru S (2.25) dostdvame
IS(D(u")]lz < C, (3.38)
a tedy muzeme vybrat podposloupnost, ze
S(D(uM) =8 vIL*Q)*2 (3.39)

Doposud se ndm povedlo dostat rovnici (3.28) do tvaru

/<aa’: ¢>dt+//s D(%) dz di+

[ [wswspia- [uve vwerm

kde M = {ap; IM € N : o = 320 gr(t)w*(z), gi(t) € D(I), VM € N}.
Protoze (3.40) reprezentuje spojity linedrn{ funkcional na (M, |[-[| . Lijdiv(Qp))
a M je husta v L*(I, Wi fhv(Q)Q), existuje jednoznacné spojité rozsifeni na

L2(1, W22 (Q)?). Mame tedy

n,div

[(Giwyars [ [ sip@yarars [ [ o) vpdrar -

(3.41)
:/,<f,w> At Vap e LP(1, W5, (7).

Zbyvé uz jen ovérit, ze S = S(D(u)). K tomu vyuzijeme tzv. Mintyho trik
(1ze nalézt napf. v [31]).

26



Protoze w € L*(I, W,llﬁiv(Q)z), muzeme rovnici (3.41) misto libovolného

Y € L2(1, W%, (Q)?) testovat fesenfm u. Po tipravé dostaneme

_ T 1 1
[ [ s:D@drdt= [ (fupat = JJuml + gluli 42
rJa 0 2 2
Z vlastnosti tenzoru S (2.26) vyuzijeme monotonii:
[S(D)—-8(B)]: (D—-B) >0.

Tedy

0 < limsup / / S(D(u™)) — S(D(9))] : [D(u™) - D(g)] dudt =

:hﬁup/]/QS(D(uN)):D(u,N)dxdt—/I/QE: D(p) dzdt—
- [ [ sy : IDw - D) drar =1~ 1.~
(3.43)
Za I, dosadime z (3.27):
1 1
I =limsup ([ (f,u”)dt — S[[u™(T)]5 + 5llug |13
N0 <Z‘ 2 2 ) (3.44)

1 1
< [(fwydt = Slu()B + ol
1

kde nerovnost plyne ze slabé zdola polospojitosti normy. Porovnénim s (3.42)
dostavame

I < // SD(u)dzdt. (3.45)
1Ja
Vztah (3.43) prejde na tvar
o< [ [8-5(DeDw - Digldra. (@40
I
Nyni polozme ¢ = u + Az, A >0, z € D(—00,0, Wiﬁiv(Q)Q).

0< /1 /Q S — S(D(u+ \2))|D(F)2) de dt. (3.47)
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Provedme limitu A — 0 (coz lze provést, napi. diky Lebesgueové véte, viz
veta A.5.1)

0< q:/I/Q[E— S(D(u))|D(z) dz dt, (3.48)

z ¢ehoz plyne

/I/KFD(Z) dxdt:/I/QS(D(u))D(z) dedt Vz € D(—o00,0, Wha, (2)?),

(3.49)
¢imz je limitni proces hotov.
Z apriornich odhadu (3.8) a (3.9) vime, ze
0
we P(LWE(Q7), S e P (Wah (7). (350)

Protoze W2 ndiv J€ husté vnoreno do L?
dostavame

mdiys Muzeme vyuzit vétu A.4.4 a

u e C(I,L2 4.,(2)%). (3.51)
(iv) Nabyvéani pocateéni podminky
Vztah (3.51) dava existenci @ € L
0. Je potteba ovérit, ze & = wuyg.

Vezmeéme si Galerkintv systém a preintegrujme jej pres ¢asovy interval
(0,t). Dostévame

/QuN(t)-wkdx—|—/Ot/QS(D(uN)):D('wk)dxdT%—
—l—/ot/Q(uN@)uN):V'wkdxdT:/Ot<f,'wk>dr—|—/QPNUO'wkdx,

(3.52)

ndlv(Q)z tak, ze lim;_o+ ||u(t) — a2 =

kde prvni a posledni ¢len jsme dostali provedenim ¢asové integrace ve clenu

fo <8ugt(t , k> dr. Nyni provedeme limitu N — oo (z limitniho procesu

provedeného vyse uz vime, ze v zadném clenu nenastane problém). Mame

/ wdx+// w") dz dr+
// u®u) VwkdxdT—/()(fw)dT—l—/Quo w” dz.
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Nyni posleme ¢t — 0F. Druhy, tiet{ a ¢tvrty ¢len v (3.53) jdou k 0 pro ¢t — 0*

diky absolutni spojitosti integralu. Dostavame
/u(t)-wkdxﬁ/uo-wkdx prot — 0% Vk € N,
Q Q

2

.div, dostavame

Protoze w* je béze W,llfﬁv, kterd je hustd v L

u(t) = ug vIZ ;. (Q)?prot — 0T,

n,div

7, jednoznacnosti limity mame @ = wug, tj. plati

. . 2:
fim [u(t) — woll} = .

Timto je dukaz existence slabého Feseni problému (NS, 4;p)? hotov.
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Kapitola 4

Regularita

4.1 Casova regularita

Z apriorniho odhadu (3.9) vime, ze % € L*(I,(W,%,(2)%)"). Pokud bu-
deme mit lepsi pravou stranu, tj. pokud budeme védét, ze ¢asova derivace

funkce f lezi v prostoru L(I, (W 2. (€)2)*), tak dokédzeme tento odhad

n,div
vylepsit. Navic ziskdme odhad na druhé casové derivace feseni w.

Véta 4.1.1. Necht jsou splnény predpoklady véty 3.0.1 o existenci slabého
resent problému (NSp_Sh-p)z. Necht u je slabé rFesend konstruované v této vété.
Predpoklddejme navic, ze % € L*(I,(W,5,(2)%)") a ug € W(Q)? N
Wh2 (Q)2. Potom

n,div
du 00 27N 2 2 1,2 2\
o € LU LAQ) 0 LA (W g, (2)°)7)- (4.1)
0*u .
S € L1 (W3 (2)7)), (4.2)

DUKAZ:
Vyjdeme z Galerkinova systému jako v dukazu véty 3.0.1. Vime

ou’v

<7,wk>+/§28<D(uN)>:D<w’“> dx+A<uN®uN>:Vwkdw= (f,w").

Je vidét, ze derivovat podle casu lze. Po proderivovani podle ¢asu, vynasobeni
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L a secteni dostdvdme

(i) om0 ) o (T  e-

[, [ o] o= (5155

Na druhy ¢len (4.3) muzeme pouzit predpoklad (P2) pro p = 2, tieti ¢len
muzeme upravit:

/Q[%div(uN@)uN)]%dx—/(agt v) %dm+

ouN ou™N
+/Q(’u, V)— 5 o1 ——duz,

(4.4)

kde fQ(uN V 83‘: dul qp — 0, coz lze snadno nahlédnout uzitim stejnych
uprav (viz 3.11) Jako u podobného ¢lenu v apriornich odhadech. Mame tedy

N
0 [0 ) e [ o w)u e < (5%

§dt at
(4.5)
N N
thH (agt) _H&’ 12 2+H% 2 "l
(4.6)

Na posledni ¢len pouzijeme interpolacni nerovnost (A.28), vyuzijeme
apriorni odhad (3.8), déle vyuzijeme Cauchyho nerovnost a Kornovu nerovnost:

N
sl 5o D%)\i—
2
S%HE EH ot H 1,2 NH2
2
<zl MW(HW 2+HD<%) 2) +2_5H7 "IE
(4.7)

Pokud vyuZijeme vztah (a + b)? < 4a® + 4b* na druhy ¢len na pravé strané,
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tak po upravé dostavame:

ouN \ 112
2dtH 02 ) ( ot > 2 . (4.8)
<5 ( Ki)(l!VuNHSH)H% ,

coz mé podobnou strukturu jako vyraz (3.14), z kterého jsme vychazeli pri
dokazovani prvnich dvou apriornich odhadu. Checeme stejné jako diive pouzit
Gronwallovu nerovnost (véta A.1.3). Abychom ji na tomto misté mohli

pouzit, potfebujeme znat H%(O)Hz Vime, Ze je kone¢nd, nebot

%ol /\zd% ol e <3|k
N N

= " 1Gi(cy, ... N, 0)] Z f +divS(D(ud)) + div(u) @ ud)), w*)?
k=1 k=

< C(If15 + [l div S(D(ug ))H2+Hdw(uo @ uy )3)
<C(]

FIIE+ llug [132) < CUFIE + lluoll32) < +oo,

(4.9)
kde jsme vyuzili omezenosti projekce PN : W?22(Q)% N W:L iw(Q)2 — HV,
kterd je stejnomérna vzhledem k N, viz [25, Lemma 4. 26] Muzeme tedy
opét pouzit Gronwallovu nerovnost (véta A.1.3) a nésledné integraci vztahu
(4.8) a uzitim Kornovy nerovnosti (véta A.1.1) dostdvame

T N
25 e 12570

1,2

dr < C, (4.10)

coz spolu s limitnim piechodem dava (4.1).

Abychom ovérili platnost (4.2), proderivujeme Galerkinuv systém (3.3)
podle casu a misto w* vezméme PN, kde ¢ € L2(I, W, % (2)?) jsou
takové, ze HQOHLQ(LW:J’ZW(Q)Q) < 1. Mame

(o) = i re) = (3 )
A G L A T
(4.11)
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V odhadu ¢lenu na pravé strané (4.11) budeme postupovat stejné jako v
piipadé odhadu apriorniho odhadu (3.9) a jeho vylepseni (4.1). Dostavame
O*ulN

||

82 N
- , dt‘ <,
L2(I,(W71l:2div(ﬂ)2)*) eL?( Ile Q)2 )/ 8t2 ¥ -

n,div

Il 2 w1z o)z <t
(4.12)
coz spolu s limitnim pfechodem dévé (4.2).
Limitni prechod by probihal stejnym zpusobem jako v piipadé existencni
véty, proto jej zde nebudeme opakovat.

4.2 Regularita druhych prostorovych derivaci

Cilem této sekce bude dokéazat omezenost druhych prostorovych derivaci
feseni w.

Véta 4.2.1. Necht Q C R?, Q € C? a jsou splnény predpoklady véty 4.1.1.
Potom pro kazdé slabé reseni w konstruované jako ve vété 3.0.1 plati

u € L®°(I, W**(Q)?). (4.13)
DUKAZ
Ukézali jsme, ze plati (4.1)
u 0 2 2 2
EEL (I, L*(Q)*) N L*(I, W, dw(Q) ).

Diky tomu muzeme vzit jedno pevné t € (0,7), ¢asovou derivaci feseni
presunout na pravou stranu, definovat f =f - %—’t‘ a nahlizet na problém
jako na stacionarni. Toto je mozné provést pro s.v. t € (0,7). S uzitim
vysledku lemmatu 4.2.1 (formulovéno nize), které nam dava u € W2(Q)?

pro stacionarni problém, dostavame

sup || V2ull, < C, (4.14)

tel

coz déva platnost (4.13). |

. , . Y , ’ v/ 2
Formulujme nynf stacionarni problém, ktery oznacime (NS, qip)cac-
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Necht f: Q — R? je dand. Piedpokladejme, ze tensor S : R2%> — R2%2

spliiuje pro p = 2 predpoklady (P1), (P2) a (P3). Zkoumdme vlastnosti
rychlosti w = (uy,us) : © — R? a tlaku p : Q — R fesici systém rovnic:

diviu®@u) —divS =—-Vp+ f vQ (4.15)
dive =0 v (4.16)
un=0& (8Sn)-7=0 na 0f2. (4.17)

Definice 4.2.1. Rekneme, Ze funkce u je slabé fesent problému (NS, sip)?ae;
pokud w € WL (Q)? a slabd formulace

n,div

/QS(D(u)):D(go)dx—/(u@u):Vgod:):: (f,p) (4.18)

Q

je splnéna pro viechna @ € W2 (Q)2.

n,div

K dukazu véty 4.2.1 zbyva formulovat a dokdzat lemma o omezenosti

druhych prostorovych derivaci w pro staciondrni problém (NS, gip)Z.c-

Lemma 4.2.1. Necht Q C R?, 00 € C3, f € L*(2)%. Necht jsou splnény
predpoklady (P1)-(P3) pro p = 2. Potom pro kazdé slabé reseni w problému

(NS, siip)21ae konstruované jako ve vété 3.0.1 plati

u € W>?(Q)2. (4.19)

DUKAZ: Budeme postupovat podle ¢ldnku [26], kde je dokdzana regu-
larita fesenf systému rovnic, ktery je velmi podobny (NS, qip)?. Autofi zde
pracuji s evoluénim problémem ve tfech dimenzich a uvazuji homogenni
Dirichletovy okrajové podminky. Zajimaji se o situaci p > 2.

Obvyklym zptisobem je tfeba dikaz rozdélit na vnitini regularitu a regu-
laritu u hranice. V piipadé regularity u hranice budeme postupovat odlisné v
tecném a norméalovém sméru. Uzijeme metodu teénych diferenci, ktera je de-
tailné popsand praveé ve 3. kapitole ¢lanku [26]. Vypocet provedeny v tomto
clanku modifikujeme s prihlédnutim k charakteru naseho problému. Fakt,
ze zkoumame staciondrni situaci a jsme pouze ve dvou dimenzich, umozni
zjednodusit nékteré kroky. Muzeme aplikovat znalosti a metody, které jsou
pouzity napf. v ¢lancich [9] nebo [14]. Hlavni rozdil oproti [26] je v tom,
ze musime vénovat zvySenou pozornost hrani¢nim podminkam. Navierovy
podminky dokonalého skluzu nedovoluji stejné piimocary postup jako ho-
mogenni Dirichletovy podminky. Predné je potieba zvolit testovaci funkci
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s ohledem na tyto hrani¢ni podminky. Déle je v prubéhu vypoctu treba
uvazovat jisté korekce, abychom meéli stale testovaci funkce s nulovou di-
vergenci. Diky tomu se vypocet prodlouzi. V piipadé normélového sméru
postupujeme zcela v souladu s [26], jen s ohledem na to, Ze jsme ve dvou
dimenzich. Hlavni idea spoc¢iva ve vyuziti znalosti ziskanych z tecného sméru
a dopocitani zbyvajicich informaci z rovnice (4.15). Stejné modifikace, jaké
budeme provadét zde, byly jiz pouzity napiiklad v ¢lancich [12] a [14].
V ¢ldnku [14] je proveden podobny dukaz, jako predklddame zde. Autori
pracuji s nehomogennimi Dirichletovymi hrani¢nimi podminkami i podmin-
kami dokonalého skluzu. Regularitu davaji dohromady z te¢nych a normé-
lovych sméru. Co se tyce tecného sméru, dukaz je velice struény. My zde
provedeme detailni rozbor.

Vnitini regularitou se zabyvat nebudeme. Jak je napsano v poznamce na
konci této sekce, nasledujici vypocet lze velmi snadno upravit a zjednodusit
pro piipad vnitini regularity. Budeme se vénovat tedy pouze regularité u
hranice a zatneme nejprve tecnym smérem.

(i) Teény smeér
Jak je uvedeno v dodatku Popis hranice, existuji systémy mnozin V',
Vi a V}fo, V,fo c Vi, c VLl = 1...k, pokryvajici hranici d9. Budeme
i 2

pracovat na mnozinach €2, = V,fo N 2. Vezméme jedno pevné [, pro néz

2
budeme provadét nasledujici vypocty. Pro pirehlednost tento index nebudeme
uvddeét. Definujme sefezdvaci funkei &(z) € D(V}, ) nasledovné:
2

=1 zeV]
I I
gz) €01 TEVi, \V (4.20)
=0eR*\ V..
Rovnez sefezdvaci funkee & (z) zavisi na mnoziné Vi, (supp&(z) C Vi,). 1

zde budeme psat &(x) misto & (x). Stejné tak jako a(;l) misto a;(z1). Fu2nkce
a popisujici hranici zavisi vzdy pouze na prvni slozce, tj. na x; repsektive
y1. Proto zde tento argument uvadét nebudeme.

Vyjdeme ze slabé formulace (viz definice 4.18)

/ S(D(w))(y): D((y)) dy+ / (w-V)uly) ) dy = [ F)-w(y)dy,
Chg Shg g
(4.21)
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kters je splnéna pro ¥ € W2 (Qpu, )2, suppyp C Vig. Cilem je nyni odvodit
2

n,div
identitu, ve které by se vyskytovaly diference jednotlivych ¢lent rovnice
(4.15). Abychom toho dosahli, potiebovali bychom otestovat misto ) (y)

funkel (T 'y). Tato funkce ovsem nelezi ve erbfhv(Qho)Z, protoze

divep(T 'y) # 0 ani (T 'y) - n # 0 na 9Qy,. Z toho duvodu je nutné
provést nasledujici korekci:

Pror(y) = P(T7y) = (p(T7y) - An(y))n(y) + 2°(y), (4.22)
kde z#(y) je Fesenim (viz Bogovského lemma A.4.5 v dodatku)

div 29(y) = div[-p(T"'9) + (0T ') - An(p)n()] v (4.23)
z?(y) =0 naoQ,,. (4.24)

Vztah (4.23) muzeme blize specifikovat

divz® = — (A7 )1 — (A7d)d' 011 + [1 — (Aa) d'|(Aa")Oap1+

+ (A0 )0y — [d" (A7) + a' (A ")y (4.25)
Protoze je splnéna podminka kompatibility
[, o070+ (T nmG) - mlw) =0, (120
tak dle lemmatu A.4.5 plati odhad
1201, < ChTllell,,- (4.27)

Diky z%®(y) plati div ¢, (y) = 0 a snadno téz muzeme nahlédnout, ze
Pror(¥) 1 (y) = 0na 9. Tedy ¢, (y) je dobra testovaci funkce. Po dosazeni
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(4.28)

V prvnim ¢lenu (4.28) se vyskytuje derivace slozené funkce D(p(T(y))).
My bychom potiebovali D (T~ 1y). K ipravé tohoto ¢lenu vyuZijeme lemma
(A.3.3) z dodatku. Dostavame

DT (1) = Do(T™(y)) + 22 (x) @ (5Va)

V nékterych ¢clenech pouzijeme substituci y = Tx (Z dodatku vime, ze
dy = dx, protoze Jakobidn zobrazeni T i T~ je rovny jedné.), polozime
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p(x) = Y (y) a odecteme (4.21) od vysledné rovnice a dostdvame identitu
A'S(D(w))(x): D(g(x)) da+

S(D(u))(Tx) : g—i(ﬁ) ®s (A_Va)] dz—

%)

(D(w))(y): [(D(e(T'y)An(y)) @ n(y)] dy—
S(D(uw))(y):[(e(T™'y)D(A™n(y))) © n(y)] dy—

S(D(w)(y): (p(T'y) - An(y)) D(n(y)) dy+

%)

(D(w))(y): D(=*(y)) dy + / At(u - V)u(z)p(z) do—

- [ @) Snl)n) s+ [ (- Vu)ze) di-

Qp

- / N de+ [ F) T ) - Anly)nly) dy—

Qpg

- fyz?y)dy= A +---— A

Qg
(4.29)

platnou pro testovaci funkci ¢ € Wé’ziV(QhO)z, supp @ C Vi,. Pokud za ¢
’ 2

zvolime funkei

1 1,
N (r) 4 (€)= oy + oy (4.30)
kde n*(z) = (u(Tx) - A'n(x))n(z), snadno nahlédneme, ze je splnéna

podminka (¢;+¢5)-1 = 0 na 0. Ovsem obecné neplati, ze div(ep;+¢,) =
0. Proto podobné jako vyse zavedeme korekci z € W:L:iiv(ﬂho)z, ktera je defi-
novand jako feSeni problému (viz Bogovského lemma A.4.5)

divz = div(—¢; — ¢,) v Qp, (4.31)
z=0 na 0. (4.32)

38



Chovani na hranici je nyni opét v potddku, nebot

0:/ z-ndx:/ divzdx:/ div(—¢p; — ) da =
O, g Qg

(4.33)
:_/ (¢1 + ;) -ndr=0.
O,

7 Bogovského lemmatu A.4.5 vime, ze pro funkci z plati nasledujici odhad:

12[[1, < Clldiv(e, + @o)l[7- (4.34)

Po upraveé:
Izl < ol + Vel (4.35)
Uvazujeme tedy testovaci funkci ve tvaru ¢ = ¢, + ¢, + 2. Se znalosti

(4.30) a (4.35) muzeme nyni dostat odhad na z%:

vAiu " T T T
e+l + IVellul, ). (4:36)

=5, < k(|

Pro vétsi prehlednost budeme v nasledujicich vypoctech uvadét u misto u(x)
(stejné tak i u ostatnich funkei). V piipadé vyskytu argumentti Tx nebo
T~z je vypiSeme podrobné, pokud to bude mit vliv na dalsi postup. Déle
konstanta C', ktera se vyskytuje v odhadech, neni vSude stejnd, muze se lisit
odhad od odhadu. Pro vétsi prehlednost budeme explicitné uvadét pouze
vyskyt konstant z ptredpokladu (P1)-(P3), tj. budeme sledovat konstanty
C;,i=1,...,4. Ostatni méné zajimavé konstanty jako napiiklad C,,, C(r),
C'(e) sdruzime pod jednu obecnou konstantu C' = C(a, €, r). Pokud budeme
chtit zduraznit, ze se konstanty lisi, uzijeme v odhadech napt. C’, C". Z
duvodu, jez ozfejmime pozdéji nebudeme vyraz || VE||» zahrnovat do obecné
konstanty C'.
Odhadujme:

Ay = / / 1 0;S(D(w) + MAD(w)) A Dy (w) Dy() drde.  (4.37)
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S uzitim lemmatu A.3.3 dostévame

A= / / 93iSr(D(u) + AA'D(u))[Dij(AMu)—
Qh 0

// 0;;S1(D —l—AA*D( ))Dij (') Dy () dX dz—
Qg 0

/ / 0;;Su(D(u) + AAD(w)) ((Opu)(Tz) ®s5 AJ“Va)Z.jDkl(Lp) d\dx

= AlAl - A1.27
(4.38)

A= / / 01 S (D (1) + AND (w)) Dy (5%u) [ Dyg (M) €2(2) +

0
+ Q[A u}kf—f + Dkl(nu)SQ + [n“]k§—£ + Dkl(z) d$] dAdx
ox; O
=B+ +Bs.
(4.39)
S uzitim predpokladu (P2) a lemmatu A.4.2 muzeme ¢len By odhadnout
nasledovneé:
2C
Bi> =5 | ID(Aw)e dv >

Qpyg

> 2C1Cy /
Qg

Na druhy ¢len By vyuzijeme predpoklad (P3) a Cauchyho nerovnost s
e>0

4.40)
JANE TRV (
v ’U;‘ §2d$—201001/

Qp

Aty 2
T“’ IVe|? da.

AS TR
\Y% u‘§2dx+

2
1By < 02/ IV AR A" ||V§|dw§eC§/

Uy
+ +2, 12

ﬂ‘ |V£|2dx§6022/ VA
h -

+C

— | € dr+ O Vul; + C VeI

Qg
(4.41)
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Ve tfetim ¢lenu B3 vyuzijeme nasledujici:

D;;(n%(z)) = %{uk(Tx)[AJrn]knz(x)} =

_ Oug(Tx)
N 3:16]-

O[Atn]
&’xj

n;(z) + uk(Tx)[AJrn]agz—gc)

(4.42)

[Afn)pn;(z) + up(Tx)

Jak je uvedeno v lemmatu A.3.2, muzeme velikost gradientu normaély
nebo i velikost diference gradientu normaéaly odhadnou pomoci konstanty
C,, kterou zahrneme do obecné konstanty C.

C
1Bs| < h_22| i Dij (&) D;j(n™)& da| <
ho

Jr
§O2/ VA
Qg

h
< 35022 /

‘(|Vu|C’n 4 ||+ [u|C2)e da

Tap 12
V%u)fzderC/ Vulede +C [ |ul?e du.
QhO

(4.43)
2C
Bl < %5 [ VAl e do <
Qg
V Ay, (2
SCS&/ hu §2dm+0/ ul?|VEP da < (4.44)
Qg Qg
Nt |2
<cg [ [T @ st clvel + Clull,
Ny |2
Bl<C [ Dyaupye)de<ect [ S oo [ wvar <
QhO Qho Qho
V Aty |2
3 [ |25 o+ Ol + CIVEIL + Clullt
(4.45)

Na ¢len A; » vyuzijeme predpoklad (P3) a déle upravujeme obdobné jako
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v predchozich clenech.

sl = | / / 0,;Su(D () + AAD(w))
Qpd 0
((Onu)(Tz) ®s AW@) Dri(p)drdz| <

9¢

| (( Opu)(Tx) ®g A*Va)ij [Dij(A+u)£2 + 2[A+u]i£%+
Qg J
u\ ¢2 u aé —
j
(4.46)
S uzitim lemmatu A.3.2 a odhadu (4.35) na korekci z mdme
V Atu
1Bs| < Cy |Vu|?¢? da+
Qn Qg
0 (4.47)
|2
+eC§/ VA'“" € du,
fu
Bl < C S feve s < el [ vup e
" s .19
+C30 | |55 e < OVl + ClIVull} + CECIVull,

Qpy

Bl < C, / V| Co(|ValC + [0]C + [0 C2)E d < C2C w2, (4.49)
Qp

By| < C / IVu|C, [l G V€| dar < C2Cullt, + CIIVEL,  (4.50)
g

Na ¢len By pouzijeme (4.35).

Cn 2, C5h7 2
Qg 2 Qg Qp,
< CO[[Vullz + C3CNVEl5 + G20 lulli .
(4.51)
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[Aof = | Su(D(w))(Tz)((Onep) () ®s A'Va),, dz| =

Qpy

1
=| /Q . /0 05 Su(AD (w)(T)) Dij(u)(T) ((Onep) (x) @5 A'Va), dX de|
AF u
<G /Qh0|Vu|‘V<Tu§2 + %52 + hz)C’n dx <

S02/ |vu|<‘VA+u
g

2 Aty 2 2
¢ +]T]25vg+|w|cn§  |ulCo+

h

2

AF
VA & dax+

h

+ [u|C2E% + |u|C,26VE + th)Cn dz < 6’225/

Qpy

+Ollulls + Cllulli, + ClIVEL,
(4.52)

1
A5 <Gl | D@)D|o
Qg
AN AN
(Am)ndy| < 02/ \VU\[V u€2+ =
2, h h

Vf"né n u%wbg? + u%n?fo + Wz] C, dy <

VA2
<ecs | [ eay+ Clulty + Clull, + 198l
ho

ANug*(T™y) + %n“(le)g(T “ly) + Z]

A
2VE + VuTnn§2+

+u

h
(4.53)

A+ 43l < ol [ D)) [ 85u (T )+ g5n (T )T ) + 2]

VA«
h

(V(A‘n)n + (A‘n)Vn) dy| < 8022/

2
| 2 dy+ CEC|u? p+
Qn,

+ Ve + ClIValli -
(4.54)
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V nésledujicim ¢lenu vyuzijeme odhad na z¥ (4.36):

[As| < Cof | D(u):D(2%)dy| < C||Vull; + C3e[| V2?3 <
Qp

VA

U |2 4.55
@yt ekl ()

< O||Vul|3 + CieK
Qny

+ C3eK||IVE(5 + CoeKJull .

U clenu A7 vypiseme argumenty, aby byl ndzornéjsi postup.
A; = /Qh [uj('?_x](T$) - u]a—%(x)] pi(z)dr =
0

= /Qh (uj(Tx) [8ui(Tx) — <a_u(Tx) ®s (AJ“Va))i]} u Ou: (x)£

oz on N ja_xj
Ouy(T Ou; (T
+ u;(z) u@;j.r)>%(x) dr = /gzh()([AJru]j(x)u@(zj)
I[A"ul; 0
+ U, (ac)[a+]j(x)>%(x) dx — /Qhouj (Tx) <a—Z(Tx) ®s (AJrVa))ijgpi dx
= A7, — Az
(4.56)
. 01
A71 = /Q ([AJFU]j% + uj(x)a[§$y]l>90i(x) dz =
= % o [A"‘ub%[A—i—u]i§2(m) dz+
1 ou(Tz) ., Ou; (T
Rz /thﬁ*%ﬁ—xﬁ[n i@+ [ v “aij% da-+
1 o[ Al
N /th‘f(x) [a;] (A€ () dat
1 oA ul; o[ At B
+ ﬁ/ghouj(x) [89:] [n*];6% () dx+/Qh0uj(a:) [8::] 2 dr =
= By + -+ + By,
(4.57)
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Na ¢len By; pouzijeme Cauchyho nerovnost s € > 0 a interpola¢ni nerovnost
(A.28). Dostédvame

A+ 2 A+ 4
|B11|§/ )_’“) |Vu|§2dx§5/ ‘—“) §4dx+0/ Va2 dr <
Qg h Qg h Q

ho
< 50/
Qho

A2, VA ANty 2

e %h (55 e+ |5 vel) ae
0

+C | |Vul’dz < eC||Vull5 + C||VE||L+

Qny

+ECHVUH§/

Qpy

VA |2
=] e dr+ |Vl

(4.58)
U ¢lenu By, postupujeme podobné jako v predchozim piipadé, pouzijeme

opét Cauchyho nerovnost s € > 0 interpola¢ni nerovnost (A.28) a vnofeni
W2 e I4

|Bia| < /
Qg

+C | |Vu|*¢dx < C||Vu|s + C||VE||L+

Aty 4
T“’ ldr+C [ |ultdat

A—‘r
S Vulluic,e dr < 5/
h -

Qp,

Qg
VAt |2
recivalg [ [V @ de s clult, + Clul
ho
(4.59)
A+ A+ 4
|Blg|§/ ’—u’|v'u,|hzdx§5/ ’_u‘ dx+C’h4/ 2t do+
QN , N Qg
VAt 2
e |vu|2dxggC|qu||g+eC||vuy|§/ “Fart
g Qng h (460)
VAt 2
+OntlalR izl + OVl < copvul [ [T art

Qpy

+Cllulliy + ClIVuls + CIVEIS + Cllulli .
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2
Bul < [ lullSuPevelds <
Qg

+

/ Aty |4
<e
Qg

[u*¢?| Ve do <
QhO

V Aty |2
< cClvuli+eCVul [ |5 o+ el + Clul,
ho
(4.61)
ANE
|Bis| < |’V u)|u 7)|C,&* dx <
Qh (4.62)
VA '

‘5 de+C | |ul'¢da.

Qpy

Ss/
Qg

Clen B¢ integrujeme per partes, vyuzijeme div u = 0 a ddle postupujeme
jako v predeslych ¢lenech.

Bul < [ Jul 52|10l <
g

<C | |ul*dz+ 5/
g g

< Clul, + | Vul? |

Qp

JANETAL!
—‘ dz + Ch? Vz|?dr <
h o

V Atu |2
| dz + Cllul?, + CIIVElLL,

(4.63)

A= [, w00 (G () 85 (50)[80)€ 4 1 4 2l

)

= Bi7 + Bis + Bio.
(4.64)
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U clenu B;7; provedeme podobné tpravy jako u By

ATJFU‘{de < 5/{2 ‘%‘4§4dx+

By < / || Vu|C,
QhO

At 2
e |Vu|2§2+0/ |u|4dx§50||Vu||§/ Vv “lednt
Qho Qho Qho h
+ C||VE |5 + eClIVull; + C|[Vull3 + Cllulli,,
(4.65)
Bu| < C2 / w2 Vule dr < Cllult, + O Vul, (466
Qho
|Big| < C’n/ |u||Vullhz| dx < C’/ ]u!4dx+0 |Vu]2d$+
ftho fiho o (4.67)

+€h4/Q |2|* dz < C|[Vaull; + Cllulli, + CIVE[S + Cllull,.

A= [ wul AT )+ T )+ 2 A i dy
Qg

= By + Ba1 + Baa.

(4.68)
Nésledujici ¢len odhadneme stejné jako Bio. Tedy
A, 8 4
Bl < | lullVaull| Z2[¢2dy < cClVull§ + | vE )L+
Ay 2 (4.69)
recivalg [ |5 @y clull, + clvalg
|Bas| < / [ul*[Vu|Co2C, dy < (Va3 + [Jullty), (4.70)
QhO

|Baa| < C/Q [ul[VulhzC, dy < C([Vaully + [lulli, + [IVEIS + [ull,).
ho
(4.71)
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Zde vyuzijeme odhad na z¥ (4.36)

Aol < [[Vaullaflullallz?]ls < ellz?], + ClIVaullzuli <

VA |? 4.72
<<k [ [TEH ey ekl + oK ITEL + Cluly 4T
ho
Dalsi ¢len identity (4.29) si vyjadiime v ekvivalentni podobé
Qg Qg
Po dosazeni testovaci funkce a pricteni a odecteni vyrazu
1 12 1 uy ¢2(—1
Qho Qho
dostavame
1 1
A =— | fi[Au—Awu]de+ = | filAul[¢ — (T )] do—
h? U, h? U,
1 u — 1 u -
“ filAm™, (T ) do — A filn");[¢* — (T ")) do+
ho ho

+ [ilA7z); = Bag + -+ - + Bor.

Qp
(4.74)
NTE
|Bas| < C |f|2§2da:+5/ ‘V “‘ £ dw, (4.75)
Qpy Qg h
|Baa| < CII I3+ CIIVEIS + Cl Vaulf2, (4.76)

Aty
h

Aty |2
| Bas| < / | FICn &< &?/ ‘—‘ Edx+C |fI?¢3dx, (4.77)
QhO QhO h QhO

[Bas| < CIIFN3 + ClIVElS + Cllulls, (4.78)

1 h?
[Bor| < SIFI5+ 1V2IE < CULIE + Ntz + IVEIS + lulis)- (4.79)
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Ay g/ﬁJf\()%

< CUFI + llullis + 1VENS + llullo)-

2 |G+ 2)C,dy <
&+ [u|Co€? + %) Cudy 450,

VA ?
| ey + fullf o+

Aia < CIF 1 +l=#1 < Il +exc( [

Qp

HIVENL + uellls)
(4.81)

Déame-li vyse provedené vypocty dohromady, mame

VA
h

2
‘é’zdxﬁ

2C1Co — £(4+ C3(9+ K) + 2K + 5C||Vul3)] /

Qp

VA 2
; \dx+0||f||§+c<0§+1>||u|li2+

ssm€+mNVuM{/

Qho

O+ C 4 Dullty + Cllullt, + C(C2 + 1) VEL + ClIVEL.
(4.82)

Protoze € > 0 muzeme volit libovolné, jisté najdeme takové, ze leva strana
vyrazu (4.82) zustane kladna. Z prvniho apriorntho odhadu (3.8) vime, ze
Julli2 < C.

Vidime tedy, ze cely postup selhava na tom, ze v prvnim integralu na
pravé strané v (4.82) chybi sefezavaci funkce £(z). Musime proto cely postup
modifikovat. Vezméme h € (0, hy/2) pevné. Tedy na €, je definovany vyraz
%”. Fixujme 7, R tak, ze 0 < r < R < hg/2 a 7y € 08Qy,. Necht £(z) €
C>(Br(zo)) a nabyva hodnot

=1 z¢€ B.(x)
£@){ €(0,1) =€ Br(wo)\ Br(o) (4.83)
=0e€ RQ \ BR(ZL'Q).

Jisté muzeme zvolit serezdvaci funkei & tak, aby C'(C3 4 1)|| V|4, < A(R —
r)~ pro ngjaké A, a > 0 a C||VE|]2, < B. Déle definujme Q" := B,(z9) N
pro xg € 082,. Nyni zopakujeme vyse uvedené odhady jednotlivych ¢lenu
identity (4.29), tentokréte pro oblast Q% misto Qy,. V tomto vypoctu budou
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vsechny uvedené konstanty nezavislé na r, R, h. Aplikujeme lemma A.5.1 z

dodatku pro
f(r):= sup /
ZEQhO T

Protoze plat{ jiz zminovany vztah C(C3+1)||VE|% < A(R—7)"%, A, o >
0, C||V¢||3, < B, tak dokdzeme splnit predpoklad lemmatu A.5.1

2
/ dz Se/
r QR
Vg € Qp, V0 <1 < R < ho/2.
Tedy dle lemmatu A.5.1 mame
2

kde konstanty A, B zavis{ pouze na normé f v L*(Q)? a normé u ve WH2(Q)2.
Stejné tak celd pravd strana (4.82) nyni zavisi pouze na || fl|2 a ||ul|12. Po
Uprave

2

VA
h

T,

VAt VA

+u2
h ‘ dz + A(R—r)°+ B

(4.84)

2

de < c[A(R—1r)" 4+ B] VzoeQy, Y0<r<R<hy/2,
(4.85)

VAt

\WATAP
| 4o < el uia) (4.36)

Diky (A.18) a (A.19) dostavame

Z Pu |2
< . |
;/Q ‘axiaT‘ dz < C([[ £l llull:2) (4.87)

Poznamka: V piipadé vnitini regularity, necht V cc Qp, cC Q a
dist (99, Q) = hg > 0. Necht e”,r = 1,2 je béze souradného systému v R?
Pro h € (0, hy) definujme zobrazeni T : Qy — € nésledujicim predpisem:

T:xw+— x+ he", r=1,2. (4.88)

7 vyse uvedeného je vidét, ze v pripadé vnitini regularity a regularity u hran-
ice v te¢ném sméru muzeme postupovat velmi podobné. Testovaci funkce
bude mit jednodussi tvar a odhady jednotlivych ¢lenu identity (4.29) budou
velmi podobné, v mnoha ptipadech poc¢etné méné narocné.
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(ii) Normaélovy smeér

Budeme postupovat podle [26], kde je problém normalového sméru fesen
ve tfech dimenzich pro evolu¢ni variantu. Tento vypocet je rovnéz uzit v
¢lancich [12] a [14], kde je vypocet proveden pro staciondrni dvoudimen-
zionalni problém.

Abychom odhadli cely VZu, staci se zaméiit diky (4.87) na %2;‘%1 a %2;%2.

Druhy ¢len muze byt vyjadien piimo z podminky divue = 0 (po aplikaci
d
9z

82’&2 (9u1
= — . 4.89
013 0x1015 (4.89)
Informaci o ‘?;23“21 ziskdme z rovnice (4.15). Formalni aplikaci' operatoru curl
2
curlgzg—ij—g—ag; prog : Q — R? (4.90)
z rovnice (4.15) vypadne tlak. Dostavame
0? 0? 0?
—— 0y ®(|D|? O ®(|D|?) — 0n®(|DJ*)—
927 (1 ‘>+8x18:c2 b2 ®(| D)%) Da0z, 1 (I1D[%) o)
5? 8 Ouy, D . Ou, dfs Of '
~ 9 _5,,8(|D? - - = 0.
03 12®(|DI) + 0x; [“’“axk] 0xy uk@xk] 0x; * Oxs
Polozme G = 32-0,,®(|D|?). Plati
I€G|-12 < C|012@(|D*)||2 < C|D(u)|l2 < C. (4.92)
Déle, diky (P3)
9 9 2| O%u
< G’ <H—8<I>D2H<C o4 H (493
H&cl(g ) -1,2 8:1:1 12 (| ‘> 2 + ; a$1a£€z 2 ( )

Z rovnice (4.91) dostavame

|-

2 < C(Haixl(amfbﬂD\z) + 0 ®(|DJ?) — 811¢<|D‘2>>H2+

—1,

+\\Uk§—;‘k)]2+ I£1).
(4.94)

Postup je zalozen na testovani rovnice (4.15) funkcf rot g. Vysledek je stejny, tj.
dostaneme rovnici (4.91) ve smyslu distribuci.
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Nyni muzeme aplikovat Nec¢asovu vétu o negativnich norméch (viz véta A.4.2
v dodatku) abychom dostali

< < ! .
I€G 1z < CIEGT 12 + V€G] 12) < C + C ZH gl (49
Z definice G a symetrie D(u) mame
2 950(DJ?) = 01,018(1D) -2 D () + 9ra0ra®(|DP) -2 Doy(u)+
By 12 = Ondi2 By 11 22012 By
0
+ 201201,®(| D|? )—Dlg( ).
(4.96)
Po upravée
oD G 1 oD
812812@(’D’2)$ _ — _ _811812¢(‘D‘2)ﬂ_
Lo 2 2 0xa
] Do () (4.97)
—5322012¢(|Dy2);—;2.

Uzijeme-li toho, ze Dlg(%) = 6“1 + di 52—, déle diky predpokladu (P2)

vime, Ze 012012® (| D|?) > 2C. Pokud posledni ¢len (4.97) upravime pomoci
(4.89), tak z (4.95) a z (4.97) dostaneme

82’&1
0z 2

I

(4.98)

. 2 '

Diky vnitini regularité vime, ze prava strana (4.98) je konecnd. Abychom
mohli vyuzit vysledky vnitini regularity, provedeme cely postup pro norméa-
lovy smér na oteviené mnoziné U, kde U C Vj,,. Protoze odhady, které takto
dostaneme, nezavisi na U, lze pti vhodné volbé U udélat limitni prechod na
celé V..

Ze vztahu (4.98) uzitim definice tecné derivace, vztahu (4.87) a (4.89)
odvodime

Z H§ (9&:2

2
sup |(a(z1)) ]ZH&a% , (4.99)

z1€(—a,a) 8x2

2
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Zvolime- li « tak, ze

Cmax sup |d'(z1)| < (4.100)

z1E€(—a,a)

[\DI»—t

muzeme potom posledni ¢len v (4.99) presunout na levou stranu a mame

H O (4.101)

oz3 2

¢imz je normalovy smér hotov. Spolu s teénym smérem a vnitini regularitou
tedy dostavame, ze u € W22(Q). |

4.3 Rekonstrukce tlaku

Diky pravé dokdzanému lemmatu 4.2.1 vime, ze rovnice (4.15) je splnéna
skoro vSude. To ndm umozni jednoduchym zptusobem zrekonstruovat tlak.

Doposud jsme se zabyvali slabou formulaci problému (at uz stacionarniho
(NS, stip) 2ac n€bO evoluéniho (NS, qip)?) ve které se nevyskytoval tlak, protoze
jsme uvazovali testovaci funkce z prostoru s nulovou divergenci. Nyni nés
zajimé otazka, zda existuje tlak p € D'(Q), ze

<%_’:,¢>+/QS(D(u)):D(<p)dx—/ﬂ(u@u):vsodx+<Vp,90> = (f,»)

Vo € D(Q) asv. t e (0,T).
(4.102)

Z De Rhamova lemmatu (lemma A.4.6) vime, Ze pravou stranu rovnice

Vp=f— %—? +divS —div(u ® u) (4.103)

muzeme napsat ve tvaru gradientu. Protoze z diive dokazaného vime, ze

uw € LI, W23(Q)?) a 9 € L>=(1,L*(2)?), tak rovnice (4.103) je splnéna
skoro vsude a jeji prava strana lezi v L?(2)%. Pouzijeme li Poincarého nerov-
nost A.1.2 s dodateénym predpokladem fQ pdx = 0, dostavame, ze existuje
tlak p € W*(Q) pro s.v. t, tedy p € L=(I, W'*(Q)), [,pdz = 0.
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Dodatek A

Prehled pouzité teorie

A.1 Prehled nerovnosti

Tvrzeni A.1.1 (Youngova nerovnost). Necht 1 < p,q < oo, 1—1)+% = 1. Pak

a? bl
ab< —+—, a,b>0, (A.1)
p q
ab < ea? + C(e)b?, a,b,e >0, C(e) = (ep) ¥Pq " (A.2)

Poznamka: Pro p = q =2 se nerovnost nazyvd Cauchyho (zde muzeme brat

a,beR).

Tvrzeni A.1.2 (Holderova nerovnost). Necht 1 < p,q < oo, %+% = 1.
Pokud u € LP(QY), v € LY(R), pak plati

| ol o = lellzs ol (A3
Véta A.1.1 (Kornova nerovnost). Necht p € (1,00). Pak ezistuje kladnd
konstanta K, = K,(p,Q), Ze Yu € WP(Q)? plati:

Kpllullrp < |D()llp + [Jufl,- (A.4)
Pozndmka: Pokud w € Wy*(Q)%, plati dokonce K,|ul|1, < || D(u)]|,.

Véta A.1.2 (Poincarého nerovnost). Necht Q C R? je oblast s Lipschit-
zovskou hranici. Necht p € [1,00). Pak existuje konstanta C zdvisld pouze
na p, n a ) tak, Ze plati

1 sniey < C(I9 iy +| [ 1aa) vrew's@. (a3
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Véta A.1.3 (Gronwallova nerovnost). Necht n(-) je nezdpornd absolutné
spojitd funkce na [0,T), kterd spliuje pro s.v. t diferencidlni rovnici

' (t) < o(t)n(t) + (1), (A.6)
kde ¢(t), ¥(t) € L'((0,T)) jsou nezdporné funkce na [0,T]. Pak

n(t) < exp (/Ot ¢(s)ds> [?7(0) + /Otz/}(s) ds} (A.7)

pro vSechna 0 <t <T.

DUKAZ: Lze nalézt v [3].

A.2 Reseni ODR

Definice A.2.1 (Carathéodoryho podminka). Uvazujme c : Is = (to—0,to+
§) — RY a funkci F(t,c(t)) : Is x K — R, kde K = {c € R%|c — ¢o| <
A} pro néjaké A. Rekneme, Ze funkce F spliiuje Carathéodoryho podminku,
pokud

e t — Fi(t,c) je méritelnd pro vSechna i =1...d a pro viechna ¢ € K
e c — Fi(t,c) je spojitd pro skoro vSechna t € I
o Fuistuje integrabilni funkce G : Iy — R, Ze

|Fi(t,e)] < G(t) Y(t,e)elsx K Yi=1...d

Véta A.2.1. Necht F spliuje Carathéodoryho podminku. Pak existuje §' €
(0,0) a spojitd funkce ¢ : Iy — R?, Ze

° ‘Cil—‘; existuje pro skoro vsechna t € Iy

e c 1esi problém

d
Jclt) = F(te(t)) tely (A.8)

C(to) =Cy € R4
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Definice A.2.2. Necht ¢, : Is, — R" a ¢y : I5, — R™ jsou resend problému
(A.8). Budeme psdt ¢; < ca, jestlize I5, C Is, a c1(t) = c2(t) prot € Is,.
Reseni ¢, problému A.8 se nazyvd maximdalni, jestlize z podminek

® C, je reseni A.8
e ¢ <
plyne ¢; = c5.

Véta A.2.2 (O utikéni z kompaktu). Necht ¢ : I — R" je mazimdlni
resend problému A.8. Bud A C I X K, A kompakini. Pak existuje 0 >0
tak, Ze &' <6 a (c(t),t) € A prot € Is\1y.

DUKAZ: Lze nalézt v [15].

A.3 Popis hranice

Obecny popis hranice oblasti typu C*# lze nalézt napiiklad v [3] nebo [30],
konkrétni popis blizky nasemu piipadu v [14] nebo [9].

Necht je hranice 9 lokalné popsana C? zobrazenimi a,, as, . .., ay, k € N
splitujicimi a;(0) = 0. V piislusejicim [—tém souradném systému predpokla-
déme, ze pro pevné kladné o a x; € (—a, «) plati

a(z1) € W((~a, ), (1)
(x1,29) € 0 & x9 = ay(x7), (ii)
Vfr = {(z1,22); 11 € (—, ), 9 € (1), (1) + @)} C Q, (iii)
V= {(z1,29); 71 € (—a, ), 23 € (ay(z1) — o, ay(21))} CR2\ Q. (iv)

Déle definujme
V= {(z1,29); 11 € (—v, @), g € (1) — o, ay(x1) + ) }.

Pro dané o > 0 existuje systém V', [ = 1,..., k pokryvajici hranici 0. Ex-

istuje hg > 0 tak, Ze lze zvolit konecny systém mnozin Vhlo, jejichz sjednoceni

pokryva 0 a plati Vi, € V! a dist(OV}L ,0V") > hy. Déle uvazujme systém

mnozin Vi, ze Vi, c VI c VI, I =1,... kadist(0V},0V} ) = % Lze
2

2 2
vybrat otevienou hladkou mnozinu V°, ze dokdZeme pokryt celou oblast €2:
k k k
l ! !
QCH)V,LOCZL_JOV,;OCH)V.
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Definujme Qﬁlo = V,LO N 2. Vezméme pevné [ a pro pirehlednost tento index

2
ve vypoctech neuvadéjme.
Vnéjsi normalal k 9Q je definovéna jako

n = (—d'(x1),1).

Tecnou derivaci na V' zavedeme nasledujicim zpusobem

920l
67_8ZE1 i\ ’

Necht i € (0, hg), definujme zobrazeni T' : Q,, — V ndsledujicim predpisem:
T:x— (r1+h,zo+alry +h)—alzry)) = (y1,y2). (A.9)
Potom inverzni zobrazeni T~ je ddno

T iy (= hoyo +alys — h) —a(y)) = (21, 22). (A.10)

S uzitim pravé definovaného zobrazeni T' zavedme pro vétsi piehlednost
znaceni pro diference

Ng(z) == g(Tx) - g(x), (A.11)
Ng(z) = glz) — g(T'2). (A12)
V piipadé, ze budeme pracovat se skaldrni funkci a(x), budeme vektorem
Va(zy) rozumét vektor (a’(x),0). Posunutim 7' se zde rozumi pouze re-

strikce T na prvni slozku, tim piddem i oznaceni Afa bude mit vyznam
rozdilu posunuti funkce a ve sméru x; a funkce a v bodé z;. Tedy

Afa(xy) = a(zy + h) — a(xy). (A.13)

Obdobné pro A7a. Plati

(agi—x(j))i,jm B ( (AJFCL%%))/ (1) ) ’ (A'14)

!Obecné se nejedna o jednotkovy vektor. Ve viech vypoétech budeme k n piistupovat,
jako by se jednalo v jednotkovou normalu. Konstanta, kterou by se n muselo normalizovat,
nema na provedené vypocty vliv, respektive lze zahrnout do obecné konstanty vyskytujici
se v odhadech.
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<8Tgyj(y)>z,j=1,2 - < (A_al(yl))’ ? ) ' (A.15)

Obé matice (A.14) a (A.15) maji determinant rovny 1. Teénou derivaci
funkce g muzeme pomoci zobrazeni T' zapsat jako

9
or

AJr
(x) = Jim Tg' (A.16)

Nésledujici lemma popisuje vztah mezi diferenci a gradientem, respektive
mezi diferenci a derivaci v te¢ném sméru (viz [26]):

Lemma A.3.1. Necht p > 1. Potom pro vsechna g € WrP(Q) plati

/Qho

Ddle je-li g € LP(QY) a pokud pro vSechny h € (0, hg) plati

g

potom 22 existuje ve smyslu distribuct a

or
/Qho

DUKAZ: Lze nalézt v [26].
Nésledujici lemma usnadnuje praci s normélou n v odhadech.

Atgp
=" < (@) Vgl (A17)

+
%‘pdx <, (A.18)

dg |p
991 e < C. .
(97" dz < C (A.19)

Lemma A.3.2. Necht n(z) = (—d'(z1),1) je vnéjsi normdla k 02 v bodé
xr € 00, Q € C3. Potom existuje konstanta C,, Ze pro viechna h € (0, hg)
plati:
Na
7

3,

DUKAZ: Ziejmy z (A.17) a vlastnost{ funkce a(x).
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Lemma A.3.3. Necht suppu C supp&. Pak

V(u(Tz)) = (Vu)(Tz) + (0pu)(Tz) @ AVa, (A.21)
VAY = AVu + (Op,u)(Tz) ® A'Va, (A.22)
D(w(Tx)) = (Du)(Tx) + (9pu)(Tx) ©5 A'Va, (A.23)
DAy = A'Du + (0,u)(Tz) ®s AVa, (A.24)

div A'u = ATdivu + (9pu)(Tz)A'Va, (A.25)

kde symbolem u ®g v rozumime £(u @ v + (u ®@v)") a jak uz bylo zminéno
vyse Va = (d’,0).

Toto lemma lze nalézt v [10].

A.4 Prostory funkci

Lemma A.4.1 (Aubin-Lions). Necht 1 < «,f8 < +oo. Necht X je Ba-
nachuv prostor a Xo, X1 jsou separabilni a reflexivni Banachovy prostory a
necht Xy —<— X — X,. Potom plati

{ve L1, X,), % e LP(1, X))} e LI, X). (A.26)

DUKAZ: Lze nalézt v [29].

Véta A.4.1. Necht Q € C%', f e WH(Q)NLY(Q), 1 < g < oo.

a) Je-li s < d, potom f € L"(Q), r < deS aproq < r < deS existugje

d d
Cr=C1(Q,d,s,q,7):
1l < Crll IS Fle ae0,1],

ool

b) Je-li s = d, potom lze brat v (A.27) ¢ <r < oo ar < oo pros>d.
Specidlné prod =2,r =4,s =q =2 je a = %, tj. existuje C1 = Cy(d) :
Yu € W2(Q):
lulla < ColluliFllully®, @ c R (A.28)

DUKAZ: Lze nalézt v [29].
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Véta A.4.2 (Necasova véta o negativnich normdch). Necht p € (1,00) a
necht u € Wol’p(Q)d. Potom existuje konstanta c, Ze plati

cllull, < llwll-rp + [Val-1p (A.29)
DUKAZ: Lze nalézt napi. v [25].
Lemma A.4.2. Necht Q C R? je oblast tridy C' a necht u € WH3(Q)<,
£ € D(R2). Potom
/\D(u)\2£2dx200/ \Vu]2§2dx—001/ wWP[VERdr.  (A.30)
0 0 Q

DUKAZ: Lze nalézt v [26].

Lemma A.4.3. Necht u € LP(Q), p > 1. Pak u € WP(Q) prdvé tehdy,
kdyzZuw md reprezentanta w, ktery je absolutné spojity na skoro vsech useckdch

v Q rovnobézniych se soutadnymi osami a jehoZ klasické parcidlni derivace
patii do LP(Q).

DUKAZ: Lze nalézt napiiklad v [33].

Lemma A.4.4. Necht X ()% a Y (Q)? jsou dva Hilbertovy prostory, (X (£))*
a (Y(Q)D* jsou prislusné dudlni prostory. Necht X < Y husté. Necht
w e LP(I,X(Q)Y), v € LP(I,(X(Q)%)*). Potom wu je rovno s.v. na (0,T)
spojité funkci z [0,T] do Y. Navic

d )
EHUH% =2(u',u)x vD(I). (A.31)

DUKAZ: Lze nalézt v [29].
Lemma A.4.5 (Bogovského lemma). Necht Q C R%, Q € C%'. Necht m >
0, ¢ € (1,00) a f € Wi"(Q) spliuje podminku kompatibility

/Qfd:c = 0. (A.32)

Potom ezistuje u € Wi"H9(Q)? resict

divu=f vQ (A.33
u=0 naodfd (A.34

~— —
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Navic, existuje konstanta C' nezdvislda na f, Ze plati
IVtllimg < Cllf llmg- (A.35)

Mdme-li g € WH9(Q)? takové, Ze f = divg a je spinéna podminka kompati-
bility
/ g -ndr=0, (A.36)
o9

pak také
lully < Cliglly. (A.37)

DUKAZ: Obecnéjsi dikaz (pro nehomogenn{ Dirichletovu hraniéni pod-
minku) lze nalézt v [1] nebo napiiklad v [6].

Lemma A.4.6 (De Rhamovo lemma). Necht Q je oteviend podmnoZina R?
a f distribuce na D' () sphiugici Vu € D(Q), divu = 0

(f,u) =0. (A.38)
Pak ezistuje distribuce p v D'(Q2), Ze f = Vp.

Toto lemma lze nalézt napiiklad v [1].

A.5 Ostatni

Véta A.5.1 (Lebesgueova véta). Necht uy C L'(Q) je posloupnost konver-
qujici skoro v$ude k néjakému u a plati \ux(z)| < v(x) pro néjaké v € L1(Q).
Potom w € L*(Q) a limy_.o [, ux(x)dz = [, u(z)dz pro libovolné A C Q
meritelné.

DUKAZ: Lze nalézt napiiklad v [23].

Lemma A.5.1. Necht f : [a,b] — RT je omezend. Predpoklddejme, Ze
existuji konstanty A, B,a > —1 a e € (0,1), Ze

f(r)<ef(R)+AR-—-7)""+B Va <r < R<bD. (A.39)
Pak existuje kladna konstanta ¢ = ¢(«, €), ze plati

f(r)<cA(R—7r)*+B] Va<r<R<b. (A.40)
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DUKAZ: Volme r € [a,b) a hledejme §; tak, ze R = r + Y .2, d;. Dle
predpokladu vime, ze plati

fr)<ef(r+6,)+ A5;*+ B <elef(r+ 0, + 0s) + A6, + B] + A5;* + B =
=2f(r 4+ 81+ ) + A(67* +26,%) + B(1 +¢)

<5kf(r+i5-)+éi5_%i+§i5iZRHS
- i=1 T i=1 i € N '

j=1
(A.41)
Pro k jdouci do nekonecna mame
f(r) < i RHS—éié‘“Jr (A.42)
7)< Jim RHS = 23 67 -
Pokud za §; vezmeme:
1 - . ,
0; = E#I—i(R—r) = (6511 —eafl)(R—r), a>—1, (A.43)
Ea+1
pak plati vztah
R=r+) 6. (A.44)
i=1
Pokud (A.43) dosadime do (A.42), dostdvame
A 1 — gariy -
<A S 2
f) = 2= (= ZE
A a gart o+l B
== () = (A.45)
—_ 1 \—a—-1 B
= AR —r)"%(1 —ear1) +1—5§
< c(e, 0)[A(R - 1) + B],
kde c(e, ) = max (1 - (1 — 5a+1) ail).
|
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