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Úvod
Stárnutí populace je jedním z nejvýznamnějších demografických trendů sou-

časnosti, který má dalekosáhlé dopady na ekonomické, sociální a politické aspekty
společenského života. S rostoucí délkou života a změnami demografické struktury
v České republice se otázka financování důchodového systému a jeho udržitelnosti
stává stále aktuálnější. Klíčovým ukazatelem, jenž odráží stav a udržitelnost
důchodového systému, je průměrná doba, kterou jednotlivci stráví v penzi. Tento
ukazatel je však často zjednodušeně prezentován v médiích, přičemž aktuální
diskuse často operují s hodnotou 21,5 roku.

Práce si klade za cíl tuto hodnotu kriticky přezkoumat, analyzovat ji na základě
dostupných dat a poukázat na potenciální zkreslení spojená s interpretací průměru.
Zásadní je totiž pochopit nejen střední hodnotu, ale také rozptyl a rozdělení doby
strávené v důchodu, které mohou poskytovat mnohem komplexnější obraz. Práce
se také zaměří na rozdíly mezi průměrem a mediánem, jelikož medián může v tomto
kontextu sloužit jako vhodnější metrika.

Dalším přínosem této práce bude modelování a simulace doby strávené v penzi,
které umožní predikovat, jak se tento ukazatel může vyvíjet v závislosti na změnách
parametrů, jako je například věk odchodu do důchodu. Tyto studie poskytnou
hlubší pohled na demografické a statistické aspekty doby strávené v penzi a upo-
zorní na důležitost správného porozumění základním statistickým ukazatelům
v kontextu veřejné politiky a informování široké veřejnosti.

Cílem této diplomové práce je tedy nejen kriticky přezkoumat často citovanou
hodnotu průměrné doby strávené v důchodu, ale také nabídnout podrobnější
analýzu rozložení tohoto ukazatele a jeho závislostí. Tento přístup může přispět
k přesnější a objektivnější diskusi o reformách důchodového systému v České
republice a zvýšit povědomí o rozdílech mezi různými metodami statistické inter-
pretace.
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1 Matematická demografie
Délka života jednotlivce a s ní související délka doby strávené v penzi před-

stavují demografické veličiny, jejichž porozumění je klíčové jak pro společenské,
tak pro ekonomické analýzy. Tyto procesy mají přirozeně stochastický charakter,
a jejich popis proto vyžaduje využití nástrojů pravděpodobnosti a matematické
statistiky.

Matematická demografie umožňuje překročit rámec čistě empirického pozo-
rování a formulovat úmrtnostní procesy prostřednictvím přesně definovaných
funkcí – zejména funkce přežití, distribuční funkce délky života a intenzity úmrt-
nosti. Tyto veličiny poskytují konzistentní teoretický rámec pro modelování délky
života jako náhodné veličiny a pro odvozování souvisejících ukazatelů, jako je
naděje dožití či podmíněná naděje dožití ve zvoleném věku.

Z hlediska analýzy doby strávené v penzi je matematické pojetí zásadní, neboť
umožňuje přesně vyjádřit očekávanou délku života po dosažení důchodového věku
a analyzovat, jak se tato veličina mění v čase či mezi různými populacemi.

Tato kapitola se proto zaměřuje na shrnutí teoretických a matematických
základů demografické analýzy, které budou v dalších částech práce využity při
modelování a interpretaci doby strávené v penzi.

1.1 Model náhodné délky života
Délku života lze z pohledu matematické demografie chápat jako náhodnou

veličinu, jejíž hodnota je ovlivněna mnoha faktory a nelze ji předem určit. Tato
podkapitola, věnující se modelu náhodné délky života, vychází z publikací Cipra
[1] a Gerber [2].

Nechť x ≥ 0 označuje věk jedince. Náhodná veličina Tx vyjadřuje zbývající
délku života osoby, která je ve věku x naživu. Tudíž x + Tx představuje celý život
jedince ve věku x, nebo jinými slovy, věk, ve kterém tento jedinec zemře.
Poznámka. V rámci této práce budeme pojmem osoba ve věku x vždy myslet
osobu, která je v tomto věku naživu.

Z charakteru zbývající doby života můžeme říct, že Tx je spojitá náhodná
veličina nabývající nezáporných hodnot. Její distribuční funkce

Fx(t) = P(Tx ≤ t), t ≥ 0

vyjadřuje pravděpodobnost, že osoba ve věku x zemře během následujících t let,
pro fixní t.

Předpokládejme, že Tx má hustotu fx(t) = d
dt

Fx(t). Pak můžeme psát

fx(t)dt = P(t < Tx < t + dt), t ≥ 0, (1.1)

což vyjadřuje pravděpodobnost, že smrt nastala v nekonečně malém časovém
intervalu od t do t + dt.
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Naopak pravděpodobnost, že osoba ve věku x přežije alespoň t let, nám
vyjadřuje funkce přežití

Sx(t) = 1 − Fx(t) = P(Tx > t), t ≥ 0.

Velmi často se můžeme setkat s aktuárským značením těchto ukazatelů. Jelikož
se toto značení využívá v úmrtnostních tabulkách, které jsou nedílnou součástí
analýzy času tráveného v penzi, uvedeme si jej zde také. Pro t ≥ 0 a s ≥ 0 značíme

tqx = P(Tx ≤ t) = Fx(t),

tpx = P(Tx > t) = Sx(t),

s|tqx = P(s < Tx ≤ s + t).

Speciálně pro t = 1 značíme

1qx = qx,

1px = px,

což nám vyjadřuje pravděpodobnost, že osoba ve věku x zemře během následují-
cího roku, resp. pravděpodobnost, že se osoba ve věku x dožije věku x + 1.

Matematická demografie využívá následující základní předpoklad týkající
se vztahu mezi zbývající délkou života osoby ve věku x a zbývající délkou života
osoby ve věku x + s. Předpokládá, že rozdělení náhodné veličiny Tx+s je stejné
jako podmíněné rozdělení náhodné veličiny Tx − s za podmínky Tx > s. Formálně

L(Tx+s) = L(Tx − s|Tx > s), s ≥ 0. (1.2)

Z předpokladu (1.2) vyplývá, že

Sx(s + t) = Sx(s) · Sx+s(t), t,s ≥ 0, (1.3)

neboť

Sx(s + t) = Sx(s) · Sx(s + t)
Sx(s) = Sx(s) · P(Tx > s + t)

P(Tx > s)

= Sx(s) · P(Tx > s + t|Tx > s) = Sx(s) · P(Tx − s > t|Tx > s)
(1.2)= Sx(s) · P(Tx+s > t) = Sx(s) · Sx+s(t).

Nyní můžeme psát

s|tqx = P(s < Tx ≤ s + t) = Fx(s + t) − Fx(s) = Sx(s) − Sx(s + t)

= Sx(s) · (1 − Sx+s(t)) = spx · tqx+s. (1.4)

Symbol s|tqx tedy vyjadřuje pravděpodobnost, že jedinec ve věku x přežije s let
a poté zemře během následujících t let.
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Dalším důležitým pojmem matematické demografie, který úzce souvisí s délkou
života, je intenzita úmrtnosti

µx = lim
h→0+

P(Tx ≤ h)
h

= lim
h→0+

hqx

h
,

přičemž pro malé h můžeme využít aproximace

hqx ≈ hµx.

Za předpokladu, že existuje hustota fx(t) definujme také intenzitu úmrtnosti
ve věku x + t pro t ≥ 0, pomocí níž budeme moci ukázat alternativní vyjádření
některých z dříve uvedených vztahů

µx+t = lim
h→0+

P(Tx+t ≤ h)
h

(1.2)= lim
h→0+

P(Tx − t ≤ h|Tx > t)
h

= lim
h→0+

P(t < Tx ≤ t + h)
h · P(Tx > t) = lim

h→0+

Fx(t + h) − Fx(t)
h

· 1
tpx

= d

dt
Fx(t) · 1

tpx

= fx(t)
tpx

. (1.5)

Nyní můžeme vztah (1.1), tedy pravděpodobnost, že osoba ve věku x zemře
v nekonečně malém časovém intervalu od času t do času t + dt vyjádřit pomocí
intenzity úmrtnosti jako

P(t < Tx < t + dt) = tpxµx+tdt, t ≥ 0.

Ze vztahu (1.5) lze také vyjádřit derivaci funkce přežití, která je užitečná při
odvozování dalších vztahů.

d

dt
tpx = d

dt
[1 − Fx(t)] = −fx(t) = −tpxµx+t, t ≥ 0. (1.6)

Intenzitu úmrtnosti ve věku x + t lze alternativně vyjádřit jako

µx+t = − d

dt
ln tpx, t ≥ 0, (1.7)

neboť

− d

dt
ln tpx = − d

dt
ln[1 − Fx(t)] = − 1

1 − Fx(t) · [−fx(t)] = fx(t)
tpx

= µx+t.

Díky vztahu (1.7) můžeme nyní vyjádřit pravděpodobnost, že osoba ve věku x
přežije alespoň t let jako

tpx = exp (−
∫︂ t

0
µx+sds), t ≥ 0.
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V rámci této práce nás budou ale nejvíce zajímat charakteristiky zbývající
délky života, a to především její střední hodnota, nazývaná střední délka života
ve věku x

◦
ex= E(Tx) =

∫︂ ∞

0
t · fx(t)dt

(1.5)=
∫︂ ∞

0
t · tpx · µx+tdt

(1.6)=
∫︂ ∞

0
t ·
(︄

− d

dt
tpx

)︄
dt

p.p= [−t · tpx]∞0 +
∫︂ ∞

0
tpxdt =

∫︂ ∞

0
tpxdt, t ≥ 0. (1.8)

Poznámka. Zkratka p.p použita ve výpočtu (1.8) značí integraci per partes.

Hodnota ◦
ex nám udává průměrný počet let života, které zbývají jedinci ve věku x.

Rozptyl náhodné veličiny Tx lze vyjádřit jako

var(Tx) = E(Tx)2 − [E(Tx)]2 =
∫︂ ∞

0
t2 · tpx · µx+tdt −

(︃∫︂ ∞

0
t · tpx · µx+tdt

)︃2

=
∫︂ ∞

0
2t · tpxdt −

(︃∫︂ ∞

0
tpxdt

)︃2
, t ≥ 0.

V praxi se ovšem obvykle pracuje spíše s celočíslenou délkou života. Uveďme
si zde proto další dvě náhodné veličiny Kx a Sx splňující

Tx = Kx + Sx.

Náhodná veličina Kx vyjadřuje celočíselnou délku života osoby ve věku x a je
definována jako celá část náhodné veličiny Tx tj. Kx = ⌊Tx⌋. Náhodná veličina
Sx naopak vyjadřuje zlomek roku, během něhož je osoba ve věku x naživu, v roce
úmrtí.

Rozdělení celočíselné náhodné veličiny Kx je dáno vztahem

P(Kx = k) = P(k ≤ Tx < k + 1) = Fx(k + 1) − Fx(k) = kpx − k+1px

(1.2)= kpx − kpx · px+k = kpx · (1 − px+k) = kpx · qx+k, k = 0,1,2, . . . .

Střední hodnota této náhodné veličiny vyjadřuje očekávanou celočíselnou budoucí
délku života.

ex = E(Kx) =
∞∑︂

k=0
k · P(Kx = k) =

∞∑︂
k=1

k · kpx · qx+k

=
∞∑︂

k=1
k · (kpx − px+k) =

∞∑︂
k=1

kpx. (1.9)

Právě tato střední hodnota, velmi často nazývána naděje dožití, bude pro tuto
práci stěžejní, protože pomocí ní lze jednoduše definovat zkoumanou očekávanou
dobu trávenou v penzi.

11



1.2 Úmrtnostní tabulky
V této podkapitole se zaměříme na úmrtnostní tabulky, které představují

klíčový nástroj matematické demografie, neboť umožňují převést spojité teoretické
modely délky života do prakticky využitelné diskrétní podoby. Zatímco náhodná
délka života je popsána funkcemi přežití či intenzitou úmrtnosti, úmrtnostní
tabulka zprostředkovává jejich ekvivalent na jednotkových věkových intervalech,
a tím vytváří strukturu vhodnou jak pro empirické modelování, tak pro následné
analytické výpočty. Úmrtnostní tabulka je tedy v podstatě tabulka jednoročních
pravděpodobností úmrtí qx, která zcela definuje rozdělení náhodné veličiny Kx.

Úmrtnostní tabulky jsou konstruovány pro celočíselné věky x = 0,1,2, . . .
a uvádějí se odděleně pro muže a ženy, přičemž v České republice je poslední udá-
vanou hodnotou otevřený věkový interval 105+. Základním vstupem pro výpočet
jednotlivých položek tabulky jsou věkově specifické pravděpodobnosti úmrtí během
jednoho roku qx a odpovídající pravděpodobnosti přežití do věku x+1, označované
px, které byly definovány v předchozí podkapitole. Pro Českou republiku jsou
úmrtnostní tabulky publikovány každoročně na základě nejaktuálnějších statistik
Českým statistickým úřadem.
Poznámka. V dalším textu práce budeme věk x chápat vždy jako celočíselný,
odpovídající věkovému rozmezí [x; x + 1), tj. osobou ve věku x budou označovány
osoby, které dosáhli x-tého výročí svého narození. Věku x + 1 pak nabývají
dosažením dalšího výročí.

Nyní si na základě metodiky Českého statistického úřadu [3] uvedeme zá-
kladní ukazatele úmrtnostních tabulek, které jsou stěžejní jak pro jejich správné
pochopení, tak pro získání naděje dožití.

Definice 1.1 (Počet zemřelých). Ukazatel Dx vyjadřuje absolutní počet zemřelých
ve věku x v daném období.

Definice 1.2 (Střední stav obyvatel). Ukazatel Px vyjadřuje střední stav obyvatel
ve věku x a v tabulkách pro Českou republiku je definován jako bilancovaný počet
obyvatel k 1.7. daného roku.

Jak jsme již zmiňovali výše, nejdůležitějšími ukazateli jsou pravděpodobnosti
úmrtí a dožití.

Funkce qx je založena na tabulkové míře úmrtnosti mx v daném věku. Při výpo-
čtech je tato míra nahrazena specifickou mírou úmrtnosti, získanou z empirických
dat jako

mx = Dx

Px

.

Do výpočtu pravděpodobnosti úmrtí qx dále vstupuje parametr ax, který vy-
jadřuje průměrný počet člověkoroků prožitých ve věkovém intervalu [x,x + 1)
osobami, které během tohoto věkového intervalu zemřely. S ohledem na obecně
přijímaný předpoklad rovnoměrného rozložení přesného věku zemřelých se pro
většinu věků standardně uvažuje hodnota 1

2 . Výjimku tvoří věk 0 a poslední
(otevřený) věkový interval. Pro roky 1920 až 1985 byla hodnota a0 implicitně
nastavena na 0,1. Od roku 1986 se pak stanovovala přímo z individuální dat,
konkrétně jako pozorovaný podíl průměrného věku zemřelých kojenců vyjádřeného
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ve dnech a celkového počtu dní v roce. Pro poslední otevřený věkový interval
se pak parametr a105+ určuje vztahem

a105+ = 1
m105+

.

Definice 1.3 (Pravděpodobnost úmrtí). Pravděpodobnost úmrtí qx vyjadřuje
pravděpodobnost, že osoba ve věku x let v daném období zemře (tj. před dosažením
věku x + 1)

qx = mx

1 + (1 − ax) · mx

.

Definice 1.4 (Pravděpodobnost dožití). Pravděpodobnost dožití px vyjadřuje
pravděpodobnost, že se osoba ve věku x let dožije x + 1 let

px = 1 − qx.

Definice 1.5 (Tabulkový počet dožívajících). Tabulkový počet dožívajících lx je
počet osob, které se dožijí věku x let z hypotetické populace l0 současně narozených
jedinců při zachování řádu úmrtnosti sledovaného období

lx+1 = px · lx.

Velikost hypotetické populace l0 se nazývá kořen úmrtnostní tabulky a obvykle
se volí l0 = 100 000.

Definice 1.6 (Tabulkový počet zemřelých). Tabulkový počet zemřelých dx je
hypotetický počet zemřelých osob v příslušném věku x, vypočítáván jako rozdíl po
sobě jdoucích tabulkových počtů dožívajících

dx = lx − lx+1.

S využitím tabulkového počtu dožívajících a zemřelých lze vyjádřit následující
vztahy

kpx = lx+k

lx
, (1.10)

qx = dx

lx
, (1.11)

kqx = lx − lx+k

lx
, (1.12)

k|1qx = dx+k

lx
. (1.13)

Vztah (1.10) vychází ze vztahu (1.3), na základě kterého můžeme po převodu
do aktuárského značení spolu s využitím definice 1.5 pro celočíselné k psát

kpx = 1px · k−1px+1 = px · px+1 · k−2px+2 = · · · = px · px+1 · . . . · px+k−1

= lx+1

lx
· lx+2

lx+1
· . . . · lx+k

lx+k−1
= lx+k

lx
.
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Vztah (1.11) dostaneme s využitím definice 1.5 a 1.6 následovně

qx = 1 − px = 1 − lx+1

lx
= lx − lx+1

lx
= dx

lx
.

Vztah (1.12) získáme dosazením vztahu (1.11) do rovnosti kqx = 1 − kpx. Poslední
vztah (1.13) nám popisuje rozdělení náhodné veličiny Kx, protože jak již bylo
ukázáno dříve

P(Kx = k) = k|1qx
(1.4)= kpx · qx+k = lx+k

lx
· dx+k

lx+k

= dx+k

lx
.

Definice 1.7 (Tabulkový počet žijících). Tabulkový počet žijících Lx je hypotetický
průměrný počet člověkoroků prožitých mezi přesnými věky x a x + 1

Lx = lx − (1 − ax) · dx.

Pro věky x = 1, . . . ,104, kdy je hodnota a0 = 1
2 by se tabulkový počet žijících

dal vyjádřit následovně
Lx = lx + lx+1

2 ,

tedy jako průměr dvou po sobě jdoucích hodnot tabulkových počtů dožívajících.

Definice 1.8 (Pomocný ukazatel). Pomocný ukazatel Tx vyjadřuje počet let života,
které má tabulková generace (nikoliv jednotlivec) v daném věku ještě před sebou
a je dán kumulací počtu žijících Lx od věku x po nejvyšší věk tabulky:

Tx =
104∑︂
k=x

Lk + L105+.

Zde je nutné dát si pozor a odlišovat pomocný ukazatel Tx od náhodné
veličiny Tx. Hlavním důvodem pro zavedení pomocného ukazatele Tx je vyjádření
vztahu, podle kterého se v úmrtnostních tabulkách počítá právě námi vyžadovaná
naděje dožití.

Definice 1.9 (Střední délka života). Střední délka života neboli naděje dožití ex

udává průměrný počet let, který prožije právě x-letá osoba při zachování úmrtnost-
ních poměrů daného období. Střední délka života je počítána jako podíl počtu let
života, které má tabulková generace v daném věku před sebou (Tx) a tabulkového
počtu dožívajících (lx)

ex = Tx

lx
.

1.2.1 Studie
Úmrtnostní tabulky nám poskytují důležité informace, avšak ne vždy víme vše

o jejich původu. Český statistický úřad má v databázi úmrtnostní tabulky od roku
1920. Dnes již nežije mnoho lidí narozených v roce 1920, tudíž některé údaje ve star-
ších úmrtnostních tabulkách by již mohly být nahrazeny zpětně dopočítanými
skutečnými hodnotami z historických dat. Nikde však není uvedeno, jestli tomu tak
je. Proto si nyní provedeme studii, kde se podíváme na to, zda se jedná o zpětně do-
počítávanou hodnotu, nebo o odhad z příslušného roku vzniku úmrtnostní tabulky.
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Uvažujme ženy narozené v roce 1923, tedy ženy, které by v roce 20231 dosáhly
věku 100 let. Zaměřme se například na věk 65 let, kterého tyto ženy dosáhly v roce
1988. Pokud bychom se tedy podívali na úmrtnostní tabulky z roku 1988, zjistili
bychom, že naděje dožití pro ženy ve věku 65 let byla v tomto roce dle Českého
statistického úřadu [4] odhadována na 15,28 roků. Dále využijeme úmrtnostní
tabulky z období 1988 až 2023 k určení počtu žen, narozených v roce 1923, které
v tomto období zemřely. Tento údaj je v tabulkách reprezentován ukazatelem Dx

a jeho grafické zobrazení můžeme vidět na obrázku 1.1.
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Obrázek 1.1 Počet úmrtí žen narozených v roce 1923 podle věku.

Nyní na základě získaných dat spočítáme průměrný věk dožití žen narozených
v roce 1923 po 65 letech, abychom zjistili, zda se jedná o hodnotu dopočítávanou
na základě známých dat zpětně, nebo se jedná o odhad naděje dožití z roku 1988.

Průměrný věk dožití pro ženy narozené v roce 1923, určený za podmínky, že se
dožily 65 let, spočítaný následovně

65 · Počet zemřelých v 65 letech + · · · + 100 · Počet zemřelých ve 100 letech
Celkový počet zemřelých od 65 let ,

je na základě dat roven 81,208 rokům. Jejich naděje dožití ve věku 65 let by tedy
měla být 16,208 pokud by se jednalo o zpětně dopočítávaný údaj. Tento údaj
sice není úplně přesný, jelikož v roce 2023 ještě několik žen narozených v roce
1923 žilo, ale věk, kterého se tyto ženy nakonec dožijí, však skutečnou hodnotu
pouze nepatrně zvýší, a jelikož již tak je hodnota, kterou jsme spočetli z dat skoro
o jeden rok vyšší než hodnota uváděná v úmrtnostních tabulkách z roku 1988,
docházíme k závěru, že se jedná o odhad z daného roku.

1Tato část práce vznikala na podzim 2024 a tudíž úmrtnostní tabulky pro rok 2023 byly
poslední publikované.
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2 Doba trávená v penzi
Na základě informací Českého statistického úřadu [5] počet seniorů, tedy lidí

starších 65 let, v České Republice neustále roste. V roce 2023 bylo v ČR 2 237
322 seniorů, a tvořili tedy zhruba pětinu celé populace. Pro srovnání, v roce
1993 tvořili senioři zhruba 13 % populace. V souvislosti se stárnutím populace se
mnohdy hovoří o průměrné době strávené v penzi a nutnosti její regulace.

Z matematického hlediska lze dobu strávenou v penzi chápat jako náhodnou
veličinu závislou na věku odchodu do důchodu a na úmrtnostní struktuře popu-
lace. V této kapitole představíme různé definice doby strávené v penzi, jejich
matematické vlastnosti a vhodnost použití v různých aplikačních kontextech.

2.1 Důchodový věk
Velmi důležitým pojmem, o kterém se v kontextu doby strávené v penzi

často mluví, je důchodový věk. Důchodovým věkem se rozumí věk, ve kterém
má občan nárok odejít do starobního důchodu a začít pobírat penzi od státu.
Tento věk je v České republice stanoven zákonem a odvíjí se od několika faktorů,
jako je datum narození a pohlaví. Původně byl důchodový věk pro muže a ženy
odlišný, avšak současné zákony postupně směřují k jeho sjednocení pro obě pohlaví.

V současné době se často v důsledku zvyšování naděje dožití hovoří o regulaci
doby strávené v penzi. Od 1. ledna 2025 by měl začít platit nový zákon o důchodo-
vém věku. Dosavadní systém rozlišoval mezi muži a ženami, přičemž u žen závisel
důchodový věk výrazně na počtu dětí. Věk odchodu do důchodu se každoročně
zvyšoval – u mužů a bezdětných žen o dva měsíce, u žen s dětmi o šest měsíců –
a byl zastropován věkem 65 let. Nyní však nová úprava zákona o důchodovém
pojištění [6], s cílem regulovat dobu strávenou v penzi, posouvá tento strop na
67 let a stanovuje základní důchodový věk na 65 let, který se bude pro každý
další ročník zvyšovat o jeden měsíc. Tento zákon se začne vztahovat na osoby,
které by podle předchozí právní verze dosáhly důchodového věku 65 let. Pro muže
a ženy, které vychovaly maximálně jedno dítě, to bude od ročníku 1965. Pro ženy,
které vychovaly více než jedno dítě, pak o něco později. Úplného sjednocení bez
ohledu na pohlaví či počet dětí bude dosaženo u osob narozených od roku 1973.
Jak budou určeny důchodové věky pro konkrétní ročníky dle nové úpravy zákona,
můžeme vidět v následující tabulce 2.1. Věky v tabulce jsou udávány ve formátů
„roky + měsíce“.

Rok narození 1965 1966 1967 1972 1973 1974 1988 1989+
Muži 65 65 + 1 65 + 2 65 + 7

65 + 8 65 + 9 66 + 11 67Ženy

0 dětí 65 65 + 1 65 + 2 65 + 7
1 dítě 65 65 + 1 65 + 2 65 + 7
2 děti 64 + 8 65 + 1 65 + 2 65 + 7
3 - 4 děti 63 + 2 63 + 8 64 + 2 65 + 7
5 a více dětí 61 + 8 62 + 2 62 + 8 65 + 2

Tabulka 2.1 Důchodové věky pro různé ročníky dle nové úpravy zákona.
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V tabulce 2.1 můžeme vidět, že důchodový věk pro ženy, které vychovaly 5
a více dětí, by se řídil starší verzí zákona až po ročník 1972. Při následném přičtení
6 měsíců by pak již došlo k sjednocení s ostatními skupinami a dále se pokračovalo
podle nové verze zákona. Pro osoby narozené od roku 1989 by důchodový věk již
dosahoval maxima a dále by se nezvyšoval.

Pomocí funkce přežití, definované v podkapitole 1.1, lze vyjádřit pravděpodob-
nost, že se osoba ve věku x dožije stanoveného důchodového věku jako

P(Tx > r − x) = Sx(r − x), r > x, (2.1)

kde r vyjadřuje příslušný důchodový věk pro osobu ve věku x.

Interpretaci doby strávené v penzi však ztěžuje fakt, že důchodový věk není jedi-
ným kritériem pro odchod do penze. Existují výjimky, které umožňují do důchodu
odejít již před dosažením důchodového věku. Mezi ně patří například vykonávání
rizikové profese. Zároveň také závisí na individuálním rozhodnutí jedince, protože
to, že má osoba nárok do důchodu odejít, ještě neznamená, že do něj odejít musí.

2.1.1 Studie
Nyní se podíváme na to, jak nová verze zákona o důchodovém věku kore-

sponduje s vývojem naděje dožití. V této analýze se budeme zabývat ženami
ve věku 65 let a nejprve prozkoumáme, jak se jejich naděje dožití měnila v průběhu
posledních let. Tato data lze získat z databáze Českého statistického úřadu [5].
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Obrázek 2.1 Naděje dožití 65letých žen a jejich důchodový věk dle nové verze zákona.

Na obrázku 2.1 lze pozorovat vývoj naděje dožití žen ve věku 65 let od roku
2001. V tom roce činila naděje dožití přibližně 17 let, a v průběhu let postupně
rostla, až se stabilizovala na zhruba 19 letech, kterých dosáhla v roce 2019. V letech
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2020 a 2021 došlo k dočasnému poklesu naděje dožití, nejspíše v důsledku pandemie
covid-19, po kterém následoval opětovný nárůst. Červená křivka, přidána do grafu
pro zřetelnější znázornění, představuje regresní přímku odhadnutou metodou
nejmenších čtverců, která vystihuje trend vývoje naděje dožití.

Abychom ilustrovali, jak nová verze zákona odráží rostoucí trend naděje dožití,
byla do grafu doplněna modrá křivka, znázorňující hypotetický důchodový věk,
pokud by zákon platil již od roku 2001, tedy pro osoby narozené od roku 1936.
Vzhledem k tomu, že nová legislativa postupně sjednocuje důchodový věk, a že cílem
této studie je pouze analyzovat vztah mezi novou verzí zákona a nadějí dožití,
uvažovali jsme, že důchodový věk všech žen narozených v roce 1936 bude 65 let,
nezávisle na počtu dětí.

Protože graf znázorňuje naději dožití ve věku 65 let, nulová hodnota na y-ové
ose odpovídá 65 rokům života. Aby bylo možné snadněji porovnat trend naděje
dožití s hypotetickým důchodovým věkem, byla křivka důchodového věku posu-
nuta blíže ke křivce trendu naděje dožití a v grafu znázorněna přerušovaně.

Z obrázku 2.1 je patrné, že naděje dožití stále roste rychleji než důchodový
věk. To naznačuje, že doba strávená v penzi se bude nadále zvyšovat, přesto však
nová verze zákona přispívá k regulaci tohoto nárůstu.

Je také zajímavé si na obrázku 2.1 povšimnout, že naděje dožití žen ve věku 65
let v žádném roce nepřekročila hodnotu 21,5 roku, která je médii často uváděna
jako hodnota průměrné doby strávené v penzi. Vyvstává tedy otázka, odkud
se tato hodnota bere, když ženy mají obecně vyšší naději dožití než muži, a přesto
jejich naděje dožití ve věku 65 let nikdy této hodnoty nedosáhla.

Hlavním důvodem jsou ženy, které v minulosti často odcházely do důchodu
mnohem dříve, často kolem 55 let, v závislosti na počtu vychovaných dětí. Tyto
dřívější odchody přirozeně zvyšují průměrnou dobu strávenou v důchodu.

S přijetím nového důchodového zákona však tyto dřívější nástupy do penze
mizí, protože důchodový věk se postupně sjednocuje pro všechny. Nebude tedy
existovat žádná početnější skupina osob s podstatně nižším důchodovým věkem,
která by průměr prodlužovala. Otázkou tak zůstává, jak se tato mediálně uváděná
hodnota do budoucna promění a jaká průměrná doba strávená v penzi čeká
současnou generaci pracujících.

2.2 Základní definice doby strávené v penzi
Definice 2.1. Nechť Tx je náhodná veličina vyjadřující zbývající dobu života
osoby ve věku x a nechť r je věk odchodu do důchodu dané osoby. Dobu strávenou
v penzi osoby ve věku x lze potom přirozeně definovat jako

Dx = [Tx − (r − x)]+ =
⎧⎨⎩Tx − (r − x), je-li Tx > r − x,

0, je-li Tx ≤ r − x.

Poznámka. Zde je opět nutné dát si pozor a odlišovat ukazatel úmrtnostních
tabulek Dx od náhodné veličiny doby strávené v penzi Dx.

Definice 2.1 představuje základní definici doby strávené v penzi jako náhodné
veličiny odvozené z náhodné veličiny zbývající délky života, která byla představena
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v podkapitole 1.1. Z definice je patrné, že doba strávená v penzi je zbývající délkou
života (spolu s rokem odchodu do důchodu r) jednoznačně určena. Definice 2.1
dále reflektuje fakt, že část populace se odchodu do důchodu nedožije, a tudíž pro
ni náhodná veličina Dx nabývá nulové hodnoty.

Doba strávená v penzi je tedy spojitá náhodná veličina nabývající nezáporných
hodnot a můžeme ji, stejně jako náhodnou veličinu Tx, rozložit na celočíselnou
část a zlomek roku, který osoba ve věku x strávila v penzi v roce smrti. Zaveďme
pro tyto účely náhodnou veličinu Rx = ⌊Dx⌋ , představující celočíselnou dobu
strávenou v penzi a náhodnou veličinu Qx představující zlomek roku v penzi.
Potom

Dx = Rx + Qx. (2.2)

Na základě definice 2.1 lze také určit pravděpodobnost, že osoba ve věku x
stráví v penzi více než d let. Pro d ≥ 0 platí

P(Dx > d) = P(Tx > r − x + d) = Sx(r − x + d). (2.3)

Pravděpodobnost, že osoba ve věku x přežije v penzi více než d let, je rovna
pravděpodobnosti, že se osoba ve věku x dožije věku odchodu do důchodu r
a následně v něm stráví d let, tedy že celkem přežije (r − x + d) let.

Ze vztahu (2.3) lze pak snadno vypočítat také očekávanou dobu strávenou
v penzi.

Definice 2.2. Nechť r je věk odchodu do důchodu. Očekávaná doba strávená
v penzi osoby ve věku x se definuje jako

E(Dx) =
∫︂ ∞

0
P(Dx > u)du =

∫︂ ∞

0
Sx(r − x + u)du =

∫︂ ∞

r−x
Sx(t)dt.

Speciálně, očekávaná doba strávená v penzi právě narozeného jedince je

E(D0) =
∫︂ ∞

r
S0(t)dt.

Z metodického hlediska představuje definice 2.1 výchozí model, z něhož lze
většinu sofistikovanějších definic dále odvozovat.

Dalším způsobem, jak stanovit dobu strávenou v penzi, je například zpětné
dopočítávání.

Definice 2.3. Nechť R je kalendářní rok. Vezmeme všechny osoby zemřelé v roce
R a jejich dobu strávenou v penzi, je-li > 0. Průměrná doba strávená v penzi se
pak získá jako aritmetický průměr z těchto čísel.

Podmínka, že doba strávená v penzi musí být kladná, zaručí, podobně jako
definice 2.1, že se z dat vyloučí osoby, které v roce R zemřely, aniž by dosáhly
důchodového věku. Takto vypočtená doba strávená v penzi představuje skutečnou
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hodnotu odvozenou zpětně z dat, nikoli její odhad. Definice 2.3 má proto spíše
deskriptivní charakter a nelze ji využít v situacích, kdy nás zajímá například
očekávaná doba strávená v penzi pro současné generace. Nevýhodou je rovněž
nutnost mít k dispozici vhodná historická data nezbytná pro výpočet. Dalším
omezením této definice je, že nevychází ze skupiny osob stejného věku, a není
tedy vhodná pro analýzy zaměřené na očekávanou dobu strávenou v penzi u lidí
určitého věku.

2.3 Diskrétní model založený na úmrtnostních
tabulkách

V této podkapitole se budeme zabývat celočíselnou náhodnou veličinou doby
strávené v penzi Rx. Ukážeme, že pro diskrétní věky x lze dobu strávenou v penzi
definovat pomocí úmrtnostních tabulek. V praxi je tento model velmi výhodný,
a to zejména proto, že je pomocí úmrtnostních tabulek plně specifikován a přímo
navázán na podmíněnou naději dožití ve věku r, tedy er, která plní funkci očekávané
délky života po odchodu do penze.

Definice 2.4. Nechť r je věk, ve kterém osoba ve věku x odejde do důchodu.
Očekávaná doba strávená v penzi osoby ve věku x se poté definuje jako

E(Rx) =
∞∑︂

k=(r−x)
kpx =

∞∑︂
k=(r−x)

lx+k

lx
, r > x.

Speciálně pak, pokud by nás zajímala očekávaná doba strávená v penzi právě
narozeného jedince

E(R0) =
∞∑︂

k=r

kp0 =
∞∑︂

k=r

lk
l0

.

Poznámka. Pokud věk odchodu do důchodu r osoby ve věku x není v čase výpočtu
znám (tato situace nastává zpravidla pokud x < r), lze pro účely stanovení
očekávané doby strávené v penzi využít důchodový věk, který je stanoven zákonem,
nebo věk odchodu do důchodu simulovat, čemuž se budeme věnovat v pozdější
části práce.

Při výpočtu očekávané doby strávené v penzi dle definice 2.4 se pak hodnoty
nekonečna nahradí poslední hodnotou dostupnou v úmrtnostních tabulkách, tedy
otevřeným intervalem [105, ∞). Nevýhodou této definice je, že zahrnuje i osoby,
které zemřou před tím, než vůbec dosáhnou věku odchodu do důchodu. Výsledná
očekávaná doba strávená v penzi tedy reflektuje rovněž úmrtnost v období před
vstupem do penze, a proto není nejvhodnější pro srovnávání s hodnotou průměrné
doby strávené v penzi udávané médii.

Tuto nevýhodu odstraníme tak, že budeme pracovat pouze s osobami, které se
již věku odchodu do penze dožily, přičemž využijeme toho, že pro x = r platí

Dr = Tr, resp. Rr = Kr,
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tedy, že doba strávená v penzi osoby ve věku r, která právě odešla do důchodu, je
totožná se zbývající dobou života této osoby. Nyní tedy můžeme využít poznatků
uvedených v podkapitole 1.1.

Definice 2.5. Nechť er je naděje dožití ve věku odchodu do důchodu r. Očekávaná
doba strávená v penzi osoby ve věku r se pak definuje jako

E(Rr) = er = Tr

lr
,

kde Tr a lr jsou ukazatele úmrtnostních tabulek představené v podkapitole 1.2.

Naděje dožití er, neboli střední délka života ve věku r, vyjadřuje očekáva-
nou dobu, po kterou bude osoba ve věku r ještě žít. Tento údaj je k zjištění
v úmrtnostních tabulkách [4] a je znám jak pro muže, tak i pro ženy. Definice
2.5 tedy udává očekávanou dobu strávenou v penzi za podmínky, že se jedinec
skutečně dožil důchodového věku. Tento ukazatel tudíž přesněji odráží reálnou
délku pobírání starobního důchodu. Z tohoto důvodu je podmíněná očekávaná
doba strávená v penzi vhodnější pro analýzy udržitelnosti důchodového systému,
projekce budoucích penzijních nákladů i mezigenerační srovnání.

Jelikož je naděje dožití jedním z klíčových faktorů ovlivňujících očekávanou
délku období stráveného v penzi, zaměříme se nyní na konkrétní hodnoty této
veličiny v současné populaci a s jejich využitím představíme interpretaci očekávané
doby strávené v penzi dle definice 2.5.

V podkapitole 1.2 byly představeny všechny ukazatele, které vstupují do kon-
strukce úmrtnostních tabulek. V této části nahlédneme do úmrtnostní tabulky,
konstruované pro muže, z roku 2023. Jelikož cílem této práce je přezkoumat čas
trávený v penzi, omezíme se zde pro přehlednost na věky v okolí důchodového věku,
konkrétně na interval 63–67 let. Právě hodnoty naděje dožití v těchto věkových
skupinách by nám mohly poskytnout dobrou prvotní představu o délce doby,
kterou lidé tráví v penzi.

Věk
Počet

zemřelých
(Dx)

Počet
obyvatel

(Px)

Míra
úmrtnosti

(mx)

Pravděpo-
dobnost

úmrtí
(qx)

Tabulkový
počet

dožívajících
(lx)

Tabulkový
počet

zemřelých
(dx)

Tabulkový
počet

žijících
(Lx)

Pomocný
ukazatel

(Tx)

Naděje
dožití
(ex)

63 825 56368 0,014493 0,014389 86151 1240 85531 1565000 18,17
64 873 56929 0,015978 0,015852 84911 1346 84238 1479469 17,42
65 1051 59853 0,017589 0,017436 83565 1457 82837 1395231 16,70
66 1230 61614 0,019322 0,019137 82108 1571 81322 1312394 15,98
67 1314 61478 0,021182 0,020960 80537 1688 79693 1231072 15,29

Tabulka 2.2 Ukázka úmrtnostní tabulky z roku 2023 pro muže od 63 do 67 let.

Z tabulky 2.2 lze vyčíst, že naděje dožití pro muže ve věku 65 let činí 16,70 let.
Tento údaj odpovídá dle definice 2.5 očekávané době strávené v penzi pro muže
narozené v roce 1958, kteří by šli v roce 2023 do důchodu . Pokud se však zaměříme
na očekávanou dobu strávenou v penzi, která byla pro tyto muže odhadována při
jejich narození , získáme zcela odlišný výsledek. Tuto hodnotu lze dle definice 2.4
získat z úmrtnostní tabulky z roku 1958 pro muže ve věku 0 let, která je k nalezení
v databázi Českého statistického úřadu [4], jako

1
l0

105+∑︂
k=65

lk.
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Pokud bychom tedy pracovali s definicí 2.4 a počítali s odchodem do důchodu
ve věku 65 let, očekávaná doba strávená v penzi by dle výpočtu z tabulek činila
pouze 8,70 let. Tento značný rozdíl mezi hodnotami je způsoben faktory, jako
například vysoká úmrtnost novorozenců v minulosti, pokroky v medicíně či změny
životních podmínek, které zásadně ovlivnily délku života populace narozené v roce
1958, a odráží zásadní rozdíl mezi podmíněnou a nepodmíněnou střední hodnotou.
Tento příklad zdůrazňuje důležitost vhodné volby definice doby strávené v penzi
na základě toho, co chceme analyzovat.

Na základě úmrtnostních tabulek lze také vyjádřit rozdělení diskrétní náhodné
veličiny doby strávené v penzi jako

P(Rr = k) = lr+k − lr+k+1

lr
= dr+k

lr
, k = 0,1, . . . . (2.4)

Vztah (2.4) vyjadřuje pravděpodobnost, že jedinec, který právě odešel do penze
ve věku r stráví v penzi právě k let, tj. že zemře ve věkovém intervalu [r+k, r+k+1).
Hodnota dr+k vyjadřuje počet zemřelých v tomto intervalu a hodnota lr počet
osob, které se věku r dožily.

Obdobně můžeme také vyjádřit pravděpodobnost, že jedinec, který právě
odešel do penze, přežije dalších k let

P(Rr > k) = lr+k

lr
, k = 0,1, . . . .

Výhodou tohoto modelu je jeho jednoduchost a přímá interpretace, jelikož
rozdělení náhodné veličiny Rr je zcela určeno úmrtnostními tabulkami. To nám
také umožňuje studovat širší charakteristiky, jako je rozptyl, medián či kvantily
doby trávené v penzi.

2.4 Spojitý model založený na funkci přežití
Dalším způsobem, jak lze vyjádřit dobu strávenou v penzi, je pomocí spoji-

tého modelu. Nyní tedy budeme uvažovat spojitou náhodnou veličinu Dx. Tento
model je analyticky přesný a vhodný pro modelování a simulace. Oproti modelu
založenému na úmrtnostních tabulkách je však daleko náročnější na data.

I v tomto modelu lze, obdobně jako v diskrétním případě, definovat podmíně-
nou i nepodmíněnou dobu strávenou v penzi. Jelikož jsme si ale již v předchozí
podkapitole 2.3 ukázali, že pro analýzu doby strávené v penzi je vhodnější použít
definici, která je podmíněna dožitím se odchodu do důchodu, uvedeme si zde
pouze tu.

Uvažujme tedy jedince, který se právě nachází ve věku r ∈ R+, tedy v okamžiku
odchodu do důchodu. Doba strávená v penzi poté odpovídá náhodné veličině Tr,
tedy zbývající době života tohoto jedince

Dr = Tr.
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Distribuční funkce doby strávené v penzi pro osobu ve věku r je dána základním
vztahem mezi distribuční funkcí a funkcí přežití

Fr(t) = P(Dr ≤ t) = 1 − Sr(t) = 1 − S0(r + t)
S0(r) , t ≥ 0. (2.5)

Hustota je pak dána vztahem

fr(t) = − d

dt
Sr(t) = f0(r + t)

S0(r) , t ≥ 0. (2.6)

Vztahy (2.5) a (2.6) ukazují, že rozdělení doby strávené v penzi je posunuté a pod-
míněné rozdělení celkové délky života, omezené na ty jedince, kteří dosáhli věku
odchodu do důchodu r.

Obdobně jako v diskrétním modelu, i v tomto modelu můžeme vyjádřit prav-
děpodobnost, že jedinec bude v penzi alespoň k let

P(Dr > k) = Sr(k) = S0(r + k)
S0(r) , k ≥ 0.

Tento ukazatel má zásadní význam v pojistné matematice (pro oceňovaní doživot-
ních starobních penzí), ve veřejných financích i v medicínských statistikách.

Definice 2.6. Nechť Sr(t) je funkce přežití osoby ve věku r, která udává prav-
děpodobnost, že tato osoba přežije t let. Očekávaná doba strávená v penzi osoby
ve věku r se pomocí této funkce definuje jako

E(Dr) =
∫︂ ∞

0
Sr(t)dt, t ≥ 0. (2.7)

S využitím vztahu (1.3) můžeme vztah (2.7) vyjádřit také alternativně pomocí
celkových funkcí přežití od narození do určitého věku

E(Dr) =
∫︂ ∞

0

S0(r + t)
S0(r) dt = 1

S0(r) ·
∫︂ ∞

r
S0(u)du, t ≥ 0.

Tento vztah je klíčový pro analytické výpočty, neboť lze využít známé funkční
aproximace S0(u), například Gompertzův nebo Weibullův model, které se běžně
používají při modelování úmrtnosti.

2.4.1 Model založený na intenzitě úmrtnosti
V této části vyjádříme očekávanou délku doby strávené v penzi pomocí spoji-

tého modelu založeného na intenzitě úmrtnosti. Tento model vychází z předchozího
modelu 2.4, kde je funkce přežití vyjádřena následujícími vztahy pro t ≥ 0

S0(t) = exp
(︃

−
∫︂ t

0
µudu

)︃
,

Sr(t) = exp
(︃

−
∫︂ r+t

r
µudu

)︃
= exp

(︃
−
∫︂ t

0
µr+udu

)︃
.
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Definice 2.7. Nechť µu je intenzita úmrtnosti osoby ve věku u. Očekávaná doba
strávená v penzi osoby ve věku r založená na této funkci, se definuje jako

E(Dr) =
∫︂ ∞

0
exp

(︃
−
∫︂ t

0
µr+udu

)︃
dt, t ≥ 0. (2.8)

Pokud bychom místo posunu integrovali přímo od r, mohli bychom očekávanou
dobu strávenou v penzi alternativně vyjádřit tvarem

E(Dr) =
∫︂ ∞

r
exp

(︃
−
∫︂ t

r
µudu

)︃
dt, t ≥ 0.

I zde je velkou výhodou, že můžeme zvolit konkrétní model intenzity úmrtnosti,
například Gompertz–Makehamův model.
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3 Průměr versus medián
Jedním z cílů této práce je popsat a analyzovat délku doby strávené v penzi

pomocí základních statistických charakteristik. Klíčovou součástí tohoto postupu
je volba vhodných měr středové tendence, které umožní srozumitelnou interpretaci
výsledků a zároveň omezí vliv extrémních hodnot, jež se v datech přirozeně vysky-
tují. Tato kapitola se proto zaměřuje na porovnání dvou nejčastěji používaných
ukazatelů – aritmetického průměru a mediánu – a na zdůvodnění volby vhodnější
metriky pro analýzu doby strávené v penzi.

Definice 3.1 (q-tý kvantil, Mood et al. [7]). Pro náhodnou veličinu X definujeme
její q-tý kvantil jako nejmenší číslo ζ splňující Fx(ζ) ≥ q a značíme jej ζq.

Rovnost v definici 3.1 nastává právě tehdy, když X je spojitá náhodná veličina.

Definice 3.2 (Medián, Mood et al. [7]). Medián náhodné veličiny X je její 1
2-tý

kvantil a značíme jej med(X) nebo ζ 1
2
.

Definice 3.3 (Výběrový průměr, Casella a Berger [8]). Výběrový průměr je
aritmetický průměr hodnot náhodného výběru a je označován jako

X̄ = X1 + X2 + · · · + Xn

n
= 1

n

n∑︂
i=1

Xi,

kde n je rozsah výběru.

Aritmetický průměr se počítá jako součet všech hodnot podělený počtem
pozorování. Tento ukazatel představuje teoretickou rovnovážnou hodnotu, která
by nastala, pokud by se celkový součet hodnot rovnoměrně rozdělil mezi všechny
jednotky v souboru. Aritmetický průměr je však citlivý na odlehlé hodnoty (ex-
trémy). V případě dat o délce života či doby v penzi může docházet k tomu,
že několik málo osob, které žijí mimořádně dlouho, výrazně zvýší celkový průměr
a tím zkreslí představu o „typické“ délce života po odchodu do důchodu.

Oproti tomu medián představuje hodnotu, která dělí seřazený datový soubor
na dvě stejné poloviny. Medián tedy vyjadřuje „střed“ rozložení v pořadovém
smyslu a na rozdíl od průměru není ovlivněn extrémními hodnotami. Poskytuje
tak robustnější a často i realističtější pohled na „typickou“ hodnotu v souboru.

Vzhledem k povaze zkoumaného jevu – doby strávené v penzi – lze očekávat
asymetrické (pravostranně vychýlené) rozložení dat, kdy většina osob žije v penzi
podobně dlouho, ale malá část populace žije výrazně déle. V takovém případě by
průměr poskytoval nadhodnocený pohled na realitu a mohl by tak vést k mylným
závěrům při interpretaci výsledků. Mohlo by ale také dojít k opačné situaci, kde
většina populace bude trávit v penzi podobnou dobu, ale část zemře krátce po
vstupu do penze. V tomto případě by byla průměrná doba strávená v penzi naopak
podhodnocená. Z těchto důvodů je pro účely informování širší veřejnosti vhodnější
použít medián doby strávené v penzi, který poskytuje robustnější a realističtější
vyjádření středové tendence v rámci analyzované populace.
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Na druhou stranu, z pohledu státu nebo poskytovatele pojištění může být
aritmetický průměr zajímavější metrikou, neboť při uvažování nezávislosti délky
dožití a výše penze, lze díky linearitě střední hodnoty odhadnout celkové očekávané
náklady na výplaty důchodů na základě průměrné doby strávené v penzi.
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4 Aplikace na reálná data
V předchozí části práce byly představeny způsoby definování doby strávené

v penzi a bylo ukázáno, že ji lze chápat jako náhodnou veličinu. V této kapitole
se proto zaměříme na analýzu rozdělení této náhodné veličiny. K tomuto účelu
využijeme veřejně dostupná data nově přiznaných důchodů v České republice
publikovaná Českou správou sociálního zabezpečení [9] a úmrtnostní tabulky,
kterým byla věnována podkapitola 1.2.

Celá praktická část této práce je prováděna ve statistickém softwaru R[10],
přičemž všechny výstupy, které jsou v práci uvedeny, lze získat pomocí kódu
přiloženého v elektronické příloze A.1.

Datový soubor, který máme k dispozici, obsahuje informace o jednotlivých
osobách, které odešly do důchodu v období od roku 2008 do roku 2024. Konkrétně
známe typ důchodu, rok odchodu do důchodu, věk při odchodu do důchodu,
pohlaví a četnost výskytů dané kombinace těchto charakteristik.

Vzhledem k tomu, že ve studiích v předchozích kapitolách pracujeme s úmrt-
nostními tabulkami pouze do roku 2023, byla pro zachování konzistence napříč
celou prací i v této části analýzy omezena pozornost na období do roku 2023.

Datový soubor dále obsahuje záznamy všech typů důchodů, tedy nejen sta-
robních, ale také vdovských, vdoveckých, sirotčích či invalidních. Pro účely této
práce, která se zaměřuje výhradně na starobní důchody, byly všechny ostatní typy
důchodů z analýzy systematicky vyloučeny. Věk odchodu do důchodu je v datech
evidován v celých letech a součástí je i věkový interval 90+. Jelikož výskyt jedinců
odcházejících do důchodu ve věku vyšším než 90 let je zcela zanedbatelný, byl
tento interval pro účely modelování dále nahrazen hodnotou 90 let. Kombinace
charakteristik s nulovou četností byly z dat taktéž odstraněny.

Po výše zmíněných úpravách obsahuje datový soubor 2 091 pozorování. Po se-
čtení četností všech pozorování zjistíme, že v pozorovaném období odešlo do sta-
robní penze celkem 1 501 638 osob, z toho 720 273 žen a 781 365 mužů.

Vzhledem k tomu, že v České republice nejsou k dispozici veřejně dostupná
individuální data o skutečné době strávené v penzi, je analýza v této práci založena
nejprve na očekávané době strávené v penzi. Následně jsou hodnoty náhodné
veličiny doby strávené v penzi simulovány na základě pravděpodobností úmrtí
vyplývajících z příslušných úmrtnostních tabulek.

4.1 Analýza očekávané doby strávené v penzi
Datový soubor, se kterým pracujeme, neobsahuje přímou informaci o očekávané

době strávené v penzi, a je tedy nutné ji na základě jedné z dříve zavedených
definic dopočítat a následně do dat doplnit.

Vzhledem k tomu, že data zahrnují pouze osoby, které již do penze skutečně
odešly, a že je v nich jejich věk odchodu do důchodu evidován v celých letech,
nejvhodnější definicí pro náš záměr bude definice 2.5, která využívá nadějí dožití
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z úmrtnostních tabulek.
Nejprve, kvůli lepší interpretovatelnosti, rozdělíme data dle pohlaví na dva

samostatné soubory, jelikož mužské a ženské úmrtnostní charakteristiky se liší,
a tudíž i jejich typická očekávaná doba strávená v penzi bude rozdílná.

Rok Pohlaví Věk n

2010 Žena 65 3390
2016 Žena 70 4
2021 Žena 59 1627
2023 Žena 84 1

Tabulka 4.1 Ukázka datového souboru pro ženy.

V tabulce 4.1 můžeme vidět ilustrativní ukázku několika vybraných řádků
ze současného datového souboru pro ženy, kde n značí četnost kombinace daného
roku odchodu do důchodu, věku a pohlaví.

Do obou datových souborů nyní přidáme nový sloupec, který bude obsahovat
odpovídající naděje dožití. Konkrétně se pro dané pohlaví, rok odchodu do důchodu
a věk vyhledá hodnota naděje dožití v příslušné úmrtnostní tabulce. Tedy například
pro první řádek tabulky 4.1 bychom do nového sloupce načítali hodnotu naděje
dožití e65 z úmrtnostních tabulek žen z roku 2010, která činí 18,75 let. Tímto
postupem získáme dle definice 2.5 hodnoty očekávané doby strávené v penzi
jednotlivých kombinací. Pokud navíc následně pro muže i ženy vytvoříme vektory,
do nichž propíšeme jednotlivé naděje dožití opakovaně dle jejich četností, získáme
pro obě pohlaví soubor, který bude obsahovat hodnoty reprezentující očekávanou
dobu strávenou v penzi pro všechny osoby, které odešly ve sledovaném období
do starobního důchodu.

Použití definice 2.5 je zde zásadní, neboť tato definice přímo určuje, že očeká-
vaná doba strávená v penzi je rovna naději dožití v okamžiku odchodu do důchodu,
což plně odpovídá charakteru dostupných dat i cíli této fáze analýzy.
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Obrázek 4.1 Histogramy očekávané doby strávené v penzi odděleně pro muže a ženy.

Na obrázku 4.1 jsou zobrazeny histogramy očekávané doby strávené v penzi,
získané dle definice 2.5, sestrojené odděleně pro muže a ženy.

Histogram u mužů vykazuje výraznou koncentraci hodnot v intervalu přibližně
16–20 let, přičemž nejvyšší četnosti se nacházejí okolo 18–19 let, což odpovídá
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relativně kratší očekávané době života po odchodu do důchodu u mužské populace.

Očekávaná doba strávená v penzi je u žen oproti mužům zřetelně posunuta
k vyšším hodnotám, s nejvyšší četností přibližně v rozmezí 24–25 let. Širší tvar
histogramu reflektuje větší individuální variabilitu věku odchodu do důchodu
v ženské populaci. Tento fakt můžeme vysvětlit tím, že v našich datech se na-
cházejí ženy, jejichž důchodový věk byl ještě ovlivněn počtem vychovaných dětí.
Výsledky také odrážejí známý demografický fakt, že ženy se dožívají vyššího věku,
a tudíž průměrně tráví v penzi oproti mužům podstatně delší čas.

Přímé srovnání obou histogramů ukazuje významný rozdíl mezi pohlavími.
Očekávaná délka strávená v penzi je u žen v průměru přibližně o 6–7 let vyšší než
u mužů. Zároveň histogram u žen vykazuje variabilnější rozložení hodnot, zatímco
u mužů je očekávaná doba pobytu v penzi výrazně homogennější, což nasvědčuje
tomu, že většina mužů odchází do penze v podobném věku.

Pro přesnější představu o rozložení hodnot, které bylo patrné z histogramů
na obrázku 4.1, uvedeme v následující tabulce základní popisné charakteristiky.

Ženy Muži
Minimum 4,649 3,674
1. kvartil 23,076 17,292
Medián 23,979 17,604
Průměr 23,719 17,691
3. kvartil 24,844 18,211
Maximum 28,411 26,683

Tabulka 4.2 Popisné charakteristiky očekávané doby strávené v penzi.

Z tabulky 4.2 vyplývá zajímavé zjištění, že u mužské populace je od prvního
kvartilu, přes medián, až po třetí kvartil rozpětí menší než jeden rok. To naznačuje,
že více než polovina mužů má očekávanou dobu strávenou v penzi velmi podobnou,
lišící se pouze v řádu několika měsíců. Naproti tomu u žen je toto rozpětí širší
a dosahuje přibližně dvou let. Tento rozdíl lze vysvětlit větší různorodostí věku
odchodu do důchodu u žen, která je do značné míry ovlivněna počtem vychovaných
dětí a s tím souvisejícími odlišnými důchodovými nároky.

Všimněme si také, že jak u žen, tak u mužů, jsou hodnoty průměru a mediánu
velmi blízko sebe. Rozdíl ve volbě vhodné metriky pro účely interpretace laické
veřejnosti, kterému byla věnována kapitola 3, tudíž v tomto případě nijak zásadně
chápání očekávané doby strávené v penzi neovlivní. Průměrná očekávaná doba
strávená v penzi je u žen o více jak 2 roky vyšší než médii udávaná hodnota 21,5
let. U mužů je naopak přibližně o tři roky nižší. Průměr očekávané doby strá-
vené v penzi celé sledované populace je pak 20,582 let. Tato hodnota nasvědčuje,
že informace o době trávené v penzi, které jsou prezentovány veřejnosti, jsou na
základě analýzy očekávané doby strávené v penzi nadhodnoceny. Je také nutné
zdůraznit, že se jedná o podmíněnou očekávanou hodnotu, což je velmi markantní
rozdíl. Očekávaná doba strávená v penzi nepodmíněná dožitím se věku odchodu
do důchodu by vykazovala výrazně nižší hodnoty.
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4.2 Modelování doby strávené v penzi pomocí
pravděpodobnostních rozdělení

V této podkapitole se zaměříme na modelování náhodné veličiny doby strávené
v penzi. Jak bylo uvedeno v kapitole 2.2, tuto veličinu lze interpretovat jako
zbývající délku života daného jedince ve věku odchodu do důchodu. Z tohoto
důvodu je doba strávená v penzi v následující analýze modelována prostřednictvím
simulace přežívání na základě pravděpodobností úmrtí z příslušných úmrtnostních
tabulek.

Simulační algoritmus je konstruován následujícím způsobem

• analýza je prováděna odděleně pro mužskou a ženskou populaci,

• pro každou osobu v daném datovém souboru je na základě roku a věku od-
chodu do důchodu a odpovídajících pravděpodobností úmrtí z úmrtnostních
tabulek simulováno, zda se daná osoba dožije následujícího roku,

• v případě přežití je věk osoby zvýšen o jeden rok a současně je posunut
i kalendářní rok,

• následně je pro aktualizovaný věk a rok opět simulováno, zda osoba v daném
roce zemře, či přežije,

• tento postup je iterován až do okamžiku, kdy je v simulaci generována smrt
dané osoby; v tomto okamžiku je zaznamenán počet celých let, které uplynuly
od vstupu do penze do úmrtí,

• jelikož algoritmus pracuje v ročních krocích a rozlišuje pouze mezi stavem
přežití a úmrtí, nezachycuje neceločíselnou část posledního roku života;
z tohoto důvodu je ke každé simulované hodnotě doby strávené v penzi
přičtena náhodná složka generovaná z rovnoměrného rozdělení na intervalu
[0,1], která slouží k aproximaci neceločíselné části doby strávené v penzi,

• uvedený postup je opakován pro všechny osoby zahrnuté v daném datovém
souboru,

• výsledkem je vektor simulovaných hodnot doby strávené v penzi pro dané
pohlaví.
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Obrázek 4.2 Histogramy simulované doby strávené v penzi odděleně pro muže a ženy.
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Histogramy uvedené na obrázku 4.2 znázorňují simulovaná rozdělení doby
strávené v penzi pro ženskou a mužskou populaci, získaná aplikací výše popsaného
simulačního algoritmu.

Obě simulovaná rozdělení jsou hladká, spojitá a vykazují realistický tvar, který
je v souladu s demografickými očekáváními. Rozdíly mezi mužskou a ženskou po-
pulací se projevují především v poloze rozdělení a v délce pravého chvostu, zatímco
základní charakter rozdělení zůstává obdobný. U žen je rozdělení koncentrováno
ve vyšších hodnotách, přičemž maxima hustoty dosahuje přibližně kolem 30 let.
U mužů je maximum hustoty dosaženo zhruba kolem 22 let. Tento rozdíl odráží
skutečnost, že ženy se v průměru dožívají vyššího věku, a tudíž typicky stráví
v penzi delší dobu než muži. Pravé chvosty rozdělení u obou pohlaví sahají k vy-
sokým hodnotám doby strávené v penzi, což indikuje nenulovou pravděpodobnost
velmi dlouhé doby pobytu v penzi jak u mužů, tak u žen.

Uvedené histogramy tak potvrzují, že navržený simulační algoritmus generuje
smysluplná a demograficky realistická rozdělení doby strávené v penzi, která mo-
hou být dále využita pro další analýzu.

I zde opět pro přesnější představu o rozložení hodnot, které bylo patrné
z histogramů na obrázku 4.2, uvedeme v následující tabulce základní popisné
charakteristiky. Ty umožňují kvantifikovat polohu a rozsah dat a zpřesňují tak
interpretaci graficky znázorněných výsledků.

Ženy Muži
Minimum 0,000 0,000
1. kvartil 18,877 11,329
Medián 26,051 18,942
Průměr 24,809 18,409
3. kvartil 31,729 25,408
Maximum 51,764 53,899

Tabulka 4.3 Popisné charakteristiky simulované doby strávené v penzi.

Je důležité zmínit, že hodnoty minima u obou pohlaví nejsou ve skutečnosti
rovny nule, jak by se mohlo na první pohled zdát z tabulky 4.3. Tyto hodnoty
vznikly zaokrouhlením velmi krátké doby strávené v penzi. Konkrétně u žen
simulační algoritmus vygeneroval minimální hodnotu odpovídající přibližně 2,7
hodinám, u mužů pak hodnotu odpovídající přibližně 26 minutám.

Všimněme si také, že rozdíl mezi průměrem a mediánem je u obou pohlaví da-
leko znatelnější než tomu bylo u očekávané doby strávené v penzi (viz. tabulka 4.2).
U žen činí tento rozdíl skoro dva roky, u mužů pak zhruba půl roku.

Záporné hodnoty šikmosti, uvedené v tabulce 4.4, pozorované u obou pohlaví,
indikují levostrannou asymetrii rozdělení doby strávené v penzi. To je způsobeno
přítomností menší skupiny osob, které po odchodu do důchodu zemřou během
relativně krátké doby, a vytvářejí tak levý chvost rozdělení. Tyto nízké hodnoty
snižují aritmetický průměr, zatímco medián, jakožto robustní charakteristika
polohy, zůstává těmito extrémními hodnotami ovlivněn podstatně méně. Negativní
šikmost tak přirozeně vysvětluje skutečnost, že medián dosahuje vyšší hodnoty
než průměr.
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Z výše uvedeného je patrné, že volba interpretační metriky může mít v tomto
kontextu významný vliv na výslednou představu o „typické“ době strávené v penzi.
Vzhledem k levostranné asymetrii rozdělení a přítomnosti extrémně nízkých hodnot,
které výrazně ovlivňují aritmetický průměr, se jako vhodnější charakteristika
polohy jeví medián, jenž poskytuje robustnější a reprezentativnější informaci
o „typické“ délce pobytu v penzi.

Avšak i přesto, že je průměr snižován nízkými hodnotami, průměrná simulovaná
doba strávená v penzi celé sledované populace je na základě této analýzy rovna
24,479 rokům. To nasvědčuje tomu, že hodnota udávána v mediích je spíše než na
základě naděje dožití stanovována tímto způsobem. Je nutné však opět zdůraznit,
že se jedná o hodnotu podmíněnou dožitím se věku odchodu do důchodu.

Ženy Muži
Šikmost −0,466 −0,058
Špičatost 2,714 2,227

Tabulka 4.4 Šikmost a špičatost simulované doby strávené v penzi.

Oddělené zpracování dat podle pohlaví je metodicky nezbytné, neboť délka
života a úmrtnostní charakteristiky se mezi muži a ženami systematicky liší. Smí-
šení obou populací by vedlo k vytvoření umělého „směsného“ rozdělení, které by
nevystihovalo skutečné chování žádné z korektně definovaných podskupin a zkres-
lovalo by následné odhady distribučních parametrů. Samostatné modelování proto
umožňuje zachytit reálné rozdíly mezi pohlavími nejen v poloze rozdělení, ale
i v jeho variabilitě a tvaru, a poskytuje statisticky interpretovatelné výsledky.

4.2.1 Uvažovaná pravděpodobnostní rozdělení
Na základě histogramů simulované doby strávené v penzi, vyobrazených na ob-

rázku 4.2, je zřejmé, že náhodná veličina představující dobu strávenou v penzi
nabývá pouze kladných hodnot, vykazuje negativní šikmost a její rozdělení je
nesymetrické. Z těchto důvodů není vhodné uvažovat normální rozdělení, které
předpokládá symetrii a nenulovou pravděpodobnost záporných hodnot, ale je
třeba využít flexibilnější rozdělení.

Z tohoto důvodu budeme při modelování zvažovat následující spojitá pravdě-
podobnostní rozdělení, která umožňují zachytit různé tvary hustot

• gama rozdělení,

• logaritmicko-normální rozdělení,

• Weibullovo rozdělení,

• zobecněné gama rozdělení.

Nyní dle Casella a Berger [8] jednotlivá uvažovaná rozdělení formálně předsta-
víme. Nechť X je spojitá náhodná veličina.
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Gama rozdělení

Říkáme, že náhodná veličina X má gama rozdělení s parametry α > 0 a β > 0,
značíme X ∼ Γ(α,β), pokud je její hustota dána následujícím tvarem

f(x) =
⎧⎨⎩

1
Γ(α)βα xα−1e− x

β , x > 0,

0, jinak,

kde Γ(α) se nazývá gama funkce parametru α a je dána formulí

Γ(α) =
∫︂ ∞

0
yα−1e−y dy, α > 0. (4.1)

Střední hodnota a rozptyl náhodné veličiny X jsou dány vztahy

E(X) = αβ,

var(X) = αβ2.

Logaritmicko-normální rozdělení

Říkáme, že náhodná veličina X má logaritmicko-normální rozdělení s parametry
µ ∈ R a σ > 0, značíme X ∼ LN (µ,σ2), pokud log(X) ∼ N (µ,σ2). Hustotu tohoto
rozdělení můžeme získat transformací z hustoty normálního rozdělení a má tvar

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1√

2πσ2 x
e− (log x−µ)2

2σ2 , x > 0,

0, jinak.

Střední hodnota a rozptyl jsou dány vztahy

E(X) = eµ+ σ2
2 ,

var(X) = e2(µ+σ2) − e2µ+σ2
.

Weibullovo rozdělení

Říkáme, že náhodná veličina X má Weibullovo rozdělení s parametry γ > 0
a β > 0, pokud je její hustota dána následujícím tvarem

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
γ
β
xγ−1e− xγ

β , x ≥ 0,

0, jinak.

Střední hodnota a rozptyl jsou dány pomocí gama funkce 4.1 následujícími vztahy

E(X) = β
1
γ Γ

(︄
1 + 1

γ

)︄
,

var(X) = β
2
γ

[︄
Γ
(︄

1 + 2
γ

)︄
− Γ2

(︄
1 + 1

γ

)︄]︄
.

Weibullovo rozdělení se velmi často využívá v analýzách dat do času selhání,
například právě do času smrti.
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Zobecněné gama rozdělení

Dle Stacy a Mihram [11] říkáme, že náhodná veličina X má zobecněné gama
rozdělení s parametry b > 0, d > 0 a k > 0, pokud je její hustota dána tvarem

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
d

Γ(k)bdk xdk−1 exp
{︃

−
(︂

x
b

)︂d
}︃

, x > 0,

0, jinak.

Střední hodnota a rozptyl jsou dány pomocí gama funkce 4.1 následujícími vztahy

E(X) = b
Γ
(︂

dk+1
d

)︂
Γ(k) , pro 1

d
> −k, (4.2)

var(X) = b2
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Γ(k) −

⎡⎣Γ
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d

)︂
Γ(k)

⎤⎦2⎫⎪⎬⎪⎭ , pro 2
d

> −k. (4.3)

Tříparametrické zobecněné gama rozdělení představuje velmi flexibilní model,
který jako své speciální případy zahrnuje řadu běžně používaných pravděpodob-
nostních rozdělení. Například

• pro d = 1 a k = 1 obdržíme exponenciální rozdělení,

• pro d = 1 obdržíme gama rozdělení,

• pro k = 1 obdržíme Weibullovo rozdělení.

Z tohoto důvodu se také parametr d občas nazývá tvarový parametr Weibullova
typu a parametr k tvarový parametr gama typu.

4.2.2 Výběr vhodného rozdělení pro mužskou populaci
Nejprve se zaměřme na mužskou část analyzované populace. Parametry jed-

notlivých pravděpodobnostních rozdělení uvedených v podkapitole 4.2.1 budeme
odhadovat metodou maximální věrohodnosti. V statistickém softwaru R [10] k tomu
využijeme balíček fitdistrplus, který umožňuje fitování celé řady standardních
rozdělení. Pro odhad parametrů zobecněného gama rozdělení, které není součástí
balíčku fitdistrplus, využijeme balíček flexsurv. Obdržené výsledky můžeme
vidět v následující tabulce.

Rozdělení Odhady parametrů
Gama α̂ = 4,077 λ̂ = 0,164
Logaritmicko - normální µ̂ = 3,084 σ̂ = 0,636
Weibullovo α̂ = 2,827 β̂ = 27,610
Zobecněné gama µ̂ = 3,248 σ̂ = 0,342 Q̂ = 2,218

Tabulka 4.5 Odhadnuté parametry jednotlivých rozdělení metodou maximální věro-
hodnosti.
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V tabulce 4.5 jsou uvedeny odhadnuté parametry jednotlivých rozdělení, při-
čemž odhad parametru škálování gama rozdělení β̂ obdržíme následovně

β̂ = 1
λ̂

.

Také pro zobecněné gama rozdělení používá statistický software R, ve kterém byly
parametry odhadovány v rámci balíčku flexsurv, při odhadování jinou, než běžně
užívanou Staceyho parametrizaci, kterou uvádíme v sekci 4.2.1. Dle Prentice [12]
je tato alternativní parametrizace numericky stabilnější a z původního tvaru lze
získat následující transformací

µ = log(b) + log(k)
d

, σ = 1
d
√

k
, Q = 1√

k
.

Jednoduchými úpravami dojdeme k tomu, že odhady původních parametrů obdr-
žíme následovně

b̂ = eµ̂Q̂
2σ̂

Q̂ , d̂ = Q̂

σ̂
, k̂ = 1

Q̂
2 . (4.4)

Pro ilustraci souladnosti jednotlivých modelů s daty jsme histogram simulované
doby strávené v penzi pro muže z obrázku 4.2 doplnili o hustoty odhadnutých
distribučních modelů.
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Obrázek 4.3 Histogram simulované doby strávené v penzi mužů, doplněný o teo-
retické hustoty jednotlivých rozdělení s odhadnutými parametry metodou maximální
věrohodnosti uvedenými v tabulce 4.5.

Na obrázku 4.3 jsou zobrazeny teoretické hustoty vybraných pravděpodob-
nostních rozdělení s parametry odhadnutými metodou maximální věrohodnosti,
porovnané s histogramem simulované doby strávené v penzi u mužské populace.
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Z porovnání teoretických hustot je patrné, že jednotlivé modely se liší zejména
polohou vrcholu a chováním v oblasti pravého chvostu.

Logaritmicko-normální rozdělení koncentruje relativně vyšší hustotu při nižších
hodnotách doby strávené v penzi, přičemž současně vykazuje nejvýraznější pravý
chvost, a ve vyšších hodnotách tedy přiřazuje vyšší pravděpodobnosti než ostatní
uvažované modely. Gama a Weibullovo rozdělení mají v centrální oblasti velmi
podobný tvar, a ve srovnání s logaritmicko-normálním modelem vykazují rychlejší
pokles hustoty v pravém chvostu, přesto však v této oblasti stále nadhodnocují
pravděpodobnost extrémně dlouhé doby strávené v penzi.

Jako nejvhodnější model se jeví zobecněné gama rozdělení, které je díky
svým třem parametrům nejflexibilnější z uvažovaných variant, a tudíž dokáže
nejlépe vystihnout celkový tvar rozdělení, a to jak v centrální části, tak v ob-
lasti chvostů. Zároveň jako jediné umožňuje zachytit negativní šikmost rozdělení
a pravděpodobnost velmi krátké doby strávené v penzi, čímž nejlépe odpovídá
charakteru simulovaných dat.

Vizuální hodnocení shody teoretických hustot se simulovaným rozdělením
doplníme formálním porovnáním modelů pomocí Akaikeho informačního kritéria.

Rozdělení AIC
Gama 5 841 309
Logaritmicko - normální 6 155 245
Weibullovo 5 724 935
Zobecněné gama 5 608 965

Tabulka 4.6 Srovnání modelů pro mužskou populaci na základě Akaikeho informač-
ního kritéria.

Výsledky uvedené v tabulce 4.6 ukazují, že ze zkoumaných modelů vychází
jako nejvhodnější zobecněné gama rozdělení, a to díky nejnižší hodnotě Akaikeho
informačního kritéria (AIC). Tento závěr je v souladu s grafickým porovnáním
teoretických hustot na obrázku 4.3, kde právě toto rozdělení nejlépe vystihuje
tvar rozdělení simulované doby strávené v penzi u mužské populace. Na základě
kombinace grafického posouzení a hodnot AIC se tedy zobecněné gama rozdělení
jeví jako optimální model pro popis simulované doby strávené v penzi u mužů.
Oprávněnost této volby bude dále ověřena pomocí diagnostických grafů.

Diagnostické grafy na obrázku 4.4 slouží k ověření vhodnosti zvoleného zobec-
něného gama rozdělení pro aproximaci simulované doby strávené v penzi u mužské
populace. V levé horní části je zobrazeno porovnání histogramu simulovaných
dat s teoretickou hustotou rozdělení, kde je patrná velmi dobrá shoda zejména
v centrální části rozdělení i v oblasti vyšších hodnot. Teoretická hustota uspokojivě
vystihuje tvar dat a nevykazuje systematické odchylky.

Q–Q graf v pravé horní části porovnává empirické kvantily simulovaných
dat s teoretickými kvantily zvoleného rozdělení. Body se po většinu rozsahu
nacházejí v blízkosti referenční přímky, což indikuje dobrou shodu mezi daty
a zvoleným modelem. Mírné odchylky jsou patrné pouze v krajních kvantilech,
což je u simulovaných dat očekávatelné a nepůsobí systematicky.
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Obrázek 4.4 Diagnostické grafy odhadnutého zobecněného gama rozdělení pro muž-
skou populaci.

Ve spodní levé části je uvedeno porovnání empirické distribuční funkce s teo-
retickou distribuční funkcí zobecněného gama rozdělení. Obě křivky se v celém
rozsahu hodnot téměř překrývají, což potvrzuje, že model adekvátně zachycuje
kumulativní chování rozdělení. P–P graf ve spodní pravé části dále potvrzuje
dobrou shodu mezi empirickými a teoretickými pravděpodobnostmi, jelikož body
leží převážně podél diagonály.

Celkově diagnostické grafy neodhalují žádné výrazné systematické odchylky,
a lze tedy konstatovat, že zobecněné gama rozdělení poskytuje velmi kvalitní
aproximaci simulovaného rozdělení doby strávené v penzi u mužů. Volba tohoto
rozdělení je tak statisticky opodstatněná a plně konzistentní se závěry založenými
na Akaikeho informačním kritériu.

4.2.3 Výběr vhodného rozdělení pro ženskou populaci
Nyní se zaměříme na ženskou populaci. Při odhadování parametrů uvažova-

ných pravděpodobnostních rozděleních uvedených v podkapitole 4.2.1 budeme
postupovat analogicky jako u mužské populace.

Rozdělení Odhady parametrů
Gama α̂ = 2,416 λ̂ = 0,131
Logaritmicko - normální µ̂ = 2,692 σ̂ = 0,842
Weibullovo α̂ = 1,979 β̂ = 20,543
Zobecněné gama µ̂ = 3,462 σ̂ = 0,252 Q̂ = 2,086

Tabulka 4.7 Odhadnuté parametry jednotlivých rozdělení metodou maximální věro-
hodnosti.

V tabulce 4.7 můžeme vidět odhady parametrů uvažovaných rozdělení získané
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metodou maximální věrohodnosti. Odhad parametru škálování gama rozdělení β̂
opět získáme vztahem

β̂ = 1
λ̂

.

Odhady parametrů zobecněného gama rozdělení b̂, d̂, k̂ získáme vztahy (4.4).

Obdobně jako u mužské populace, i zde jsme pro ilustraci souladnosti jednotli-
vých modelů s daty doplnili histogram z obrázku 4.2 simulované doby strávené
v penzi, tentokrát pro ženy, o hustoty odhadnutých distribučních modelů.
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Obrázek 4.5 Histogram simulované doby strávené v penzi u žen, doplněný o teo-
retické hustoty jednotlivých rozdělení s odhadnutými parametry metodou maximální
věrohodnosti uvedenými v tabulce 4.7.

Z obrázku 4.5 je patrné, že jednotlivé modely se, stejně jako u mužů, liší
zejména polohou vrcholu a chováním v oblasti pravého chvostu. Logaritmicko-
normální rozdělení má vrchol nejvíce posunutý směrem k nižším hodnotám, a proto
v centrální oblasti simulované rozdělení vystihuje méně přesně. Gama rozdělení se
histogramu přizpůsobuje o něco lépe, nicméně stále vykazuje výrazně posunutý
vrchol. Weibullovo rozdělení se naopak svým celkovým tvarem simulovanému
rozdělení přibližuje nejvíce ze dvouparametrických variant, avšak i u něj je vrchol
stále posunutý a v pravém chvostu dochází k nadhodnocování pravděpodobnosti
vyšších hodnot. Nejlépe se z vizuálního porovnání, obdobně jako u mužské po-
pulace, jeví zobecněné gama rozdělení, které díky své vyšší flexibilitě nejlépe
vystihuje celkový tvar simulovaného rozdělení doby strávené v penzi. Přesto by
bylo možné uvažovat model s dalším parametrem, který by umožnil ještě přesnější
zachycení tvaru rozdělení v levé části, konkrétně jeho mírné konvexity. Podrobnější
zkoumání a zavádění dalších víceparametrických rozdělení však již přesahuje rámec
a cíle této práce, a proto budeme v dalším textu pracovat se zobecněným gama
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rozdělením jako s nejvhodnější dostupnou aproximací simulované doby strávené
v penzi.

Vhodnost jednotlivých modelů porovnáme také na základě Akaikeho informač-
ního kritéria.

Rozdělení AIC
Gama 5 532 627
Logaritmicko - normální 5 834 859
Weibullovo 5 340 825
Zobecněné gama 5 234 325

Tabulka 4.8 Srovnání modelů pro ženskou populaci na základě Akaikeho informačního
kritéria.

Výsledky uvedené v tabulce 4.8 ukazují, že ze zkoumaných modelů vychází
jako nejvhodnější zobecněné gama rozdělení, a to díky nejnižší hodnotě Akaikeho
informačního kritéria (AIC). Tento závěr je v souladu s grafickým porovnáním
teoretických hustot na obrázku 4.5, kde právě toto rozdělení nejlépe vystihuje
tvar rozdělení simulované doby strávené v penzi u ženské populace. Na základě
kombinace grafického posouzení a hodnot AIC se tedy zobecněné gama rozdělení
jeví jako nejvhodnější model pro popis simulované doby strávené v penzi u žen.

Obrázek 4.6 Diagnostické grafy odhadnutého zobecněného gama pro ženskou popu-
laci.

Na obrázku 4.6 jsou uvedeny diagnostické grafy hodnotící shodu zobecněného
gama rozdělení se simulovanými daty doby strávené v penzi u ženské populace.
Jejich interpretace je nápadně podobná diagnostice uvedené pro mužskou populaci
v předchozí podkapitole 4.2.2. Graf porovnávající hustoty, Q–Q graf, graf porov-
návající průběh distribučních funkcí i P–P graf neukazují výrazné systematické
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odchylky. Lze tedy konstatovat, že zobecněné gama rozdělení poskytuje kvalitní
aproximaci simulovaného rozdělení doby strávené v penzi také u ženské populace.

4.2.4 Interpretace parametrů a jejich vývoj v čase
V předchozí části práce byla provedena parametrická aproximace rozdělení

simulované doby strávené v penzi, přičemž volba nejvhodnějšího rozdělení byla
provedena na základě vizuálního porovnání hustot a Akaikeho informačního krité-
ria. Pro obě pohlaví se jako nejvhodnější model ukázalo zobecněné gama rozdělení,
které bude dále použito jako hlavní analytický nástroj. V této kapitole se zamě-
říme na interpretaci odhadnutých parametrů zvoleného rozdělení v kontextu doby
strávené v penzi a na analýzu jejich vývoje v čase. Cílem je posoudit, zda se
změny v parametrech rozdělení vyvíjejí systematicky a zda odrážejí demografické
a institucionální změny v důchodovém systému.

V použité parametrizaci při odhadování je zobecněné gama rozdělení určeno
následující trojicí parametrů

µ ∈ R, σ > 0, Q ∈ R.

Parametr µ lze interpretovat jako parametr polohy v logaritmickém měřítku,
který určuje základní úroveň doby strávené v penzi. Zvýšení tohoto parametru
odpovídá posunu rozdělení směrem k vyšším hodnotám, tedy k delšímu pobytu
v penzi.

Parametr σ je parametr měřítka, který popisuje rozptyl rozdělení. Vyšší hodnoty
σ indikují větší variabilitu délky pobytu v penzi v populaci, zatímco nižší hodnoty
odpovídají větší homogenitě.

Parametr Q je tvarový parametr, který zásadním způsobem ovlivňuje asymetrii
a chování chvostů rozdělení. Jeho význam spočívá především v tom, že umožňuje
rozdělení přizpůsobit empirickým datům v případech, kdy jednoduchá dvou-
parametrická rozdělení selhávají. Hodnoty parametru Q blízké nule odpovídají
lognormálnímu rozdělení.

Abychom mohli zkoumat vývoj těchto parametrů v čase, odhadneme nyní
parametry zobecněného gama rozdělení pro jednotlivé roky odchodu do důchodu,
které se v datech nacházejí, konkrétně půjde tedy o roky 2008–2023. Obdržené
výsledky jsou uvedeny v tabulkách 4.9 a 4.10.

Rok 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
µ̂ 3.524 3.524 3.501 3.498 3.476 3.471 3.475 3.454
σ̂ 0.234 0.232 0.240 0.242 0.248 0.246 0.244 0.247
Q̂ 2.185 2.172 2.170 2.142 2.173 2.108 2.133 2.124
n 50 113 57 695 52 785 76 880 34 597 39 135 44 568 56 145

Rok 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
µ̂ 3.450 3.444 3.438 3.416 3.413 3.407 3.394 3.388
σ̂ 0.247 0.250 0.249 0.254 0.255 0.257 0.256 0.266
Q̂ 2.118 2.110 2.074 2.084 2.088 2.090 2.068 2.003
n 44 382 41 885 41 543 46 319 34 671 32 654 49 608 17 293

Tabulka 4.9 Odhadnuté parametry zobecněného gama rozdělení po jednotlivých
letech u žen.
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Rok 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
µ̂ 3.282 3.272 3.254 3.276 3.253 3.260 3.256 3.255
σ̂ 0.337 0.337 0.348 0.340 0.346 0.339 0.338 0.337
Q̂ 2.326 2.306 2.231 2.259 2.219 2.242 2.217 2.228
n 49 898 61 015 54 768 70 734 36 804 44 263 47 452 51 376

Rok 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
µ̂ 3.228 3.233 3.227 3.225 3.235 3.228 3.227 3.210
σ̂ 0.346 0.340 0.344 0.342 0.334 0.340 0.334 0.354
Q̂ 2.181 2.205 2.180 2.173 2.244 2.184 2.160 2.017
n 53 482 49 584 47 716 50 850 49 104 39 123 55 138 20 058

Tabulka 4.10 Odhadnuté parametry zobecněného gama rozdělení po jednotlivých
letech u mužů.

V tabulkách 4.9 a 4.10 jsou kromě odhadů uvedeny také četnosti n odchodů do
důchodu v jednotlivých letech. Vzhledem k vysokému počtu pozorování v každém
roce jsou jednotlivé roky v souboru dostatečně reprezentovány, a odhady para-
metrů získané metodou maximální věrohodnosti tak lze považovat za statisticky
stabilní.

Abychom mohli vývoj odhadnutých parametrů v čase lépe sledovat, vyobrazíme
si jejich hodnoty graficky.
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Obrázek 4.7 Vývoj odhadnutého parametru µ̂ v čase.

Obrázek 4.7 znázorňuje vývoj odhadnutého parametru µ̂ zobecněného gama
rozdělení v závislosti na roce odchodu do důchodu, a to odděleně pro muže a ženy.
Připomeňme, že parametr µ v použité parametrizaci představuje parametr polohy
v logaritmickém měřítku a určuje, kde se rozdělení doby strávené v penzi nachází.

U mužů je v pozorovaném období patrný pozvolný klesající trend, přičemž
hodnoty se v průběhu sledovaného období snižují přibližně z 3,29 k hodnotám
okolo 3,22. Vývoj není zcela monotónní, zejména v prvních letech lze pozorovat
mírné kolísání, nicméně přibližně od roku 2015 je trend klesající. U žen je klesající
trend výraznější a vizuálně jednoznačnější než u mužů. Odhady µ̂ se postupně
snižují z hodnot okolo 3,52 na přibližně 3,40 v závěru sledovaného období. Tento
vývoj naznačuje systematický posun rozdělení doby strávené v penzi směrem
k nižším hodnotám v logaritmickém měřítku.

Porovnání obou pohlaví ukazuje, že ačkoliv ženy vykazují v celém období
vyšší hodnoty odhadnutého parametru µ̂, což odpovídá jejich delší době strá-
vené v penzi, dynamika změn je u žen výraznější. Tento vývoj lze interpretovat
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v souvislosti s postupným zvyšováním důchodového věku žen, které je důsledkem
upouštění od dřívějšího odchodu do důchodu v závislosti na počtu vychovaných
dětí. U mužů je vývoj pozvolnější a stabilnější, což naznačuje menší strukturální
změny v rozdělení doby strávené v penzi v čase.
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Obrázek 4.8 Vývoj odhadnutého parametru σ̂ v čase.

Obrázek 4.8 zachycuje časový vývoj odhadnutého parametru σ̂. U mužů
se hodnoty σ̂ pohybují v relativně úzkém intervalu a nevykazují jednoznačný
monotónní trend. Vývoj je charakterizován spíše kolísáním kolem stabilní úrovně,
což naznačuje, že variabilita simulované doby v penzi u mužů zůstává v čase
přibližně konstantní.

U žen je naopak patrný mírně rostoucí trend odhadnutého parametru σ̂. Tento
vývoj indikuje postupné zvyšování variability simulované doby strávené v penzi
u žen v čase.
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Obrázek 4.9 Vývoj odhadnutého parametru Q̂ v čase.

Na obrázku 4.9 lze vidět časový vývoj odhadnutého parametru Q̂, který
v zobecněném gama rozdělení ovlivňuje tvar rozdělení a zejména chování jeho
chvostů. U mužů je patrný mírně klesající trend, přičemž v období od roku
2010 do roku 2021 byly hodnoty Q̂ takřka konstantní. Klesající vývoj naznačuje
postupnou změnu tvaru rozdělení k méně výrazné šikmosti a menší koncentraci
pravděpodobnosti ve vyšších hodnotách doby strávené v penzi. Podobný, avšak
o něco výraznější klesající trend lze pozorovat i u žen.

Celkově lze konstatovat, že u obou pohlaví dochází v čase k mírným systema-
tickým změnám v tvaru rozdělení simulované doby strávené v penzi, přičemž tyto
změny jsou u ženské populace mírně výraznější.
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V kombinaci tyto změny odhadnutých parametrů implikují nejen pokles střední
hodnoty simulované doby strávené v penzi, ale také změny jejího rozptylu, zejména
u žen. Střední hodnoty a rozptyly, vypočítané na základě odhadnutých parametrů
zobecněného gama rozdělení, které můžeme vidět v tabulkách 4.11 a 4.12, tak
poskytují konzistentní shrnutí pozorovaného vývoje a umožňují jeho srozumitelnou
interpretaci v kontextu dlouhodobých demografických trendů.

Moment 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Střední hodnota 25.957 26.014 25.289 25.284 24.507 24.666 24.703 24.156
Rozptyl 96.666 95.455 94.994 94.731 93.765 90.823 91.211 88.370
Moment 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Střední hodnota 24.076 23.931 23.925 23.310 23.183 23.024 22.814 22.752
Rozptyl 87.508 87.332 85.281 83.671 83.863 83.407 80.677 82.203

Tabulka 4.11 Střední hodnota a rozptyl zobecněného gama rozdělení s odhadnutými
parametry uvedenými v tabulce 4.11 v jednotlivých letech pro ženy.

Moment 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Střední hodnota 18.526 18.27 18.184 18.574 18.197 18.272 18.343 18.32
Rozptyl 91.642 90.643 90.032 90.570 87.713 87.213 86.591 85.439
Moment 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Střední hodnota 17.953 17.878 17.897 17.971 17.939 17.914 18.06 18.235
Rozptyl 83.035 83.694 81.989 82.485 81.524 81.817 79.864 81.304

Tabulka 4.12 Střední hodnota a rozptyl zobecněného gama rozdělení s odhadnutými
parametry uvedenými v tabulce 4.12 v jednotlivých letech pro muže.

Hodnoty v tabulkách 4.11 a 4.12 byly vypočteny dosazením vyjádření (4.4)
do vztahů střední hodnoty (4.2) a rozptylu (4.3) zobecněného gama rozdělení.
Výsledné hodnoty jsou v souladu s očekáváním na základě tabulky 4.3. Střední
hodnota se během jednotlivých let pohybovala v rozmezí zhruba 23 až 26 let u žen,
u mužů pak v rozmezí zhruba půl roku kolem 18 let. To nasvědčuje vhodnosti
volby zobecněného gama rozdělení pro modelování doby strávené v penzi.

Časový vývoj střední hodnoty je pro lepší představu znázorněn také graficky
na obrázku 4.10.
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Obrázek 4.10 Vývoj středních hodnot v čase.
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5 Simulační studie
V předchozí kapitole byla doba strávená v penzi analyzována nejprve přímo

na základě očekávané doby dožití při odchodu do důchodu a následně modelo-
vána prostřednictvím simulace přežití, přičemž oba přístupy byly založeny na
skutečných hodnotách věku odchodu do důchodu. V této kapitole je zvolen opačný
přístup: nejprve je modelováno rozdělení věku odchodu do důchodu a následně je
pomocí úmrtnostních tabulek odvozena očekávaná doba strávená v penzi, resp.
simulována náhodná veličina doby strávené v penzi. Simulační studie umožňuje
analyzovat, jak se změny v rozdělení věku odchodu (např. jeho posun k vyšším
hodnotám nebo změna variability) promítají do rozdělení doby pobytu v penzi.
Tímto způsobem lze kvantifikovat citlivost délky strávené v penzi na změny v cho-
vání důchodců a vytvářet scénáře relevantní pro penzijní systém.

Hlavním cílem této kapitoly bude zkoumat, jaký vliv má změna věku odchodu
do důchodu na očekávanou dobu strávenou v penzi. Analýza bude založena na
očekávaných hodnotách, jelikož jsou stabilní, nejsou zatíženy náhodným simu-
lačním šumem a umožňují tak čisté a přehledné srovnání jednotlivých scénářů
věku odchodu do důchodu. Tento přístup je vhodný zejména pro účely politického
a systémového rozhodování, jelikož zachycuje především strukturální dopady změn
důchodového systému. V závěru kapitoly bude pak pozornost věnována také tomu,
jak změna věku odchodu do důchodu ovlivňuje rozptyl simulované doby strávené
v penzi.

V rámci simulační studie se zaměříme na rok 2023, pro který máme k dis-
pozici poslední úmrtnostní tabulky, a tudíž bude nejlépe odpovídat současnosti.
Pro tento rok nejprve z dostupných dat sestavíme empirické rozdělení věku od-
chodu do důchodu, a to opět zvlášť pro muže a ženy. Toto rozdělení odvodíme
z četností nově přiznaných starobních důchodů a budeme ho interpretovat jako
odhad pravděpodobnostního rozdělení náhodné veličiny

A = věk odchodu do důchodu.

Pro každou simulovanou realizaci věku odchodu do důchodu A následně určíme
očekávanou dobu strávenou v penzi dle definice 2.5. Očekávaná doba strávená
v penzi tedy bude záviset na naději dožití ve věku A a úmrtnostních tabulkách
z roku 2023. Tímto způsobem obdržíme vzorek hodnot očekávané doby v penzi,
jenž můžeme dále analyzovat. Budeme uvažovat několik scénářů, kde pro každý
z nich bude generován velký počet realizací, což později umožní stabilní odhad
charakteristik rozdělení simulované doby strávené v penzi, zejména střední hodnoty,
rozptylu, mediánu a vybraných kvantilů.

5.1 Rozdělení věku odchodu do důchodu
V této podkapitole se zaměříme na empirické rozdělení celočíselné náhodné

veličiny věku odchodu do důchodu.
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Obrázek 5.1 Histogramy věků odchodu do důchodu pro muže a ženy v roce 2023.

Na obrázku 5.1 můžeme vidět koncentraci hodnot a tvar empirického rozdělení
náhodné veličiny věku odchodu do důchodu v roce 2023, odděleně pro mužskou
a ženskou populaci. Lze vidět, že muži odcházeli nejvíce do důchodu ve věku 64–65
let, zatímco ženy nejvíce ve věku 60 let.

Pro přesnější představu o rozložení hodnot uvedeme v následující tabulce
základní popisné charakteristiky náhodné veličiny A.

Ženy Muži
Minimum 58,00 54,00
1. kvartil 60,00 61,00
Medián 61,00 63,00
Průměr 61,91 62,82
3. kvartil 64,00 64,00
Maximum 89,00 90,00

Tabulka 5.1 Popisné charakteristiky věku odchodu do důchodu v roce 2023.

V tabulce 5.1 můžeme vidět, že se v roce 2023 věky odchodu do důchodu žen
a mužů razantně nelišily. Průměrný věk odchodu do důchodu byl u mužů vyšší
pouze o necelý rok. V prvním kvartilu činí rozdíl mezi pohlavími jeden rok, medián
se liší o 2 roky a třetí kvartil je dokonce identický pro obě pohlaví. To může být
ovšem zkresleno tím, že v datech, která máme k dispozici, je věk udáván v celých
letech, nikoli po měsících.

Současně je patrné, že rozdělení věku odchodu do důchodu vykazuje u obou
pohlaví dlouhý pravý chvost, což dokládají maximální hodnoty výrazně převyšující
běžný důchodový věk. Tyto extrémní hodnoty mohou souviset s individuálními
rozhodnutími o odkladu odchodu do důchodu nebo s pokračující ekonomickou
aktivitou ve vyšším věku. Celkově však popisné charakteristiky potvrzují, že v roce
2023 byly rozdíly ve věku odchodu do důchodu mezi ženami a muži relativně malé.

Z četností jednotlivých věkových kategorií, které jsou znázorněny v histogra-
mech na obrázku 5.1, nyní zkonstruujeme odhad rozdělení náhodné veličiny A.
Pro obě pohlaví tedy definujeme pravděpodobnosti ve tvaru

p(a) = P(A = a) = na

n
,
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kde a nabývá hodnot od minimálního po maximální zaznamenaný věk odchodu
do důchodu (viz. tabulka 5.1), na označuje četnost osob, které v roce 2023 ode-
šly do důchodu ve věku a, a n představuje celkový počet osob daného pohlaví,
jež v tomto roce odešly do penze. Konkrétně se jedná o 17 293 žen a 20 058 mužů.

Takto získané rozdělení bude v rámci simulační studie následně využito jako
výchozí model pro simulaci věku odchodu do důchodu.

5.2 Konstrukce simulačních scénářů
V této podkapitole představíme simulační scénáře, jejichž cílem bude systema-

ticky analyzovat, jak se změny v rozdělení věku odchodu do důchodu promítají
do výsledných hodnot očekávané doby strávené v penzi. Výchozím bodem pro
konstrukci všech scénářů je odhad rozdělení věku odchodu do důchodu odvozený
z dat za rok 2023, který reprezentuje referenční stav odpovídající pozorované
realitě.

Zkoumané scénáře se zaměřují na tři základní typy simulačních zásahů do roz-
dělení věku odchodu do důchodu, které lze mezi sebou kombinovat. Tyto zásahy
reprezentují hypotetické změny v chování jednotlivců nebo v institucionálním
nastavení důchodového systému a umožňují odděleně i společně posuzovat jejich
vliv na délku pobytu v penzi.

Posun věku odchodu do důchodu

Prvním typem simulačního scénáře je posun věku odchodu do důchodu,
který je realizován přičtením konstanty ∆ ke všem hodnotám náhodné veličiny A.
Formálně lze tento scénář vyjádřit jako

Ascénář = A + ∆,

kde ∆ představuje velikost posunu v letech.
Tento scénář simuluje situace, kdy dochází ke systematickému posunu důcho-

dového věku, například v důsledku legislativních změn. Posun je aplikován na
odhad celého rozdělení věku odchodu do důchodu, čímž se zachovává jeho původní
tvar, avšak mění se jeho poloha.

Změna koncentrace rozdělení

Druhým typem scénáře je změna koncentrace rozdělení věku odchodu do dů-
chodu. Ta je realizována transformací pravděpodobností odhadnutého rozdělení
pomocí parametru k > 0

pk(a) ∝ p(a)k,

přičemž vyšší hodnoty k vedou k větší koncentraci pravděpodobnosti kolem
nejčastějších věků odchodu. Naopak nižší hodnoty k rozdělení „zplošťují“ a zvyšují
jeho rozptyl. Mohou tedy nastat následující situace
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• k = 1 → původní rozdělení,

• k > 1 → koncentrovanější rozdělení – vyšší špičatost, menší rozptyl,

• 0 < k < 1 → plošší rozdělení – menší špičatost, větší rozptyl.

Tento mechanismus umožňuje zkoumat situace, kdy většina osob odchází do dů-
chodu ve velmi podobném věku, oproti situacím s větší rozptýleností individuálních
chování. Scénář nemění polohu rozdělení, ale ovlivňuje jeho špičatost a rozptyl.

Změna variability rozdělení

Třetím typem scénáře je změna variability rozdělení věku odchodu do důchodu
prostřednictvím parametru ρ ∈ [0,1], který popisuje míru přesunu pravděpodob-
nostní hmoty z jednotlivých věkových kategorií do jejich bezprostředního okolí,
typicky do sousedních věků. Tento přístup simuluje vyšší nejistotu nebo rozvolnění
rozhodování o odchodu do důchodu. Se zvyšující se hodnotou parametru ρ se
rozdělení postupně rozšiřuje, aniž by docházelo k systematickému posunu jeho
střední hodnoty. Na rozdíl od scénáře založeného na parametru k se zde mění
především lokální struktura rozdělení, nikoliv jeho celková koncentrace kolem
dominantních hodnot.

V rámci simulační studie budeme pro jednotlivé scénáře uvažovat následující
hodnoty parametrů

• ∆ ∈ {0; 1; 2},

• k ∈ {0,8; 1,0; 1,3; 1,6},

• ρ ∈ {0; 0,15; 0,30}.

Kombinací uvedených parametrů vzniká množina scénářů, které umožňují detailně
analyzovat citlivost očekávané doby strávené v penzi na různé typy změn v rozdě-
lení věku odchodu do důchodu. Například lze zkoumat vliv současného posunu
věku odchodu do důchodu a zvýšení koncentrace rozdělení, nebo naopak posun
věku odchodu při současném nárůstu variability.

Pro ilustraci vlivu jednotlivých scénářů na odhadnuté rozdělení věku odchodu
do důchodu jsou v následujících obrázcích 5.2 a 5.3 znázorněny odhadnuté prav-
děpodobnosti odchodu do důchodu v daném věku pro jednotlivá pohlaví a jejich
modifikace odpovídající vybraným scénářům. Tato vizualizace umožňuje přehledně
porovnat, jak jednotlivé parametry ovlivňují polohu, tvar a rozptyl rozdělení.

Obrázek 5.2 znázorňuje odhadnuté rozdělení věku odchodu do důchodu žen
v roce 2023 spolu s jeho modifikacemi odpovídajícími vybraným simulačním scé-
nářům. Červená křivka představuje výchozí scénář, který odpovídá odhadnutému
rozdělení bez jakýchkoliv úprav, tedy s parametry ∆ = 0, k = 1, ρ = 0.
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Obrázek 5.2 Vliv zvolených scénářů na odhadnuté rozdělení věku odchodu do důchodu
žen v roce 2023.

Modrá křivka představuje scénář s posunem věku odchodu do důchodu o dva
roky, tedy s parametrem ∆ = 2. Můžeme si všimnout, že tvar rozdělení je identický
s výchozím scénářem, pouze posunut o dva roky doprava. Tento scénář ilustruje
čistý efekt zvýšení důchodového věku bez změny variability či koncentrace věku
odchodu do důchodu.

Zelenou křivkou je vyobrazeno zvýšení koncentrace rozdělení s parametrem
k = 1,6. Tento scénář vede k výraznějšímu nárůstu pravděpodobností v okolí
nejčastějších věků odchodu do důchodu, přičemž pravděpodobnosti méně častých
věkových kategorií jsou potlačeny. Jeho poloha však zůstává stejná. Scénář tedy
reprezentuje situaci, kdy většina žen odchází do důchodu ve velmi podobném
věku.

Oranžovou křivkou je pak vyobrazen scénář se zvýšenou variabilitou, konkrétně
s parametrem ρ = 0,15, který vykazuje rozšíření rozdělení do sousedních věkových
kategorií.

Analogickou scénářovou analýzu rozdělení věku odchodu do důchodu pro muž-
skou populaci můžeme vidět na obrázku 5.3.

Celkově nám grafy ukazují, že jednotlivé typy scénářových zásahů mají odlišný
a dobře interpretovatelný vliv na tvar rozdělení věku odchodu do důchodu, přičemž
posun věku ovlivňuje především polohu rozdělení, zatímco parametry k a ρ
modifikují jeho koncentraci a variabilitu.
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Obrázek 5.3 Vliv zvolených scénářů na empirické rozdělení věku odchodu do důchodu
mužů v roce 2023.

5.3 Aplikace simulačních scénářů na očekávanou
dobu strávenou v penzi

Nyní máme zadefinované vše potřebné pro zahájení samotné simulační studie,
které bude věnována tato podkapitola.

Simulační studii provedeme následujícím způsobem

• dle příslušného scénáře nasimulujeme N věků odchodu do důchodu
A1, . . . ,AN , přičemž zvolíme N = 200 000,

• každému Ai, kde i = 1, . . . ,N přiřadíme odpovídající naději dožití,

• získáme vzorek očekávaných dob strávených v penzi,

• postup opakujeme pro celou množinu scénářů, obsahující všechny možné
kombinace uvažovaných parametrů,

• porovnáme hodnoty očekávané doby strávené v penzi mezi scénáři.

Studii provedeme opět zvlášť pro ženskou a mužskou populaci, přičemž pro každý
scénář bude stanoven průměr očekávané doby strávené v penzi, medián, vybrané
kvantily a pravděpodobnost, že očekávaná doba strávená v penzi přesáhne 20 let.

5.3.1 Výsledky simulační studie pro ženskou populaci
Jako první si představíme výsledky aplikace simulačních scénářů věku odchodu

do důchodu na očekávanou dobu strávenou v penzi pro ženskou populaci.
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Scénář Průměr Medián q0,1 q0,9 p20
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,00 22,963 23,872 20,431 24,753 0,952
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,00 22,104 22,999 19,595 23,872 0,756
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,00 21,249 22,133 18,768 22,999 0,726
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,00 23,095 23,872 20,431 24,753 0,970
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,00 22,240 22,999 19,595 23,872 0,765
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,00 21,383 22,133 18,768 22,999 0,743
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,00 23,245 23,872 20,431 24,753 0,984
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,00 22,382 22,999 19,595 23,872 0,772
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,00 21,512 22,133 18,768 22,999 0,758
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,00 23,340 23,872 20,431 24,753 0,992
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,00 22,476 22,999 19,595 23,872 0,777
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,00 21,622 22,133 18,768 22,999 0,772
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15 22,963 23,872 20,431 24,753 0,938
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,15 22,099 22,999 19,595 23,872 0,769
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,15 21,244 22,133 18,768 22,999 0,723
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,15 23,106 23,872 20,431 24,753 0,955
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,15 22,241 22,999 19,595 23,872 0,779
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,15 21,392 22,133 18,768 22,999 0,742
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,15 23,242 23,872 20,431 24,753 0,968
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,15 22,377 22,999 19,595 23,872 0,786
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,15 21,515 22,133 18,768 22,999 0,758
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,15 23,340 23,872 20,431 24,753 0,976
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,15 22,474 22,999 19,595 23,872 0,793
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,15 21,622 22,133 18,768 22,999 0,770
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,30 22,965 23,872 20,430 25,641 0,923
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,30 22,101 22,999 19,595 24,753 0,783
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,30 21,238 22,133 18,768 22,999 0,720
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,30 23,104 23,872 20,431 24,753 0,940
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,30 22,231 22,999 19,595 23,872 0,790
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,30 21,377 22,133 18,768 22,999 0,739
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,30 23,243 23,872 20,430 24,753 0,952
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,30 22,376 22,999 19,595 23,872 0,802
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,30 21,519 22,133 18,768 22,999 0,756
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,30 23,344 23,872 20,431 24,753 0,959
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,30 22,480 22,999 19,595 23,872 0,809
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,30 21,615 22,133 18,768 22,999 0,769

Tabulka 5.2 Výsledky vlivu simulačních scénářů na očekávanou dobu strávenou
v penzi pro ženskou populaci.
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V souhrnné tabulce 5.2 jsou uvedeny výsledné hodnoty zkoumaných charakte-
ristik očekávané doby strávené v penzi pod vlivem jednotlivých scénářů. Sloupec
q0,1 odpovídá hodnotám 10% kvantilu, q0,9 pak 90% kvantilu. Sloupec p20 značí
pravděpodobnost, že očekávaná doba v penzi přesáhne 20 let.

Výsledky simulační studie pro ženskou populaci ukazují, že očekávaná doba
strávená v penzi je především funkcí věku odchodu do důchodu. V základním
scénáři, odpovídajícímu odhadnutému rozdělení věku odchodu v roce 2023, se me-
dián doby strávené v penzi pohybuje přibližně kolem 24 let. Posun věku odchodu
o jeden rok vede k poklesu mediánu zhruba o necelý rok, zatímco posun o dva
roky snižuje medián přibližně na hodnotu okolo 22 let.

Fakt, že se snížením věku odchodu do důchodu nedojde ke snížení očekávané
doby v penzi o stejný počet let, jak by možná dalo očekávat, je způsoben tím,
že naděje dožití, která v našem případě představuje očekávanou dobu strávenou
v penzi, neklesá s věkem lineárně. S rostoucím věkem se sice snižuje, avšak
pomaleji než tempem jedna ku jedné. Jinými slovy, jedinec, který se dožije vyššího
věku, má podmíněně vyšší pravděpodobnost dožití dalších let, než by odpovídalo
prostému odečtení kalendářního času. Tento efekt je důsledkem toho, že osoby,
které se dožijí vyššího věku, představují podmnožinu populace, která je v průměru
zdravější a odolnější. Úmrtnostní tabulky tuto skutečnost implicitně zachycují
prostřednictvím věkově podmíněných pravděpodobností úmrtí. V důsledku toho
se při zvýšení věku odchodu do důchodu o dva roky očekávaná doba strávená
v penzi zkrátí méně než o dva roky, jak můžeme vidět v tabulce 5.2.

Změny koncentrace rozdělení věku odchodu mají na typickou očekávanou
dobu strávenou v penzi pouze omezený vliv. Se zvyšující se hodnotou parametru
k dochází především ke zmenšení variability hodnot očekávané doby strávené
v penzi, zatímco medián a vybrané kvantily zůstávají téměř nezměněny. Podobně
i zavedení vyšší variability věku odchodu do důchodu prostřednictvím parametru
ρ nevede k výraznému ovlivnění charakteristik doby strávené v penzi. Všimněme si
dokonce, že scénáře ∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,00 a ∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15 vykazují
úplně identické hodnoty. Jediný mírný rozdíl je v pravděpodobnosti, že očekávaná
doba strávená v penzi přesáhne 20 let.

Pravděpodobnosti velmi dlouhé doby strávené v penzi, konkrétně překročení
hranice 20 let, jsou u žen obecně vysoké. Tyto pravděpodobnosti však citlivě
reagují na posun věku odchodu, a s jeho růstem rychle klesají. To naznačuje,
že takto dlouhá doba pobytu v penzi není u ženské populace nijak výjimečná.

Na obrázku 5.4 můžeme vidět grafické znázornění toho, jak základní scénáře,
jejichž pravděpodobnosti byly ukázány na obrázku 5.2, ovlivňují očekávanou dobu
strávenou v penzi pro ženy, přičemž červenou křivkou je vyobrazena očekávaná
doba strávená v penzi stanovená na základě empirických dat, tedy bez simulačního
zásahu do rozdělení věku odchodu do důchodu.
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Obrázek 5.4 Vliv vybraných scénářů na očekávanou dobu strávenou v penzi ženské
populace.

Na obrázku 5.5 jsou pak znázorněny vlivy vybraných scénářů, které uva-
žují kombinace jednotlivých změn ve věku odchodu do důchodu, na očekávanou
dobu strávenou v penzi v porovnání s rozložením původních hodnot určených
z empirických dat, které je opět vyobrazeno červenou křivkou.
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Obrázek 5.5 Vliv vybraných scénářů na očekávanou dobu strávenou v penzi ženské
populace.

Konkrétně jsme zvolili scénář ∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,30, který vykazuje nejnižší
průměrnou očekávanou dobu strávenou v penzi, scénář ∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,30,
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který naopak vykazuje nejvyšší průměrnou očekávanou dobu strávenou v penzi
a scénář ∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,15, který se nachází někde na pomezí.

5.3.2 Výsledky simulační studie pro mužskou populaci
Nyní se podíváme na to, jak jednotlivé scénáře ovlivňují očekávanou dobu strá-

venou v penzi u mužů. Na základě tabulky 5.3, která obsahuje výsledné hodnoty
vybraných charakteristik získaných aplikací jednotlivých scénářů na očekávanou
dobu strávenou v penzi u mužů, můžeme konstatovat, že i zde je dominantním
faktorem posun věku odchodu do důchodu. Posun o jeden rok vede k výraznému
snížení mediánu očekávané doby strávené v penzi, zatímco posun o dva roky
přináší další podstatné zkrácení. Na rozdíl od ženské populace jsou u mužů prav-
děpodobnosti dlouhé očekávané doby pobytu v penzi, konkrétně opět překročení
hranice 20 let, velmi nízké a s rostoucím posunem věku ještě klesají. To naznačuje,
že extrémně dlouhá doba strávená v penzi je u mužské populace spíše výjimečný
jev.

Změna koncentrace a variability rozdělení věku odchodu do důchodu má
u mužské populace obdobný charakter jako u žen. Ovlivňuje především variabi-
litu rozložení hodnot očekávané doby strávené v penzi, zatímco jejich středové
charakteristiky zůstávají relativně stabilní. Tyto efekty jsou ve srovnání s vlivem
samotného posunu věku odchodu do důchodu druhotné.

Na obrázku 5.6 můžeme pro lepší představu vidět grafické vyobrazení vlivu
základních scénářů na očekávanou dobu strávenou v penzi. Na obrázku 5.7 je pak
ukázán vliv vybraných scénářů, které kombinují různé změny ve věku odchodu
do důchodu, přičemž byly vybrány stejné scénáře jako u ženské populace. Je za-
jímavé zmínit, že tyto scénáře u mužů nevykazují nejnižší ani nejvyšší hodnoty
průměrné očekávané doby strávené v penzi, jak tomu bylo u žen. Nejnižší hodnotu
vykazují scénáře ∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,15 a ∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,30 a naopak
nejvyšší hodnotu vykazuje scénář ∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15, což implikuje,
že u mužů má parametr k opačný efekt. To je způsobeno tím, že parametr k > 1
koncentruje věky odchodů do důchodu více kolem nejčastějších věků. Z obrázku
5.2 můžeme vidět, že červená křivka, představující výchozí rozdělení věku odchodu
do důchodu pro ženy, vykazuje nejvyšší pravděpodobnost odchodu do důchodu
ve věku 60 let. Zvýšení koncentrace kolem tohoto věku povede ke snížení prů-
měrného věku odchodu do důchodu a tedy ke zvýšení očekávané doby strávené
v penzi. Naopak u mužů, jak lze vidět z obrázku 5.3, vykazuje červená křivka
nejvyšší pravděpodobnost odchodu ve věku zhruba 65 let. Zároveň jsou ale vysoké
i pravděpodobnosti nižšího věku, tudíž pokud budeme tyto nižší věky více kon-
centrovat kolem 65 let, dojde ke zvýšení průměrného věku odchodu do důchodu
a tím pádem ke snížení očekávané doby strávené v penzi.

Všimněme si také, že u mužů jsou hodnoty očekávané doby strávené v penzi
ve srovnání s ženskou populací celkově posunuty k nižším hodnotám. V základním
scénáři dosahuje medián přibližně 18 let, což odráží kombinaci věku odchodu
do důchodu a obecně nižší naději dožití specifickou pro mužskou populaci.
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Scénář Průměr Medián q10 q90 p20
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,00 18,393 18,166 16,696 20,476 0,186
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,00 17,643 17,424 15,984 19,692 0,041
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,00 16,924 16,696 15,286 18,922 0,034
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,00 18,343 18,166 16,696 20,476 0,171
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,00 17,594 17,424 15,984 19,692 0,022
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,00 16,871 16,696 15,286 18,922 0,019
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,00 18,267 18,165 16,696 20,476 0,157
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,00 17,527 17,424 15,984 19,692 0,009
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,00 16,795 16,696 15,286 18,922 0,008
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,00 18,197 17,424 16,696 20,476 0,147
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,00 17,461 16,696 15,984 19,692 0,004
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,00 16,738 15,984 15,286 18,922 0,003
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15 18,402 18,166 16,696 20,476 0,187
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,15 17,655 17,424 15,984 19,692 0,052
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,15 16,930 16,696 15,286 18,922 0,035
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,15 18,334 18,166 16,696 20,476 0,169
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,15 17,599 17,424 15,984 19,692 0,034
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,15 16,863 16,696 15,286 18,922 0,019
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,15 18,269 18,166 16,696 20,476 0,155
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,15 17,522 17,424 15,984 19,692 0,021
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,15 16,798 16,696 15,286 18,922 0,008
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,15 18,203 17,424 16,696 20,476 0,146
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,15 17,465 16,696 15,984 19,693 0,015
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,15 16,737 15,984 15,286 18,922 0,004
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,30 18,394 18,166 16,696 20,476 0,184
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,30 17,650 17,424 15,984 19,692 0,062
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,30 16,922 16,696 15,286 18,922 0,034
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,30 18,336 18,166 16,696 20,476 0,168
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,30 17,591 17,424 15,984 19,692 0,044
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,30 16,864 16,696 15,286 18,922 0,018
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,30 18,269 18,166 16,696 20,476 0,154
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,30 17,526 17,424 15,984 19,692 0,031
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,30 16,796 16,696 15,286 18,922 0,008
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,30 18,202 18,166 16,696 20,476 0,143
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,30 17,465 17,424 15,984 19,692 0,025
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,30 16,737 16,696 15,286 18,922 0,004

Tabulka 5.3 Výsledky vlivu simulačních scénářů na očekávanou dobu strávenou
v penzi pro mužskou populaci.
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Obrázek 5.6 Vliv vybraných scénářů na očekávanou dobu strávenou v penzi mužské
populace.
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Obrázek 5.7 Vliv vybraných scénářů na očekávanou dobu strávenou v penzi mužské
populace

5.3.3 Srovnání výsledků a závěrečná interpretace
Simulační studie potvrzuje, že věk odchodu do důchodu představuje klíčový

determinant délky pobytu v penzi u obou pohlaví. Posun věku odchodu o jeden
či dva roky vede k systematickému a kvantitativně významnému zkrácení očekávané
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doby strávené v penzi, zatímco změny koncentrace a variability rozdělení mají
spíše doplňkový charakter.

Rozdíly mezi mužskou a ženskou populací se projevují především v absolutní
délce pobytu v penzi a v pravděpodobnostech velmi dlouhých dob pobytu. Zatímco
u mužů jsou extrémně dlouhé doby strávené v penzi relativně vzácné již v základním
scénáři, u žen představují běžný jev, který je však citlivý na změny věku odchodu
do důchodu.

Výsledky této simulační studie tak poskytují důležitý pohled na mechanismy
ovlivňující očekávanou délku pobytu v penzi a ukazují, že i relativně malé změny
v rozdělení věku odchodu do důchodu mohou mít výrazné dopady na očekávanou
dobu strávenou v penzi. Tento závěr je relevantní zejména v kontextu dlouhodobé
udržitelnosti důchodového systému a plánování budoucích reforem.

5.4 Simulace doby strávené v penzi dle simulač-
ních scénářů věku odchodu do důchodu

V předchozí části kapitoly jsme analyzovali vliv simulačních scénářů věku
odchodu do důchodu na očekávanou dobu strávenou v penzi, která je v našem
pojetí dána nadějí dožití v důchodovém věku. Nyní se zaměříme na náhodnou
veličinu doby strávené v penzi, jejíž realizace se mezi jednotlivci liší v závislosti
na simulované délce dožití.

Jak již bylo řečeno dříve, v České republice nejsou veřejně dostupná indi-
viduální data o době strávené v penzi, a proto je tato veličina v rámci práce
získána simulací na základě pravděpodobností úmrtí z úmrtnostních tabulek. Pro
každý simulovaný věk odchodu do důchodu Ai, i = 1, . . . ,200 000, generujeme
dobu strávenou v penzi pomocí algoritmu popsaného v kapitole 4.2. Tento postup
opakujeme pro celou množinu uvažovaných scénářů, které mění rozdělení věku
odchodu do důchodu a tím ovlivňují i rozdělení simulované doby strávené v penzi.

Na obrázcích 5.8 a 5.9 je znázorněn vliv základních scénářů na rozdělení si-
mulované doby strávené v penzi, a to odděleně pro ženskou a mužskou populaci.
Ve srovnání s částí věnované očekávané době v penzi jsou zde rozdíly mezi scénáři
na první pohled méně výrazné. Skutečnost, že nyní pro konkrétní skupinu (např.
pro muže s odchodem do důchodu ve věku 65 let) nemáme identické hodnoty pro
dobu v penzi, ale spojitou veličinu, která nabývá široké škály hodnot, pomáhá
skrýt rozdíly viditelné na obrázcích 5.6 a 5.7. Důvodem je, že simulovaná doba
strávená v penzi, na rozdíl od očekávané doby, obsahuje stochastickou složku
plynoucí z náhodného průběhu úmrtí, a proto jsou jednotlivé realizace zatíženy
přirozenou variabilitou. Přesto můžeme z grafů pozorovat, že posun věku odchodu
do důchodu směrem k vyšším hodnotám vede k posunu rozdělení simulované doby
strávené v penzi k nižším hodnotám. Konkrétně na obrázku 5.8 pozorujeme, že při
posunu věku odchodu do důchodu o 2 roky (scénář ∆ = 2, k = 1, ρ = 0) dochází
ke zkrácení simulované doby strávené v penzi v centrální části rozdělení přibližně
o 2–3 roky, a v krajních částech rozdělení se pak rozdíly zmenšují. Pro ostatní scé-
náře, které mění pouze tvar rozdělení věku odchodu do důchodu (prostřednictvím
koncentrace nebo rozptýlení), není žádný výrazný rozdíl graficky pozorovatelný.
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Obrázek 5.8 Vliv základních scénářů na rozdělení simulované doby strávené v penzi
pro ženskou populaci.
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Obrázek 5.9 Vliv základních scénářů na rozdělení simulované doby strávené v penzi
pro mužskou populaci.

Z tohoto důvodu doplňujeme grafické porovnání i o numerický popis rozdělení.
V tabulkách 5.4 a 5.5 jsou odděleně pro ženy a muže uvedeny vybrané charakteris-
tiky simulované doby strávené v penzi po aplikaci jednotlivých scénářů. Konkrétně
výběrový průměr stanovený dle definice 3.3, výběrový rozptyl vypočtený dle
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Casella a Berger [8] jako

S2 = 1
n − 1

n∑︂
i=1

(Xi − X̄)2,

medián a vybrané kvantily, konkrétně 5% kvantil, v tabulce značený jako q0,05,
a 95% kvantil, v tabulce značený jako q0,95.

Z tabulek je patrné, stejně jako z grafického přezkoumání, že hlavním faktorem
ovlivňujícím polohu rozdělení simulované doby strávené v penzi je parametr
posunu ∆, který přímo reprezentuje odklad odchodu do důchodu. Se zvyšujícím se
∆ klesá medián i průměr simulované doby strávené v penzi a obdobně se posouvají
také kvantily. Současně lze pozorovat, že rozdíly mezi scénáři se promítají nejen
do typické hodnoty (mediánu), ale i do variability rozdělení, což je patrné z šířky
intervalu mezi vybranými kvantily.

Změny parametrů k a ρ mají zanedbatelný vliv na simulovanou dobu strávenou
v penzi.

Výsledky této části ukazují, že práce s očekávanou dobou strávenou v penzi
představuje vhodný nástroj pro přehledné a stabilní porovnávání scénářů, zejména
pokud je cílem zachytit strukturální dopady změn věku odchodu do důchodu bez
vlivu stochastické variability. Naopak simulovaná doba strávená v penzi umožňuje
zkoumat rozptyl a poskytuje tak doplňující pohled.

Závěrem lze konstatovat, že simulace potvrzují očekávaný směr působení
scénářů – posun věku odchodu do důchodu vede ke zkrácení doby strávené
v penzi – a zároveň ukazují, že důležitým aspektem není pouze změna typické
hodnoty, ale i změna variability mezi jednotlivci. Kombinace analýzy očekávané
doby v penzi a simulace náhodné veličiny tak poskytuje komplexní rámec pro
hodnocení důsledků změn v důchodovém systému.
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Scénář Průměr Medián Rozptyl q0,05 q0,95
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,00 22.932 23.925 79.977 6.202 36.090
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,00 22.082 23.046 77.484 5.662 35.131
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,00 21.203 22.080 74.907 5.222 34.162
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,00 23.119 24.119 79.859 6.314 36.254
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,00 22.230 23.186 77.240 5.795 35.298
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,00 21.390 22.277 74.365 5.399 34.261
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,00 23.214 24.251 79.859 6.359 36.321
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,00 22.371 23.351 77.347 5.882 35.360
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,00 21.512 22.427 74.541 5.444 34.335
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,00 23.348 24.398 79.831 6.483 36.478
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,00 22.449 23.430 77.406 5.981 35.435
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,00 21.580 22.454 74.306 5.554 34.416
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15 22.960 23.966 80.062 6.215 36.143
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,15 22.080 23.027 77.730 5.670 35.205
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,15 21.231 22.067 74.858 5.306 34.214
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,15 23.108 24.139 79.961 6.260 36.245
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,15 22.226 23.196 77.512 5.758 35.223
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,15 21.414 22.291 74.640 5.407 34.292
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,15 23.224 24.239 80.094 6.347 36.328
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,15 22.393 23.364 77.427 5.936 35.396
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,15 21.488 22.382 74.091 5.561 34.351
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,15 23.299 24.356 79.755 6.457 36.369
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,15 22.443 23.420 77.520 5.961 35.446
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,15 21.659 22.582 74.340 5.583 34.488
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,30 22.973 23.970 80.185 6.148 36.146
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,30 22.130 23.046 77.839 5.680 35.295
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,30 21.235 22.098 75.044 5.195 34.161
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,30 23.118 24.159 80.189 6.260 36.223
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,30 22.235 23.180 77.635 5.710 35.255
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,30 21.366 22.260 74.795 5.325 34.262
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,30 23.265 24.330 80.018 6.353 36.383
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,30 22.382 23.329 77.124 5.916 35.390
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,30 21.524 22.382 74.834 5.508 34.475
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,30 23.333 24.370 80.462 6.398 36.497
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,30 22.457 23.451 77.280 5.976 35.395
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,30 21.600 22.520 74.521 5.522 34.468

Tabulka 5.4 Výsledky vlivu jednotlivých scénářů na simulovanou dobu strávenou
v penzi pro ženskou populaci.
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Scénář Průměr Medián Rozptyl q0,05 q0,95
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,00 18.354 18.723 80.642 3.165 32.641
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,00 17.638 17.951 77.258 2.884 31.709
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,00 16.892 17.131 73.473 2.647 30.733
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,00 18.329 18.751 79.686 3.193 32.440
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,00 17.591 17.921 76.338 2.913 31.598
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,00 16.845 17.088 72.762 2.662 30.585
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,00 18.232 18.645 78.810 3.155 32.321
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,00 17.507 17.852 75.407 2.910 31.343
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,00 16.778 17.038 71.742 2.674 30.389
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,00 18.204 18.625 78.351 3.145 32.229
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,00 17.446 17.788 75.028 2.879 31.264
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,00 16.705 16.938 71.129 2.667 30.278
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,15 18.389 18.789 80.808 3.147 32.684
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,15 17.633 17.933 77.187 2.876 31.736
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,15 16.925 17.147 73.360 2.706 30.748
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,15 18.336 18.719 79.956 3.145 32.505
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,15 17.572 17.899 76.669 2.870 31.582
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,15 16.894 17.149 72.877 2.690 30.599
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,15 18.299 18.697 79.163 3.160 32.395
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,15 17.533 17.859 75.476 2.937 31.393
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,15 16.765 17.026 71.677 2.691 30.412
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,15 18.182 18.594 78.323 3.151 32.197
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,15 17.416 17.743 74.947 2.850 31.224
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,15 16.748 17.040 71.150 2.652 30.277
∆ = 0; k = 0,8; ρ = 0,30 18.426 18.843 80.860 3.150 32.688
∆ = 1; k = 0,8; ρ = 0,30 17.679 17.988 77.199 2.916 31.764
∆ = 2; k = 0,8; ρ = 0,30 16.925 17.164 73.981 2.635 30.762
∆ = 0; k = 1,0; ρ = 0,30 18.359 18.785 80.092 3.155 32.495
∆ = 1; k = 1,0; ρ = 0,30 17.594 17.934 76.494 2.861 31.552
∆ = 2; k = 1,0; ρ = 0,30 16.877 17.111 72.978 2.642 30.589
∆ = 0; k = 1,3; ρ = 0,30 18.280 18.709 79.094 3.148 32.327
∆ = 1; k = 1,3; ρ = 0,30 17.562 17.881 75.467 2.942 31.452
∆ = 2; k = 1,3; ρ = 0,30 16.814 17.071 71.577 2.703 30.455
∆ = 0; k = 1,6; ρ = 0,30 18.182 18.598 78.580 3.127 32.222
∆ = 1; k = 1,6; ρ = 0,30 17.461 17.817 74.953 2.895 31.326
∆ = 2; k = 1,6; ρ = 0,30 16.738 17.007 71.239 2.674 30.269

Tabulka 5.5 Výsledky vlivu jednotlivých scénářů na simulovanou dobu strávenou
v penzi pro mužskou populaci.
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Závěr
Cílem této diplomové práce bylo analyzovat dobu strávenou v penzi v České re-

publice a navrhnout postup, který umožní tuto veličinu kvantifikovat a modelovat
i v situaci, kdy nejsou k dispozici veřejně dostupná individuální data o skutečné
době pobírání důchodu. Práce se zároveň zaměřila na ověření mediálně uváděné
hodnoty 21,5 roku jako „průměrné doby strávené v penzi“. Zvolený přístup kombi-
nuje teoretické základy matematické demografie s aplikací na reálná data o věku
odchodu do důchodu a se simulační studií dopadů změn důchodového věku.

V teoretické části byly shrnuty základní pojmy matematické demografie a úmrt-
nostních tabulek. Doba strávená v penzi byla vymezena jako zbývající doba života
ve věku odchodu do důchodu, čímž bylo možné propojit penzijní problematiku
s demografickými ukazateli, zejména s nadějí dožití. Dále byly diskutovány různé
definice očekávané doby strávené v penzi a zdůrazněn rozdíl mezi podmíněnou
a nepodmíněnou hodnotou. Také byl popsán význam volby vhodné charakteristiky
polohy rozdělení, především rozdíl mezi průměrem a mediánem u asymetrických
rozdělení, přičemž bylo konstatováno, že medián, jakožto robustnější charakteris-
tika nenáchylná na extrémy, může poskytovat realističtější pohled na „typickou“
dobu strávenou v penzi.

Stěžejní část práce tvořila aplikace na reálná data o odchodech do důchodu,
na jejichž základě byla ve spojení s úmrtnostními tabulkami stanovena očeká-
vaná doba strávená v penzi pro jednotlivé kombinace roku a věku odchodu do
důchodu. Ukázalo se, že očekávaná doba strávená v penzi se výrazně liší mezi
pohlavími a v průměru analyzované populace vychází přibližně o jeden rok nižší
než mediálně uváděných 21,5 roku. Následně byla pomocí pravděpodobností úmrtí
z úmrtnostních tabulek simulována náhodná veličina doby strávené v penzi a její
rozdělení bylo aproximováno vybranými parametrickými modely, jejichž vhod-
nost byla posouzena kombinací grafické diagnostiky a informačních kritérií. Jako
vhodný model pro obě pohlaví bylo zvoleno zobecněné gama rozdělení. Simulovaná
průměrná doba strávená v penzi po zaokrouhlení odpovídala udávané hodnotě 21,5
roku. Negativní šikmost simulovaných dat naznačila, že průměr může být v tomto
kontextu ovlivněn krátkými dobami v penzi a tak poskytovat podhodnocenou
představu o „typické“ hodnotě.

Závěrečná kapitola byla věnována simulační studii scénářů změn rozdělení věku
odchodu do důchodu a analýze jejich dopadu na očekávanou i simulovanou dobu
strávenou v penzi. Výsledky ukázaly, že dobu strávenou v penzi určuje především
samotná změna věku odchodu do důchodu, zatímco zásahy do tvaru rozdělení
mají ve srovnání s posunem podstatně menší dopad.

Vlastní přínos práce spočívá v matematickém vymezení doby strávené v penzi
a v návrhu několika způsobů výpočtu její očekávané hodnoty. Dalším přínosem
je simulace a následná analýza doby strávené v penzi, zejména však konstrukce
a implementace simulačních scénářů věku odchodu do důchodu, které představují
transparentní nástroj pro scénářové porovnání a citlivostní analýzu dopadů změn
důchodového systému.
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A Přílohy

A.1 První příloha - R_kod.R
Elektronická příloha obsahující kód ze statistického softwaru R, který byl

vytvořen při zpracování praktické části práce.

A.2 Druhá příloha - ND65.xlsx
Elektronická příloha obsahující naděje dožití pro ženy ve věku 65 let.

A.3 Třetí příloha - UTz
Elektronická příloha obsahující složku s úmrtnostními tabulkami od roku 1940

do roku 2023 - pro ženy.

A.4 Čtvrtá příloha - UTm
Elektronická příloha obsahující složku s úmrtnostními tabulkami od roku 1940

do roku 2023 - pro muže.

A.5 Pátá příloha - duchodovy_vek.csv
Elektronická příloha obsahující data „Počet nově přiznaných důchodů v České

republice dle věkové kategorie“.
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