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Uvod

Starnuti populace je jednim z nejvyznamnéjsich demografickych trendt sou-
casnosti, ktery ma dalekosahlé dopady na ekonomické, socidlni a politické aspekty
spolec¢enského zivota. S rostouci délkou zivota a zménami demografické struktury
v Ceské republice se otdzka financovani diichodového systému a jeho udrzitelnosti
stava stale aktualnéjsi. Klicovym ukazatelem, jenz odrézi stav a udrzitelnost
dichodového systému, je primérna doba, kterou jednotlivci stravi v penzi. Tento
ukazatel je vsak casto zjednoduSené prezentovan v médiich, pricemz aktualni
diskuse ¢asto operuji s hodnotou 21,5 roku.

Prace si klade za cil tuto hodnotu kriticky prezkoumat, analyzovat ji na zakladé
dostupnych dat a poukazat na potencialni zkresleni spojend s interpretaci primeéru.
Zasadni je totiz pochopit nejen stfedni hodnotu, ale také rozptyl a rozdéleni doby
stravené v dichodu, které mohou poskytovat mnohem komplexnéjsi obraz. Prace
se také zaméri na rozdily mezi primérem a medianem, jelikoz median mize v tomto
kontextu slouzit jako vhodnéjsi metrika.

Dalsim prinosem této prace bude modelovani a simulace doby stravené v penzi,
které umozni predikovat, jak se tento ukazatel mize vyvijet v zavislosti na zménach
parametri, jako je napriklad vék odchodu do dichodu. Tyto studie poskytnou
hlubsi pohled na demografické a statistické aspekty doby stravené v penzi a upo-
zorni na dilezitost spravného porozuméni zakladnim statistickym ukazatelim
v kontextu verejné politiky a informovani Siroké verejnosti.

Cilem této diplomové préace je tedy nejen kriticky prezkoumat casto citovanou
hodnotu prameérné doby stravené v diichodu, ale také nabidnout podrobnéjsi
analyzu rozlozeni tohoto ukazatele a jeho zavislosti. Tento pristup muze prispét
k piesnéjsi a objektivnéjsi diskusi o reformach dichodového systému v Ceské
republice a zvysit povédomi o rozdilech mezi riznymi metodami statistické inter-
pretace.



1 Matematicka demografie

Délka zivota jednotlivce a s ni souvisejici délka doby stravené v penzi pred-
stavuji demografické veli¢iny, jejichz porozuméni je klicové jak pro spolecenské,
tak pro ekonomické analyzy. Tyto procesy maji prirozené stochasticky charakter,
a jejich popis proto vyzaduje vyuziti nastroju pravdépodobnosti a matematické
statistiky.

Matematickéd demografie umoznuje prekrocit ramec ¢isté empirického pozo-
rovani a formulovat timrtnostni procesy prostrednictvim presné definovanych
funkci — zejména funkce preziti, distribuc¢ni funkce délky zivota a intenzity damrt-
nosti. Tyto veli¢iny poskytuji konzistentni teoreticky ramec pro modelovani délky
zivota jako nahodné veli¢iny a pro odvozovani souvisejicich ukazatell, jako je
nadéje doziti ¢i podminéna nadéje doziti ve zvoleném véku.

Z hlediska analyzy doby stravené v penzi je matematické pojeti zasadni, nebot
umoznuje presné vyjadrit ocekavanou délku zivota po dosazeni diuchodového véku
a analyzovat, jak se tato veli¢ina méni v case ¢i mezi riznymi populacemi.

Tato kapitola se proto zaméruje na shrnuti teoretickych a matematickych
zakladtt demografické analyzy, které budou v dalsich ¢astech prace vyuzity pri
modelovani a interpretaci doby stravené v penzi.

1.1 Model ndhodné délky zZivota

Délku zivota lze z pohledu matematické demografie chapat jako ndhodnou
veli¢inu, jejiz hodnota je ovlivnéna mnoha faktory a nelze ji predem urcit. Tato
podkapitola, vénujici se modelu nahodné délky zivota, vychazi z publikaci Cipra
[1] a Gerber [2].

Necht z > 0 oznacuje vék jedince. Nahodna veli¢ina T, vyjadiuje zbyvajici
délku Zivota osoby, ktera je ve véku x nazivu. Tudiz x + T, predstavuje cely zivot
jedince ve véku x, nebo jinymi slovy, vék, ve kterém tento jedinec zemfe.

Pozndmka. V ramci této prace budeme pojmem osoba ve véku x vzdy myslet
osobu, ktera je v tomto véku nazivu.

7 charakteru zbyvajici doby zivota mizeme tict, ze T, je spojitda nahodna
veli¢ina nabyvajici nezapornych hodnot. Jeji distribu¢ni funkce

F,(t) =P(T, <t), t>0

vyjadiuje pravdépodobnost, Ze osoba ve véku x zemie béhem nasledujicich ¢ let,
pro fixni ¢.
Predpokladejme, ze T, m4 hustotu f,(t) = %Fx(t). Pak muzeme psat
fo®)dt =P(t < T, <t+dt), t>0, (1.1)
coz vyjadruje pravdépodobnost, ze smrt nastala v nekoneéné malém casovém
intervalu od ¢t do t + dt.



Naopak pravdépodobnost, ze osoba ve véku x prezije alespon t let, nam
vyjadiuje funkce preZiti

S.(t)=1— F,(t) = P(T, > 1), t>0.

Velmi Casto se muzeme setkat s aktuarskym znacenim téchto ukazateli. Jelikoz
se toto znaceni vyuziva v amrtnostnich tabulkach, které jsou nedilnou soucasti
analyzy casu traveného v penzi, uvedeme si jej zde také. Prot > 0 a s > 0 znacime

1qz = P(T, < t) = Fo(t),
Pz = P(Ty > t) = Sa(t),
stde = P(s < Ty <5+ 1).
Specialné pro t = 1 znac¢ime

19z = 4z,
1Pz = Pz,

coz nam vyjadiuje pravdépodobnost, ze osoba ve véku x zemfe béhem nasleduji-
ciho roku, resp. pravdépodobnost, zZe se osoba ve véku x dozije véku x + 1.

Matematickd demografie vyuziva nasledujici zakladni predpoklad tykajici
se vztahu mezi zbyvajici délkou Zivota osoby ve véku x a zbyvajici délkou zivota
osoby ve véku x + s. Predpokladd, Ze rozdéleni nahodné veli¢iny T, je stejné
jako podminéné rozdéleni ndhodné veliciny T, — s za podminky T, > s. Formalné

L(T,rs)=L(T, —s|T,>s), s>0. (1.2)
Z predpokladu vyplyva, ze
Suls +8) = Suls) - Suralt), 6520, (1.3)
nebot
Sz(s+1) P(T, > s+1)

Sa(s +1) = Sa(s) - So(s) =(s)- P(T, > s)

= S5.(5) - P(Ty > s+ t|T, > s) = Su(s) - P(T, — s > t|T, > s)
Su(5) - P(Taps > 1) = Su(s) - Soolt).
Nyni mtzeme psat
stde = P(s < Ty <s+t)=Fy(s+1) — Fu(s) = Sa(s) — Sa(s +1)
= 8:(8) - (1 = Spqs(t)) = sPa * tGurs- (1.4)

Symbol ,q, tedy vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x preZije s let
a poté zemre béhem nésledujicich ¢ let.



Dalsim dilezitym pojmem matematické demografie, ktery tizce souvisi s délkou
zivota, je intenzita umrtnosti

222 iy M
h—04 h h—04 h ’

pricemz pro malé h mizeme vyuzit aproximace

WGz = Ny,

Za predpokladu, ze existuje hustota f,(t) definujme také intenzitu tmrtnosti
ve véku x +t pro t > 0, pomoci niz budeme moci ukazat alternativni vyjadreni
nékterych z diive uvedenych vztaht

P(Tysy < 1) P(T, —t < h|T, > )

B e
P < -
_ lim (t<T,<t+h) _ lim Fy(t+h) - F(t) 1
h—0y  h-P(T, >1t) h—04 h tPx
d 1 fz(t)
=—F.(t) — = . 1.5

Nyni muzeme vztah (1.1)), tedy pravdépodobnost, Ze osoba ve véku x zemfe
v nekonecné malém casovém intervalu od ¢asu t do casu t + dt vyjadrit pomoci
intenzity tmrtnosti jako

Ze vztahu (|1.5)) lze také vyjadrit derivaci funkce preziti, kterd je uziteéna pri
odvozovani dalsich vztahi.
d d

%tpx = %[1 — F,(0)] = = [o(t) = —pattzre, ¢t 20. (1.6)

Intenzitu amrtnosti ve véku = + t lze alternativné vyjadrit jako

d
Hptt = _%lntp:w t> 07 (17)

nebot

d d 1 fa(t)

_a 1ntpx - _a hl[l - Fx(t)] = _1_7}790(75) ’ [_.fx(t)] = tPT = M+t

Diky vztahu (1.7) mizeme nyni vyjadrit pravdépodobnost, ze osoba ve véku z
prezije alespon ¢ let jako

t
tPzr = eXp(—/ forsds), t>0.
0
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V ramci této prace nas budou ale nejvice zajimat charakteristiky zbyvajici
délky zivota, a to predevsim jeji stfedni hodnota, nazyvana stredni délka Zivota
ve veku x

o 00 T5) [ T6) [ d
€x= E(Tx) = /0 t- fx(t)dt /0 t- tPz * M.Z‘-‘rtdt /O t- <_dttpx> dt

s
S

Pozndmka. Zkratka p.p pouzita ve vypoctu ([1.8) znaci integraci per partes.

o 7’ 7’ 7’ o v 4 v Ve ’ 4 L . . v
Hodnota e, ndm udava pramérny pocet let zivota, které zbyvaji jedinci ve véku z.

Rozptyl ndhodné veli¢iny T, lze vyjadrit jako

00 00 2
Var(Tm> - E(Tac)2 - [E(Tm)F - /0 t2 “tPx - ,U/x—i-tdt - (A t- tPx * ,uac—i-tdt)

o) ) 2
0 0

V praxi se ovSsem obvykle pracuje spise s celo¢islenou délkou zivota. Uvedme
si zde proto dalsi dvé ndhodné veliciny K, a S, spliujici

T, =K, +S..

Nahodna veli¢ina K, vyjadiuje celoc¢iselnou délku zivota osoby ve véku x a je
definovéana jako celd ¢ast ndhodné velic¢iny T, tj. K, = | T,|. Ndhodna veli¢ina
S. naopak vyjadruje zlomek roku, béhem néhoz je osoba ve véku z nazivu, v roce
umrti.

Rozdéleni celociselné ndhodné veliciny K, je dano vztahem

KDz — kPz * Dotk = kP2 - (1 — Dagk) = kD2 - Qotk, Kk =0,12,...

Stredni hodnota této ndhodné veliciny vyjadiuje oc¢ekdvanou celoc¢iselnou budouci
délku zivota.

k=0

k=1
- Z k- (kpm - px—i—k) = Z kDz- (19)
k=1 k=1

Prave tato stfedni hodnota, velmi casto nazyvana nadéje doziti, bude pro tuto
praci stézejni, protoze pomoci ni lze jednoduse definovat zkoumanou oc¢ekavanou
dobu travenou v penzi.
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1.2 Umrtnostni tabulky

V této podkapitole se zamérime na tmrtnostni tabulky, které predstavuji
klicovy nastroj matematické demografie, nebot umoznuji prevést spojité teoretické
modely délky Zivota do prakticky vyuzitelné diskrétni podoby. Zatimco nahodna
délka zivota je popsana funkcemi preziti ¢i intenzitou umrtnosti, dmrtnostni
tabulka zprostredkovava jejich ekvivalent na jednotkovych vékovych intervalech,
a tim vytvari strukturu vhodnou jak pro empirické modelovani, tak pro nasledné
analytické vipocty. Umrtnostn{ tabulka je tedy v podstaté tabulka jednoro¢nich
pravdépodobnosti tumrti ¢,, kterd zcela definuje rozdéleni ndhodné veli¢iny K,.

Umrtnostni tabulky jsou konstruovany pro celo¢iselné véky =z = 0,1,2,...
a uvadéji se oddélené pro muze a zeny, pficemz v Ceské republice je posledni udé-
vanou hodnotou otevieny vékovy interval 105+. Zakladnim vstupem pro vypocet
jednotlivych polozek tabulky jsou vékovée specifické pravdépodobnosti tmrti béhem
jednoho roku ¢, a odpovidajici pravdépodobnosti preziti do véku z+ 1, oznacované
pe, které byly definovany v pfedchozi podkapitole. Pro Ceskou republiku jsou
umrtnostni tabulky publikovany kazdorocné na zakladé nejaktualnéjsich statistik
Ceskym statistickym tiadem.

Poznamka. V dalsim textu prace budeme vék x chépat vzdy jako celociselny,
odpovidajici vékovému rozmezi [x; z + 1), tj. osobou ve véku = budou oznacovany
osoby, které dosahli x-tého vyro¢i svého narozeni. Véku x + 1 pak nabyvaji
dosazenim dalstho vyroci.

Nyni si na zédkladé metodiky Ceského statistického tifadu 3] uvedeme za-
kladni ukazatele imrtnostnich tabulek, které jsou stézejni jak pro jejich spravné
pochopeni, tak pro ziskani nadéje doziti.

Definice 1.1 (Pocet zemftelych). Ukazatel D, vyjadruje absolutni pocet zemielych
ve véku x v daném obdobi.

Definice 1.2 (Stredni stav obyvatel). Ukazatel P, vyjadruje stfedni stav obyvatel
ve véku x a v tabulkdch pro Ceskou republiku je definovdn jako bilancovany pocet
obyvatel k 1.7. daného roku.

umrti a doziti.
Funkce ¢, je zalozena na tabulkové mife imrtnosti m, v daném véku. PTi vypo-

¢tech je tato mira nahrazena specifickou mirou imrtnosti, ziskanou z empirickych
dat jako

Do vypoctu pravdépodobnosti tmrti ¢, dale vstupuje parametr a,, ktery vy-
jadfuje prumérny pocet ¢lovékoroku prozitych ve vékovém intervalu [z,x + 1)
osobami, které béhem tohoto vékového intervalu zemiely. S ohledem na obecné
prijimany predpoklad rovnomérného rozlozeni presného véku zemfelych se pro
vétsinu vékl standardné uvazuje hodnota % Vyjimku tvori vék 0 a posledni
(otevieny) vékovy interval. Pro roky 1920 az 1985 byla hodnota ag implicitné
nastavena na 0,1. Od roku 1986 se pak stanovovala piimo z individudlni dat,
konkrétné jako pozorovany podil primérného véku zemrtelych kojenci vyjadieného
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ve dnech a celkového poc¢tu dni v roce. Pro posledni otevieny vékovy interval
se pak parametr ajgs5, urcuje vztahem

1

105+ = 7m .
105+

Definice 1.3 (Pravdépodobnost dmrti). Pravdépodobnost tmrti ¢, vyjadruje
pravdépodobnost, Ze osoba ve veku x let v daném obdobi zemre (tj. pred dosazenim

veku x +1)
My

:1+(1—ax)-mx'

4z

Definice 1.4 (Pravdépodobnost doziti). Pravdépodobnost doziti p, vyjadruje
pravdépodobnost, Ze se osoba ve veéku x let dozije x + 1 let

p:}czl_qgc-

Definice 1.5 (Tabulkovy pocet dozivajicich). Tabulkovy pocet dozivajicich I, je
pocet 0sob, které se dozZiji véku x let z hypotetické populace ly soucasné narozenych
jedincu pri zachovdni radu umrtnosti sledovaného obdobi

lerl = Pz l:):

Velikost hypotetické populace [y se nazyva koren umrtnostni tabulky a obvykle
se voli [ = 100 000.

Definice 1.6 (Tabulkovy pocet zemfelych). Tabulkovy pocet zemrfelych d, je
hypoteticky pocet zemrelych osob v prislusném véku x, vypocitavan jako rozdil po
sobé jdoucich tabulkoviych poctu dozivajicich

dy =1y — lpsy.

S vyuzitim tabulkového poc¢tu dozivajicich a zemfelych lze vyjadrit nasledujici
vztahy

KDz = Z”Z’“ (1.10)
o = C;:, (1.11)
ke = lx_lml“;““ (1.12)
k[1Gz = d:;:k (1.13)

Vztah ((1.10) vychazi ze vztahu (1.3), na zakladé kterého muzeme po prevodu
do aktuarského znaceni spolu s vyuzitim definice pro celociselné k psat

kPx = 1Pz * k—1Pz+1 = Pz " Pa+1 " k—2Pa+2 =+ = Pz " Pa+1° -+ * Patk-1
_ lac—l—l . lm+2 . . l:p—l—k _ lz+k
lx l:r+1 lz+k71 lw

13



Vztah ((1.11) dostaneme s vyuzitim definice a nasledovné

l:):Jrl l:p - lirl dz
e b I I I
Vztah (1.12)) ziskdme dosazenim vztahu ((1.11)) do rovnosti rq, = 1 — gp,. Posledni
vztah (1.13)) ndm popisuje rozdéleni ndhodné veliciny K, protoze jak jiz bylo
ukazano drive

([T-4) /. d, dy
P(Km - k) - k|IQSc EPz - Quik = k : L k

la: la:+k B la:

ces

Definice 1.7 (Tabulkovy pocet zijicich). Tabulkovy pocet Zijicich L, je hypoteticky
prumerny pocet cloveékoroki proZitych mezi presnymi veky x a x + 1

L,=1,—(1-a)-d,.

ces

Pro véky = =1,...,104, kdy je hodnota ag = % by se tabulkovy pocet zZijicich
dal vyjadrit nasledovneé
l:v + lm+1

2 9
tedy jako priumér dvou po sobé jdoucich hodnot tabulkovych poc¢tt dozivajicich.

L, =

Definice 1.8 (Pomocny ukazatel). Pomocny ukazatel T, vyjadruje pocet let Zivota,
které mad tabulkovd generace (nikoliv jednotlivec) v daném véeku jesté pred sebou
a je ddn kumulaci poctu Zijicich L, od veku x po nejuyssi vek tabulky:

104

T, => L+ Ligs+-
k=x

Zde je nutné dat si pozor a odliSovat pomocny ukazatel T, od nahodné
veliciny T,. Hlavnim divodem pro zavedeni pomocného ukazatele T, je vyjadieni
vztahu, podle kterého se v imrtnostnich tabulkach pocita pravé nami vyzadovana
nadéje doziti.

Definice 1.9 (Stredni délka zivota). Stfedni délka zivota neboli nadéje doziti e,
uddvd prumerny pocet let, ktery proZije prave x-letda osoba pri zachovdni umrtnost-
nich pomeri daného obdobi. Stredni délka Zivota je pocitana jako podil poctu let
Zivota, které md tabulkovd generace v daném véku pred sebou (T,) a tabulkového
poctu doZivagicich (1)

r = —.

la

1.2.1 Studie

Umrtnostni tabulky ndm poskytuji dilezité informace, avsak ne vzdy vime vie
o jejich ptvodu. Cesky statisticky dfad mé v databézi imrtnostn{ tabulky od roku
1920. Dnes jiz nezije mnoho lidi narozenych v roce 1920, tudiz nékteré idaje ve star-
sich timrtnostnich tabulkach by jiz mohly byt nahrazeny zpétné dopocitanymi
skutecnymi hodnotami z historickych dat. Nikde vSsak neni uvedeno, jestli tomu tak
je. Proto si nyni provedeme studii, kde se podivame na to, zda se jedna o zpétné do-
pocitavanou hodnotu, nebo o odhad z prislusného roku vzniku amrtnostni tabulky.
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Uvazujme Zeny narozené v roce 1923, tedy zeny, které by v roce 20233 doséahly
véku 100 let. Zamérme se naptiklad na veék 65 let, kterého tyto zeny dosahly v roce
1988. Pokud bychom se tedy podivali na tmrtnostni tabulky z roku 1988, zjistili
bychom, Ze nadéje doziti pro Zeny ve véku 65 let byla v tomto roce dle Ceského
statistického tfadu [4] odhadovdna na 15,28 roku. Déale vyuzijeme umrtnostni
tabulky z obdobi 1988 az 2023 k urceni poc¢tu zen, narozenych v roce 1923, které
v tomto obdobi zemfely. Tento daj je v tabulkéch reprezentovan ukazatelem D,
a jeho grafické zobrazeni muzeme vidét na obrazku [1.1]

3000 —

2500 — M .

N

o

=}

=}
|

]

]

1500 — M

Pocet imrti

1000 — ‘ ’ ’ ’

500 —

Obrazek 1.1 Pocet tmrti zen narozenych v roce 1923 podle véku.

Nyni na zakladé ziskanych dat spocitame priamérny vék doziti zen narozenych
v roce 1923 po 65 letech, abychom zjistili, zda se jedné o hodnotu dopocitavanou
na zakladé znamych dat zpétné, nebo se jedna o odhad nadéje doziti z roku 1988.

Prameérny vék doziti pro zZeny narozené v roce 1923, urceny za podminky, Ze se
dozily 65 let, spocitany nasledovné

65 - Pocet zemfelych v 65 letech + - - - + 100 - Pocet zemfelych ve 100 letech
Celkovy pocet zemrtelych od 65 let

Y

je na zakladé dat roven 81,208 rokim. Jejich nadéje doziti ve véku 65 let by tedy
meéla byt 16,208 pokud by se jednalo o zpétné dopocitavany tudaj. Tento udaj
sice neni uplné presny, jelikoz v roce 2023 jesté nékolik Zen narozenych v roce
1923 zilo, ale vek, kterého se tyto zeny nakonec doziji, vSak skutecnou hodnotu
pouze nepatrné zvysi, a jelikoz jiz tak je hodnota, kterou jsme spocetli z dat skoro
o jeden rok vyssi nez hodnota uvadéna v timrtnostnich tabulkach z roku 1988,
dochazime k zavéru, ze se jedna o odhad z daného roku.

ITato st prace vznikala na podzim 2024 a tudiz dmrtnostni tabulky pro rok 2023 byly
posledni publikované.

15



2 Doba travena v penzi

Na zékladé informaci Ceského statistického tfadu [5] pocet seniorti, tedy lidi
starsich 65 let, v Ceské Republice neustéle roste. V roce 2023 bylo v CR 2 237
322 seniort, a tvorili tedy zhruba pétinu celé populace. Pro srovnani, v roce
1993 tvorili seniofi zhruba 13 % populace. V souvislosti se starnutim populace se
mnohdy hovori o primérné dobé stravené v penzi a nutnosti jeji regulace.

7, matematického hlediska lze dobu stravenou v penzi chapat jako ndhodnou
velicinu zavislou na véku odchodu do dtichodu a na imrtnostni strukture popu-
lace. V této kapitole predstavime rizné definice doby stravené v penzi, jejich
matematické vlastnosti a vhodnost pouziti v riznych aplika¢nich kontextech.

2.1 Dtichodovy vék

Velmi dilezitym pojmem, o kterém se v kontextu doby stravené v penzi
casto mluvi, je dichodovy vék. Dichodovym vékem se rozumi veék, ve kterém
ma obcan narok odejit do starobniho dichodu a zacit pobirat penzi od statu.
Tento vék je v Ceské republice stanoven zakonem a odviji se od nékolika faktort,
jako je datum narozeni a pohlavi. Pivodné byl dichodovy vék pro muze a zeny
odlisny, avsak soucasné zakony postupné sméruji k jeho sjednoceni pro obé pohlavi.

V soucasné dobé se casto v disledku zvysovani nadéje doziti hovori o regulaci
doby stravené v penzi. Od 1. ledna 2025 by mél zacit platit novy zadkon o diichodo-
vém veéku. Dosavadni systém rozliSoval mezi muzi a Zenami, pticemz u zen zavisel
dichodovy vék vyrazné na poctu déti. Vék odchodu do dichodu se kazdorocné
zvysoval — u muzl a bezdétnych zen o dva mésice, u zen s détmi o Sest mésici —
a byl zastropovan vékem 65 let. Nyni vsak nova tprava zakona o dichodovém
pojisténi [6], s cilem regulovat dobu strdvenou v penzi, posouvé tento strop na
67 let a stanovuje zakladni diichodovy vék na 65 let, ktery se bude pro kazdy
dalsi roénik zvysovat o jeden mésic. Tento zédkon se zacne vztahovat na osoby,
které by podle predchozi pravni verze dosahly diichodového véku 65 let. Pro muze
a zeny, které vychovaly maximalné jedno dité, to bude od roéniku 1965. Pro Zeny,
které vychovaly vice nez jedno dité, pak o néco pozdé&ji. Uplného sjednoceni bez
ohledu na pohlavi ¢i pocet déti bude dosazeno u osob narozenych od roku 1973.
Jak budou urcéeny diichodové véky pro konkrétni roéniky dle nové tpravy zakona,
muzeme vidét v nésledujici tabulce 2.1} Véky v tabulce jsou udévany ve formatu
~roky + mésice”.

Rok narozeni 1965 | 1966 | 1967 1972 1973 | 1974 1988 | 19894

Muzi 65 |65 +1[65+265+7
0 dti 65 |65+1|65+265+7
1 dité 65 |65+1|65+265+7

Zeny | 2 dati 6448 |65+1|65+2]| 65470 T8]00+9)066+111 67

3 - 4 deéti 63+2[63+8|64+2|65+7
5avicedéti | 61+ 8|62+ 2|62+ 8| 65+ 2

Tabulka 2.1 Dichodové véky pro rtizné ro¢niky dle nové upravy zakona.
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V tabulce muzeme vidét, ze diichodovy vék pro zeny, které vychovaly 5
a vice déti, by se 1idil starsi verzi zakona az po ro¢nik 1972. Pti nésledném pricteni
6 mésicu by pak jiz doslo k sjednoceni s ostatnimi skupinami a dale se pokracovalo
podle nové verze zakona. Pro osoby narozené od roku 1989 by dichodovy vek jiz
dosahoval maxima a dale by se nezvysoval.

Pomoci funkce preziti, definované v podkapitole lze vyjadrit pravdépodob-
nost, ze se osoba ve véku x dozije stanoveného dichodového véku jako

P(T, >r—x)=95,(r—z), r>ux, (2.1)
kde r vyjadruje prislusny dichodovy vék pro osobu ve véku x.

Interpretaci doby stravené v penzi vsak ztézuje fakt, ze dichodovy vék neni jedi-
nym kritériem pro odchod do penze. Existuji vyjimky, které umoznuji do diichodu
odejit jiz pred dosazenim dichodového véku. Mezi né patii napriklad vykonavani
rizikové profese. Zaroven také zavisi na individualnim rozhodnuti jedince, protoze
to, ze ma osoba narok do diichodu odejit, jesté neznamena, ze do néj odejit musi.

2.1.1 Studie

Nyni se podivame na to, jak nova verze zdkona o dichodovém véku kore-
sponduje s vyvojem nadéje doziti. V této analyze se budeme zabyvat Zenami
ve véku 65 let a nejprve prozkoumame, jak se jejich nadéje doziti ménila v prabéhu
poslednich let. Tato data lze ziskat z databdze Ceského statistického ttadu [5].

—— Trend nadéje doziti

—— Dlchodovy vék
20 —
==t =+ T =TT I alh
15 —
10 —
5_
O_ e JC _JL _JL _JC I JL J J L J J J J J I JL |
—TANNTOONODIDO T ANMNMITOLOMNODOOOEO AN M
OO0 0000000 rr—“—rmT——rmrrmr—r—7m™1m—1m— ANANAN
OO0 0000000000000 O0DO00O0 00 OO
[ VIR o VAN o Iy o\ I o VI o VAN oV Iy oV A o VAN oV I oV I o VAN o U I oV I o VAN o U AN oV I o VI o U I o U I o I o U I o\
Nadgje doziti

Obrazek 2.1 Nadéje doziti 65letych zen a jejich dichodovy vék dle nové verze zédkona.

Na obrézku [2.1]1ze pozorovat vyvoj nadéje doziti zen ve véku 65 let od roku
2001. V tom roce c¢inila nadéje doziti priblizné 17 let, a v pribéhu let postupné
rostla, az se stabilizovala na zhruba 19 letech, kterych dosahla v roce 2019. V letech
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2020 a 2021 doslo k docasnému poklesu nadéje doziti, nejspise v disledku pandemie
covid-19, po kterém nasledoval opétovny narist. Cervend kiivka, pfiddna do grafu
pro zretelnéjsi zndzornéni, predstavuje regresni primku odhadnutou metodou
nejmensich ¢tverc, kterd vystihuje trend vyvoje nadéje doziti.

Abychom ilustrovali, jak nova verze zakona odrazi rostouci trend nadéje doziti,
byla do grafu doplnéna modra kiivka, znazornujici hypoteticky dichodovy vék,
pokud by zakon platil jiz od roku 2001, tedy pro osoby narozené od roku 1936.
Vzhledem k tomu, ze nova legislativa postupneé sjednocuje diichodovy vék, a ze cilem
této studie je pouze analyzovat vztah mezi novou verzi zdkona a nadéji doziti,
uvazovali jsme, ze dlichodovy vék vSech Zen narozenych v roce 1936 bude 65 let,
nezavisle na poctu deéti.

Protoze graf znazornuje nadéji doziti ve véku 65 let, nulova hodnota na y-ové
ose odpovida 65 roktim zivota. Aby bylo mozné snadnéji porovnat trend nadéje
doziti s hypotetickym dichodovym vékem, byla krivka dichodového véku posu-
nuta blize ke krivce trendu nadéje doziti a v grafu zndzornéna prerusované.

Z obrazku je patrné, Ze nadéje doziti stale roste rychleji nez duchodovy
vék. To naznacuje, ze doba stravend v penzi se bude nadéle zvysovat, presto vsak
nova verze zakona prispiva k regulaci tohoto nartstu.

Je také zajimavé si na obrazku povsimnout, zZe nadéje doziti zZen ve véku 65
let v zadném roce neprekrocila hodnotu 21,5 roku, ktera je médii ¢asto uvadéna
jako hodnota primérné doby stravené v penzi. Vyvstava tedy otazka, odkud
se tato hodnota bere, kdyz zeny maji obecné vyssi nadéji doziti nez muzi, a presto
jejich nadéje doziti ve véku 65 let nikdy této hodnoty nedosahla.

Hlavnim dtvodem jsou zeny, které v minulosti ¢asto odchézely do diichodu
mnohem drive, ¢asto kolem 55 let, v zavislosti na poé¢tu vychovanych déti. Tyto
diivejsi odchody prirozené zvysuji primérnou dobu stravenou v diichodu.
mizi, protoze diichodovy vék se postupné sjednocuje pro vsechny. Nebude tedy
existovat zadna pocetnéjsi skupina osob s podstatné nizsim dichodovym vékem,
ktera by priumeér prodluzovala. Otazkou tak zlistava, jak se tato medidlné uvadéna
hodnota do budoucna proméni a jaka primeérna doba stravena v penzi ceka
soucasnou generaci pracujicich.

2.2 Zakladni definice doby stravené v penzi

Definice 2.1. Necht T, je ndhodnd velicina vyjadrujici zbyvajici dobu Zivota
0soby ve veéku x a necht r je vék odchodu do dichodu dané osoby. Dobu stravenou
v penzi osoby ve véku x lze potom prirozené definovat jako

T,—(r—=z), jeliT,>r—uz,
0, je-li T, <r —x.

Dx_[Tz_On_x)]Jr_{

Poznamka. Zde je opét nutné dat si pozor a odliSovat ukazatel tmrtnostnich
tabulek D, od ndhodné veli¢iny doby stravené v penzi D,.

Definice predstavuje zakladni definici doby stravené v penzi jako nahodné
veli¢iny odvozené z nahodné veliciny zbyvajici délky zivota, kterd byla predstavena
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v podkapitole[I.1} Z definice je patrné, Ze doba stravend v penzi je zbyvajici délkou
zivota (spolu s rokem odchodu do dichodu r) jednoznacéné urcena. Definice
dale reflektuje fakt, ze ¢ast populace se odchodu do diichodu nedozije, a tudiz pro
ni ndhodna veli¢ina D, nabyva nulové hodnoty.

Doba stravena v penzi je tedy spojita nahodna veli¢ina nabyvajici nezapornych
hodnot a mizeme ji, stejné jako ndhodnou veli¢inu T, rozlozit na celoc¢iselnou
cast a zlomek roku, ktery osoba ve véku x stravila v penzi v roce smrti. Zavedme
pro tyto tcely ndhodnou veli¢inu R, = [D, | , pfedstavujici celo¢iselnou dobu
stravenou v penzi a ndhodnou velicinu Q, predstavujici zlomek roku v penzi.
Potom

D, =R, + Q.. (2.2)

Na zakladé definice lze také urcit pravdépodobnost, ze osoba ve véku x
stravi v penzi vice nez d let. Pro d > 0 plati

P(D, >d) =P(T, >7—x2+d) = S(r —z +d). (2.3)

Pravdépodobnost, Ze osoba ve véku x prezije v penzi vice nez d let, je rovna
pravdépodobnosti, Ze se osoba ve véku z dozije véku odchodu do dtichodu r
a nasledné v ném stravi d let, tedy ze celkem prezije (r — x + d) let.

Ze vztahu (2.3)) 1ze pak snadno vypocitat také ocekavanou dobu stravenou
vV penzi.

Definice 2.2. Necht r je vek odchodu do dichodu. Ocekavana doba stravend
v penzi osoby ve véku x se definuje jako

[e.9]

ED,) = /OOO P(D, > u)du = /OOO Se(r —z+u)du = / S (t)dt.

r—x
Specialné, ocekavand doba stravend v penzi pravé narozeného jedince je

E(D,) = /OO So(t)dt.

r

Z metodického hlediska predstavuje definice [2.1] vychozi model, z néhoz lze
vétsinu sofistikovanéjsich definic dale odvozovat.

Dalsim zpusobem, jak stanovit dobu stravenou v penzi, je napriklad zpétné
dopocitavani.

Definice 2.3. Necht R je kalenddrni rok. Vezmeme vsechny osoby zemrelé v roce
R a jejich dobu stravenou v penzi, je-li > 0. Primérna doba stravena v penzi se
pak ziskd jako aritmeticky prumér z téchto cisel.

Podminka, ze doba stravena v penzi musi byt kladna, zaruci, podobné jako
definice 2.1], ze se z dat vylouci osoby, které v roce R zemfely, aniz by dosdhly
dtiichodového véku. Takto vypoctend doba stravena v penzi predstavuje skutecnou
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hodnotu odvozenou zpétné z dat, nikoli jeji odhad. Definice ma proto spise
deskriptivni charakter a nelze ji vyuzit v situacich, kdy nas zajima napriklad
ocekavanda doba stravena v penzi pro soucasné generace. Nevyhodou je rovnéz
nutnost mit k dispozici vhodna historicka data nezbytna pro vypocet. Dalsim
omezenim této definice je, ze nevychéazi ze skupiny osob stejného véku, a neni
tedy vhodna pro analyzy zamérené na ocekavanou dobu stravenou v penzi u lidi
urcitého véku.

2.3 Diskrétni model zalozeny na imrtnostnich
tabulkach

V této podkapitole se budeme zabyvat celoc¢iselnou ndhodnou veli¢cinou doby
stravené v penzi R,. Ukdzeme, Ze pro diskrétni véky x 1ze dobu stravenou v penzi
definovat pomoci tmrtnostnich tabulek. V praxi je tento model velmi vyhodny,
a to zejména proto, Ze je pomoci imrtnostnich tabulek plné specifikovan a primo
navazan na podminénou nadéji doziti ve véku r, tedy e,., kterd plni funkci o¢ekavané
délky zivota po odchodu do penze.

Definice 2.4. Necht r je vek, ve kterém osoba ve véku x odejde do dichodu.
Ocekavana doba stravena v penzi osoby ve véku x se poté definuje jako

0o <
E(Ra:) = Z kPz = Z l+k’ r>x.
k=(r—z) k=(r—z) %

Specialné pak, pokud by nas zajimala ocekdvand doba stravena v penzi prave
narozeného jedince

00 > |
E(Ro) = Z kPo = Tk
k=r k=r ‘0

Pozndmka. Pokud vék odchodu do diichodu r osoby ve véku x neni v ¢ase vypoctu
znam (tato situace nastava zpravidla pokud =z < 7), lze pro tucely stanoveni
ocekavané doby stravené v penzi vyuzit dichodovy vek, ktery je stanoven zakonem,
nebo vék odchodu do dichodu simulovat, cemuz se budeme vénovat v pozdéjsi
casti prace.

P1i vypoctu ocekavané doby stravené v penzi dle definice [2.4] se pak hodnoty
nekonecna nahradi posledni hodnotou dostupnou v timrtnostnich tabulkéach, tedy
otevienym intervalem [105, c0). Nevyhodou této definice je, ze zahrnuje i osoby,
které zemrou pred tim, nez viibec dosdhnou véku odchodu do dichodu. Vysledna
oc¢ekavana doba stravena v penzi tedy reflektuje rovnéz timrtnost v obdobi pted
vstupem do penze, a proto neni nejvhodnéjsi pro srovnavani s hodnotou primérné
doby stravené v penzi udavané médii.

Tuto nevyhodu odstranime tak, Ze budeme pracovat pouze s osobami, které se
jiz. véku odchodu do penze dozily, pricemz vyuzijeme toho, ze pro x = r plati

D, =T,, resp. R, = K,,

20



tedy, ze doba stravena v penzi osoby ve veku r, ktera pravé odesla do dichodu, je
totozna se zbyvajici dobou zivota této osoby. Nyni tedy muzeme vyuzit poznatkii
uvedenych v podkapitole [1.1}

Definice 2.5. Necht e, je nadéje doziti ve véku odchodu do dichodu r. Oc¢ekavana
doba stravena v penzi osoby ve véku r se pak definuje jako

kde T, a l. jsou ukazatele imrtnostnich tabulek predstavené v podkapitole[1.3.

Nadéje doziti e,, neboli sttedni délka zivota ve véku r, vyjadiuje ocekava-
nou dobu, po kterou bude osoba ve véku r jesté zit. Tento tdaj je k zjisténi
v tmrtnostnich tabulkach [4] a je zndm jak pro muze, tak i pro zeny. Definice
2.5] tedy udava ocekdvanou dobu strdvenou v penzi za podminky, Ze se jedinec
skutecné dozil dichodového véku. Tento ukazatel tudiz presnéji odrazi realnou
délku pobirani starobniho diichodu. Z tohoto divodu je podminéna oc¢ekavana
doba stravenda v penzi vhodnéjsi pro analyzy udrzitelnosti diichodového systému,
projekce budoucich penzijnich nakladl i mezigeneracni srovnani.

Jelikoz je nadéje doziti jednim z klicovych faktort ovliviiujicich o¢ekavanou
délku obdobi straveného v penzi, zamérime se nyni na konkrétni hodnoty této
veli¢iny v soucasné populaci a s jejich vyuzitim predstavime interpretaci oc¢ekavané
doby stravené v penzi dle definice [2.5]

V podkapitole byly predstaveny vSechny ukazatele, které vstupuji do kon-
strukce umrtnostnich tabulek. V této ¢asti nahlédneme do timrtnostni tabulky,
konstruované pro muze, z roku 2023. Jelikoz cilem této prace je prezkoumat cas
traveny v penzi, omezime se zde pro prehlednost na véky v okoli diichodového véku,
konkrétné na interval 63—67 let. Pravé hodnoty nadéje doziti v téchto veékovych
skupinach by nam mohly poskytnout dobrou prvotni predstavu o délce doby,
kterou lidé travi v penzi.

Pocet Pocet Mira Pravdépo- Tabu%kovy Tabu{kovy Tabulvkovy Pomocny Nadéje

o o 1e . . dobnost pocet pocet pocet Ll
Vek zemfielych obyvatel umrtnosti . . R Y1 Siie o ukazatel doziti
(D2) (Pa) (max) umrti dozivajicich zemielych zijicich (T) ()

(az) () (da) (L)

63 825 56368 0,014493 0,014389 86151 1240 85531 1565000 18,17
64 873 56929 0,015978 0,015852 84911 1346 84238 1479469 17,42
65 1051 59853 0,017589 0,017436 83565 1457 82837 1395231 16,70
66 1230 61614 0,019322 0,019137 82108 1571 81322 1312394 15,98
67 1314 61478 0,021182 0,020960 80537 1688 79693 1231072 15,29

Tabulka 2.2 Ukézka amrtnostni tabulky z roku 2023 pro muze od 63 do 67 let.

Z tabulky [2.2]1ze vy¢ist, ze nadéje doziti pro muze ve véku 65 let ¢ini 16,70 let.
Tento udaj odpovida dle definice ocekavané dobé stravené v penzi pro muze
narozené v roce 1958, ktefi by sli v roce 2023 do diichodu . Pokud se vSak zamérime
na ocekdavanou dobu stravenou v penzi, ktera byla pro tyto muze odhadovana pri
jejich narozeni , ziskame zcela odlisny vysledek. Tuto hodnotu lze dle definice
ziskat z imrtnostni tabulky z roku 1958 pro muze ve véku 0 let, kterd je k nalezeni
v databézi Ceského statistického tiadu [4], jako

1 105+
S

0 k=65
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Pokud bychom tedy pracovali s definici a pocitali s odchodem do diichodu
ve véku 65 let, ocekdvana doba stravend v penzi by dle vypoctu z tabulek ¢inila
pouze 8,70 let. Tento znac¢ny rozdil mezi hodnotami je zptisoben faktory, jako
napriklad vysoka imrtnost novorozencii v minulosti, pokroky v mediciné ¢i zmény
zivotnich podminek, které zasadné ovlivnily délku Zivota populace narozené v roce
1958, a odrazi zasadni rozdil mezi podminénou a nepodminénou stfedni hodnotou.
Tento priklad zdtraznuje dilezitost vhodné volby definice doby stravené v penzi
na zakladé toho, co chceme analyzovat.

Na zakladé tmrtnostnich tabulek 1ze také vyjadrit rozdéleni diskrétni ndhodné
veli¢iny doby stravené v penzi jako

Lo — Ly d,
PR, = k) = & z el l*‘“, k=01,... . (2.4)
Vztah (2.4]) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery pravé odesel do penze
ve véku r stravi v penzi praveé k let, tj. Ze zemfe ve vékovém intervalu [r+k, r+k+1).
Hodnota d,.; vyjadfuje pocet zemrelych v tomto intervalu a hodnota [, pocet
osob, které se veku r dozily.

Obdobné muzeme také vyjadrit pravdépodobnost, ze jedinec, ktery prave
odesel do penze, prezije dalsich k let

l
P(R, > k) = ’”l”“, k=01,...
T
Vyhodou tohoto modelu je jeho jednoduchost a prima interpretace, jelikoz
rozdéleni nahodné veli¢iny R, je zcela urceno timrtnostnimi tabulkami. To nam
také umoznuje studovat Sirsi charakteristiky, jako je rozptyl, median ¢i kvantily
doby travené v penzi.

2.4 Spojity model zalozeny na funkci preziti

Dalsim zptisobem, jak lze vyjadrit dobu stravenou v penzi, je pomoci spoji-
tého modelu. Nyni tedy budeme uvazovat spojitou nahodnou veli¢inu D,. Tento
model je analyticky pfesny a vhodny pro modelovani a simulace. Oproti modelu

I v tomto modelu 1ze, obdobné jako v diskrétnim pripadé, definovat podminé-
nou i nepodminénou dobu stravenou v penzi. Jelikoz jsme si ale jiz v predchozi
podkapitole [2.3| ukazali, Ze pro analyzu doby stravené v penzi je vhodnéjsi pouzit
definici, kterd je podminéna dozitim se odchodu do dichodu, uvedeme si zde
pouze tu.

Uvazujme tedy jedince, ktery se pravé nachdzi ve véku r € R*, tedy v okamziku
odchodu do diichodu. Doba stravena v penzi poté odpovida nahodné veli¢iné T,
tedy zbyvajici dobé zZivota tohoto jedince

D.=T,.
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Distribucni funkce doby stravené v penzi pro osobu ve véku r je dana zakladnim
vztahem mezi distribuéni funkei a funkei preziti

_ So(’f‘ + t)

F.t)=PD,<t)=1-5,(t)=1 , t>0. 2.5
Hustota je pak ddna vztahem
d fo(r+1)
fr(t) dtST(t) Solr) t>0 (2.6)

Vztahy (2.5)) a (2.6 ukazuji, Ze rozdéleni doby stravené v penzi je posunuté a pod-
minéné rozdéleni celkové délky zivota, omezené na ty jedince, kteri dosahli véku
odchodu do dtichodu r.

Obdobné jako v diskrétnim modelu, i v tomto modelu mizeme vyjadrit prav-
dépodobnost, ze jedinec bude v penzi alespon k£ let

. So(?" -+ k)

P(D, > k) = S,(k) = Sl k> 0.

Tento ukazatel ma zdsadni vyznam v pojistné matematice (pro ocenovani dozivot-
nich starobnich penzi), ve vefejnych financich i v medicinskych statistikéch.

Definice 2.6. Necht S,.(t) je funkce preziti osoby ve véku r, kterd uddvd prav-
dépodobnost, Ze tato osoba preZije t let. Ocekavana doba stravena v penzi osoby
ve véku r se pomoci této funkce definuje jako

E(D,) :/Om S.(t)dt, t> 0. (2.7)

S vyuzitim vztahu (1.3]) muzeme vztah (2.7) vyjadiit také alternativné pomoci
celkovych funkci preziti od narozeni do urcitého véku

E(D,) :/OOO Wdt: Sol(r) ./TOO So(w)du, > 0.

Tento vztah je klicovy pro analytické vypocty, nebot lze vyuzit znamé funkéni
aproximace Sp(u), naptiklad Gompertziuv nebo Weibulliv model, které se bézné
pouzivaji pti modelovani tmrtnosti.

2.4.1 Model zaloZzeny na intenzité timrtnosti

V této casti vyjadiime ocekavanou délku doby stravené v penzi pomoci spoji-
tého modelu zalozeného na intenzité imrtnosti. Tento model vychazi z predchoziho
modelu [2.4] kde je funkce preziti vyjadiena nésledujicimi vztahy pro t > 0

So(t) =exp (= [ pad)

r+t t
S.(t) =exp (—/ ,uudu> = exp (—/0 ,ur+udu> :
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Definice 2.7. Necht p, je intenzita imrtnosti osoby ve véku u. Ocekavana doba
stravena v penzi osoby ve véku r zaloZend na této funkci, se definuje jako

o) t
E(D,) :/0 exp (—/0 ,u,,+udu) dt, t>0. (2.8)

Pokud bychom misto posunu integrovali pfimo od r, mohli bychom oc¢ekavanou
dobu stravenou v penzi alternativné vyjadrit tvarem

o0 t
E(D,) :/ exp (—/ ,uudu> dat, t>0.

I zde je velkou vyhodou, ze mtuzeme zvolit konkrétni model intenzity imrtnosti,
naptiklad Gompertz—Makehamtv model.
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3 Prumeér versus median

Jednim z cili této prace je popsat a analyzovat délku doby stravené v penzi
pomoci zakladnich statistickych charakteristik. Klicovou soucasti tohoto postupu
je volba vhodnych mér stredové tendence, které umozni srozumitelnou interpretaci
vysledkl a zaroven omezi vliv extrémnich hodnot, jez se v datech prirozené vysky-
tuji. Tato kapitola se proto zaméruje na porovnani dvou nejcastéji pouzivanych
ukazatell — aritmetického priméru a medianu — a na zdivodnéni volby vhodnéjsi
metriky pro analyzu doby stravené v penzi.

Definice 3.1 (¢-ty kvantil, Mood et al. [7]). Pro ndhodnou velic¢inu X definujeme
jeji g-ty kvantil jako nejmensi cislo ¢ splnujici F,(¢) > q a znacime jej (,.

Rovnost v definici nastava prave tehdy, kdyz X je spojitd ndhodnd veli¢ina.

Definice 3.2 (Medidn, Mood et al. [7]). Medién ndhodné veliciny X je jeji -ty
kvantil a znacime jej med(X) nebo C1

Definice 3.3 (Vybérovy prumér, Casella a Berger [§]). Vybérovy prumér je
aritmeticky primér hodnot ndhodného vibéru a je oznacovan jako

X X e+ X, 1 &
1+ Xo + + :*ZXz‘,
ni=

n

X =

kde n je rozsah vybéru.

Aritmeticky prumér se pocita jako soucet vSech hodnot podéleny poctem
pozorovani. Tento ukazatel predstavuje teoretickou rovnovaznou hodnotu, ktera
by nastala, pokud by se celkovy soucet hodnot rovnomérné rozdeélil mezi vsechny
jednotky v souboru. Aritmeticky prumeér je vsak citlivy na odlehlé hodnoty (ex-
trémy). V pripadé dat o délce Zivota ¢i doby v penzi muze dochézet k tomu,
ze nékolik malo osob, které ziji mimoradné dlouho, vyrazné zvysi celkovy prameér
a tim zkresli predstavu o ,,typické“ délce zivota po odchodu do dichodu.

Oproti tomu median predstavuje hodnotu, ktera déli setazeny datovy soubor
na dvé stejné poloviny. Median tedy vyjadiuje ,stfed“ rozlozeni v poradovém
smyslu a na rozdil od primeéru neni ovlivnén extrémnimi hodnotami. Poskytuje

vvvvvv

Vzhledem k povaze zkoumaného jevu — doby stravené v penzi — lze ocekavat
asymetrické (pravostranné vychylené) rozlozeni dat, kdy vétsina osob Zije v penzi
podobné dlouho, ale mala ¢ast populace Zije vyrazné déle. V takovém pripadé by
primér poskytoval nadhodnoceny pohled na realitu a mohl by tak vést k mylnym
zavérum pri interpretaci vysledki. Mohlo by ale také dojit k opacné situaci, kde
vétsina populace bude travit v penzi podobnou dobu, ale ¢ast zemrie kratce po
vstupu do penze. V tomto pripadé by byla primérna doba stravena v penzi naopak
podhodnocend. Z téchto divodi je pro ucely informovani Sirsi verejnosti vhodnéjsi

vvvvvv

vyjadreni stfedové tendence v ramci analyzované populace.
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Na druhou stranu, z pohledu statu nebo poskytovatele pojisténi muze byt
aritmeticky priameér zajimavejsi metrikou, nebot pri uvazovani nezavislosti délky
doziti a vyse penze, lze diky linearité stredni hodnoty odhadnout celkové ocekavané
naklady na vyplaty dichodi na zakladé primérné doby stravené v penzi.
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4 Aplikace na realna data

V predchozi ¢asti prace byly predstaveny zpiisoby definovani doby stravené
v penzi a bylo ukazano, ze ji lze chapat jako ndhodnou veli¢inu. V této kapitole
se proto zamérime na analyzu rozdéleni této ndhodné veli¢iny. K tomuto ucelu
vyuzijeme vefejné dostupna data nové pfiznanych diichodi v Ceské republice
publikované Ceskou spravou socidlniho zabezpeceni [9] a timrtnostni tabulky,
kterym byla vénovana podkapitola

Cela prakticka ¢ast této prace je provadéna ve statistickém softwaru R[10],
pricemz vsechny vystupy, které jsou v praci uvedeny, lze ziskat pomoci kodu
piiloZzeného v elektronické priloze [A.1]

Datovy soubor, ktery mame k dispozici, obsahuje informace o jednotlivych
osobach, které odesly do diichodu v obdobi od roku 2008 do roku 2024. Konkrétné
zname typ duchodu, rok odchodu do dtchodu, vék pri odchodu do dtchodu,
pohlavi a cetnost vyskytiu dané kombinace téchto charakteristik.

Vzhledem k tomu, Ze ve studiich v predchozich kapitoldch pracujeme s timrt-
nostnimi tabulkami pouze do roku 2023, byla pro zachovani konzistence napric
celou praci i v této c¢asti analyzy omezena pozornost na obdobi do roku 2023.

Datovy soubor dale obsahuje zaznamy vsSech typt dichodi, tedy nejen sta-
robnich, ale také vdovskych, vdoveckych, sirotcich ¢i invalidnich. Pro tucely této
prace, ktera se zamétuje vyhradné na starobni diichody, byly vsechny ostatni typy
diichodt z analyzy systematicky vylouceny. Vék odchodu do dichodu je v datech
evidovan v celych letech a soucasti je i vékovy interval 90+. Jelikoz vyskyt jedincti
odchazejicich do diichodu ve véku vyssim nez 90 let je zcela zanedbatelny, byl
tento interval pro ucely modelovani déle nahrazen hodnotou 90 let. Kombinace
charakteristik s nulovou ¢etnosti byly z dat taktéz odstranény.

Po vyse zminénych tpravach obsahuje datovy soubor 2 091 pozorovani. Po se-
¢teni cetnosti vsech pozorovani zjistime, ze v pozorovaném obdobi odeslo do sta-
robni penze celkem 1 501 638 osob, z toho 720 273 Zen a 781 365 muzil.

Vzhledem k tomu, Ze v Ceské republice nejsou k dispozici vefejné dostupna
individualni data o skutecné dobé stravené v penzi, je analyza v této praci zalozena
nejprve na ocekavané dobé stravené v penzi. Nasledné jsou hodnoty ndhodné
veli¢iny doby stravené v penzi simulovany na zakladé pravdépodobnosti imrti
vyplyvajicich z prislusnych timrtnostnich tabulek.

4.1 Analyza ocekavané doby stravené v penzi

Datovy soubor, se kterym pracujeme, neobsahuje primou informaci o o¢ekavané
dobé stravené v penzi, a je tedy nutné ji na zakladé jedné z diive zavedenych
definic dopocitat a nasledné do dat doplnit.

Vzhledem k tomu, ze data zahrnuji pouze osoby, které jiz do penze skutecné

odesly, a ze je v nich jejich vék odchodu do dichodu evidovan v celych letech,
nejvhodnéjsi definici pro nas zameér bude definice 2.5 kterd vyuzivd nadéji doziti
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z tmrtnostnich tabulek.

Nejprve, kviili lepsi interpretovatelnosti, rozdélime data dle pohlavi na dva
samostatné soubory, jelikoz muzské a zenské tmrtnostni charakteristiky se lisi,
a tudiz i jejich typicka ocekdvand doba stravend v penzi bude rozdilna.

Rok Pohlavi Vék n
2010 Zena 65 3390
2016  Zena 70 4
2021  Zena 59 1627
2023  Zena 84 1

Tabulka 4.1 Ukézka datového souboru pro zeny.

V tabulce muzeme vidét ilustrativni ukazku nékolika vybranych radka
ze soucasného datového souboru pro zeny, kde n znaci ¢etnost kombinace daného
roku odchodu do diichodu, véku a pohlavi.

Do obou datovych souborti nyni pridame novy sloupec, ktery bude obsahovat
odpovidajici nadéje doziti. Konkrétné se pro dané pohlavi, rok odchodu do diichodu
a vék vyhleda hodnota nadéje doziti v prislusné timrtnostni tabulce. Tedy napriklad
pro prvni fadek tabulky bychom do nového sloupce nacitali hodnotu nadéje
doziti eg5 z imrtnostnich tabulek Zen z roku 2010, ktera ¢ini 18,75 let. Timto
postupem ziskdme dle definice hodnoty ocekdvané doby stravené v penzi
jednotlivych kombinaci. Pokud navic nasledné pro muze i zeny vytvorime vektory,
do nichz propiseme jednotlivé nadéje doziti opakované dle jejich cetnosti, ziskdme
pro obé pohlavi soubor, ktery bude obsahovat hodnoty reprezentujici ocekavanou
dobu stravenou v penzi pro vsechny osoby, které odesly ve sledovaném obdobi
do starobniho dichodu.

Pouziti definice 2.5 je zde zdsadni, nebot tato definice pfimo urcuje, ze oceké-
vana doba stravena v penzi je rovna nadéji doziti v okamziku odchodu do diichodu,
coz plné odpovida charakteru dostupnych dat i cili této faze analyzy.

Muzi Zeny
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Obrazek 4.1 Histogramy ocekdvané doby stravené v penzi oddélené pro muze a zeny.

Na obrézku [4.1] jsou zobrazeny histogramy oc¢ekavané doby stravené v penzi,
ziskané dle definice [2.5] sestrojené oddélené pro muzZe a Zeny.

Histogram u muzt vykazuje vyraznou koncentraci hodnot v intervalu priblizné
16-20 let, pricemz nejvyssi ¢etnosti se nachazeji okolo 18-19 let, coz odpovida
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relativné kratsi ocekavané dobé zivota po odchodu do diichodu u muzské populace.

Ocekavana doba stravena v penzi je u zZen oproti muzim zietelné posunuta
k vyssim hodnotdm, s nejvyssi ¢etnosti piiblizné v rozmezi 24-25 let. Sirsi tvar
histogramu reflektuje vétsi individualni variabilitu véku odchodu do dtchodu
v zenské populaci. Tento fakt mtizeme vysvétlit tim, ze v nasich datech se na-
chéazeji zeny, jejichz dlichodovy veék byl jesté ovlivnén poctem vychovanych déti.
Vysledky také odrazeji znamy demograficky fakt, ze zeny se dozivaji vyssiho véku,
a tudiz prameérné travi v penzi oproti muztim podstatné delsi Cas.

Ptimé srovnani obou histogramt ukazuje vyznamny rozdil mezi pohlavimi.
Ocekavana délka stravend v penzi je u zen v priméru priblizné o 6-7 let vyssi nez
u muzi. Zaroven histogram u zen vykazuje variabilnéjsi rozlozeni hodnot, zatimco
u muzu je ocekavana doba pobytu v penzi vyrazné homogennéjsi, coz nasvédcuje
tomu, ze vétsina muzu odchéazi do penze v podobném véku.

Pro presnéjsi predstavu o rozlozeni hodnot, které bylo patrné z histogramii
na obrazku [4.1, uvedeme v nasledujici tabulce zakladni popisné charakteristiky.

Zeny Muzi

Minimum 4,649 3,674
1. kvartil 23,076 17,292
Median 23,979 17,604
Prameér 23,719 17,691
3. kvartil 24,844 18,211
Maximum | 28,411 26,683

Tabulka 4.2 Popisné charakteristiky ocekavané doby stravené v penzi.

7 tabulky vyplyva zajimavé zjisténi, ze u muzské populace je od prvniho
kvartilu, pres median, az po treti kvartil rozpéti mensi nez jeden rok. To naznacuje,
ze vice nez polovina muzi ma oc¢ekavanou dobu stravenou v penzi velmi podobnou,
lisici se pouze v fadu nékolika mésici. Naproti tomu u Zen je toto rozpéti Sirsi
a dosahuje priblizné dvou let. Tento rozdil lze vysvétlit vétsi riznorodosti véku
odchodu do diichodu u zZen, ktera je do znac¢né miry ovlivnéna poctem vychovanych
deéti a s tim souvisejicimi odlisnymi dichodovymi naroky.

Vsimnéme si také, ze jak u zen, tak u muzi, jsou hodnoty primeéru a medianu
velmi blizko sebe. Rozdil ve volbé vhodné metriky pro ucely interpretace laické
vefejnosti, kterému byla vénovana kapitola [3| tudiz v tomto pripadé nijak zdsadné
chapani oc¢ekavané doby stravené v penzi neovlivni. Primérna ocekavana doba
stravena v penzi je u Zen o vice jak 2 roky vyssi nez médii udavana hodnota 21,5
let. U muzt je naopak priblizné o tii roky nizsi. Primér oc¢ekdvané doby stra-
vené v penzi celé sledované populace je pak 20,582 let. Tato hodnota nasvédcuje,
ze informace o dobé travené v penzi, které jsou prezentovany verejnosti, jsou na
zakladé analyzy ocekavané doby stravené v penzi nadhodnoceny. Je také nutné
zdlraznit, ze se jedna o podminénou ocekavanou hodnotu, coz je velmi markantni
rozdil. Oc¢ekévana doba stravena v penzi nepodminénd dozitim se véku odchodu
do diichodu by vykazovala vyrazné nizsi hodnoty.
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4.2 Modelovani doby stravené v penzi pomoci
pravdépodobnostnich rozdéleni

V této podkapitole se zamérime na modelovani ndhodné veli¢iny doby stravené
v penzi. Jak bylo uvedeno v kapitole tuto veli¢inu lze interpretovat jako
zbyvajici délku zivota daného jedince ve véku odchodu do dichodu. Z tohoto
divodu je doba stravena v penzi v nasledujici analyze modelovana prostiednictvim
simulace prezivani na zakladé pravdépodobnosti tmrti z prislusnych tmrtnostnich
tabulek.

Simulacni algoritmus je konstruovan nésledujicim zptisobem
o analyza je provadéna oddélené pro muzskou a zenskou populaci,

o pro kazdou osobu v daném datovém souboru je na zakladé roku a véku od-
chodu do dichodu a odpovidajicich pravdépodobnosti timrti z imrtnostnich
tabulek simulovano, zda se dana osoba dozije néasledujiciho roku,

o v pripadé preziti je vék osoby zvysen o jeden rok a soucasné je posunut
i kalendarni rok,

o nasledné je pro aktualizovany vék a rok opét simulovano, zda osoba v daném
roce zemre, Ci prezije,

o tento postup je iterovan az do okamziku, kdy je v simulaci generovana smrt
dané osoby; v tomto okamziku je zaznamenan pocet celych let, které uplynuly
od vstupu do penze do umrti,

« jelikoz algoritmus pracuje v roc¢nich krocich a rozliSuje pouze mezi stavem
preziti a umrti, nezachycuje neceloc¢iselnou ¢ast posledniho roku zivota;
z tohoto divodu je ke kazdé simulované hodnoté doby stravené v penzi
prictena ndhodna slozka generovana z rovnomérného rozdéleni na intervalu
[0,1], kterd slouzi k aproximaci necelo¢iselné ¢asti doby stravené v penzi,

« uvedeny postup je opakovan pro vSsechny osoby zahrnuté v daném datovém
souboru,

o vysledkem je vektor simulovanych hodnot doby stravené v penzi pro dané
pohlavi.

Muzi Zeny
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Obrazek 4.2 Histogramy simulované doby stravené v penzi oddélené pro muze a Zeny.
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Histogramy uvedené na obrazku znazornuji simulovana rozdéleni doby
stravené v penzi pro zenskou a muzskou populaci, ziskana aplikaci vyse popsaného
simula¢niho algoritmu.

Obé simulovand rozdéleni jsou hladka, spojita a vykazuji realisticky tvar, ktery
je v souladu s demografickymi ocekdvanimi. Rozdily mezi muzskou a zenskou po-
pulaci se projevuji predevsim v poloze rozdéleni a v délce pravého chvostu, zatimco
zakladni charakter rozdéleni zlistava obdobny. U Zen je rozdéleni koncentrovano
ve vyssich hodnotach, pricemz maxima hustoty dosahuje priblizné kolem 30 let.
U muzt je maximum hustoty dosazeno zhruba kolem 22 let. Tento rozdil odrazi
skutecnost, ze zeny se v pruméru dozivaji vyssiho véku, a tudiz typicky stravi
v penzi delsi dobu nez muzi. Pravé chvosty rozdéleni u obou pohlavi sahaji k vy-
sokym hodnotam doby stravené v penzi, coz indikuje nenulovou pravdépodobnost
velmi dlouhé doby pobytu v penzi jak u muzl, tak u Zen.

Uvedené histogramy tak potvrzuji, ze navrzeny simulacni algoritmus generuje
smysluplna a demograficky realistickd rozdéleni doby stravené v penzi, ktera mo-
hou byt dale vyuzita pro dalsi analyzu.

I zde opét pro presnéjsi predstavu o rozlozeni hodnot, které bylo patrné
z histogramii na obrazku 4.2 uvedeme v nasledujici tabulce zakladni popisné
charakteristiky. Ty umoznuji kvantifikovat polohu a rozsah dat a zpresnuji tak
interpretaci graficky znazornénych vysledkii.

Zeny Muzi

Minimum 0,000 0,000
1. kvartil 18,877 11,329
Median 26,051 18,942
Prameér 24,809 18,409
3. kvartil 31,729 25,408
Maximum 51,764 53,899

Tabulka 4.3 Popisné charakteristiky simulované doby stravené v penzi.

Je dilezité zminit, Ze hodnoty minima u obou pohlavi nejsou ve skutecnosti
rovny nule, jak by se mohlo na prvni pohled zdat z tabulky Tyto hodnoty
vznikly zaokrouhlenim velmi kratké doby stravené v penzi. Konkrétné u zen
simula¢ni algoritmus vygeneroval minimalni hodnotu odpovidajici priblizné 2,7
hodindm, u muzi pak hodnotu odpovidajici priblizné 26 minutam.

Vsimnéme si také, ze rozdil mezi primérem a medianem je u obou pohlavi da-
leko znatelnéjsi nez tomu bylo u ocekdvané doby stravené v penzi (viz. tabulka.
U Zen ¢ini tento rozdil skoro dva roky, u muzi pak zhruba ptl roku.

Zéporné hodnoty Sikmosti, uvedené v tabulce [£.4] pozorované u obou pohlavi,
indikuji levostrannou asymetrii rozdéleni doby stravené v penzi. To je zptsobeno
pritomnosti mensi skupiny osob, které po odchodu do dichodu zemtfou béhem
relativné kratké doby, a vytvareji tak levy chvost rozdéleni. Tyto nizké hodnoty
snizuji aritmeticky pramér, zatimco median, jakozto robustni charakteristika
polohy, zlistava témito extrémnimi hodnotami ovlivnén podstatné méné. Negativni
sikmost tak prirozené vysvétluje skutecnost, ze medidn dosahuje vyssi hodnoty
nez prumer.
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7 vyse uvedeného je patrné, ze volba interpretacni metriky mtze mit v tomto
kontextu vyznamny vliv na vyslednou predstavu o ,typické” dobé stravené v penzi.
Vzhledem k levostranné asymetrii rozdéleni a pritomnosti extrémné nizkych hodnot,
které vyrazné ovlivinuji aritmeticky prameér, se jako vhodnéjsi charakteristika
polohy jevi median, jenz poskytuje robustnéjsi a reprezentativnéjsi informaci
o ,typické” délce pobytu v penzi.

Avsak 1 presto, Ze je prumér snizovan nizkymi hodnotami, prumérna simulovand
doba stravena v penzi celé sledované populace je na zakladé této analyzy rovna
24,479 roktim. To nasvédcuje tomu, ze hodnota udavana v mediich je spise nez na
zakladé nadéje doziti stanovovana timto zptusobem. Je nutné vsak opét zduraznit,
ze se jedna o hodnotu podminénou dozitim se véku odchodu do dichodu.

Zeny Muzi
Sikmost | —0,466 —0,058
Spicatost | 2,714 2,227

Tabulka 4.4 Sikmost a $pic¢atost simulované doby stravené v penzi.

Oddélené zpracovani dat podle pohlavi je metodicky nezbytné, nebot délka
zivota a imrtnostni charakteristiky se mezi muzi a Zenami systematicky lisi. Smi-
seni obou populaci by vedlo k vytvoreni umélého ,smésného* rozdéleni, které by
nevystihovalo skutecné chovani zadné z korektné definovanych podskupin a zkres-
lovalo by nésledné odhady distribuc¢nich parametri. Samostatné modelovani proto
umoznuje zachytit redlné rozdily mezi pohlavimi nejen v poloze rozdéleni, ale
i v jeho variabilité a tvaru, a poskytuje statisticky interpretovatelné vysledky.

4.2.1 Uvazovana pravdépodobnostni rozdéleni

Na zakladé histogrami simulované doby stravené v penzi, vyobrazenych na ob-
razku [4.2], je zfejmé, ze ndhodnd veli¢ina predstavujici dobu stravenou v penzi
nabyva pouze kladnych hodnot, vykazuje negativni Sikmost a jeji rozdéleni je
nesymetrické. Z téchto divodii neni vhodné uvazovat normélni rozdéleni, které
predpoklada symetrii a nenulovou pravdépodobnost zapornych hodnot, ale je
treba vyuzit flexibilnéjsi rozdéleni.

7 tohoto divodu budeme pii modelovani zvazovat nasledujici spojita pravdeé-
podobnostni rozdéleni, kterd umoznuji zachytit rizné tvary hustot

e gama rozdéleni,

o logaritmicko-normalni rozdélent,
o Weibullovo rozdélenti,

e zobecnéné gama rozdéleni.

Nyni dle Casella a Berger [§] jednotlivd uvazovand rozdéleni formélné predsta-
vime. Necht X je spojitd ndhodna velic¢ina.

32



Gama rozdéleni

Rikéme, Ze ndhodn4 veli¢ina X mé gama rozdéleni s parametry a > 0 a 3 > 0,
zna¢ime X ~ I'(«,3), pokud je jeji hustota dédna nasledujicim tvarem

_L_go-lgh x>0
I'(a) B ) )
flz) =" §
0, jinak,
kde I'(a) se nazyva gama funkce parametru « a je ddna formuli
[Na) = / y* e Vdy, a>0. (4.1)
0

Stredni hodnota a rozptyl nahodné veli¢iny X jsou dany vztahy

Logaritmicko-normalni rozdéleni

Rikdme, Ze ndhodn4 veli¢ina X ma logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry
€ Rao >0, znacime X ~ LN (u,0?), pokud log(X) ~ N (u,0?). Hustotu tohoto
rozdéleni muzeme ziskat transformaci z hustoty normalniho rozdéleni a ma tvar

1 _(10g$5u>2 0
)= vt T w0
0, jinak.

Weibullovo rozdéleni

Rikédme, Ze ndhodné veli¢ina X méa Weibullovo rozdéleni s parametry v > 0
a [ > 0, pokud je jeji hustota dana nasledujicim tvarem

5
_z_
27" teT x>0,

fz) =

S @R

, jinak.
Stredni hodnota a rozptyl jsou dany pomoci gama funkce [.1] nasledujicimi vztahy

1 1
E(X) =03~ F(l—i—’y),

var(X) = 87 [r (1 + 3) —T? (1 + i)] .

Weibullovo rozdéleni se velmi Casto vyuziva v analyzach dat do c¢asu selhani,
napriklad pravé do ¢asu smrti.
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Zobecnéné gama rozdéleni

Dle Stacy a Mihram [11] fikdme, Ze ndhodnd veli¢ina X ma zobecnéné gama
rozdéleni s parametry b > 0, d > 0 a k > 0, pokud je jeji hustota dana tvarem

d
7F(k“)lbdkxdk_1 exp {— (%) } , x>0,

0, jinak.

fx) =

Stredni hodnota a rozptyl jsou dany pomoci gama funkce nasledujicimi vztahy

T ( 9kt
E(X) = bg(z)), pro cll > —Fk, (4.2)
T (dkt2 [ (k1 2
var(X) = b* IQ(Z) ) - §(2> )] ,  pro 2 > —k. (4.3)

Triparametrické zobecnéné gama rozdéleni predstavuje velmi flexibilni model,
ktery jako své specidlni pripady zahrnuje fadu bézné pouzivanych pravdépodob-
nostnich rozdéleni. Napriklad

e prod=1a k =1 obdrzime exponencialni rozdélent,
e pro d = 1 obdrzime gama rozdéleni,
e pro k =1 obdrzime Weibullovo rozdéleni.

7 tohoto duvodu se také parametr d obcas nazyva tvarovy parametr Weibullova
typu a parametr k tvarovy parametr gama typu.

4.2.2 Vybér vhodného rozdéleni pro muzskou populaci

Nejprve se zamérme na muzskou ¢ast analyzované populace. Parametry jed-
notlivych pravdépodobnostnich rozdéleni uvedenych v podkapitole budeme
odhadovat metodou maximalni vérohodnosti. V statistickém softwaru R [10] k tomu
vyuzijeme balicek fitdistrplus, ktery umoznuje fitovani celé rady standardnich
rozdéleni. Pro odhad parametri zobecnéného gama rozdéleni, které neni soucasti
balicku fitdistrplus, vyuzijeme balicek flexsurv. Obdrzené vysledky mutzeme
vidét v nasledujici tabulce.

Rozdéleni Odhady parametri

Gama & =4,077 \=0,164
Logaritmicko - normélni | 1 = 3,084 & = 0,636

Weibullovo & =2827 fB=27610

Zobecnéné gama L=3248 6=0342 (Q=2218

Tabulka 4.5 Odhadnuté parametry jednotlivych rozdéleni metodou maximalni véro-
hodnosti.
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V tabulce jsou uvedeny odhadnuté parametry jednotlivych rozdéleni, pti-
c¢emz odhad parametru skalovani gama rozdéleni S obdrzime néasledovné

A~ 1

g T
Také pro zobecnéné gama rozdéleni pouziva statisticky software R, ve kterém byly
parametry odhadovany v ramci balicku flexsurv, pti odhadovani jinou, nez bézné
uzivanou Staceyho parametrizaci, kterou uvadime v sekci Dle Prentice [12]
je tato alternativni parametrizace numericky stabilnéjsi a z ptivodniho tvaru lze
ziskat nasledujici transformaci

log(k) 1 1
d ) - d\/Ea Q_

Jednoduchymi tpravami dojdeme k tomu, zZe odhady puvodnich parametria obdr-
zime nasledovné

p = log(b) +

1
Q

Pro ilustraci souladnosti jednotlivych modelt s daty jsme histogram simulované
doby stravené v penzi pro muze z obrézku [£.2] doplnili o hustoty odhadnutych
distribu¢nich modeli.

k=

Q>
I

A ~ oA 22
b=e'Q?, : (4.4)

Q>‘(©>

©
O_ —_
o — Gama
| — Logaritmicko - normalni
—— Weibullovo
S | Zobecnéné gama
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I o 1
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o
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Obrazek 4.3 Histogram simulované doby stravené v penzi muza, doplnény o teo-
retické hustoty jednotlivych rozdéleni s odhadnutymi parametry metodou maximalni
vérohodnosti uvedenymi v tabulce

Na obrazku jsou zobrazeny teoretické hustoty vybranych pravdépodob-
nostnich rozdéleni s parametry odhadnutymi metodou maximéalni vérohodnosti,
porovnané s histogramem simulované doby stravené v penzi u muzské populace.
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7 porovnani teoretickych hustot je patrné, ze jednotlivé modely se lisi zejména
polohou vrcholu a chovanim v oblasti pravého chvostu.

Logaritmicko-normélni rozdéleni koncentruje relativné vyssi hustotu pii nizsich
hodnotach doby stravené v penzi, pricemz soucasné vykazuje nejvyraznéjsi pravy
chvost, a ve vyssich hodnotéach tedy prirazuje vyssi pravdépodobnosti nez ostatni
uvazované modely. Gama a Weibullovo rozdéleni maji v centralni oblasti velmi
podobny tvar, a ve srovnani s logaritmicko-normalnim modelem vykazuji rychlejsi
pokles hustoty v pravém chvostu, presto vsak v této oblasti stale nadhodnocuji
pravdépodobnost extrémné dlouhé doby stravené v penzi.

Jako nejvhodnéjsi model se jevi zobecnéné gama rozdéleni, které je diky
svym trem parametrim nejflexibilnéjsi z uvazovanych variant, a tudiz dokaze
nejlépe vystihnout celkovy tvar rozdéleni, a to jak v centralni c¢asti, tak v ob-
lasti chvostii. Zaroven jako jediné umoznuje zachytit negativni Sikmost rozdéleni
a pravdépodobnost velmi kratké doby stravené v penzi, ¢imz nejlépe odpovida
charakteru simulovanych dat.

Vizudlni hodnoceni shody teoretickych hustot se simulovanym rozdélenim
doplnime formélnim porovnanim modelti pomoci Akaikeho informac¢niho kritéria.

Rozdéleni AIC

Gama 5 841 309
Logaritmicko - normélni | 6 155 245
Weibullovo 5724 935
Zobecnéné gama 5 608 965

Tabulka 4.6 Srovnani modeli pro muzskou populaci na zakladé Akaikeho informac-
niho kritéria.

Vysledky uvedené v tabulce ukazuji, ze ze zkoumanych modelt vychazi
jako nejvhodnéjsi zobecnéné gama rozdéleni, a to diky nejnizsi hodnoté Akaikeho
informacniho kritéria (AIC). Tento zavér je v souladu s grafickym porovnanim
teoretickych hustot na obrazku [4.3] kde préavé toto rozdéleni nejlépe vystihuje
tvar rozdéleni simulované doby stravené v penzi u muzské populace. Na zakladé
kombinace grafického posouzeni a hodnot AIC se tedy zobecnéné gama rozdéleni
jevi jako optimalni model pro popis simulované doby stravené v penzi u muzu.
Opréavnénost této volby bude déle ovérena pomoci diagnostickych grafi.

Diagnostické grafy na obrazku [4.4] slouzi k ovéfeni vhodnosti zvoleného zobec-
néného gama rozdéleni pro aproximaci simulované doby stravené v penzi u muzské
populace. V levé horni ¢asti je zobrazeno porovnani histogramu simulovanych
dat s teoretickou hustotou rozdéleni, kde je patrna velmi dobra shoda zejména
v centralni ¢asti rozdéleni i v oblasti vyssich hodnot. Teoreticka hustota uspokojivé
vystihuje tvar dat a nevykazuje systematické odchylky.

Q—Q graf v pravé horni ¢asti porovnava empirické kvantily simulovanych
dat s teoretickymi kvantily zvoleného rozdéleni. Body se po vétsinu rozsahu
nachéazeji v blizkosti referenéni piimky, coz indikuje dobrou shodu mezi daty
a zvolenym modelem. Mirné odchylky jsou patrné pouze v krajnich kvantilech,
coz je u simulovanych dat oc¢ekavatelné a neptisobi systematicky.
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Obrazek 4.4 Diagnostické grafy odhadnutého zobecnéného gama rozdéleni pro muz-
skou populaci.

Ve spodni levé ¢asti je uvedeno porovnani empirické distribucni funkce s teo-
retickou distribuc¢ni funkci zobecnéného gama rozdéleni. Obé kiivky se v celém
rozsahu hodnot témér prekryvaji, coz potvrzuje, ze model adekvatné zachycuje
kumulativni chovani rozdéleni. P—P graf ve spodni pravé c¢asti dale potvrzuje
dobrou shodu mezi empirickymi a teoretickymi pravdépodobnostmi, jelikoz body
lezi prevazné podél diagondly.

Celkové diagnostické grafy neodhaluji zadné vyrazné systematické odchylky,
a lze tedy konstatovat, ze zobecnéné gama rozdéleni poskytuje velmi kvalitni
aproximaci simulovaného rozdéleni doby stravené v penzi u muzii. Volba tohoto
rozdéleni je tak statisticky opodstatnénd a plné konzistentni se zavéry zalozenymi
na Akaikeho informacnim kritériu.

4.2.3 Vybér vhodného rozdéleni pro zenskou populaci

Nyni se zaméfime na zenskou populaci. Pti odhadovani parametri uvazova-
nych pravdépodobnostnich rozdélenich uvedenych v podkapitole budeme
postupovat analogicky jako u muzské populace.

Rozdéleni Odhady parametra

Gama & =2416 X =0,131
Logaritmicko - normélni | 1 = 2,692 & = 0,842

Weibullovo &=1979 JB=20,543

Zobecnéné gama L=3462 6=0252 (Q=2086

Tabulka 4.7 Odhadnuté parametry jednotlivych rozdéleni metodou maximalni véro-
hodnosti.

V tabulce muzeme vidét odhady parametru uvazovanych rozdéleni ziskané

37



metodou maximalni vérohodnosti. Odhad parametru skalovani gama rozdéleni
opét ziskame vztahem

B =

> =

Odhady parametri zobecnéného gama rozdéleni b, d, k ziskdme vztahy (4.4)).

Obdobné jako u muzské populace, i zde jsme pro ilustraci souladnosti jednotli-
vych modelu s daty doplnili histogram z obrézku [4.2] simulované doby strévené
v penzi, tentokrat pro zeny, o hustoty odhadnutych distribu¢nich modelii.

©
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Obrazek 4.5 Histogram simulované doby stravené v penzi u Zen, doplnény o teo-
retické hustoty jednotlivych rozdéleni s odhadnutymi parametry metodou maximalni
vérohodnosti uvedenymi v tabulce [£.7]

7 obrazku je patrné, ze jednotlivé modely se, stejné jako u muzi, lisi
zejména polohou vrcholu a chovanim v oblasti pravého chvostu. Logaritmicko-
normalni rozdéleni ma vrchol nejvice posunuty smérem k nizs$im hodnotam, a proto
v centralni oblasti simulované rozdéleni vystihuje méné presné. Gama rozdéleni se
histogramu prizptsobuje o néco lépe, nicméné stale vykazuje vyrazné posunuty
vrchol. Weibullovo rozdéleni se naopak svym celkovym tvarem simulovanému
rozdéleni priblizuje nejvice ze dvouparametrickych variant, avsak i u néj je vrchol
stale posunuty a v pravém chvostu dochazi k nadhodnocovani pravdépodobnosti
vyssich hodnot. Nejlépe se z vizualniho porovnéani, obdobné jako u muzské po-
pulace, jevi zobecnéné gama rozdéleni, které diky své vyssi flexibilité nejlépe
vystihuje celkovy tvar simulovaného rozdéleni doby stravené v penzi. Presto by
bylo mozné uvazovat model s dalsim parametrem, ktery by umoznil jesté presnéjsi
zachyceni tvaru rozdéleni v levé casti, konkrétné jeho mirné konvexity. Podrobnéjsi
zkoumani a zavadéni dalsich viceparametrickych rozdéleni vsak jiz presahuje ramec
a cile této prace, a proto budeme v dalsim textu pracovat se zobecnénym gama
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rozdélenim jako s nejvhodnéjsi dostupnou aproximaci simulované doby stravené
vV penzi.

Vhodnost jednotlivych modelit porovname také na zakladé Akaikeho informac-
niho kritéria.

Rozdéleni AIC

Gama 5 532 627
Logaritmicko - normélni | 5 834 859
Weibullovo 5 340 825
Zobecnéné gama 5 234 325

Tabulka 4.8 Srovnani modelu pro Zenskou populaci na zékladé Akaikeho informac¢niho
kritéria.

Vysledky uvedené v tabulce ukazuji, ze ze zkoumanych modelt vychéazi
informacniho kritéria (AIC). Tento zavér je v souladu s grafickym porovnanim
teoretickych hustot na obrazku [4.5 kde préavé toto rozdéleni nejlépe vystihuje
tvar rozdéleni simulované doby stravené v penzi u zenské populace. Na zakladé
kombinace grafického posouzeni a hodnot AIC se tedy zobecnéné gama rozdéleni
jevi jako nejvhodnéjsi model pro popis simulované doby stravené v penzi u zen.
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Obrazek 4.6 Diagnostické grafy odhadnutého zobecnéného gama pro zenskou popu-
laci.

Na obrazku jsou uvedeny diagnostické grafy hodnotici shodu zobecnéného
gama rozdéleni se simulovanymi daty doby stravené v penzi u zenské populace.
Jejich interpretace je napadné podobna diagnostice uvedené pro muzskou populaci
v predchozi podkapitole [4.2.2] Graf porovnavajici hustoty, Q-Q graf, graf porov-
navajici prubéh distribu¢nich funkci i P-P graf neukazuji vyrazné systematické
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odchylky. Lze tedy konstatovat, Ze zobecnéné gama rozdéleni poskytuje kvalitni
aproximaci simulovaného rozdéleni doby stravené v penzi také u zenské populace.

4.2.4 Interpretace parametra a jejich vyvoj v case

V predchozi ¢asti prace byla provedena parametricka aproximace rozdéleni
simulované doby stravené v penzi, pricemz volba nejvhodnéjsiho rozdéleni byla
provedena na zakladé vizualniho porovnani hustot a Akaikeho informacniho krité-
ria. Pro obé pohlavi se jako nejvhodnéjsi model ukazalo zobecnéné gama rozdélent,
které bude déle pouzito jako hlavni analyticky nastroj. V této kapitole se zamé-
fime na interpretaci odhadnutych parametrii zvoleného rozdéleni v kontextu doby
stravené v penzi a na analyzu jejich vyvoje v case. Cilem je posoudit, zda se
zmeény v parametrech rozdéleni vyvijeji systematicky a zda odrazeji demografické
a institucionalni zmény v diichodovém systému.

V pouzité parametrizaci pti odhadovani je zobecnéné gama rozdéleni urcéeno
nasledujici trojici parametr

nweR, >0 Qe€eR.

Parametr p lze interpretovat jako parametr polohy v logaritmickém méritku,
ktery urcuje zakladni aroven doby stravené v penzi. Zvyseni tohoto parametru
odpovida posunu rozdéleni smérem k vyssim hodnotam, tedy k delsimu pobytu
vV penzi.

Parametr o je parametr métitka, ktery popisuje rozptyl rozdéleni. Vyssi hodnoty
o indikuji vétsi variabilitu délky pobytu v penzi v populaci, zatimco nizsi hodnoty
odpovidaji vétsi homogeniteé.

Parametr () je tvarovy parametr, ktery zasadnim zptsobem ovliviiuje asymetrii
a chovani chvostl rozdéleni. Jeho vyznam spoc¢iva predevsim v tom, ze umoznuje
rozdéleni prizpusobit empirickym datiim v pripadech, kdy jednoducha dvou-
parametricka rozdéleni selhavaji. Hodnoty parametru ) blizké nule odpovidaji
lognormélnimu rozdéleni.

Abychom mohli zkoumat vyvoj téchto parametrii v ¢ase, odhadneme nyni
parametry zobecnéného gama rozdéleni pro jednotlivé roky odchodu do dichodu,
které se v datech nachazeji, konkrétné pijde tedy o roky 2008-2023. Obdrzené

vysledky jsou uvedeny v tabulkich a

Rok 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

i 3.524  3.524  3.501 3.498 3.476  3.471 3.475 3.454
o 0.234 0.232 0.240 0.242 0.248 0.246  0.244  0.247
Q 2.185 2.172 2.170  2.142 2.173  2.108 2.133 2.124
n 50 113 57695 52785 76880 34597 39135 44568 56 145
Rok 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

3.450 3444  3.438  3.416  3.413 3407  3.394  3.388
0.247  0.250  0.249  0.254  0.255 0.257  0.256 0.266
2.118 2.110 2.074 2.084  2.088  2.090 2.068 2.003
44 382 41 885 41543 46 319 34671 32654 49608 17293

SO ™

Tabulka 4.9 Odhadnuté parametry zobecnéného gama rozdéleni po jednotlivych
letech u Zen.
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Rok 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
it 3.282  3.272 3.254  3.276  3.253  3.260  3.256 3.255
o 0337 0337 0348 0.340 0.346 0339  0.338 0.337
Q 2.326 2.306 2.231 2.259 2219  2.242 2217 2.228
n 49898 61015 54768 70734 36804 44263 47452 51 376

Rok 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
it 3.228 3.233 3.227  3.225  3.235 3.228  3.227  3.210
o 0.346 0.340 0344 0342 0.334 0340 0334  0.354
Q 2.181 2.205 2.180  2.173 2244 2184  2.160  2.017
n 53482 49584 47716 50850 49104 39123 55138 20 058

Tabulka 4.10 Odhadnuté parametry zobecnéného gama rozdéleni po jednotlivych
letech u muzt.

V tabulkach [£.9)a jsou kromé odhadii uvedeny také cetnosti n odchodi do
diichodu v jednotlivych letech. Vzhledem k vysokému poc¢tu pozorovani v kazdém
roce jsou jednotlivé roky v souboru dostatecné reprezentovany, a odhady para-
metra ziskané metodou maximalni vérohodnosti tak 1ze povazovat za statisticky
stabilni.

Abychom mohli vyvoj odhadnutych parametri v ¢ase 1épe sledovat, vyobrazime
si jejich hodnoty graficky.
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Obrazek 4.7 Vyvoj odhadnutého parametru fi v Case.

Obrazek znazornuje vyvoj odhadnutého parametru i zobecnéného gama
rozdéleni v zavislosti na roce odchodu do dichodu, a to oddélené pro muze a Zeny.
Pripomenme, Ze parametr ;1 v pouzité parametrizaci predstavuje parametr polohy
v logaritmickém méritku a urcuje, kde se rozdéleni doby stravené v penzi nachazi.

U muzu je v pozorovaném obdobi patrny pozvolny klesajici trend, pricemz
hodnoty se v pribéhu sledovaného obdobi snizuji priblizné z 3,29 k hodnotam
okolo 3,22. Vyvoj neni zcela monoténni, zejména v prvnich letech 1ze pozorovat
mirné kolisani, nicméné priblizné od roku 2015 je trend klesajici. U Zen je klesajici
trend vyraznéjsi a vizudlné jednoznacnéjsi nez u muzti. Odhady ji se postupné
snizuji z hodnot okolo 3,52 na priblizné 3,40 v zavéru sledovaného obdobi. Tento
vyvoj naznacuje systematicky posun rozdéleni doby stravené v penzi smérem
k nizsim hodnotam v logaritmickém méritku.

Porovnani obou pohlavi ukazuje, ze ackoliv zeny vykazuji v celém obdobi
vyssi hodnoty odhadnutého parametru fi, coz odpovida jejich delsi dobé stra-
vené v penzi, dynamika zmén je u zen vyraznéjsi. Tento vyvoj lze interpretovat
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v souvislosti s postupnym zvySovanim dichodového véku zen, které je disledkem
upousténi od drivéjsiho odchodu do dichodu v zavislosti na poctu vychovanych
deti. U muzu je vyvoj pozvolnéjsi a stabilnéjsi, coz naznacuje mensi strukturalni
zmény v rozdéleni doby stravené v penzi v case.
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Obrazek 4.8 Vyvoj odhadnutého parametru & v case.

Obrazek zachycuje casovy vyvoj odhadnutého parametru 6. U muzu
se hodnoty 6 pohybuji v relativné tizkém intervalu a nevykazuji jednoznacny
monoténni trend. Vyvoj je charakterizovan spise kolisanim kolem stabilni trovné,
coz naznacuje, ze variabilita simulované doby v penzi u muzi zistava v case
priblizné konstantni.

U Zen je naopak patrny mirné rostouci trend odhadnutého parametru &. Tento
vyvoj indikuje postupné zvysovani variability simulované doby stravené v penzi
u zZen v case.
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Obrazek 4.9 Vyvoj odhadnutého parametru () v case.

Na obrazku lze vidét casovy vyvoj odhadnutého parametru Q, ktery
v zobecnéném gama rozdéleni ovliviiuje tvar rozdéleni a zejména chovani jeho
chvostii. U muzi je patrny mirné klesajici trend, pricemz v obdobi od roku
2010 do roku 2021 byly hodnoty Q takika konstantn{. Klesajici vivoj naznacuje
postupnou zménu tvaru rozdéleni k méné vyrazné sikmosti a mensi koncentraci
pravdépodobnosti ve vyssich hodnotach doby stravené v penzi. Podobny, avsak
o néco vyraznéjsi klesajici trend lze pozorovat i u zen.

Celkove 1ze konstatovat, ze u obou pohlavi dochézi v ¢ase k mirnym systema-
tickym zménam v tvaru rozdéleni simulované doby stravené v penzi, pricemz tyto
zmeény jsou u zenské populace mirné vyraznéjsi.
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V kombinaci tyto zmény odhadnutych parametri implikuji nejen pokles stfedni
hodnoty simulované doby stravené v penzi, ale také zmény jejiho rozptylu, zejména
u zen. Stredni hodnoty a rozptyly, vypocitané na zakladé odhadnutych parametra
zobecnéného gama rozdéleni, které muzeme vidét v tabulkéch a [A.12] tak
poskytuji konzistentni shrnuti pozorovaného vyvoje a umoznuji jeho srozumitelnou
interpretaci v kontextu dlouhodobych demografickych trendi.

Moment 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Stredni hodnota | 25.957 26.014 25.289 25.284 24.507 24.666 24.703 24.156
Rozptyl 96.666 95.455 94.994 94.731 93.765 90.823 91.211 88.370
Moment 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Stfedni hodnota | 24.076 23.931 23.925 23.310 23.183 23.024 22.814 22.752
Rozptyl 87.508 87.332 85.281 83.671 83.863 83.407 80.677 82.203

Tabulka 4.11 Stfedni hodnota a rozptyl zobecnéného gama rozdéleni s odhadnutymi
parametry uvedenymi v tabulce v jednotlivych letech pro zeny.

Moment 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Stredni hodnota | 18.526 18.27 18.184 18,574 18.197 18.272 18.343 18.32
Rozptyl 91.642 90.643 90.032 90.570 87.713 87.213 86.591 85.439
Moment 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Stfedni hodnota | 17.953 17.878 17.897 17.971 17.939 17.914 18.06 18.235
Rozptyl 83.035 83.694 81.989 82.485 81.524 81.817 79.864 81.304

Tabulka 4.12 Stfedni hodnota a rozptyl zobecnéného gama rozdéleni s odhadnutymi
parametry uvedenymi v tabulce v jednotlivych letech pro muze.

Hodnoty v tabulkéch [4.11] a byly vypocteny dosazenim vyjadreni (4.4)
do vztahu stfedni hodnoty (4.2)) a rozptylu (4.3) zobecnéného gama rozdéleni.

Vysledné hodnoty jsou v souladu s oc¢ekavanim na zakladé tabulky [4.3] St¥edni
hodnota se béhem jednotlivych let pohybovala v rozmezi zhruba 23 az 26 let u zen,
u muzi pak v rozmezi zhruba ptl roku kolem 18 let. To nasvédc¢uje vhodnosti
volby zobecnéného gama rozdéleni pro modelovani doby stravené v penzi.

Casovy vyvoj stfedni hodnoty je pro lepsi predstavu znazornén také graficky
na obrazku [4.10l
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Obrazek 4.10 Vyvoj strednich hodnot v case.
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5 Simulac¢ni studie

V predchozi kapitole byla doba stravena v penzi analyzovana nejprve primo
na zakladé ocekavané doby doziti pri odchodu do diichodu a nasledné modelo-
vana prostrednictvim simulace preziti, pricemz oba pristupy byly zalozeny na
skutecnych hodnotach véku odchodu do dichodu. V této kapitole je zvolen opacny
pristup: nejprve je modelovano rozdéleni véku odchodu do dichodu a nasledné je
pomoci amrtnostnich tabulek odvozena ocekdvand doba stravena v penzi, resp.
simulovana nadhodna veli¢ina doby stravené v penzi. Simulacni studie umoznuje
analyzovat, jak se zmény v rozdéleni véku odchodu (napt. jeho posun k vyssim
hodnotdm nebo zména variability) promitaji do rozdéleni doby pobytu v penzi.
Timto zptusobem lze kvantifikovat citlivost délky stravené v penzi na zmény v cho-
vani diichodctli a vytvaret scénare relevantni pro penzijni systém.

Hlavnim cilem této kapitoly bude zkoumat, jaky vliv ma zména véku odchodu
do dichodu na ocekavanou dobu stravenou v penzi. Analyza bude zalozena na
oc¢ekavanych hodnotach, jelikoz jsou stabilni, nejsou zatiZzeny ndhodnym simu-
la¢nim Sumem a umoznuji tak cisté a prehledné srovnani jednotlivych scénait
véku odchodu do diichodu. Tento pristup je vhodny zejména pro tcely politického
a systémového rozhodovani, jelikoz zachycuje predevsim strukturalni dopady zmén
dichodového systému. V zavéru kapitoly bude pak pozornost vénovana také tomu,
jak zména véku odchodu do dichodu ovliviiuje rozptyl simulované doby stravené
VvV penzi.

V réamci simulac¢ni studie se zamérime na rok 2023, pro ktery mame k dis-
pozici posledni timrtnostni tabulky, a tudiz bude nejlépe odpovidat soucasnosti.
Pro tento rok nejprve z dostupnych dat sestavime empirické rozdéleni véku od-
chodu do dichodu, a to opét zvlast pro muze a zeny. Toto rozdéleni odvodime
z ¢etnosti nové priznanych starobnich diichod a budeme ho interpretovat jako
odhad pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné velic¢iny

A = vék odchodu do duchodu.

Pro kazdou simulovanou realizaci véku odchodu do diichodu A nasledné ur¢ime
oCekdvanou dobu strdvenou v penzi dle definice 2.5 Ocekdvand doba stravena
v penzi tedy bude zaviset na nadéji doziti ve véku A a tmrtnostnich tabulkach
z roku 2023. Timto zpusobem obdrzime vzorek hodnot oc¢ekavané doby v penzi,
jenz miuzeme déle analyzovat. Budeme uvazovat nékolik scénaii, kde pro kazdy
z nich bude generovan velky pocet realizaci, coz pozdéji umozni stabilni odhad
charakteristik rozdéleni simulované doby stravené v penzi, zejména stredni hodnoty,
rozptylu, medianu a vybranych kvantili.

5.1 Rozdéleni véku odchodu do dichodu

V této podkapitole se zamérime na empirické rozdéleni celociselné nahodné
veli¢iny véku odchodu do dichodu.
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Obrazek 5.1 Histogramy vékii odchodu do diichodu pro muze a zeny v roce 2023.

Na obrazku muzeme vidét koncentraci hodnot a tvar empirického rozdéleni
nahodné veli¢iny véku odchodu do diichodu v roce 2023, oddélené pro muzskou
a zenskou populaci. Lze vidét, ze muzi odchazeli nejvice do dichodu ve véku 64-65
let, zatimco zZeny nejvice ve véku 60 let.

Pro presnéjsi predstavu o rozlozeni hodnot uvedeme v nésledujici tabulce
zakladni popisné charakteristiky nahodné veli¢iny A.

Zeny Muzi
Minimum | 58,00 54,00
1. kvartil | 60,00 61,00
Median 61,00 63,00
Primeér 61,91 62,82
3. kvartil | 64,00 64,00
Maximum | 89,00 90,00

Tabulka 5.1 Popisné charakteristiky véku odchodu do dichodu v roce 2023.

V tabulce 5.1 mizeme vidét, Ze se v roce 2023 véky odchodu do diichodu Zen
a muzi razantné nelisily. Primérny vék odchodu do dichodu byl u muzi vyssi
pouze o necely rok. V prvnim kvartilu ¢ini rozdil mezi pohlavimi jeden rok, median
se lisi o 2 roky a tteti kvartil je dokonce identicky pro obé pohlavi. To mize byt
ovsem zkresleno tim, ze v datech, kterda mame k dispozici, je vék udavan v celych
letech, nikoli po mésicich.

Soucasné je patrné, ze rozdéleni véku odchodu do dichodu vykazuje u obou
pohlavi dlouhy pravy chvost, coz dokladaji maximalni hodnoty vyrazné prevysujici
bézny dichodovy vék. Tyto extrémni hodnoty mohou souviset s individualnimi
rozhodnutimi o odkladu odchodu do diichodu nebo s pokracujici ekonomickou
aktivitou ve vyssim véku. Celkové vsak popisné charakteristiky potvrzuji, Ze v roce
2023 byly rozdily ve véku odchodu do diichodu mezi zenami a muzi relativné malé.

7 cetnosti jednotlivych vékovych kategorii, které jsou znazornény v histogra-

mech na obrazku [5.1, nyni zkonstruujeme odhad rozdéleni ndhodné veli¢iny A.
Pro obé pohlavi tedy definujeme pravdépodobnosti ve tvaru
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kde a nabyva hodnot od miniméalniho po maximalni zaznamenany vék odchodu
do duchodu (viz. tabulka , n, oznacuje cetnost osob, které v roce 2023 ode-
sly do diachodu ve véku a, a n predstavuje celkovy pocet osob daného pohlavi,
jez v tomto roce odesly do penze. Konkrétné se jedna o 17 293 zen a 20 058 muz.

Takto ziskané rozdéleni bude v ramci simulac¢ni studie nasledné vyuzito jako
vychozi model pro simulaci véku odchodu do dtchodu.

5.2 Konstrukce simulac¢nich scénaru

V této podkapitole predstavime simulacni scénare, jejichz cilem bude systema-
ticky analyzovat, jak se zmény v rozdéleni véku odchodu do diichodu promitaji
do vyslednych hodnot ocekavané doby stravené v penzi. Vychozim bodem pro
konstrukei vsech scénaiti je odhad rozdéleni véku odchodu do dichodu odvozeny
z dat za rok 2023, ktery reprezentuje referencni stav odpovidajici pozorované
realité.

Zkoumané scénare se zaméruji na tii zakladni typy simulacnich zasaht do roz-
déleni véku odchodu do dichodu, které 1ze mezi sebou kombinovat. Tyto zasahy
reprezentuji hypotetické zmény v chovani jednotlivet nebo v instituciondlnim
nastaveni diichodového systému a umoznuji oddélené i spolecné posuzovat jejich
vliv na délku pobytu v penzi.

Posun véku odchodu do dichodu

Prvnim typem simulac¢niho scénafe je posun véku odchodu do dichodu,
ktery je realizovan pri¢tenim konstanty A ke vsem hodnotam ndhodné veliciny A.
Formélné 1ze tento scénar vyjadrit jako

Ascénéf — A+ A,

kde A predstavuje velikost posunu v letech.

Tento scénar simuluje situace, kdy dochéazi ke systematickému posunu dticho-
dového veku, napriklad v disledku legislativnich zmén. Posun je aplikovan na
odhad celého rozdéleni véku odchodu do dichodu, ¢imz se zachovava jeho ptivodni
tvar, avSak méni se jeho poloha.

Zmeéna koncentrace rozdéleni

Druhym typem scénafe je zména koncentrace rozdéleni véku odchodu do di-
chodu. Ta je realizovana transformaci pravdépodobnosti odhadnutého rozdéleni
pomoci parametru k > 0

pi(a) < p(a)",

pricemz vyssi hodnoty k& vedou k vétsi koncentraci pravdépodobnosti kolem
nejcastejsich véki odchodu. Naopak nizsi hodnoty k rozdéleni ,zplostuji* a zvysuji
jeho rozptyl. Mohou tedy nastat nasledujici situace
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e k=1 — puvodni rozdéleni,
e k > 1 — koncentrovanéjsi rozdéleni — vyssi Spicatost, mensi rozptyl,
e 0 <k <1— plossi rozdéleni — mensi Spicatost, vetsi rozptyl.

Tento mechanismus umoznuje zkoumat situace, kdy vétsina osob odchazi do di-
chodu ve velmi podobném véku, oproti situacim s vétsi rozptylenosti individualnich
chovani. Scénar neméni polohu rozdéleni, ale ovliviiuje jeho Spicatost a rozptyl.

Zména variability rozdéleni

Tretim typem scénéfe je zména variability rozdéleni véku odchodu do diichodu
prostfednictvim parametru p € [0,1], ktery popisuje miru presunu pravdépodob-
nostni hmoty z jednotlivych vékovych kategorii do jejich bezprostfedniho okoli,
typicky do sousednich vékii. Tento pristup simuluje vyssi nejistotu nebo rozvolnéni
rozhodovani o odchodu do dichodu. Se zvysujici se hodnotou parametru p se
rozdéleni postupné rozsituje, aniz by dochazelo k systematickému posunu jeho
sttedni hodnoty. Na rozdil od scénare zalozeného na parametru k£ se zde méni
predevsim lokalni struktura rozdéleni, nikoliv jeho celkova koncentrace kolem
dominantnich hodnot.

V ramci simula¢ni studie budeme pro jednotlivé scénare uvazovat nasledujici
hodnoty parametrii

« Ae{0;1;2},
e ke{08; 1,0; 1,3; 1,6},
. pe{0; 0,15 0,30}

Kombinaci uvedenych parametrii vznika mnozina scénait, které umoznuji detailné
analyzovat citlivost o¢ekavané doby stravené v penzi na rtzné typy zmeén v rozdé-
leni véku odchodu do dichodu. Napriklad lze zkoumat vliv sou¢asného posunu
veéku odchodu do dichodu a zvyseni koncentrace rozdéleni, nebo naopak posun
véku odchodu pri soucasném nartstu variability.

Pro ilustraci vlivu jednotlivych scénaitt na odhadnuté rozdéleni véku odchodu
do dtchodu jsou v nasledujicich obrazcich a znazornény odhadnuté prav-
dépodobnosti odchodu do diichodu v daném véku pro jednotliva pohlavi a jejich
modifikace odpovidajici vybranym scénaitim. Tato vizualizace umoznuje prehledné
porovnat, jak jednotlivé parametry ovliviiuji polohu, tvar a rozptyl rozdéleni.

Obrazek znézornuje odhadnuté rozdéleni véku odchodu do diichodu Zen
v roce 2023 spolu s jeho modifikacemi odpovidajicimi vybranym simula¢nim scé-
nartim. Cervend kiivka piedstavuje vychozi scénaf, ktery odpovid odhadnutému
rozdéleni bez jakychkoliv tiprav, tedy s parametry A =0, k=1, p = 0.
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Vék odchodu do dlichodu

Obrazek 5.2 Vliv zvolenych scénait na odhadnuté rozdéleni véku odchodu do diichodu
zen v roce 2023.

Modra krivka predstavuje scénar s posunem véku odchodu do dichodu o dva
roky, tedy s parametrem A = 2. Muzeme si vSimnout, zZe tvar rozdéleni je identicky
s vychozim scénarem, pouze posunut o dva roky doprava. Tento scénar ilustruje
c¢isty efekt zvyseni diichodového véku bez zmény variability ¢i koncentrace véku
odchodu do dtchodu.

Zelenou krivkou je vyobrazeno zvyseni koncentrace rozdéleni s parametrem
k = 1,6. Tento scénar vede k vyraznéjsimu nartstu pravdépodobnosti v okoli
nejcastéjsich veékt odchodu do dichodu, pricemz pravdépodobnosti méné castych
vekovych kategorii jsou potlaceny. Jeho poloha vsak zustava stejnd. Scénar tedy
reprezentuje situaci, kdy vétsina zen odchazi do dichodu ve velmi podobném
véku.

Oranzovou kfivkou je pak vyobrazen scénar se zvySenou variabilitou, konkrétné
s parametrem p = 0,15, ktery vykazuje rozsiteni rozdéleni do sousednich vékovych
kategorii.

Analogickou scénarovou analyzu rozdéleni véku odchodu do dichodu pro muz-
skou populaci mizeme vidét na obrazku [5.3]

Celkové nam grafy ukazuji, ze jednotlivé typy scénarovych zasahi maji odlisny
a dobTe interpretovatelny vliv na tvar rozdéleni véku odchodu do dichodu, pricemz
posun véku ovliviiuje predevsim polohu rozdéleni, zatimco parametry k a p
modifikuji jeho koncentraci a variabilitu.
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Vék odchodu do dlichodu

Obrazek 5.3 Vliv zvolenych scénaii na empirické rozdéleni véku odchodu do diichodu
muzu v roce 2023.

2 VvV O v

5.3 Aplikace simulacnich scénart na ocekavanou
dobu stravenou v penzi

Nyni mame zadefinované vse potrebné pro zahajeni samotné simulacni studie,
které bude vénovana tato podkapitola.

Simulac¢ni studii provedeme nasledujicim zptisobem

o dle prislusného scénare nasimulujeme N véki odchodu do diichodu
A4, ..., Ay, pricemz zvolime N = 200 000,

e kazdému A,;, kde ¢+ = 1,... N priradime odpovidajici nadéji doziti,
o ziskdme vzorek ocekavanych dob stravenych v penzi,

e postup opakujeme pro celou mnozinu scénari, obsahujici vSechny mozné
kombinace uvazovanych parametri,

e porovname hodnoty ocekavané doby stravené v penzi mezi scénafi.

Studii provedeme opét zvlast pro zenskou a muzskou populaci, pricemz pro kazdy
scénar bude stanoven priumér ocekavané doby stravené v penzi, median, vybrané
kvantily a pravdépodobnost, Ze oc¢ekdavand doba stravena v penzi presahne 20 let.

5.3.1 Vysledky simulac¢ni studie pro zenskou populaci

Jako prvni si predstavime vysledky aplikace simula¢nich scénart véku odchodu
do diichodu na oc¢ekévanou dobu stravenou v penzi pro zenskou populaci.
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Scénar Primér Median ¢0,1 q0,9 p20

A=0; k=08, p=0,00 | 22963 23,872 20,431 24,753 0,952
; k=08, p=20,00| 22,104 22,999 19,595 23,872 0,756
=2, k=0_8; p=0,00 | 21,249 22,133 18,768 22,999 0,726
=0; k=1,0; p=0,00 | 23,095 23872 20,431 24,753 0,970
=1; k=1,0; p=0,00 | 22,240 22,999 19,595 23,872 0,765
=2; k=1,0; p=0,00 | 21,383 22,133 18,768 22,999 0,743
k=13; p=0,00 | 23,245 23,872 20,431 24,753 0,984
k=13; p=0,00 | 22,382 22,999 19,595 23,872 0,772
k=13; p=20,00 | 21,12 22,133 18,768 22,999 0,758
k=16; p=0,00 | 23,340 23,872 20,431 24,753 0,992
k=16; p=0,00 | 22,476 22,999 19,595 23,872 0,777
k=16; p=0,00 | 21,622 22,133 18,768 22,999 0,772
k=08, p=0,15| 22963 23,872 20,431 24,753 0,938
k=08, p=0,15|22,099 22999 19,595 23,872 0,769
k=08, p=0,15| 21,244 22,133 18,768 22,999 0,723
k=10; p=0,15| 23,106 23,872 20,431 24,753 0,955
k=10; p=0,15| 22,241 22999 19,595 23,872 0,779
k=10; p=0,15| 21,392 22,133 18,768 22,999 0,742
k=13; p=0,151| 23,242 23,872 20,431 24,753 0,968
k=13; p=0,15| 22377 22999 19,595 23,872 0,786
k=13; p=0,15| 21,515 22,133 18,768 22,999 0,758
k=16; p=0,15| 23,340 23,872 20,431 24,753 0,976
k=16; p=0,15| 22474 22999 19,595 23,872 0,793
k=16; p=0,15| 21,622 22,133 18,768 22,999 0,770
k=08, p=0,30 | 22,965 23,872 20,430 25,641 0,923
k=08, p=0,30 | 22,101 22,999 19,595 24,753 0,783
k=08, p=0,30 | 21,238 22,133 18,768 22,999 0,720
k=10; p=0,30 | 23,104 23,872 20,431 24,753 0,940
k=1,0; p=030 122,231 22,999 19,595 23,872 0,790
k=10; p=0,30 | 21,377 22,133 18,768 22,999 0,739
k=13; p=0,30 | 23,243 23,872 20,430 24,753 0,952
k=13; p=0,30| 22,376 22,999 19,595 23,872 0,802
k=13; p=0,30 | 21,519 22,133 18,768 22,999 0,756
k=16; p=0,30 | 23,344 23,872 20,431 24,753 0,959
k=16; p=0,30 | 22,480 22,999 19,595 23,872 0,809
; k=16, p=0,30| 21,615 22,133 18,768 22,999 0,769
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Tabulka 5.2 Vysledky vlivu simulacnich scénaitt na ocekdvanou dobu stravenou
v penzi pro zenskou populaci.
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V souhrnné tabulce jsou uvedeny vysledné hodnoty zkoumanych charakte-
ristik oc¢ekavané doby stravené v penzi pod vlivem jednotlivych scénari. Sloupec
¢0,1 odpovida hodnotam 10% kvantilu, ¢0,9 pak 90% kvantilu. Sloupec p20 znaci
pravdépodobnost, ze ocekavana doba v penzi presahne 20 let.

Vysledky simulac¢ni studie pro zenskou populaci ukazuji, ze ocekavana doba
stravena v penzi je predevsim funkci véku odchodu do dichodu. V zakladnim
scénari, odpovidajicimu odhadnutému rozdéleni véku odchodu v roce 2023, se me-
dian doby stravené v penzi pohybuje priblizné kolem 24 let. Posun véku odchodu
o jeden rok vede k poklesu medianu zhruba o necely rok, zatimco posun o dva
roky snizuje median priblizné na hodnotu okolo 22 let.

Fakt, Ze se snizenim véku odchodu do dichodu nedojde ke snizeni oc¢ekavané
doby v penzi o stejny pocet let, jak by mozna dalo ocekavat, je zptisoben tim,
ze nadéje doziti, kterd v nasem pripadé predstavuje ocekavanou dobu stravenou
v penzi, neklesd s vékem linedrné. S rostoucim vékem se sice snizuje, avSak
pomaleji nez tempem jedna ku jedné. Jinymi slovy, jedinec, ktery se dozije vyssiho
véku, ma podminéné vyssi pravdépodobnost doziti dalsich let, nez by odpovidalo
prostému odecteni kalendainiho c¢asu. Tento efekt je disledkem toho, Ze osoby,
které se doziji vyssiho véku, predstavuji podmnozinu populace, ktera je v prumeéru
zdravéjst a odolnéjs. Umrtnostni tabulky tuto skute¢nost implicitné zachycuji
prostfednictvim vékové podminénych pravdépodobnosti timrti. V disledku toho
se pri zvyseni véku odchodu do diichodu o dva roky ocekdvana doba stravena
v penzi zkrati méné nez o dva roky, jak muzeme vidét v tabulce [5.2]

Zmény koncentrace rozdéleni véku odchodu maji na typickou oc¢ekavanou
dobu stravenou v penzi pouze omezeny vliv. Se zvysujici se hodnotou parametru
k dochazi predevsim ke zmenseni variability hodnot oc¢ekavané doby stravené
v penzi, zatimco median a vybrané kvantily ztstavaji témér nezménény. Podobné
i zavedeni vyssi variability véku odchodu do diichodu prostfednictvim parametru
p nevede k vyraznému ovlivnéni charakteristik doby stravené v penzi. VSimnéme si
dokonce, ze scénate A =0; k=0,8; p=0,00a A =0; k£ =0,8; p=0,15 vykazuji
uplné identické hodnoty. Jediny mirny rozdil je v pravdépodobnosti, ze ocekavana
doba stravena v penzi presahne 20 let.

Pravdépodobnosti velmi dlouhé doby stravené v penzi, konkrétné prekroceni
hranice 20 let, jsou u zen obecné vysoké. Tyto pravdépodobnosti vsak citlivé
reaguji na posun véku odchodu, a s jeho rtstem rychle klesaji. To naznacuje,
ze takto dlouha doba pobytu v penzi neni u zenské populace nijak vyjimecna.

Na obrazku muzeme vidét grafické znazornéni toho, jak zakladni scénare,
jejichz pravdépodobnosti byly ukazany na obrazku [5.2 ovliviiuji o¢ekavanou dobu
stravenou v penzi pro zZeny, pricemz cervenou kfivkou je vyobrazena ocekavana
doba stravena v penzi stanovend na zakladé empirickych dat, tedy bez simula¢niho
zasahu do rozdéleni véku odchodu do diichodu.
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Obrazek 5.4 Vliv vybranych scénaiti na ocekavanou dobu stravenou v penzi zenské
populace.

Na obrazku jsou pak znazornény vlivy vybranych scénaii, které uva-
zuji kombinace jednotlivych zmén ve véku odchodu do dichodu, na ocekavanou
dobu stravenou v penzi v porovnani s rozlozenim puvodnich hodnot urcenych
z empirickych dat, které je opét vyobrazeno ¢ervenou krivkou.

= — A=0,k=1,p=0
S | — A=2,k=08,p=030
— A=0,k=1,6,p=0,30
— A=1,k=1,3,p=0,15
&
8 o
o
[2) —
=}
T
o
o
o -
O_ R E—
© T T T T T
5 10 15 20 25

Roky

/v o v

Obrazek 5.5 Vliv vybranych scénaiti na ocekavanou dobu stravenou v penzi zenské
populace.

Konkrétné jsme zvolili scénar A = 2; k = 0,8; p = 0,30, ktery vykazuje nejnizsi
prameérnou oc¢ekavanou dobu stravenou v penzi, scénatr A = 0; k= 1,6; p = 0,30,
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ktery naopak vykazuje nejvyssi primérnou o¢ekavanou dobu stravenou v penzi
ascénalr A =1; kK =1,3; p= 0,15, ktery se nachézi nékde na pomezi.

5.3.2 Vysledky simulac¢ni studie pro muzskou populaci

Nyni se podivame na to, jak jednotlivé scénare ovliviiuji o¢ekavanou dobu stra-
venou v penzi u muzi. Na zakladé tabulky ktera obsahuje vysledné hodnoty
vybranych charakteristik ziskanych aplikaci jednotlivych scénait na ocekdavanou
dobu stravenou v penzi u muzi, mizeme konstatovat, ze i zde je dominantnim
faktorem posun véku odchodu do dichodu. Posun o jeden rok vede k vyraznému
snizeni medianu ocekdvané doby stravené v penzi, zatimco posun o dva roky
prinasi dalsi podstatné zkraceni. Na rozdil od Zenské populace jsou u muzi prav-
dépodobnosti dlouhé ocekavané doby pobytu v penzi, konkrétné opét prekroceni
hranice 20 let, velmi nizké a s rostoucim posunem veéku jesté klesaji. To naznacuje,
ze extrémné dlouhd doba stravenad v penzi je u muzské populace spise vyjimecény
jev.

Zména koncentrace a variability rozdéleni véku odchodu do diichodu ma
u muzské populace obdobny charakter jako u zen. Ovliviiuje predevsim variabi-
litu rozlozeni hodnot ocekavané doby stravené v penzi, zatimco jejich stredové
charakteristiky zustavaji relativné stabilni. Tyto efekty jsou ve srovnani s vlivem
samotného posunu véku odchodu do diichodu druhotné.

Na obrazku muzeme pro lepsi predstavu vidét grafické vyobrazeni vlivu
zékladnich scénait na o¢ekavanou dobu stravenou v penzi. Na obrazku je pak
ukazan vliv vybranych scénari, které kombinuji riazné zmény ve véku odchodu
do dichodu, pricemz byly vybrany stejné scénére jako u zenské populace. Je za-
jimavé zminit, ze tyto scénare u muzi nevykazuji nejnizsi ani nejvyssi hodnoty
primeérné ocekavané doby stravené v penzi, jak tomu bylo u Zen. Nejnizsi hodnotu
vykazuji scénare A =2; k=1,6; p=0,15a A=2; k=1,6; p= 0,30 a naopak
nejvyssi hodnotu vykazuje scénar A = 0; k = 0,8; p = 0,15, coz implikuje,
ze u muzu ma parametr k opacny efekt. To je zpusobeno tim, ze parametr k > 1
koncentruje véky odchodt do diichodu vice kolem nejcastéjsich vékt. Z obrazku
muzeme vidét, ze cervend ktivka, predstavujici vychozi rozdéleni véku odchodu
do dtchodu pro zZeny, vykazuje nejvyssi pravdépodobnost odchodu do dichodu
ve véku 60 let. Zvyseni koncentrace kolem tohoto véku povede ke snizeni prii-
meérného véku odchodu do dichodu a tedy ke zvyseni ocekavané doby stravené
v penzi. Naopak u muzi, jak lze vidét z obrdazku [5.3 vykazuje ¢ervena kiivka
nejvyssi pravdépodobnost odchodu ve véku zhruba 65 let. Zaroven jsou ale vysoké
i pravdépodobnosti nizsiho véku, tudiz pokud budeme tyto nizsi véky vice kon-
centrovat kolem 65 let, dojde ke zvyseni prumérného véku odchodu do dichodu
a tim padem ke snizeni ocekavané doby stravené v penzi.

Vsimnéme si také, ze u muzi jsou hodnoty ocekavané doby stravené v penzi
ve srovnani s zenskou populaci celkové posunuty k nizsim hodnotam. V zédkladnim
scénari dosahuje median priblizné 18 let, coz odrazi kombinaci véku odchodu
do diichodu a obecné nizsi nadéji doziti specifickou pro muzskou populaci.
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Scénar Primér Medidan ¢10 q90 p20

A=0; k=08; p=0,00 | 18,393 18,166 16,696 20,476 0,186
; k=08, p=0,00]| 17,643 17,424 15,984 19,692 0,041
=2 k=08; p=0,00 | 16,924 16,696 15,286 18,922 0,034
=0; k=1,0; p=0,00 | 18,343 18,166 16,696 20,476 0,171
=1, k=1,0; p=0,00 | 17,594 17424 15,984 19,692 0,022
=2; k=1,0; p=0,00| 16,871 16,696 15,286 18,922 0,019
k=13; p=20,00 | 18,267 18,165 16,696 20,476 0,157
k=13; p=0,00 | 17,527 17,424 15,984 19,692 0,009
k=13; p=0,00 | 16,795 16,696 15,286 18,922 0,008
k=16; p=0,00 | 18197 17,424 16,696 20,476 0,147
k=16; p=0,00 | 17,461 16,696 15,984 19,692 0,004
k=16; p=0,00 | 16,738 15,984 15,286 18,922 0,003
k=08; p=0,15| 18,402 18,166 16,696 20,476 0,187
k=08, p=0,15| 17,655 17,424 15,984 19,692 0,052
k=08, p=0,15| 16,930 16,696 15,286 18,922 0,035
k=10; p=0,15| 18,334 18,166 16,696 20,476 0,169
k=10; p=0,15| 17,599 17,424 15,984 19,692 0,034
k=10; p=0,15| 16,863 16,696 15,286 18,922 0,019
k=13; p=0,15| 18,269 18,166 16,696 20,476 0,155
k=13 p=015| 17,522 17,424 15,984 19,692 0,021
k=13; p=0,15| 16,798 16,696 15,286 18,922 0,008
k=16; p=0,15| 18,203 17,424 16,696 20,476 0,146
k=16; p=0,15| 17,465 16,696 15,984 19,693 0,015
k=16; p=0,15| 16,737 15,984 15,286 18,922 0,004
k=08, p=0,30 | 18,394 18,166 16,696 20,476 0,184
k=08, p=0,30| 17,650 17,424 15,984 19,692 0,062
k=08, p=0,30| 16,922 16,696 15,286 18,922 0,034
k=10; p=0,30 | 18,336 18,166 16,696 20,476 0,168
k=1,0; p=0301| 17,591 17,424 15,984 19,692 0,044
k=10; p=0,30 | 16,864 16,696 15,286 18,922 0,018
k=13; p=0,30 | 18,269 18,166 16,696 20,476 0,154
k=13; p=030| 17,526 17,424 15,984 19,692 0,031
k=13; p=0,30 | 16,796 16,696 15,286 18,922 0,008
k=16; p=0,30 | 18,202 18,166 16,696 20,476 0,143
k=16; p=0,30 | 17,465 17,424 15,984 19,692 0,025
; k=1,6; p=0,30]| 16,737 16,696 15,286 18,922 0,004
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Tabulka 5.3 Vysledky vlivu simulacnich scénaitt na ocekdvanou dobu stravenou
v penzi pro muzskou populaci.
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Obrazek 5.6 Vliv vybranych scénéait na ocekdvanou dobu stravenou v penzi muzské
populace.
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Obrazek 5.7 VIiv vybranych scénari na ocekavanou dobu stravenou v penzi muzské
populace

5.3.3 Srovnani vysledkti a zavérecna interpretace

Simulacni studie potvrzuje, ze vék odchodu do diichodu predstavuje klicovy
determinant délky pobytu v penzi u obou pohlavi. Posun véku odchodu o jeden
¢i dva roky vede k systematickému a kvantitativné vyznamnému zkraceni o¢ekavané
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doby stravené v penzi, zatimco zmény koncentrace a variability rozdéleni maji
spise doplnkovy charakter.

Rozdily mezi muzskou a zenskou populaci se projevuji predevsim v absolutni
délce pobytu v penzi a v pravdépodobnostech velmi dlouhych dob pobytu. Zatimco
u muzi jsou extrémneé dlouhé doby stravené v penzi relativné vzacné jiz v zakladnim
scénari, u zen predstavuji bézny jev, ktery je vSak citlivy na zmény véku odchodu
do dtichodu.

Vysledky této simulacni studie tak poskytuji dilezity pohled na mechanismy
ovliviiujici ocekavanou délku pobytu v penzi a ukazuji, ze i relativné malé zmény
v rozdéleni véku odchodu do dichodu mohou mit vyrazné dopady na ocekdvanou
dobu stravenou v penzi. Tento zavér je relevantni zejména v kontextu dlouhodobé
udrzitelnosti diichodového systému a planovani budoucich reforem.

5.4 Simulace doby stravené v penzi dle simulac-
nich scénard véku odchodu do diichodu

V predchozi ¢éasti kapitoly jsme analyzovali vliv simulac¢nich scénaia véku
odchodu do dichodu na oc¢ekavanou dobu stravenou v penzi, ktera je v nasem
pojeti dana nadéji doziti v dichodovém véku. Nyni se zamérime na ndhodnou
velicinu doby stravené v penzi, jejiz realizace se mezi jednotlivci 1isi v zavislosti
na simulované délce doziti.

Jak jiz bylo feceno difve, v Ceské republice nejsou vefejné dostupné indi-
vidualni data o dobé stravené v penzi, a proto je tato veli¢ina v rdamci prace
ziskana simulaci na zakladé pravdépodobnosti imrti z imrtnostnich tabulek. Pro
kazdy simulovany vék odchodu do diichodu A;, ¢+ = 1,...,200000, generujeme
dobu stravenou v penzi pomoci algoritmu popsaného v kapitole Tento postup
opakujeme pro celou mnozinu uvazovanych scénait, které méni rozdéleni véku
odchodu do diichodu a tim ovliviuji i rozdéleni simulované doby stravené v penzi.

Na obrézcich a je znazornén vliv zékladnich scénart na rozdéleni si-
mulované doby stravené v penzi, a to oddélené pro zenskou a muzskou populaci.
Ve srovnani s ¢asti vénované ocekavané dobé v penzi jsou zde rozdily mezi scénari
na prvni pohled méné vyrazné. Skutec¢nost, ze nyni pro konkrétni skupinu (napft.
pro muze s odchodem do dichodu ve véku 65 let) neméme identické hodnoty pro
dobu v penzi, ale spojitou veli¢inu, ktera nabyva siroké skaly hodnot, pomaha
skryt rozdily viditelné na obréazcich a[5.7 Duvodem je, Ze simulovand doba
stravena v penzi, na rozdil od ocekavané doby, obsahuje stochastickou slozku
plynouci z ndhodného pribéhu imrti, a proto jsou jednotlivé realizace zatizeny
prirozenou variabilitou. Presto muzeme z graft pozorovat, ze posun véku odchodu
do diichodu smérem k vyssim hodnotam vede k posunu rozdéleni simulované doby
stravené v penzi k niz$im hodnotam. Konkrétné na obrazku pozorujeme, ze pri
posunu véku odchodu do dichodu o 2 roky (scénai A =2, k =1, p = 0) dochézi
ke zkraceni simulované doby stravené v penzi v centralni ¢asti rozdéleni priblizné
o 2-3 roky, a v krajnich ¢astech rozdéleni se pak rozdily zmensuji. Pro ostatni scé-
nare, které méni pouze tvar rozdéleni véku odchodu do dichodu (prosttednictvim
koncentrace nebo rozptyleni), neni zddny vyrazny rozdil graficky pozorovatelny.
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Obrazek 5.9 Vliv zdkladnich scénait na rozdéleni simulované doby stravené v penzi
pro muzskou populaci.

7 tohoto divodu doplnujeme grafické porovnani i o numericky popis rozdéleni.
V tabulkdch [5.4] a 5.5 jsou oddélené pro Zeny a muze uvedeny vybrané charakteris-
tiky simulované doby stravené v penzi po aplikaci jednotlivych scénaiti. Konkrétné
vybérovy prumér stanoveny dle definice [3.3] vybérovy rozptyl vypocteny dle
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Casella a Berger [§] jako

1

n—li

§2 =

(X”L - X)za
=1

medidn a vybrané kvantily, konkrétné 5% kvantil, v tabulce znaceny jako ¢0,05,
a 95% kvantil, v tabulce znaceny jako ¢0,95.

Z tabulek je patrné, stejné jako z grafického prezkouméni, ze hlavnim faktorem
ovliviiujicim polohu rozdéleni simulované doby stravené v penzi je parametr
posunu A, ktery piimo reprezentuje odklad odchodu do dichodu. Se zvysujicim se
A klesd median i prumér simulované doby stravené v penzi a obdobné se posouvaji
také kvantily. Soucasné lze pozorovat, ze rozdily mezi scénari se promitaji nejen
do typické hodnoty (medidnu), ale i do variability rozdéleni, coz je patrné z siiky
intervalu mezi vybranymi kvantily.

Zmény parametrii k£ a p maji zanedbatelny vliv na simulovanou dobu stravenou
VvV penzi.

Vysledky této ¢asti ukazuji, ze prace s o¢ekavanou dobou stravenou v penzi
predstavuje vhodny nastroj pro prehledné a stabilni porovnavani scénari, zejména
pokud je cilem zachytit strukturalni dopady zmén véku odchodu do dichodu bez
vlivu stochastické variability. Naopak simulovana doba stravend v penzi umoznuje
zkoumat rozptyl a poskytuje tak doplnujici pohled.

Zavérem lze konstatovat, ze simulace potvrzuji ocekdavany smér ptisobeni
scénarti — posun véku odchodu do dichodu vede ke zkraceni doby stravené
v penzi — a zaroven ukazuji, ze dilezitym aspektem neni pouze zména typické
hodnoty, ale i zména variability mezi jednotlivci. Kombinace analyzy oc¢ekavané
doby v penzi a simulace ndhodné veli¢iny tak poskytuje komplexni rdmec pro
hodnoceni dtsledk zmén v diichodovém systému.
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Scénar Primér Medidan Rozptyl ¢0,05 0,95
A=0; k=08; p=0,00| 22932 23925 79.977 6.202 36.090
=1; k=08; p=0,00| 22.082 23.046 77.484 5.662 35.131
=2, k=08; p=0,00 | 21.203 22.080 74.907 5.222 34.162
=0; k=1,0; p=0,00 | 23.119 24.119 79.859 6.314 36.254
=1; k=1,0; p=0,00 | 22230 23.18  77.240 5.795 35.298
=2 k=10; p=0,00 | 21.390 22277 74.365 5.399 34.261
k=13; p=0,00| 23214 24.251 79.859 6.359 36.321
k=13; p=0,00| 22371 23.351 77.347 5.882 35.360
k=13; p=0,00 | 21.512 22427 74541 5.444 34.335
kE=1,6; p=0,00| 23.348 24.398 79.831 6.483 36.478
k=1,6; p=0,00| 22449 23.430 77.406 5.981 35.435
k=1,6; p=0,00| 21.580 22.454 74.306 b5.554 34.416
k=038; p=0,15| 22960 23.966 80.062 6.215 36.143
k=0.8; p=0,15| 22.080 23.027 77.730 5.670 35.205
k=038, p=0,15| 21.231 22.067 74.858 5.306 34.214
kE=1,0; p=0,15| 23.108 24.139 79.961 6.260 36.245
k=1,0; p=0,15| 22226 23.196 77.512 5.758 35.223
k=10; p=0,15| 21414 22.291 74.640 5.407 34.292
k=13; p=0,15| 23.224 24.239 80.094 6.347 36.328
kE=13; p=0,15| 22393 23.364 77.427 5.936 35.396
k=13 p=0,15| 21488 22.382 74.091 5.561 34.351
k=16; p=0,15| 23.299 24.356  79.755 6.457 36.369
k=16; p=0,15| 22443 23.420 77.520 5.961 35.446
k=16; p=0,15| 21.659 22.582  74.340 5.583 34.488
kE=0_8; p=0,30| 22973 23970 80.185 6.148 36.146
kE=0_8; p=0,30| 22130 23.046 77.839 5.680 35.295
kE=0_8; p=030| 21.235 22.098 75.044 5.195 34.161
k=1,0; p=030| 23.118 24.159 80.189 6.260 36.223
k=1,0; p=0,30| 22235 23.180 77.635 5.710 35.255
kE=1,0; p=0,30| 21.366 22.260 74.795 5.325 34.262
kE=13; p=0,30| 23.265 24.330 80.018 6.353 36.383
kE=13; p=0,30| 22382 23.329 77.124 5.916 35.390
k=13; p=030| 21.524 22.382 74.834 5.508 34.475
k=16; p=0,30| 23.333 24.370 80.462 6.398 36.497
k=1,6; p=0,30 | 22457 23.451 77.280 5.976 35.395
 k=1,6; p=20,30| 21.600 22.520 74.521 5.522 34.468
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Tabulka 5.4 Vysledky vlivu jednotlivych scénarti na simulovanou dobu stravenou
v penzi pro zenskou populaci.
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Scénar Primér Medidan Rozptyl ¢0,05 0,95
A=0; k=08; p=0,00| 18354 18.723 80.642 3.165 32.641
=1; k=08; p=0,00| 17.638 17.951  77.258 2.884 31.709
=2 k=08; p=0,00]| 16.892 17.131 73.473 2.647 30.733
=0; k=1,0; p=0,00 | 18329 18751 79.686 3.193 32.440
=1; k=10; p=0,00| 17.591 17921 76.338 2.913 31.598
=2 k=10; p=0,00| 16.845 17.088  72.762 2.662 30.585
k=13; p=0,00| 18232 18.645 78.810 3.155 32.321
k=13; p=0,00| 17.507 17.852  75.407 2.910 31.343
k=13; p=0,00| 16.778 17.038  71.742 2.674 30.389
k=16, p=000| 18204 18.625 78.351 3.145 32.229
k=1,6; p=0,00| 17.446 17.788  75.028 2.879 31.264
k=16; p=0,00| 16.705 16.938  71.129 2.667 30.278
k=08; p=0,15| 18389 18.789  80.808 3.147 32.684
k=0_8; p=0,15| 17.633 17.933  77.187 2.876 31.736
kE=08; p=0,15| 16.925 17.147 73.360 2.706 30.748
kE=1,0; p=0,15| 18336 18.719  79.956 3.145 32.505
k=10; p=0,15| 17.572 17.899 76.669 2.870 31.582
k=1,0; p=0,15| 16.894 17.149  72.877 2.690 30.599
k=13; p=0,15| 18299 18.697 79.163 3.160 32.395
k=13; p=0,15| 17.533 17.859  75.476 2.937 31.393
k=13; p=0,15| 16.765 17.026  71.677 2.691 30.412
k=16; p=0,15| 18.182 18.594  78.323 3.151 32.197
k=16; p=0,15 17416  17.743 74.947 2.850 31.224
k=16; p=0,15| 16.748 17.040 71.150 2.652 30.277
kE=0_8; p=0,30| 18426 18.843 80.860 3.150 32.688
kE=08; p=030| 17.679 17.988  77.199 2916 31.764
kE=08; p=030| 16.925 17.164 73.981 2.635 30.762
k=1,0; p=0,30| 18359 18.785  80.092 3.155 32.495
k=1,0; p=030| 17.594 17.934 76.494 2.861 31.552
k=1,0; p=0,30| 16.877 17.111 72978 2.642 30.589
kE=13; p=0,30| 18280 18.709  79.094 3.148 32.327
kE=13; p=030| 17.562 17.881  75.467 2.942 31.452
k=13; p=030| 16.814 17.071  71.577 2.703 30.455
k=16; p=030| 18.182 18.598  78.580 3.127 32.222
k=16; p=0,30| 17.461 17.817 74.953 2.895 31.326
; k=16; p=030] 16.738 17.007 71.239 2.674 30.269
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Tabulka 5.5 Vysledky vlivu jednotlivych scénarti na simulovanou dobu stravenou
v penzi pro muzskou populaci.
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Z.aver

Cilem této diplomové prace bylo analyzovat dobu stravenou v penzi v Ceské re-
publice a navrhnout postup, ktery umozni tuto veli¢inu kvantifikovat a modelovat
i v situaci, kdy nejsou k dispozici verejné dostupna individualni data o skutecné
dobé pobirani dichodu. Prace se zaroven zameérila na ovéreni medialné uvadéné
hodnoty 21,5 roku jako ,prumérné doby stravené v penzi“. Zvoleny pristup kombi-
nuje teoretické zaklady matematické demografie s aplikaci na redlna data o véku
odchodu do diichodu a se simula¢ni studii dopadt zmén dichodového véku.

V teoretické ¢asti byly shrnuty zakladni pojmy matematické demografie a imrt-
nostnich tabulek. Doba stravena v penzi byla vymezena jako zbyvajici doba zivota
ve veku odchodu do dtchodu, ¢imz bylo mozné propojit penzijni problematiku
s demografickymi ukazateli, zejména s nadéji doziti. Dale byly diskutovany rtzné
definice oc¢ekavané doby stravené v penzi a zdaraznén rozdil mezi podminénou
a nepodminénou hodnotou. Také byl popsan vyznam volby vhodné charakteristiky
polohy rozdéleni, predevsim rozdil mezi primérem a medidnem u asymetrickych
rozdéleni, pricemz bylo konstatovano, ze median, jakozto robustnéjsi charakteris-
dobu stravenou v penzi.

Stézejni cast prace tvorila aplikace na redlna data o odchodech do dichodu,
na jejichz zédkladé byla ve spojeni s timrtnostnimi tabulkami stanovena oceka-
vanda doba stravend v penzi pro jednotlivé kombinace roku a véku odchodu do
dichodu. Ukazalo se, ze o¢ekavana doba stravend v penzi se vyrazné lisi mezi
pohlavimi a v primeéru analyzované populace vychazi priblizné o jeden rok nizsi
nez medialné uvadénych 21,5 roku. Nasledné byla pomoci pravdépodobnosti amrti
z tmrtnostnich tabulek simulovana ndhodné veli¢ina doby stravené v penzi a jeji
rozdéleni bylo aproximovano vybranymi parametrickymi modely, jejichz vhod-
nost byla posouzena kombinaci grafické diagnostiky a informacnich kritérii. Jako
vhodny model pro obé pohlavi bylo zvoleno zobecnéné gama rozdéleni. Simulovana
prumérna doba stravend v penzi po zaokrouhleni odpovidala uddvané hodnoté 21,5
roku. Negativni Sikmost simulovanych dat naznacila, ze primér mize byt v tomto
kontextu ovlivnén kratkymi dobami v penzi a tak poskytovat podhodnocenou
predstavu o ,typické“ hodnoté.

Zéavéreéna kapitola byla vénovana simulac¢ni studii scénari zmén rozdéleni véku
odchodu do dichodu a analyze jejich dopadu na oc¢ekédvanou i simulovanou dobu
stravenou v penzi. Vysledky ukazaly, ze dobu stravenou v penzi urcuje predevsim
samotna zména véku odchodu do dichodu, zatimco zasahy do tvaru rozdéleni
maji ve srovnani s posunem podstatné mensi dopad.

Vlastni prinos prace spociva v matematickém vymezeni doby stravené v penzi
a v navrhu nékolika zplisobi vypoctu jeji ocekdvané hodnoty. Dalsim prinosem
je simulace a nasledna analyza doby stravené v penzi, zejména vsak konstrukce
a implementace simula¢nich scénai véku odchodu do dichodu, které predstavuji
transparentni nastroj pro scénarové porovnani a citlivostni analyzu dopadti zmén
dichodového systému.
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A Prilohy

A.1 Prvni priloha - R__ kod.R

Elektronicka priloha obsahujici kéd ze statistického softwaru R, ktery byl
vytvoren pri zpracovani praktické ¢asti prace.

A.2 Druha priloha - ND65.x1sx

Elektronicka priloha obsahujici nadéje doziti pro Zeny ve véku 65 let.

A.3 Treti priloha - UTz

Elektronicka ptiloha obsahujici slozku s tmrtnostnimi tabulkami od roku 1940
do roku 2023 - pro Zeny.

A.4 Ctvrta priloha - UTm

Elektronicka ptiloha obsahujici slozku s tmrtnostnimi tabulkami od roku 1940
do roku 2023 - pro muze.

A.5 Pata priloha - duchodovy_ vek.csv

Elektronické pifloha obsahujici data ,Pocet nové pfiznanych dichod v Ceské
republice dle vékové kategorie®.
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