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Uvod

Mobiovska geometrie predstavuje prirozené geometrické rozsiteni roviny do
komplexni projektivni ptimky, v némz se jako zdkladni zobrazeni uplatnuji Mobi-
ovy transformace. Tato zobrazeni tvoii grupu projektivnich automorfismia CP' a
vyznacuji se zachovavanim kruhovych kiivek, thli a vyznamnych projektivnich
invarianti, jako je dvojpomeér. Mobiovska geometrie tak propojuje prvky euklei-
dovské, afinni a projektivni geometrie s komplexni analyzou a poskytuje zajimavy
pohled na fadu klasickych geometrickych konstrukei, které se v tomto kontextu
vyznacuji mimotradnou eleganci a jednoduchosti.

Cilem této bakalaiské prace je popsat jednotnym a matematicky presnym
zpusobem zakladni pojmy a objekty Mobiov geometrie. Prace pritom cerpa z
riznych zdroji, ve kterych je tato latka koncipovana trochu jinym zptsobem a je
prezentovana ponékud méné formalné. Hlavnim zdmérem této prace je tedy shrnout
tuto latku tak, aby byla podana prehledné a srozumitelné, ale zaroven dostatecné
exaktné tak, aby svou urovni odpovidala latce Matematicko-fyzikalni fakulty. Ve
své praci jsem tedy volil precizni, ale elementarni diikazy. Svym obsahem préce
navazuje na latku Geometrie 1 a vyuziva nékteré zakladni poznatky z prvniho a
druhého ro¢niku bakalarského studia.

V prvni ¢asti jsem shrnul potiebné pojmy z Geometrie 1, zavedl projektivni
prostor CP' a ukézal nékteré jeho vlastnosti. Nasledné jsem provedl jeho geomet-
rickou interpretaci pomoci stereografické projekce na Riemannovu sféru. Ve druhé
¢asti jsem se zaméril na Mobiovy transformace jako na zakladni tfidu projektivnich
zobrazeni CP'. V prvni Podkapitole jsem nejprve zavedl zdkladni Mébiovy
transformace a dokéazal jejich zakladni vlastnosti, v dalsi Podkapitole [2.2] jsou
poté uvedena a dokazana zajimava tvrzeni o Moébiovych transformacich spolu s
praktickymi priklady.

Vlastni prinos prace spociva predevsim ve zpracovani elementarnich, avsak
preciznich dikazii nékterych tvrzeni, které jsou v literature ¢asto pouze naznacena
¢i zcela chybi. Rovnéz jsem doplnil jejich geometrickou interpretaci a vypracoval
nékolik novych prikladi. Konkrétné, v prvni ¢asti jsem samostatné vytvoril
ilustrace a dikazy bijektivnosti (Véta [1.12), konformity (Véta a spojitosti
(Véta stereografické projekce. V dalsi ¢asti jsem samostatné vytvoril dikazy o
vlastnostech elementarnich Moébiovych transformaci, konkrétné dikaz konformity
a spojitosti (Véta . V Podkapitole jsem dokazal, ze kazdou Mobiovu
transformaci lze rozlozit na elementarni zobrazeni: posunuti, otoceni, stejnolehlost
a prevracenou kruhovou inverzi (Véta a poté jsem vyuzil vysledki z Podkapi-
toly k tomu, abych mohl formulovat diilezita tvrzeni o vlastnostech Mobiovych
transformaci. Na tuto teorii navazuji vlastnim dikazem (Lemmatu , ktery
rozebira chovani fixnich bodi Mébiovych transformaci, a dale jeho praktickym
vyuzitim pii dikazu existence a jednoznacnosti Mobiovy transformace dané trojici
vzoru a obrazu (Véta . Na tuto vétu déle navazuje Priklad . Déle jsem
vytvoril vlastni dikaz (Véta , 7e ¢tyfi body CP! lezici na téze kruhové kiivce
maji redlny dvojpomér, a tuto skutecnost jsem ilustroval vypoctem na prikladu
(Priklad . V zéavérecné casti jsem vytvoril dosti slozity Priklad , ve kterém
ukazuji vyuziti Mobiovych transformaci pii feseni Apolloniovy tlohy v R2.



1 Komplexni projektivni primka

V této prvni kapitole peclivé zavedeme zakladni pojmy nezbytné k pochopeni
vlastnosti a geometrie komplexni projektivni ptimky. V prvni podkapitole popiseme
jejl vlastnosti z hlediska projektivniho prostoru a ve druhé jeji geometrii pomoci
bijekce s Riemannovou sférou.

1.1 Projektivni prostor

Zacnéme standardni definici projektivniho prostoru a projektivnich transfor-
maci, viz napr. 1} 2].

Definice 1.1. Mé&jme vektorovy prostor V' dimenze n+ 1 nad télesem T'. Mno-
Zinu vSech 1-dimenziondlnich podprostori V™™ nazveme projektivnim prostorem
dimenze n nad télesem T a oznacujeme jej P(V™"), nebo jen zkrdcené P:

P* = P(V") = {LO{v} : v € V" v # 0}. (1.1)

Proky této mnoZiny nazyvame projektivnimi body a odpovidajici vektory v jejich
vektorovyms zdstupci.

Definice 1.2. Méjme projektivni prostor P* = P(V") nad telesem T. Zobrazeni
F . P* — P" nazveme projektivni transformaci prostoru P", jestlize existuje
bijektiond linedrni zobrazeni F : V™' — V™ takové, Ze pro kaZdy nenulovy
vektor v € V"L plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

Pro 1cel této prace je klicovy nasledujici specialni priklad projektivniho pro-
storu dimenze 1 nad komplexnimi ¢isly.

Definice 1.3. PoloZime-li v Definici[l.]n =1 a T = C ziskdme prostor P(C?),

ktery budeme oznacovat CP' a nazjvat komplexni projektivni pfimka.

Popisme tento dilezity specialni priklad podrobnéji. Ze vztahu vyplyva,
ze body komplexni projektivni pfimky tvori jednodimenzionalni podprostory
generované nenulovymi vektory z C2.

Kazdy bod ma nekonec¢né mnoho vektorovych zastupct, které se lisi pouze
nenulovym nasobkem. Projektivni bod budeme reprezentovat souradnicemi jeho
libovolného zastupce. Této reprezentaci fikame homogenni souradnice. Pro jed-
noduchost budeme pro A € C* psat (z,w)? = (A2, \w)T. V komplexnich ¢islech
casto na prvni pohled neni vidét, ze dva vektory reprezentuji stejny bod, uvazme

napriklad
I AN
1—4) \1)°

Dilezitym pojmem projektivni geometrie je kanonické vnotreni afinni primky C
do CP' definované jako z + (z,1)”. Obrazy tohoto zobrazeni se nazjvaji viastni
body. Snadno nahlédneme, Ze jediny bod CP', ktery nenf vlastni, je bod (1,0)7,
ktery nazyvame nevlastni bod a budeme ho nadéle oznacovat z...
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Pro zkoumani vlastnosti CP' a provadéni vypoctt je diilezité, Ze komplexni
projektivni pfimka je doplnénim roviny o jeden bod:

CP' = CU {2o0} = R*U {2}

Jak uvidime pozdéji v Podkapitole je prirozené umistit bod z,, na kazdou
primku. Hlavni vyhodou zminéného ziplnéni a formalismu projektivni geometrie
je, ze umoznuji elegantni studium kruznic a primek v roviné. Zakladem toho je
definice zahrnujici oba tyto typy objektti.

Definice 1.4. Kruhovou kiivkou v CP* rozumime kruznici v roviné viastnich bodi
nebo primku v roviné vlastnich bodu spolu s pridanym nevlastnim bodem. Mdme
tedy dva typy kruhovijch krivek, pro libovolnou kruznici k C R* = C definujeme:

() e

a pro libovolnou primku p C R? = C definujeme:

Al ereto))

Je snadné specializovat projektivni transformace z Definice na CP'. V
tomto pripadé se témto zobrazenim rika Mobiovy transformace.

Definice 1.5. Mdbiova transformace je projektivni transformace T : CP* — CP?.

Kazdou Mobiovu transformaci mizeme vyjadrit predpisem:

()= a) () »

kde a, b, c,d € C a matice M je regularni, tedy ad — bc # 0.

Z linedrni algebry vime, Ze regularni matice odpovidaji bijektivnim zobrazenim,
kazda Mobiova transformace je tedy bijektivni.

Diky tomu, ze souradnice projektivniho bodu jsou jednoznacné urceny az na
nasobek, je i matice M jednoznac¢né urcend az na nasobek.

Slozeni dvou Mobiovych transformaci odpovida nasobeni prislusnych matic.
Méjme tedy dvé Mobiovy transformace 7,7 : CP' — CP!, které jsou dany
maticemi M; a M. Jejich slozeni je opét Mobiova transformace 107, : CP! — CP*,
ktera je urcena matici My Ms.

Lemma 1.6. Mdbiovy transformace na vlastnich bodech maji tvar linedrne lome-
nych zobrazend.

Diikaz. Pomoci Mobiovy transformace zobrazime vlastni bod (z,1):

) 6) = () = (), 1)

Odtud vidime, Ze na vlastnich bodech méa transformace tvar:

az+b
— .
cz+d



Ztejmé nemiize platit ¢ = d = 0, nebot pak by vysSe uvedend matice nebyla
regularni a nemohlo by se tedy jednat o Mdbiovu transformaci.

Pokud z = —%, tak se jednd o tentyz projektivni bod jako (—d,c)” a obrazem
tohoto bodu je 2.

Na CP' budeme rovnéz studovat pojem spojitosti, vice o tom bude napséno v
Kapitole . Nejprve zavedeme topologii na CP' pomoci konvergence.

Definice 1.7. Rekneme, Ze posloupnost bodii A; € CP' konverguje k bodu A € CP*,
jestlize existuji jejich vhodni vektorovi zdstupci a; € C?, a € C? tak, Ze plati a; — a
v C2

Tedy na vlastnich bodech se jednd o stejnou konvergenci jako v R? = C, neboli:
(zi,1) = (2,1) & 2z — 2,

coz odpovida standartni konvergenci v C.
Dale se budeme zabyvat tim, kdy posloupnost projektivnich bodi konverguje
k 2z, coz popisuje nasledujici Lemma.

Lemma 1.8. Posloupnost vlastnich projektivnich bodi A; = (z,1)T € CP!
konverguje k A = z,, pravé tehdy, kdyz |z;| — oo.

Diikaz. Predpoklddejme nejprve |z;| — oo. Jestlize zvolime vektorové zastupce
a; = (1, 2)” pro body A4; a a = (1,0)” pro bod A = z, pak plati a; — a a tedy
podle Definice [[77] 4; — A.

Jestlize naopak |z;| nekonverguje k oo, pak existuje omezend vybrand podpo-
sloupnost |z;, |. Libovolni vektorovi zastupci odpovidajicich bodu A;, maji tvar
a;, = (Z’Z , wll_k )T, kde w; € C*. Zaroven libovolny vektorovy zastupce A m4 tvar

(o, 0)T, kde a € C*. M4-li nyn{ platit, Ze a;, — a, pak tedy musi platit

w_%o
1k

a tedy |w;, | — oo. V disledku by ale platilo Z—’c — 0, protoze z;, jsou omezeneé.
‘k

Tedy tato prvni slozka vektort nemuze konvergovat k nenulovému «. Vidime tedy,
ze A; nekonverguji k A. ]

Na CP! zavedeme jesté jeden dilezity pojem, ktery budeme pouzivat zejména
v Kapitole [2, konkrétné dvojpomer.

Definice 1.9. V prostoru CP' wvazujme ctyri navzdjem rizné body A, B, C, D.
Necht a, b, c,d jsou jejich vektorovi zdstupci a necht plati:

c=aaa+ 4b
d = apa + sb.

Pak definujeme dvojpomeér usporadané ctverice bodi

B1
(A,B,C,D) = - = Z‘jﬁ; cC.

a2
Tento vijraz nezavisi na volbé vektorovijch zdstupci, dikaz viz (2], str. 44.

Pro ilustraci vypoctu vyuzijeme nasledujici priklad, ve kterém pomoci soustavy
linedrnich rovnic uréime vyjadieni bodit C' a D jako linearnich kombinaci bodi A
a B, a nasledné spoc¢itame hodnotu dvojpomeéru.
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Piiklad 1.10. M¢jme body A, B,C, D € CP' zadané v homogennich souradnicich
nasledovné:

A=(2i,1)", B=@3,1+0)", C=(18~-2,5—-1)" D= (5—1,1+4)".
Hleddme koeficienty aq, b1, pro které plati:
C= OélA + BIB

Po dosazeni dostdvame soustavu:

2t 3
1 141

18i — 2 )
50—1 |
Resenim této soustavy je:
a; = 3+ 1, b = 4.
Obdobne hleddme koeficienty aw, 5o, pro které plati:
D = ay A+ (5B.
Po dosazeni dostavdme soustavu:
(22’ 3 5¢—1>N<0 5— 2
1 1+4|1+4 1 1479

Resenim této soustavy je:

3+ 7
1447 )

042:1+2i, 52214—2
Dvojpomeér je dan vztahem:

Cafy (14204
(A,B,C,D)—Oqﬁ?—(3+i)(1+i)_2@.

1.2 Riemannova sféra

Komplexni projektivni primku mtzeme také ztotoznit s tzv. Riemannovou
sférou S? tak, Ze popiSeme vzijemné jednoznacné zobrazeni zvané stereograficka
projekee, jez kazdému bodu na S? pfifazuje bod na CP'. Riemannovu sféru zde
definujeme jakozto sféru se stiredem v pocatku a polomérem 1, neboli:

SE={(X,Y,Z2)eR*: X? +Y?+ Z? = 1}.

Na této sféfe budeme ddle oznacovat bod N = (0,0, 1). Déle do prostoru R3
pfirozenym zptisobem vnoifme rovinu R? = C tak, ze kazdému bodu x + iy € C
piitadime bod (z,y,0) v R3.

Definice 1.11. Stereografickou projekci nazveme zobrazeni m : S* — CP*, které
kazdému bodu B € S* \ {N} pritadi viastni bod A € C C CP', ktery vznikne jako
prusecik primky N B s komplexni rovinou C. Pro bod N definujeme m(N) = 2.
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Obrazek 1.1 Stereografickd projekce

Nésledujici vétu a dukaz ¢asteéné prebirame z [1]. Upravujeme ji vsak, aby
byla v souladu s nami zavedenymi presnéjsimi definicemi, sjednocujeme znaceni
a precizné doplnujeme nékteré argumenty zejména ohledné bijektivity stereogra-
fické projekce. Navic kromé elementarné-geometrickych argumenti [1] uvadime i
alternativni analyticky dikaz.

Véta 1.12. Zobrazeni T z Definice|1.11] je bijekce. Obrazy bodi (XY, Z) € S*\{N}
jsou vilastni body, konkrétne:
X Y

(XY, Z) = ;o i

. (1.4)

Inverzni zobrazeni, které prirazuje vlastnimu bodu z = x + 1y € C odpovidagjici
bod na S?, je ddno predpisem:

Wl(x—i—iy)—( 21 2y x2+y2—1>
4y + 1 a1 2 Yyt + 1)

Diikaz. Oznac¢me B = (X,Y, Z) bod na S? rizny od N a A = (z,y) bod v roviné
odpovidajici obrazu bodu B pfi stereografické projekci. Dale projektujeme tsecku
N A kolmo na rovinu X = 0 tak, ze body B a A zobrazime po fadé na body D a
C', viz Obr. . Potom D a C' maji soufadnice (0,Y, Z) a (0,y,0) v R3. Sestrojime
kolmici DE z bodu D na osu z. Diky tomu, ze ED je rovnobézna s OC', jsou si
trojuhelniky ANED a ANOC podobné. Plati, ze NE : ED = NO : OC, neboli

1-zZ 1
Y oy
odkud dostaneme, ze
Y
= — 1.5
y=1—7 (1.5)

Projekci primky N A na rovinu Y = 0 obdobné ziskame, ze:

1-zZ 1
X

Y



z ¢ehoz vyplyva, ze
=—. 1.6
T=1— (1.6)

Pro nalezen{ inverzniho zobrazeni 7—! : CP' — S? vyuZijeme toho, Ze pro
soufadnice bodt na S* plati, Ze X? + Y2 + Z? = 1. Dosazenim (1.5 a (1.6

dostavame:

(z(1-=2)2+ w1 -2)2+2*=1 /+1

(1 -2+ w1 —-2) +2*°+1=2 | —22

(x(1-2))+ W1 -2))+(1-2)*=2(1-2) [ (1=2)
x2+y2+1—1_22 (1.7)

Vyjddrenim Z z (|1.7]) dostavame pozadovany vztah

2 2
—1
Z_:E +vy

==\ 1.8
2 +y? +1 (1.8)
Z (1.7) a vzorcu (L.5)) a (1.6 taktéz dostavame zbylé vztahy:
2z
X=z(1l-7)= —— 4 1.9
=2 = 5T (1.9)
2y
Y=yl-24)=—-"F— 1.10
W1=2)= iy (1.10)

Obrazek 1.2 Stereograficka projekce z bodu N na rovinu Z = 0.

Dikaz vyjadreni (1.4) bychom mohli také provést metodami analytické geo-
metrie. PH{mku p z bodu N, viz Obr. [I.1} mtZzeme parametricky vyjadrit rovnici

p={(1—t)N +1tA;t € R}.

Zabyvejme se nyni tim, ve kterém bodé protne p¥imka p rovinu R? = C, neboli
tim, jaké jsou souradnice bodu A = (x,y,0). Plati, Zze libovolny bod na primce p
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ma treti soutadnici rovnou 1 — ¢ + tz. Polozime-li tento vyraz rovny 0, dostaneme
t= liz. Prvnf soufadnice bodu A je rovna tz = ;% a druhd soutadnice je rovna
ty = 1£;. Odtud tedy dostdvdme vyjddreni bodu A = (7%, 1%;,0) a vidime, Ze
obrazy bodu na sféfe pri stereografické projekci maji tvar ((1.4)).

Bijektivitu zobrazeni 7 lze pomérné snadno nahlédnout ze samotné definice
tohoto zobrazeni. Z Obr. vidime, Ze vSechny primky vychdazejici z bodu N,
kromé rovnobézky s rovinou Z = 0, protinaji S? pravé v jednom dalsim bodé a v
pravé jednom bodé také rovinu C.

Pro korektnost ovsem doplnime formélni dikaz bijektivnosti tak, ze ovérime,

Lo m =id. P¥{mym vypocétem dostaneme:

vemrom Y =idam

) , 2x 2y 22 +y? -1
Tom (x4iy) =7 ; : -
?2+y?+ 1 22+ 2+ 1 224+ y2+1
Diky tomu, ze:

x2+y2—1_ 2
2 4+y2+ 1 a2 4+y2 41

plati:

2z 2y
-1 SN o iata STl Vit S ;
Tom (x+iy) = —5— +i—g5— =T +1y.

z24y?+1 x24+y?+1

Obdobné postupujeme pii vypoctu 7! o 7. Nejprve odvodime, ze:

( X >2+< Y >2+1_X2+Y2+1—QZ+Z2_ 2-2Z 2
1-2 1-2 (1-2)? (1-22 1-2
( X )2 ( Y )2 XY 12222 22(1-27) 27
1-2 1-2 (1-2)? (1-22 1-Z

Odtud plyne, ze:

2X 2Y 2Z

X Y = ==
a! <1—Z+i1—Z> = <1_2Z7 1_227 1_2Z> = (XY, 2).

1-Zz 1-Z 1-Z

Timto vypoctem jsme dokazali, ze 7 je bijektivni zobrazeni mezi prostory
S*\ {N} a C. Z Definice vime, ze m(N) = 2o, a 7 !(25) = N, odtud tedy
plyne, 7e 7 je bijektivni zobrazeni mezi celymi prostory S? a CP'.

]

Nésledujici vétu i s dikkazem jsem ¢dstecné prevzal téz z [1], str. 292. Doplnil
jsem tvrzeni o vzajemné jednoznacnosti a dikaz této vlastnosti.

Véta 1.13. Vsechny kruinice na S* se pri stereografické projekci vzdjemné jed-
noznacné zobrazuji na kruhové krivky na CP*. Presnéji, obrazem kruZnice na S?
prochdzejici bodem N pri stereografické projekci kruhovd krivka P, z Definice
viz Obr. a kruznice na sfére neprochdzejici bodem N se zobrazuji na kruhové
krivky P, na CP', viz Obr. .
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Obrazek 1.3 Obraz kruznice prochazejici N v stereografické projekci

Obrazek 1.4 Obraz kruznice neprochézejici N v stereografické projekci

Diikaz. Kruznice na Riemannové sfére je prunikem sféry s rovnici
XP+Y*+22=1 (1.11)
a né¢jaké roviny s rovnici
aX +bY +cZ+d=0, (1.12)

kde alespon jedna z hodnot a,b, ¢ musi byt nenulova. Dosazenim (|1.8]), a
(1.10) do (1.12)) dostavame:

2ax + 2by + c(2? + y* — 1)

d=0.
22 +y?+1 +

Tento vztah mtzeme ekvivalentné prepsat do tvaru:
(c+d)x® + (c+ d)y* + 2azx + 2by + (d — ¢) = 0. (1.13)
Pokud kruznice na Riemannové sfére prochazi bodem N, potom dosazenim

N = (0,0,1) do (1.12) dostavame ¢+ d = 0. V tomto pripadé z (1.13)) vidime, ze
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obrazem kruznice je pfimka s rovnici ax + by + d = 0. V opacném pripadé, tedy
pokud ¢+ d # 0, mizeme rovnici (1.13]) vydélit ¢ + d, ¢imz ziskdame:

2a 2b _c—d

2 2
$‘+y+c+dx+c+dy_c+d

Doplnénim na ¢tverec dostaneme:

< L_a >2+ N b \? 240+

T+ — = .
c+d YT v d (c+d)?

Tento vztah je rovnici pro kruznici v C = R? ¢ CP' s polomérem R =

v v a b
a stfedem v bodé ( powl ch).

Abychom prokazali vzajemnou jednoznacnost, ukazeme, ze obrazem kazdé
kruhové kiivky v CP' je kruznice na S?. Vime, ze vztah (1.13)) popisuje piimku
nebo kruznici v R? = C. Dosazenim ((1.6)) a ((1.5)) do tohoto vztahu dostdvdme:

X \? Y \? X Y
D) () | 12 2 d—c=0.
(C+>K1—Z>+(1—Z”+“1—Z+ 11—z ¢7¢

a2 +b2 +C2 —d2?
(c+d)?

Coz mizeme ekvivalentné prepsat jako:
(c+d)(X?+Y?)+2aX(1—-2)+20Y(1 - 2Z)+ (d—c)(1—Z)*=0.
Diky tomu, ze plati (|1.11]), mtizeme posledni rovnost upravit:
(c+d)(1 =22 +2aX(1—-2Z)+20Y(1 = Z)+ (d—c)(1 - Z)* =0.
Vydélenim tohoto vztahu (1 — Z) dostavame:
(c+d)(1+2Z)+2aX +20Y + (d—¢)(1 = Z) =0.
Preusporadanim monoclent dostavame:
2aX 4+ 2bY + 2c¢Z + 2d = 0. (1.14)

Posledni rovnost ovSem popisuje rovinu v R?. Ukdzali jsme tedy, Ze vzor
kruznice nebo primky na C pri stereografické projekci musi lezet v roviné popsané
rovnici (1.14) a stejné tak na S?, pticemz prinikem roviny a sféry je kruZnice na
S2. O

K formulaci a dikazu tvrzeni o konformité stereografické projekce nejprve

standardnim zptsobem zavedeme tihel mezi k¥ivkami.

Definice 1.14. Méjme regularni hladké krivky ci(t) a co(s) v R™ takové, Ze
c1(to) = ca(so). Uhel mezi krivkami ¢, (t) a co(s) v tomto splecném bodé definujeme
jako tuhel mezi jejich tecnymi vektory, presnéji

Alts) c;<80>>
el Teholl)

Véta 1.15. Stereografickd projekce zachovdvd velikost uhlu mezi krivkami, tedy se
jednd o konformni zobrazeni.

Q= arccos ( (1.15)
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Diikaz. Tvrzeni v tomto pripadé dokazuji pro zobrazeni inverzni k stereografické
projekci. Diky tomu, zZe sterograficka projekce je bijektivni a vzajemné jednoznacné
zobrazuje kiivky na S? na CP' tak dostavame, Ze i ptivodni zobrazen{ je konformni.
Méjme regulérni hladké rovinné kiivky ci(t) a ca(s) takové, ze c;1(ty) = ca(so) =
(20,%0) € R? = C a zobrazeni 7!, které v diikazu nadéle oznacuji p, pficem?
B = p(x9,y0) # N. Definujme ¢, (t) = p(c1(t)) a éa(s) = p(ca(s)). Dokazi, ze potom
vektory & (to), &(so) sviraji stejny hel jako vektory ¢ (to), c5(so). Oznacme tedy:

21 2y 4yt -1
241U a2+ 2 -1 a2+ y2+1

pz,y) = ( ) = (p1(z,y), p2(2,y), p3(z,y)) -

Dale ozna¢me M Jacobiho matici, neboli matici parcidlnich derivaci zobrazeni p:

9

g?cl ?2;1 2(y? — 22 + 1) 2—4a72y 1
M(z,y)= |2 | = —4xy 2 —y*+ 1) | —————.

Sy & " 4y (22 +y? 4+ 1)2

Jy oy

Jednoduse ovétime, ze:

MY (2, y) M (z,y) = <1+;+y2> (é ?)

h(z,y)

Ze vzorce pro derivaci slozeného zobrazeni plyne:

a(t) = (pler(t))" = Mo, yo) - i(1)

Obdobné pro kiivku é(t) dostavame:
&(t) = (plea(t))" = Mo, 90) - h(1),
Odtud plyne, ze:
¢y (to) - E(s0) = i (to) M Mcs(s0) = h(zo. yo)ci (to)ch(s0)
a analogicky:

|12 (to)I* = h(zo, yo)I|¢; (to)]|?
|12 (to)|* = h(zo, yo)l|c5(to)[1*.
Ziejmé h(xo,yo) # 0, po dosazeni do (|1.15)) tedy dostédvame:
A (to) & (s0) )
125 (Eo)l] [125(s0)|
 recos ( (o, o) (to) - ¢ (50) )
|4 (o) [/ (o, yo)l|a(s0) | [/ (o, yo)
ci(t)  ch(so) )

= arccos .
(HCll(tO)H [lca(s0)l

¢imz dostaneme rovnost s thlem puvodnich krivek. [

Q= arccos (
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Nésledujici véta a ditkaz nejsou prevzaty z zadného zdroje, jde tedy o mou
vlastni préci.

Véta 1.16. Stereografickd projekce je spojité bijektivni zobrazeni a jeji inverz je
také spojity, jednd se tedy o homeomorfismus.

Diikaz. Bijektivnost byla dokdzdna ve Vété [1.12] Abychom se mohli zabyvat
konvergenci, pfipomenime, Ze topologii na CP' jsme zavedli v Definici . Na S?
méame topologii zdédénou z R3, jelikoz S? C R3.

V bodech B € §?\ {N} plati, Ze 7 je ddno racionalnimi funkcemi, které jsou
spojité v kazdém bodé, kde jsou definované (jmenovatel 1 — z # 0). Proto je m
spojité ve vech bodech S? \ {N}. Déle se budeme zabyvat spojitosti v N. Podle
Lemmatu staci dokdzat, Ze pro kaZdou posloupnost bodtt B,, na S? konvergujici
k bodu N plati, ze

lim [7(B,)| = oc.

Uvazujme bod B, = (X,,,Y,, Z,) € $* \ {N}. Potom plati, ze

(B = (12 ) ) = YT

1-Z,1- 2, 1-2,

Z predpokladi plyne, ze X,, — 0,Y, — 0,7, — 1, tedy 1 — Z, — 0, a
\/ X2 +Y?— 0. Z vlastnosti bodl na sfére plyne, ze

X4 Y 4 Z22=1=X2+Y?=1- 272,

z ¢ehoz vyplyva, ze

|(B)|_\/1—23_\/(1—Zn)(1+2n)_ 1+ 2,
Mo =T T 1— 2, “Vi=z,

Diky tomu, ze Z,, — 1,tak 1+ 2, — 2a1—2, — 0, tedy |7(B,)| = % — 00,
odkud jiz plyne, Ze i lim |7(B,)| = 2, dle Lemmatu [L.§|

Déle dokaZi, ze i 7! je spojity. Plati, Ze pro vlastni body je toto zobrazeni
déno raciondlnimi funkcemi, jejichZ jmenovatel 2% + y? + 1 je zjevné nenulovy, a
tedy je spojité, zbyva tedy dokazat spojitost v bodé z... Dokazi tedy, ze pokud
(Un,vn) € R = C a zdroven ||(u,,v,)|| = oo, pak 77 (u,,v,) = N = (0,0,1).
Uvazujme posloupnost takovou, ze uZ 4+ v2 — 0o a oznacme 1, := /u2 + v2 > 0.
Potom

7 Uy, vp) = (

2u, 20, 12-1
r24+1r2+1"72+1)°

Nyni analyzuji limitu pro kazdou souradnici:

2|y, | < 2r,, 0
2417 r2+1

9o, o,

[0 < ! — 0,

2417 r2+1
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tedy X — 0 aY — 0. Pro tfeti slozku plati:

21 1=

I

Tedy plati, ze Z — 1.

Timto jsme dokazali spojitost stereografické projekce a jejiho inverzu v bodé
N, resp. z, spojitost v ostatnich bodech je zfejma z diskuse vyse. Prokazali jsme
tedy spojitost ve vSech bodech definicniho oboru a také Ze stereograficka projekce
je homeomorfismus.

]
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2 Mobiovy transformace

2.1 Zakladni typy Mobiovych transformaci

V této kapitole se zamérime na konkrétni priklady Mobiovych transformaci a
prozkoumdame jejich zakladni vlastnosti. Nasim cilem bude ukazat, jak se pomoci
maticového zapisu daji jednotlivé typy zobrazeni, jako jsou rotace, posunuti, stej-
nolehlosti ¢i inverze, vyjadrit jednotnym zpiisobem. Tyto ptriklady nam pomohou
lépe porozumét geometrickému vyznamu Moébiovych transformaci a jejich ptiso-
beni na komplexni projektivni primku, kterda byla podrobné zavedena v predchozi
kapitole.

Definice 2.1. Zobrazeni K : CP' — CP', které kazdému bodu (21, 2,)" € CP*
pritadi bod (2}, 25)T € CP' tak, Ze plati:

21y (0 1) (=
£)-0 9 .
se nazyvd prevracend kruhovd inverze.

Vlastnimu bodu (z,1)7 pfifadi bod $ 1)T a mtZeme ji tedy také chépat
jako slozeni kruhové inverze podle jednotkové kruznice se stredem v pocatku a
zrcadleni podle realné osy. Bod z,, se zobrazi na bod (0,1)T. Obrazem (0,1)7 je
bod z.

Tedy pro z # 0 plati, ze z — %, kde z = x + yi. Pfevracenou kruhovou inverzi
miizeme také definovat pro body (z,y) € R> = C C CP' tak, Ze:

z Y
— — .
(I7y) <$2+y2’ x2+y2>

Priklad 2.2. Pro kruhovou krivku

Pp:{<i>,26p Re(z)—i—Im(z):Z}U{((l))}, pCC

urcime jeji obraz KC(Py).
Nejprve na P, zvolime tri body

(144 (2 (2
Poté urcime jejich obrazy:

- (7). - () - (1)

Vislednym objektem bude opet kruhovd krivka, jok bude dokdzdno ve Veéte|[2.11].
Resenim soustavy rovnic




\ Im(z)

K(Z3)

Obréazek 2.1 Obraz piimky P, pii kruhové inverzi podle jednotkové kruznice (zelené)
a vysledny obraz primky pri prevracené kruhové inverzi (Cervené)

1
599

zjistime, Ze body % —5 leZi na jedné kruznici v C se stredem (i, — i) a

polomerem %. Obrazem krivky P, tedy bude kruhovd krivka

Pk:{G):zek}, k C C,

kde k je kruznice s viyse uvedenym stredem a polomérem.

Definice 2.3. Zobrazeni P, : CP' — CP', které kazdému bodu (21,2)T € CP!
pritadi bod (2, 24)T € CP' tak, Ze plati:

<2> - (é Lf) (2) (2.2)

se nazyvd posunuti, kde w € C je vektor posunuti.

Vlastni bod (2, 1) se zobrazi na bod (z + w, 1)T. Bod z4 se zobraz{ sdm na
sebe.

Definice 2.4. Zobrazeni Ry : CP' — CP', které kaZdému bodu (21, 2,)" € CP'
priradi bod (2, 25)T € CP* tak, Ze plati:

21\ (€ 0\ (=
-6 1) =
se nazyvd otoceni o uhel ¢ € R.

Vlastni bod (z,1)T se zobrazi na bod (ze*?,1)T. Bod z,, se zobrazi sém na
sebe. Bod se soutadnicemi (z,y) se zobrazi na bod se souradnicemi (xcos ¢ —

ysin ¢, z sin ¢ + y cos ¢).
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Definice 2.5. Zobrazeni H, : CP' — CP!, které kazdému bodu (21, zz)T e CP!
priradi bod (2}, 25)" € CP' tak, Ze plati:

2y (A 0 (=
3)-690) e
se nazyvd stejnolehlost, kde X € R\ {0} je koeficient stejnolehlosti.

Vlastni bod (z,1)T se zobrazi na bod (Az,1)”. Bod z,, se zobrazi sam na sebe.
Bod se souradnicemi (z,y) se zobrazi na (Az, \y).

Dilezitou vlastnosti Mobiovych transformaci je, ze zachovavaji thly mezi
krivkami. Tuto vlastnost by bylo mozno obecné odvodit z toho, Ze jsou vyjadritelné
jako funkce komplexni proménné. My vsak tuto vlastnost dokazeme pirimo pro
nami definované transformace.

Véta 2.6. Posunuti, otoceni, stejnolehlost i prevricend kruhovd inverze jsou
konformni zobrazent, tedy zachovdvaji velikosti uhli.

Diikaz. V pripadé otoceni, posunuti a stejnolehlosti je tvrzeni ztejmé. Vétu tedy
dokazi pouze pro prevracenou kruhovou inverzi.

Necht ¢;(t) a co(s) jsou hladké regularni rovinné kiivky takové, ze c¢;(ty) =
c2(80) = (0,%0) € R? = C a zobrazeni K pricemz B = K((xo,%0)) # Zoo- Defi-
nujme ¢ (t) = K(c1(t)) a ea(s) = K(ca(s)). Dokazi, ze potom vektory &, (to), & (so)
sviraji stejny uhel jako vektory ¢} (o), c5(so).

Z Definice vime, ze prevracend kruhova inverze ma tvar:

_ X Yy —
Ko y) = ( Lo +y2) = (K1 (2, ), Ka( )

Déle oznacme M Jacobiho matici, neboli matici parcialnich derivaci zobrazeni K:
) % 337}/2 (x2 +y2)2 2zy yz 22

Déle jednoduse ovérime, ze:

1 10
T —
| N ———
h(z,y)
Ze vzorce pro derivaci slozeného zobrazeni plyne:
a(t) = (Koca)'(t) = M(ci(t) - ¢i(t), =12
Odtud plyne, ze:
& (to) - Ey(s0) = ¢ (to) M Mcy(s0) = h(wo, yo)c} (to)ch(s0)

a analogicky

12, (to)|1* = hlw, y)lley (to) |-

Zjevné h(zx,y) # 0. Ve vyrazu pro thel mezi zobrazenymi kiivkami se tedy faktory
h(z,y) vykrati, ¢imz dostaneme rovnost s tthlem ptvodnich kiivek. O
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Véta 2.7. Prevrdcend kruhovd inverze, stejnolehlost, posunuti a otoceni jsou
spojitd zobrazeni na CP'.

Diikaz. Vétu nejprve dokazu pro posunuti, otoceni a stejnolehlost. Pro vlastni
body je tvrzeni zfejmé, nebof vSechna zobrazeni jsou v tomto pripadé urcena
spojitou funkci komplexniho c¢isla. Pro vSechna tii zobrazeni plati, Ze nevlastni
bod z., se zobrazi na sebe samotného.

Necht (z,,1)T je posloupnost vlastnich bodii, kterd konverguje k nevlastnimu
bodu z., tedy |z,| = co.

e Pro P, mame P, (2,, )T = (2, +w, 1)L, a protoZe |z, +w| — oo, plati podle
Lemmatu [1.8] Ze tato posloupnost konverguje k nevlastnimu bodu.

e Pro Ry méme Ry(2,, 1)7 = (2,6, 1)T, a protoze |2, = |z,| — oo, plati
opét podle Lemmatu [1.8, Ze posloupnost konverguje k nevlastnimu bodu.

o Pro H, mame Hy(z,,1)T = (A\z,,1)T, a protoze |Az,| — oo, plati totéz.

Ve vsech ttech pripadech tedy posloupnost obrazii konverguje k nevlastnimu bodu.
Z toho plyne, ze kazdé z téchto zobrazeni je spojité na celé CP'.

Nakonec dokazu tvrzeni pro prevracenou kruhovou inverzi K. Spojitost budeme
dokazovat pouze v bodech (0,1)" a z4, nebot v ostatnich bodech je zobrazeni
urceno spojitou funkci komplexniho ¢isla.

Nejprve uvazujme bod (0,1)%. Necht (z,,1)T je posloupnost vlastnich bodt
konvergujici k (0,1)%, tedy 2, — 0. Potom plati

K(z,, )T = (1, 1>T :

Zn

a protoze |z,| — 0, mame || — co. Podle Lemmatu [1.§| tedy posloupnost obrazt

konverguje k nevlastnimu bodu. Zobrazeni K je tedy spojité v bodé (0,1)7.
Nyni uvazujme nevlastni bod z,,. Necht (z,,1)” je posloupnost vlastnich bodu
konvergujici k 2z, tedy |z,| — co. Potom

T
K(zn, )T = (,1) ,
a jelikoz ‘i’ — 0, plyne, ze

Kz, DT = (0, 1) = K(250).

Tim je spojitost v bodé z,, dokazana.

]

Véta 2.8. Kazdou Mdbiovu transformaci lze vyjadrit jako sloZeni posunuti, otocent,
stejnolehlosti a prevrdacené kruhové inverze.

Diikaz. Uvazujme matici Mobiovy transformace:
a b
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Pokud ¢ = 0, potom zrejmé z regularity matice M je zfejmé d # 0, a tedy M
muzeme az na nenulovy nasobek %1 rozlozit jako:

Matice P, odpovidd matici posunuti s parametrem g a matice He matici stejno-

d
lehlosti s parametrem 4.

V ptipadé, Ze ¢ # 0, Ize M aZ na nenulovy ndsobek —<- zapsat jako soucin
1 2\ (=1 0 [0 1) (1 e\ (< 0
0 1 0 1/\1 0/\0 1 0 1
———— —— — —
P Hoy K P . S

a
c

ad—bc

cd
ad—bc?

tice H_1 je matice stejnolehlosti s koeficientem —1, matice K je matici prevracené
kruhové inverze a matice S odpovida matici slozeni otoceni a stejnolehlosti. [

Matice Pa, resp. P_ca_, odpovida matici posunuti s parametrem 2, resp. ma-
¢ ad—be

Znéni nasledujiciho lemmatu je uvedeno v (3], ale pouze s naznacenym dikazem.
Rozhodl jsem se jej v této praci dokoncit a uvést kompletni.

Lemma 2.9. KaZdou kruznici a primku v C = R? lze reprezentovat vztahem:
{z €C:azz—wz—wz+c=0, a,ceR, weC, |w?> ac}. (2.5)
Je-li a # 0, potom (2.5) popisuje kruznici, a pokud a = 0, pak (2.5) je rovnici
primky.
Diikaz. Rovnici kazdé kruznice muzeme zapsat ve tvaru |z — 29| = 7, kde 2 je
stted a r > 0 je polomér. Poté muzeme psat:
lz—2|=relz-—nl=r’e(z-2%)(Z-%) =1
& 27— Zz — 202 + (|20)* — r?) = 0.
Posledni rovnice odpovida vztahu ([2.5) pro a = 1,w = —2q,¢ = |2|* — r?, kde
lw|? — ac = |z)* — (J20]* — 1) =r? > 0.
Kazdou primku v komplexni roviné mizeme popsat rovnici |z — z1| = |z — 29|
pro néjaké z;, 2o € C. Poté plati:
lz—z|=z—2nlelz-—alf=l—2fe(z-2)Z-2)=:—2)Z2)
~ (22 — Zl)Z + (ZQ — zl)§+ (|21|2 — |Z2|2) =0.
Tedy vztah (2.5) je splnén pro a = 0,w = 29 — z1,¢ = |21]* — |22* a |w|* —ac =
|ZQ — 21’2 > 0.
Naopak predpokladejme, ze plati (2.5). Pokud a = 0, poté je tento vztah

linedrni rovnici s x a y, kde z = = + iy, a tedy (2.5) reprezentuje primku. Pokud
a # 0, tak vydélenim obou stran (2.5)) ¢lenem a dostavame:

W w c |w? o |w? w,,_w |w|? — ac
ZA—Z+—z+t-+—F5 -5 =08 0+t)F+ )= —5—
a a a a a a a a

W, |w*—ac |w|? — ac
S+ =" = S |z + —| :



tedy (2.5) odpovidd rovnici kruznice se stfedem zy = —% a polomérem r =

Ve g, O

Nyni vyuzijeme predchoziho lemmatu k tomu, abychom mohli vyjadrit kruhové
kiivky v CP'.

Véta 2.10. KaZdou kruhovou krivku v CP' muzeme vyjddrit:

{(zl, zg)T € CP! :az1Z7 + w123 + WeoZT + c2075 = 0; (26)
a,ce R, weC, |w|2>ac}. '

Diikaz. Pro popis kruhovych kiivek v prostoru CP' piejdeme od rovnice ,
ktera popisuje bud kruznici, nebo primku v komplexni roviné, k jejimu projek-
tivnimu tvaru. Zavedeme homogenni soufadnice (21, 2z5) € C*\ {(0,0)} tak, Ze:
z +— 2 Dosazenim do a vyndsobenim této rovnice vyrazem |z|? dostdvdme

20). O

Tento vztah tedy popisuje kruhové kiivky v CP'. Také plati, 7e (2.6) zahrnuje
nevlastni bod z,, pravé tehdy, kdyz a = 0, neboli kdyz se jedna o rovnici primky.

2.2 Vlastnosti Mobiovych transformaci

V této sekci nejprve vyuzijeme vysledkii z predchozi podkapitoly k tomu,
abychom dokazali nékteré dilezité vlastnosti Mobiovych transformaci. Poté uve-
deme a dokazeme dalsi zajimava tvrzeni, ktera doplnime o praktické priklady.

Véta 2.11. KazZdda Mébiova transformace zachovdvd kruhové krivky.

Diikaz. Dle Véty kazdou Mobiovu transformaci lze vyjadrit jako slozeni oto-
¢eni, posunuti, stejnolehlosti a prevracené kruhové inverze. Posunuti, otoceni i
stejnolehlost zrejmé zachovavaji kruhové ktivky, tvrzeni tedy staci dokazat pro
prevracenou kruhovou inverzi. Z Definice plyne, Ze prevracena kruhova inverze
vlastnimu bodu (z1, 25) pritadi bod (23, z1). Do predpisu tedy za z; staci
dosadit z5 a naopak, ¢imz dostavame:

a4z %3 + W2Z + W% + ez = 0, |w|® > ac.

Zameénou koeficienti a a ¢ a dosazenim w za w dostaneme puvodni rovnici
(2.6), odkud jiz plyne, Ze obrazem kruhové kiivky je opét kruhova kiivka. O

Dusledek 2.12. Kazdd Mdébiova transformace zachovdvd ihly mezi krivkami,
neboli se jednd o konformni zobrazeni.

Diikaz. Jak jsme jiz zminili, bylo by mozné konformitu odvodit obecné z vyjad-
reni transformace jako funkce komplexni proménné. My vsak mame k dispozici
nasledujici konkrétni argument. Dle Véty lze kazdou Mobiovu transformaci
vyjadrit jako slozeni posunuti, otoceni, stejnolehlosti a prevracené kruhové inverze.
Z Véty vime, ze kazdé z téchto zobrazeni zachovava thly. ]

Disledek 2.13. Mébiovy transformace jsou spojité na CP'.
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Diikaz. Nejprve opét vyuzijeme Vétu o rozkladu Mobiovych transformaci na
posunuti, otoceni, stejnolehlosti a prevracené kruhové inverze. Z Véty vime, ze
viechna tato zobrazeni jsou spojitd na CP'. Slozeni spojitych zobrazeni je spojité,
a tedy i Mobiovy transformace jsou spojité. [

Véta 2.14. Mobiovy transformace zachovdvaji dvojpomer. Je-li tedy M Mdbiova
transformace a A, B,C, D € CP', potom

(A, B,C, D) = (M(A), M(B), M(C), M(D)).
Diikaz. Ozna¢me a, b, c,d vektorové zastupce bodu A, B,C, D a necht:

c=aoa+ 3b
d= s + ﬁzb

Potom plati:

M(C) = M(Ozla + Blb) = OélM(a) + 51M(b)
M(d) = M(O{Qa + BQb) = OZQM(&) + ﬂgﬂ(b),

kde M je linedrn{ zobrazeni piislusné M. Vektory M (a), M(b), M(c), M(d) re-

prezentuji body M (A), M(B), M(C), M (D). Vidime, ze M zachovava koeficienty

linedrni kombinace a dvojpomér se tedy nezmeéni. [

Nésledujici lemma 1ze v podobném znéni nalézt v [4], kap. 3, jako Lemma
3.2.10. Diikaz je zde pouze naznaceny, rozhodl jsem se jej tedy dokoncit a uvést
cely.

Lemma 2.15. Kazdd Mébiova transformace ma bud 1, nebo 2 pevné body, nebo
se jednd o identitu.

Diikaz. Tuto vétu by bylo mozno dokazat s vyuzitim tii moznych Jordanovych
tvart matice transformace. My vsak ddavame prednost diskuzi s rozlisenim, kdy je
Zso pevnym bodem. V diikaze budeme pracovat s obecnou Mobiovu transformaci

danou matict:
a b
i=(2 )

a postupné vyresime dva pripady.

e Pokud ¢ # 0, poté z,, neni pevnym bodem a dale se tedy budeme zabyvat
pouze vlastnimi body. Z Lemmatu [1.6| vime, ze Mobiovy transformace maji
na vlastnich bodech tvar linedrné lomenych zobrazeni, konkrétné:

az+b
cz+d’

a,b,c,d,z € C.
Abychom nasli vlastni pevné body Mdébiovy transformace danou matici M,
musime vyresit rovnici:

az+b
cz+d

(2.7)
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Jmenovatel je v tomto ptipadé nenulovy, nebot kdyby z = —% potom, jak
bylo vysvétleno v textu pod Lemmatem by obrazem byl nevlastni bod a
tedy vlastni bod by se zobrazil na nevlastni, a tedy by nemohl byt pevnym
bodem.

Vynasobenim jmenovatelem dostavame kvadratickou rovnici v proménné z s
komplexnimi koeficienty:

e +(d—a)z—b=0. (2.8)

Ze zékladni véty algebry, [5], plyne, ze (2.8)) musi mit alespon jeden kofen.
Tedy (2.8) ma bud dva ruzné koreny, nebo jeden dvojnasobny koren.

o Pokud ¢ = 0, potom 2., je pevnym bodem a budeme se tedy dale zabyvat
pouze vlastnimi body, pricemz opét rozlisime dva pripady:

— Uvazujme a # d. Poté (2.8) se redukuje na linearni rovnici, kterda ma
jediné FeSen{ z = 2 tedy (52,1)7 # 2. je také pevny bod. Tedy v
tomto pripadé mame dva pevné body.

— Nakonec, pokud a = d, tak ({2.8]) se redukuje na 0 = —b, tedy b = 0,
tedy M je identita a kazdy bod je pevnym bodem ptislusné Mébiovy
transformace.

]

Dikaz nasledujici véty je ¢astecné prevzat z [1], str. 311-312, konkrétné dikaz
existence. Upravil jsem jej tak, aby predevsim odpovidal pojeti Mébiovych trans-
formaci jako maticovych zobrazeni tak, jak byly zavedené v Kapitole (1.1} a aby
byl v souladu s dals$im znacenim pouzivanym v této praci. Dukaz o jednoznacnosti
je prevzaty z [4], kde je toto tvrzeni oznaceno jako Tvrzeni 3.2.10.

Véta 2.16. Jsou-li ddny ti rizné vzory (Z1, Zy, Z3) € CP* a tri rizné obrazy
(Wh, Wo, W3) € CP!, pak existuje prdvé jedna Mébiova transformace M takovd, Ze
M(Z;)) =W, proi=1,2,3.

Diikaz. FEzistence: Existenci predepsaného zobrazeni by bylo mozné nahlédnout z
vhodné volby vektorovych zastupct danych vzorta a obrazii, podobné jako tomu je
v dukazu Véty 4.13 v [2]. My vsak opét zvolime konkrétni konstrukei s rozlisenim
vlastnich a nevlastnich bodii.

Najdeme Mébiovu transformaci M, kterd zadané body Z; = (21,1)T, Zy =
(20, 1)T, Z3 = (23,1)T zobrazi po fadé na body (0, 1)7, (1, 1)7, 2o = (1,0)7. Nejprve
vyresime pripad, kdy vSechny tii body jsou vlastni.

Z podminek Z; — (0,1)T a Z3 — 2, snadno uréime, e M musi byt tvaru:

(k _Z1k> . kecC.
1 —2Z3

Hodnotu parametru & pak uréime z posledni podminky Zy — (1,1)7.
Déle se budeme zabyvat pripadem, kdy Z; = z.,, tedy musi platit:

7y = (1,007 = (0,1)", Zyw— (1,07, Zy— (1,0)7.
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Z prvni a treti podminky opét nejprve urcéime, ze M musi byt tvaru:

(%) kec
1 —2Z3

Z podminky Z — (1,1)T poté opét dopoéitame parametr k.
Dale se budeme vénovat pripadu, kdy Zs = 2z, tedy:

Zi— (0,07, Zy= (1,000 — (1,1)",  Z3— (1,0)".

Ulohu mitZeme Fesit stejné jako v prvnim pi{padé, zde oviem vidime, Ze pro splnéni
druhé podminky musi byt £ = 1. V tomto pripadé mame tedy jedinou Mobiovu

transformaci:
1 - 21
1 - z3 .

Nakonec popiseme pripad, kdy Z3 = z,, tedy:
Zi (0,07, Zy— (1L,D)T, Zy = (1,00 = (1,0).

Obdobnym zplisobem jako v predchozich ptripadech ur¢ime z prvni a posledni
podminky, ze M musi byt tvaru:

k —Zlk?

0o 0 J°

Z podminky Z — (1,1) ndsledné uréime hodnotu .
Pro libovolné rtzné vzory (Zy, Zs, Z3) € CP' tedy miizeme najit Mobiovu
transformaci M; takovou, ze:

M(Z) = (0,1)", M(Zy) = (1,1)T, M(Z3) = 2.

Pro libovolné riizné obrazy (Wy, Wy, Ws) € CP' miiZzeme stejnym zpiisobem nalézt
Mébiovu transformaci Msy takovou, ze:

My(Wh) = (0,1)",  My(Wa) = (L, 1)",  Ma(Ws) = 2ec.
Slozenim téchto Mobiovych transformaci M = My ' o M, ziskdme vyslednou
transformaci M pro niz plati:
M(Z)=W;, i=1,23.
Jednoznacnost:

Pro dikaz jednoznacnosti predpokladejme nejprve, ze existuji dvé Mobiovy
transformace U,V takové, ze Z; — Wy, Zy s Wa, Zs = W5. Potom V1o U je
Mobiova transformace fixujici body 27, Zs, Z3. Podle Lemmatu [2.15| existuje pouze
jedna Mobiova transformace fixujici vice nez dva body, a to identita. Tedy plati:

VtoU(Z)=2, YZe&CP.
Odtud dostavame:
U(Z)=V(Z) YZ e CP.
O]

Nasledujici priklad ilustruje, jak lze najit Mobiovu transformaci, kterd zob-
razuje tfi zadané body na tti jiné. Podobné priklady lze nalézt napt. v [1], str.
314-315. Reseni tohoto piikladu jsem opét upravil tak, aby odpovidalo koncepci
Moébiovych transformaci v této praci.
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Piiklad 2.17. Naleznéte matici Mobiovy transformace M : CP* — CP', kterd
splnuge:

M2, =607, M3,4)"T =0+3i, )", M3, )" =2, 1)

V souladu s dukazem predchozi vety nejprve nalezneme matici Mébiovy trans-
formace M, kterd zobrazuje zadané body (2,1)7,(3,4)T,(3,1)T po fadé na body
0,07, (1,17, 2. Z Véty plyne, Ze existuje pravé jedna takovd.

Z podminek (2,1)T — (0,1)" a (3,1)T — 2 plyne, Ze matice My musi mit

tvar:
k =2k
(%) rec

Z podminky (3,4)T — (1,1)T snadno dopocitime, Ze k = %. Matice My md
tedy v homogennich souradnicich tvar:

9 —18
5 —15
Ddle budeme hledat matici Mdbiovy transformace My zobrazugjici body (i,1)7T,

(1+ 35,17, (2,1)T po radé na body (0,1)T, (1,1)T, zo. Obdobné nejprve urcime,
zZe matice My musi mit tvar:

k —ik

(1 _2>,km£C

Z podminky (1 + 34, 1) — (1, )T plyne, Ze k = 1 +1i. Matice My md tedy v
homogennich souradnicich tvar:
147 1—2
1 -2

Nakonec spocitdme matici vijsledné Mdobiovy transformace M = My "' o M,
pomoct vyndsobeni prislusnijch matic v souladu s Definici tedy:

. A 1 32 19 69 | 48i
v=("T) Q) -t
- 5 —15 W10 5715
Véta 2.18. Ctyri rizné body Zy, Z, Zs, Zy € CP' lezi na kruhové kiivce pravé
tehdy, kdyz je jejich dvojpomeér (Zy, Za, Zs, Z4) redlné cislo.

Diikaz. Uvazujme tii rizné body Zy, Zy, Z5 € CP' lezici na kruhové kiivce. Potom
z predchozi Véty plyne, Ze existuje pravé jedna Mobiova transformace M,
ktera tyto body zobrazi po fadé na body (0,1)7, (1,1)7, 2o. Z Véty plyne, Ze
obrazem kruhové ktivky je opét kruhova kiivka, tedy obrazem ktivky prochazejici
body Zy, Zy, Zs je pifmka {(t,1)7;t € R} U 2. Uvazujme dalsi bod Z; na CP'.
Tento bod lezi na stejné kruhové ktivce jako body 71, Z,, Z3 pravé tehdy, kdyz
jeho obraz M (Z,) lezi na realné piimce.
7 Véty plyne, Ze Mobiovy transformace zachovavaji dvojpomér, tedy:

(Z1, Zo, Z3, Zy) = (M(Z1), M(Z3), M(Z3), M(Zy)) = (W, Wo, W3, Wy).
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Déle vyjadiime tyto body v homogennich soutadnicich:
Wy = (0,1)", Wo = (1,1)", Wy = (1,00, Wy=M(Z) = (t,1)".

Dale spocitame dvojpomeér této usporadané ctverice, tedy body W3 a Wy vyjadiime
jako linearni kombinace bodu Wi a Wa:
Wy =—-1-W;+1-W;
Wy=00—t)- Wy +t- W,
Odtud plyne, ze pro dvojpomeér bodu (M (Zy), M(Zs), M(Zs), M(Z,)) plati:
t—1 1
(M(Z1), M(Z3), M(Z3), M(Z4)) = = 1— I

Zde t # 1, nebot v opacném pripadé by dvojpomér byl nulovy, a tedy by se
nemohlo jednat o ¢tyri rtizné body. Dvojpomér je tedy realné c¢islo pravé kdyz
t € R\ {0,1}, coz nastane pravé kdyz M (Z4) je prvkem redlné primky, neboli
pravé kdyz Z4 lezi na kruhové kiivce spolu s body 7y, Zs, Zs. [

Nasledujici priklad ukazuje zpisob, jakym lze efektivné urcit, zda ctyti zadané
body lezi na jedné kruhové kiivce. Podobny piiklad lze nalézt i v [1], str. 316.

Priklad 2.19. Rozhodnéte, zda body:
Zy= (i, 1), Zy = (1+3i,1)", Zs = (2,1)", Zy = (2+ 3, 1)"

lezi na kruhové krivce.
Z Prikladu vime, Ze matice Mdbiovy transformace M zobrazujici body
Z1, Zy, Z3 po tadé na body (0,1)T,(1,1)T, 200 md tvar:

1+2 1—1
1 —2
Z ditkazu Véty[2.18 vidime, Ze staci urcit M(Z,). Snadno ovérime, e
L+i 1—a\ (243  (4) (3
1 -2 1 S \3i)  \1

Odtud jiz vidime, Ze zadané body leZi na jedné kruhové krivce, nebot % €

R\ {0,1}.

Z3  Re(z)

Obrazek 2.2 Body 71, Zs, Z3, Z4 lezici na jedné kruznici.
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Na zavér této prace ukazeme, jak lze vyuzit Mobiovych transformaci k feseni
Apolloniovy tlohy v R?. Abychom mohli pracovat s Mobiovymi transformacemi v
R2, piipomenme, ze R? = C C CP*, tedy kazdy bod (z,y) € R? povazujeme za
tentyZ bod jako z = x + iy € C, coz odpovida projektivnimu bodu (z,1)” € CP'.

Priklad 2.20. Méjme zaddny kruznice:

N 9 1\2 25
kﬂx?+Qr%> =7 @:@+2F+<y+2)::4,

2

a bod P' = (%, %) Mdme sestrojit kruznici, kterda se dotyka kruznic ki a ko a
prochazi bodem P'. Podstatou reseni je nalezeni vhodné Mdbiovy transformace M,
kterd tlohu zjednodusuje, viz obr. [2.3

P2

P
.
P4
-16 -14 -12 .10 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
-2

Obrazek 2.3 Prevedeni tlohy Mdébiovou transformaci

Kruznice ky a ko se protinaji v bodech by = (0,—2) a by = (0,1). Tyto body
odpovidagji po Tadé projektivnim bodim Z, = (—2i,1)T a Zy = (i,1)T. Na ky zvolime

3 3 %

dalsi bod, napr. by = (5, —%), ktery odpovidd projektivnimu bodu Z3 = (5 — 3,1

Nejprve najdeme Mdabiovu transformaci s matici M, kterda body Z,, Zy, Z3
zobrazi po Tadé na body (0,1)T, 2o, (1, 1)T. Z podminek:

(=2, )" = (0,D), (i, D)7 — (1,0)7

k 2k
1 =)

3 1 7"
21 1. 1)7"
(2 T) = (L)

urcime, zZe k = —i, coZ odpovidd Mobiove transformaci dané matici:
1 2
M=1". .
11
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Kruznici ky jsme tedy timto zpisobem transformouvali na primku p, : y = 0. Zvolime
dalsi bod na ks, napr. (—2,2) a urcime jeho obraz:

(1) (34) - (39)- ()

Obraz bodu (2,2)T je tedy (—g, —%), a tedy obrazem kruznice ko je primka ps :

4x — 3y = 0. Nakonec urcime obraz bodu P’:

A (3R (24140 (620
1 5\ 1+2i 1

Obrazem bodu P’ je tedy bod P = (6,2). Puvodni ulohu jsme tedy prevedli na
jednodussi ulohu, kdy mdme sestrojit kruznici, kterd se dotykd primek p1 a py a
prochazi bodem P. Tuto ulohu lze Tesit uZitim pouze stredoskolskych metod.

Necht S = (a,b) je stred hledané kruznice a r jeji polomér. Bod P leZi na
kruznici:

(6—a)*+(2—0b)* =12 (2.9)
Vzddlenost d bodu S od primky ps je rovna:

[4a —3b]  |4a — 3b|

d(5,p2) = 42 4 (—3)2 5

Z podminky dotyku plyne:

|4a — 3b|
r=-—.
5

Obdobne pro dotyk s primkou py must platit:
r = |b|.
Odtud plyne, Ze:

|4a — 3b|
b= ——
=1

5|b| = |4a — 3b|.
Nejprve rozlisime pripad, kdy r > 0,4a — 3b > 0, potom:
r=>0, 4a—3b=5b= a=20b.
Po dosazeni do (2.9)) dostdvdme:
(6 —2b)%+ (2 —b)* = r?
36 —24b+4b° + 4 — 4b+ b* = b°
40 — 28b + 5b° = b°
46 — 28b 440 =0

W2 —T7b+10=0
(b—=2)(b—5) =0,
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Tedy b= 2 nebo b =05, a tedy a =4, nebo a = 10. Ostatni kombinace znamének
nevedou na novd resent, tedy resenim v tomto pripadé jsou dvé kruznice, viz obr.

hit(z—424(y—22=4, hy:(x—10)%+ (y—5)> = 25.

Nyni urcime matici inverzni Mdbiovy transformace:

1 =2
-1 _
=)

pomoci nizZ zobrazime kruznice hy a hy na kruznice, které jsou resenim puvodni
ulohy (viz obr. . Vzhledem k tomu, Ze nelze zobrazit stredy kruznic hy a ho na
stredy vyslednijch kruznic, postupujeme tak, Ze zobrazime priseciky kruznice hy s
primkou py (body A, P, F) a priseciky kruznice hy s primkou py (body B, P,G) a
poté sestrojime vysledné kruznice b’ a by pomoci trojic bodi A', P', F" a B', P',G".
Podrobnosti zde vzhledem k rozsahu textu neuvddime.

-1 08 -06 04 02 O

-0.2

Obrazek 2.4 Reseni ptivodni tlohy
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Obrazek 2.5 Reseni transformované tlohy
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali geometrii komplexni projektivni primky a jejimi
zakladnimi vlastnostmi z pohledu Mébiovské geometrie. Precizné definovanou a
studovanou komplexni projektivni primku jsme pomoci stereografické projekce
geometricky interpretovali jako Riemannovu sféru. Na tento zdklad navazalo
studium Mébiovych transformaci jako projektivnich automorfismi prostoru CP*,
jejich rozklad na elementarni zobrazeni a rozbor jejich zakladnich vlastnosti,
zejména zachovavani kruhovych krivek, konformity a spojitosti. Dtlezitou roli v
zavéru prace sehral dvojpomér ¢tyt bodu jako invariant projektivni geometrie a
jeho vyuziti pri feseni geometrickych tloh.

Vlastni prinos prace spociva predevsim ve zpracovani elementarnich, avsak
preciznich dikazi vybranych tvrzeni, ktera jsou v literature ¢asto pouze nazna-
¢ena, a v jejich doplnéni o geometrickou interpretaci. Samostatné byly vytvoreny
ilustrace stereografické projekce, diikkazy jejich vlastnosti, dikazy spojitosti a
konformity elementarnich Mébiovych transformaci a nékolik vlastnich prikladi
demonstrujicich praktické vyuziti teorie, véetné aplikace pri feseni Apolloniovy
ulohy. Prace tak propojuje formalni aparat projektivni geometrie s geometrickou
intuici a muze slouzit jako prehledny tvod do Mobiovské geometrie komplexni
projektivni primky.
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