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Abstrakt

Tato práce se věnuje modelování výparu vody z porézních materiálů. Po stručné re-
šerši přístupů ke kvantifikaci výparu z hornin představuje práce model pohybu výpa-
rové fronty, jenž je následně využit při výpočtu intenzity výparu ze vzorku pískovce.
Podrobně je popsána úloha s obyčejnou diferenciální rovnicí, jež řídí pohyb fronty
v daném materiálu, včetně materiálové charakterizace výpočetní oblasti a předsta-
vení počátečních a okrajových podmínek. Nakonec jsou představeny a diskutovány
výsledky výpočtu.

Klíčová slova – výpar z hornin, výparová fronta, vícefázové systémy, porézní pro-
středí, Richardsova rovnice



Abstract

The thesis focuses on the modelling of water evaporation from porous materials. After
a concise review of the approaches to quantification of the evaporation from rocks, the
thesis presents a model of evaporation front motion, which is subsequently applied
to calculate the evaporation rate from a sandstone sample. A problem with ordinary
differential equation, which governs front’s movement in the given material, is de-
scribed thoroughly, not excluding the material characterisation of the computational
domain and providing initial and boundary conditions. In the end, the results of the
calculation are presented and discussed.

Key words – evaporation from rocks, evaporation front, multiphase systems, porous
media, Richards’ equation
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Kapitola 1

Úvod

Hlavním cílem této práce je porovnat výsledky výpočtu modelu výparu z porézního
prostředí s daty vzešlými z laboratorního experimentu, při kterém se vypařovala voda
z horninového vzorku za pokojových atmosférických podmínek. Při modelování vý-
paru ze vzorku zkoumáme pohyb výparové fronty a intenzitu výparu.

Jádro práce je členěno na sedm kapitol. První kapitola je rešeršní a shrnuje po-
znatky o výparu z porézních materiálů z dostupné literatury. Výpar z porézních ma-
teriálů se většinou dělí do dvou fází. V první fázi se výpar ze vzorku odehrává na
povrchu, který je kapilárně propojen se zbytkem vzorku. Intenzita výparu se v první
fázi výrazně nemění. Druhá fáze výparu nastává, když se povrch vzorku vysuší. V této
fázi je výpar výrazně ovlivněn difuzí v suché vrstvě, která odděluje povrch vzorku od
oblasti s nenulovou vlhkostí. S postupným ubýváním vlhkosti ve vzorku intenzita
výparu klesá.

Druhá kapitola je také rešeršní a je v ní formulována obecná verze modelu, který
použijeme při určování výparu z horninového vzorku. V této kapitole je formálně
definována výparová fronta jako množina oddělující vlhkou a suchou oblast porézního
prostředí. Dále je představena obyčejná diferenciální rovnice, jež řídí pohyb výparové
fronty v čase.

V další kapitole je formulována úloha o pohybu výparové fronty, kterou v rámci
práce řešíme. Jsou představeny materiálové charakteristiky výpočetní oblasti, počá-
teční a okrajové podmínky, které předepisujeme na hranicích oblasti a na výparové
frontě, a nakonec je uvedena obyčejná diferenciální rovnice vycházející z výsledků
předchozí kapitoly, kterou používáme jako řídící rovnici pohybu výparové fronty ve
zkoumaném vzorku.

V následujících dvou kapitolách je podrobně vysvětlen způsob řešení úloh ve vlhké
a suché zóně. Tyto úlohy řešíme zároveň s řešením úlohy o pohybu výparové fronty,
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

abychom určili hodnotu pravé strany řídící rovnice v daném časovém kroku.
V posledních dvou kapitolách jsou představeny a diskutovány výsledky výpočtu

modelu pohybu výparové fronty. Výpočty se lépe shodují s naměřenými daty v první
fázi výparu. Ve druhé fázi je shoda výsledků výpočtů s daty menší.



Kapitola 2

Výpar z porézních materiálů

Výpar z volného povrchu je významný přírodní jev, který spotřebovává téměř čtvrtinu
celkového množství sluneční energie dopadající na zemský povrch [Or a kol., 2013].
V hydrologii a klimatologii je výpar zřídka kvantifikován samostatně. Obvykle se
k němu připočítává množství vody vydané do okolní atmosféry transpirací rostlin.
Tyto dva jevy souhrnně označujeme slovem evapotranspirace. Podle [Oki a Kanae,
2006] je evapotranspirací vráceno do atmosféry bezmála šedesát procent celkového
množství srážek nad kontinenty. Jedná se tak o proces se zcela zásadní rolí v globálním
hydrologickém cyklu.

Součástí celkového výparu z volného povrchu je i výpar z půdy a hornin. Výpar
z půdy a s ním související půdní vlhkost jsou klíčovými parametry při posuzování
efektivity zemědělského managementu [Wanniarachchi a Sarukkalige, 2022]. Výrazný
vliv má výpar také například na mechanické vlastnosti hornin a půd. Nízké hodnoty
výparu z hornin, vysoká vlhkost a její změny v čase usnadňují působení mrazového
zvětrávání [Richards a kol., 2022]. Vysoký výpar naopak může zvyšovat intenzitu
solného zvětrávání, jež je způsobeno krystalizačními tlaky solí, které zapříčiňují naru-
šování pórových stěn v hornině [Winkler a Singer, 1972]. Množství solných minerálů
vzniklých krystalizací z vypařované vody je v daném místě přímo závislé na intenzitě
výparu. Pro přibližnou lokalizaci a odhad intenzity zvětrávání horninového výchozu
je proto užitečné míru výparu znát [Slavík a kol., 2023]. Vztah intenzity výparu a
koncentrace solí rozpuštěných ve vypařované vodě je ovšem vzájemný. Autoři článku
[Norouzi a Shokri, 2012] zkoumali, jakým způsobem koncentrace solí v roztoku ovliv-
ňuje intenzitu výparu. V rámci svého výzkumu dospěli k výsledku, že při zvyšování
koncentrace solí až do určité úrovně intenzita výparu klesá a po překročení této mezní
hodnoty již neomezeně roste.

Průměrná intenzita výparu z půd je rámcově nízká a činí pouze několik milimetrů
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4 KAPITOLA 2. VÝPAR Z PORÉZNÍCH MATERIÁLŮ

za den [Or a kol., 2013]. Intenzitě výparu z různých druhů hornin se věnuje článek
[Slavík a kol., 2023]. Autoři shromáždili vzorky hornin deseti různých litologických
typů a nechali je vypařovat v městských atmosferických podmínkách mimo laboratoř.
Experiment trval přibližně tři čtvrtě roku a byl realizován ve dvou podobách. V obou
případech byl výpar ze vzorku umožněn jen v jednom směru. Část vzorků byla upra-
vena tak, aby po dobu trvání měření existovalo kapilární spojení s volným povrchem
vzorku. K výparu zde tedy docházelo až na povrchu horniny. Ve zbytku případů exis-
tovala ve vzorcích suchá vrstva a výpar probíhal uvnitř horniny. Změřené hodnoty
intenzity výparu se pohybovaly mezi 0, 001 mm/den a 6, 7 mm/den v závislosti na
druhu horniny, sezonalitě klimatu a výše zmíněnému typu uspořádání experimentu.

2.1 Fáze výparu

Míra výparu z porézního materiálu je řízena a omezována především následujícími
třemi okolnostmi [Or a kol., 2013] – energetickou bilancí mezi porézním materiálem
a jeho okolím, přísunem kapalné vody do oblasti vypařování z daného porézního
materiálu a rychlostí pohybu páry skrz suchou část porézního vzorku (suchou částí
myslíme tu část, v níž se voda vyskytuje pouze v plynném skupenství). Na intenzitě
výparu se tedy podílí jak vnitřní materiálové parametry porézního prostředí tak vnější
atmosférické podmínky.
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Obrázek 2.1: Fáze výparu [Or a kol., 2013]

Při vypařování vody z plně nasyceného pórovitého vzorku je intenzita výparu e (m/s)
shora limitována tzv. potenciálním výparem E (m/s). Jedná se o takovou intenzitu
výparu, které by bylo dosaženo při vypařování vody z rozsáhlé volné hladiny za daných
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atmosferických podmínek [Chenge a Brutsaert, 2005]. Na potenciální výpar můžeme
nahlížet jako na proces přenosu hmoty mezi vodním tělesem a atmosférou uskuteč-
ňovaný difuzí skrz mezní vrstvu nad hladinou vody [Ben Neriah a kol., 2014]. Tento
popis lze vyjádřit rovnicí ve tvaru

E = PS − PA

ϱ0
.

Člen ϱ0 > 1 popisuje schopnost páry přesunout se přes mezní vrstvu do okolní atmo-
sféry a můžeme jej proto hodnotit jako jakýsi odpor mezní vrstvy. Výraz v čitateli
zlomku představuje rozdíl tlaku nasycené páry PS a atmosférického tlaku PA. Má-li
dojít k výparu, je nutné, aby tento rozdíl byl kladný.

Skutečná hodnota intenzity výparu z pórovitého vzorku se může podstatně lišit
od hodnoty E. Při popisu výparu z půdy nebo z horniny totiž musíme navíc uvážit
omezení plynoucí z pohybu páry skrz příslušný materiál a jeho nejbližší okolí. Kva-
litativně oddělujeme dvě fáze výparu z porézního prostředí (např. [Or a kol., 2013]
nebo [Ben Neriah a kol., 2014]). První fáze, jež je znázorněná v levé části obrázku 2.1,
je charakterizována relativně vysokými hodnotami intenzity výparu, které si často
zachovávají konstantní průběh v čase. Časový průběh je ovlivněn mocností mezní
vrstvičky vzniklé nad povrchem materiálu. Během první fáze výparu mají na výsled-
nou hodnotu e velký vliv také okolní atmosférické podmínky [Or a kol., 2013]. Je to
dáno tím, že v první fázi dochází k vypařování na povrchu vzorku. Vzorek setrvá v
této fázi do té doby, než se přeruší hydraulické (kapilární) spojení povrchu se zbytkem
porézního prostředí. Intenzitu výparu v první fázi e1 lze popsat obdobným vzorcem,
jakým byla popsána veličina E. Můžeme říci, že

e1 = PS − PA

ϱ1
. (2.1.1)

Veličina ϱ1 představuje odpor kladený vypařování v první fázi. Tento odpor je ovliv-
něn parametry ϱ0 a r(θ), kde θ je objemová vlhkost. Funkce r vyjadřuje vliv vlhkosti
povrchu na prostupnost páry mezní vrstvou. Platí tato rovnost

ϱ1 = ϱ0 + r(θ).

Uvedená rovnost vychází z výsledků uveřejněných v článcích [Haghighi a kol., 2013]
a [Shahraeeni a kol., 2012]. Autoři těchto článků založili popis výparu z porézního
prostředí na řešení rovnice advekce a difuze pro soustavu diskrétních pórů. Modelo-
váním dospěli k výsledku, podle nějž povrchová vlhkost odpovídající počtu aktivních
(rozumějte kapilárně napojených) pórů výrazně ovlivňuje intenzitu výparu. Na po-
čátku první fáze vypařování, kdy jsou všechny póry na povrchu aktivní, se pára šíří
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do okolí přes mezní vrstvu díky nenulovému gradientu koncentrace způsobenému ne-
rovnoměrným rozložením koncentrace páry v prostředí a ovlivněným mocností mezní
vrstvy. Autoři analyticky odvozují, že mocnost mezní vrstvy β0 je úměrná rychlosti
pohybu vzduchu u nad vzorkem podle vztahu

β0 ∼ 1√
u

.

Se zmenšujícím se množstvím aktivních pórů dochází k rozšíření suché části povrchu
a původní jednorozměrné stratifikované rozložení koncentrace vodní páry nad vlhkým
povrchem se mění na trojrozměrné uspořádání s nejvyššími koncentracemi v blízkém
okolí stále aktivních pórů a s minimálními koncentracemi v suchých částech. Odpor
první fáze výparu ϱ1 proto musí reflektovat vliv povrchové vlhkosti. Porovnáme-li
rovnici (2.1.1) s Fickovým zákonem, získáme závislost odporu mezní vrstvy ϱ0 na
fyzikálně interpretovatelných parametrech. Dostaneme

ϱ0 = β0

D0
− r(θ),

kde D0 (m2/s) představuje koeficient difuze v mezní vrstvě. Autoři článku [Haghighi
a kol., 2013] navíc odvozují explicitní předpis pro r(θ) v případě výparu ze soustavy
stejně velkých kruhovitých póru.

Článek [Haghighi a kol., 2013] také zkoumá míru, jakou se na pohybu páry mezní
vrstvou podílí advekce. Na základě porovnání numerických a analytických řešení mo-
delů proudění páry založených na různých formách rovnice advekce a difuze s různými
okrajovými podmínkami přichází k závěru, že advekční složka proudění je zanedba-
telná pro prostředí s malými póry (0, 1 mm) nebo pro mocné mezní vrstvy (7, 1 mm).
Advekce se výrazněji projeví v prostředí s velkými póry (0, 7 mm) nebo s velkým
gradientem koncentrace vodní páry.

Při pokračujícím výparu a vysoušení porézního prostředí dochází k růstu velikosti
kapilárního tlaku v pórech. Po překročení jisté kritické hodnoty kapilárního tlaku
dojde k přerušení kapilárního napojení povrchu se zbytkem prostředí. K přerušení
spojení může dojít vniknutím vzduchu do póru z okolní atmosféry nebo přerušením
kapiláry uvnitř materiálu. Zánikem všech aktivních pórů ve vzorku přechází výpar
do své druhé fáze [Ben Neriah a kol., 2014]. Stavem mezi první a druhou fází vý-
paru z porézního prostředí se zabývají autoři Lehmann, Assouline a Or. Ve svém
článku [Lehmann a kol., 2008] pracují s modelem dvojice propojených kapilár o růz-
ných průměrech. Výpar z kapilár předpokládají implicitně, do svých úvah nezahrnují
termodynamický vztah modelu a jeho okolí a zabývají se pouze bilancí gravitační a
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kapilární síly působící na vodu v modelu. Zavádí pojem charakteristické délky LC ,
která označuje rozsah hydraulicky propojeného prostředí. Délka LC je tudíž také pa-
rametr popisující bilanci sil působících na vodu v modelu. Maximální charakteristická
délka pak určuje největší rozdíl gravitační a kapilární síly, při němž je ještě povrch
hydraulicky propojen s podpovrchem prostředí. Délku LC si též můžeme předsta-
vit jako maximální rozdíl hladin v kapilárách na obrázku 2.2, kterého lze v daném
prostředí dosáhnout.

Obrázek 2.2: Model se dvěma kapilárami, r1, 2 značí poloměry kapilár [Or a kol., 2013]

Maximální charakteristickou délku proto můžeme, díky výsledkům předchozích od-
stavců, považovat za hodnotu provázející přechod mezi první a druhou výparovou
fází.

Článek [Or a kol., 2013] uvádí, že při nízkých hodnotách intenzity výparu ze
vzorku závisí charakteristická délka pouze na materiálových vlastnostech prostředí
a předkládá vzorec, ze kterého lze dostat hodnotu maximální charakteristické délky
na základě znalosti dvou parametrů. Prvním z nich je vstupní hodnota vzduchu, jež
označuje takovou hodnotu sacího tlaku, při které začíná do největších pórů na po-
vrchu pronikat vzduch [Soltani a kol., 2021]. Druhým parametrem je kritická hodnota
kapilárního tlaku, po jejímž překročení dojde k přerušení hydraulického propojení u
nejmenšího póru na povrchu vzorku.

Druhá fáze výparu (znázorněná v pravé části obrázku 2.1) je charakterizována
existencí suché zóny, která odděluje povrch od zbytku pórovitého prostředí, jež je
hydraulicky propojené. K výparu dochází uvnitř materiálu. Intenzita výparu je značně
ovlivněná difuzním šířením páry skrz suchou zónu. S pozvolným vysoušením prostředí
a rozšiřováním suché zóny se intenzita výparu zmenšuje [Ben Neriah a kol., 2014]. K
popisu intenzity výparu lze použít obdobného vzorce jako v předchozí fázi. Platí

e2 = PS − PA

ϱ2
,

kde odpor druhé fáze ϱ2 navíc splňuje ϱ2 = ϱ1 + l. Parametr l zde představuje odpor
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kladený pohybu páry suchou vrstvou. Porovnáním s Fickovým zákonem dostaneme

l = β1

D1
− ϱ1,

kde β1 značí mocnost suché zóny a D1 představuje koeficient difuze páry v suché zóně.

2.2 Přechodová zóna

Jak již bylo naznačeno v předcházející podkapitole, modely výparu z porézního pro-
středí často předpokládají potenciální existenci suché zóny s vodou pouze v plynné
formě a vlhké zóny s kapalnou vodou. Popisovat výpar porézním materiálem pomocí
zavedení jediné zóny, v níž by byla řešena úloha o pohybu vody bez ohledu na skupen-
ství, by vyžadovalo hledat hodnotu jakési efektivní hydraulické vodivosti prostředí,
která by reflektovala rozdílný pohyb kapalné vody a páry. To je ovšem laboratorně
velmi těžko proveditelné [Bastiaanssen a kol., 1989].

Suchou a vlhkou zónu odděluje tzv. přechodová vrstva. Ve článcích [Or a kol.,
2013] a [Shokri a Salvucci, 2010] je tato vrstva charakterizována svými hranicemi – tzv.
primární výparovou frontou a tzv. sekundární výparovou frontou. Pokud není porézní
prostředí plně saturováno, existuje primární výparová fronta již na počátku první fáze
výparu a nachází se v oblasti, kde se účinek kapiláních sil vyrovná s účinkem síly
gravitační. Při postupném vysoušení vzorku může eventuálně dojít k překročení dříve
zmiňované charakteristické délky LC (vizte obrázek 2.2) a pod povrchem porézního
materiálu vznikne sekundární výparová fronta. Ta se nachází ve vzdálenosti LC od
primární výparové fronty.

Autor článku [Kulikovskii, 2002] definoval přechodovou vrstvu jednorozměrného
porézního prostředí okrajovými podmínkami předepsanými na jejích hranicích. Okra-
jové podmínky požadovaly spojitost hustoty toku vody (kapalné i plynné fáze) a
spojitost toku energie v přechodové vrstvě. Na jedné z částí hranice přechodové zóny
byla též požadována spojitost hustoty vody, aby se zamezilo výparu přímo na hra-
niční frontě. Model výparu a pohybu vody v prostředí byl postaven na řešení soustavy
rovnic řídících tok vody a tepla.

Někteří autoři (např. [Konukcu a kol., 2004], [Mls, 2022]) pracují při modelování
výparu pouze se dvěma zónami prostředí – suchou zónou, ve které není přítomna
kapalná voda a vlhkou zónou, v níž existuje pohyblivá kapalná voda. Přechodová
vrstva v těchto modelech sníží dimenzi a je považována za ostrou hranici mezi oběma
zónami. Rozhraní zón se ve zmíněných článcích označuje jako výparová fronta. Tato
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diplomová práce vychází z modelu představeného v článku [Mls, 2022]. Podrobnosti
o formulaci úlohy o výparu v tomto článku budou podány zvlášť v další kapitole.

Článek [Konukcu a kol., 2004] definuje výparovou frontu jako oblast pórovitého
prostředí, v níž vlhkost nabývá určité kritické hodnoty θc. Tuto hodnotu určuje ze
vztahu vlhkosti a celkového koeficientu difuze daného součtem koeficientu difuze pro
kapalnou vodu a pro páru. Koeficient difuze kapalné vody monotónně klesá s ubývající
vlhkostí. Koeficient difuze páry naopak roste při vysoušení prostředí. Součet obou
veličin bude pro nějakou nízkou hodnotu vlhkosti nabývat lokálního minima. Toto
minimum pak definuje výparovou frontu a v článku [Konukcu a kol., 2004] je hledáno
použitím materiálových vztahů určujících hydraulické vlastnosti zeminy.

2.3 Měření hloubky vyparové fronty

Představa ostré hranice mezi zónami v porézním prostředí dobře koresponduje s vý-
sledky laboratorních a terénních měření (vizte např. [Weiss a kol., 2019], [Slavík a kol.,
2020], [Slavík a kol., 2023]). Slavík a kolektiv v článku [Slavík a kol., 2023] prováděli
měření intenzity výparu na vzorcích deseti různých typů horninových litologií a u
všech zjistili existenci ostrého přechodu suché a vlhké zóny.

Článek [Weiss a kol., 2019] zavádí novou metodu měření hloubky výparové fronty
(pro ilustraci vizte obrázek 2.3). Metoda spočívá v aplikování jehly, na které je nane-
seno uraninové barvivo, do vzorku vyvrtaným otvorem. Jehla je ponechána v otvoru
dostatečně dlouhou dobu na to, aby došlo k navlhčení barviva. Barvivo po styku s
vodou změní svou barvu a po vysunutí jehly ze vzorku je tak možné s pomocí pra-
vítka změřit hloubku suché části vzorku. Metoda je nedestruktivní (vrtaný otvor má
průměr 2 mm), rychlá (jedno měření obvykle trvá 10 min) a levná.

Další metodou měření vlhkosti v půdě nebo hornině je například neutronová ra-
diografie [Shokri a kol., 2008], [Pel a kol., 1993]. Tato metoda spočívá ve vysílání
paprsku neutronů do zkoumaného vzorku. Neutrony zde interagují s jádry atomů a
dochází k úbytku jejich kinetické energie. Míru útlumu jejich pohybu je možno měřit
speciálním detektorem. Pohyb neutronů je velmi dobře tlumen vodíkem. Neutronová
radiografie je proto citlivá na množství vody v proměřovaném prostředí.

Vlhkost půdy je také možno zjistit použitím metody reflektometrie v časové oblasti
[Robinson a kol., 2003]. Tato metoda využívá chování elektromagnetického vlnění v
podmínkách nespojité impedance podél trasy šíření. Nespojitosti v hodnotách impe-
dance určené materiálovými vlastnostmi prostředí vedou ke vzniku odrazů vlnění. K
vedení elektromagnetického signálu se používá přenosové vedení nejčastěji ve formě
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koaxiálního kabelu, na nějž je napojen osciloskop schopný zobrazovat příchozí od-
razy, a sonda ve formě několika pravidelně uspořádaných hrotů, jež se aplikují do
zkoumaného prostředí. Sonda zde tvoří prodloužení koaxiálního kabelu a má obecně
jinou charakteristickou impedanci danou materiálovými vlastnostmi zeminy. Protože
jednou z veličin ovlivňujících charakteristickou impedanci je i elektrická permitivita
prostředí, která nabývá abnormálně vysoké hodnoty pro vodu, je rozhraní suché a
vlhké zóny v půdě místem nespojitosti impedancí. Mocnost suché zóny je pak možné
určit z analýzy časového průběhu odrazu.

Obrázek 2.3: Metoda uraninové sondy [Weiss a kol., 2019]

Obrázek 2.4: Metoda reflektometrie v časové oblasti [Robinson a kol., 2003]



Kapitola 3

Výparová fronta a její pohyb

Tato kapitola se zabývá výparem z porézního materiálu a jeho souvislostí s polohou
a pohybem výparové fronty. Jedná se o přístup zavedený článkem [Mls, 2022], který
definuje výparovou frontu a odvozuje diferenciální rovnici jejího pohybu.

Podle zmíněného článku lze v porézním prostředí obecně identifikovat tři zóny
– suchou, přechodovou a vlhkou. V suché zóně se voda vyskytuje pouze ve formě
páry. V přechodové zóně existuje plynná i kapalná voda. Kapalná voda je zde ovšem
přítomna pouze v takovém množství, že je vázána na pevnou fázi porézního prostředí
a není pohyblivá. Vlhká zóna obsahuje kapalnou vodu, která se pohybuje na základě
rozdílů hydraulické výšky. Lze očekávat, že během vypařování se mocnost přechodové
zóny zmenšuje, neboť dochází k rychlému výparu vázané kapalné vody. Článek [Mls,
2022] proto přechodovou zónu zanedbává a uvažuje pouze vlhkou a suchou zónu. Tyto
zóny odděluje výparová fronta.

Představme si porézní prostředí v R3, v němž je přítomna kapalná voda a pára
a dochází v něm k výparu. Část prostředí s kapalnou vodou Wt i suchá část Dt jsou
otevřené souvislé množiny. V tomto porézním prostředí se budeme zabývat souvislou
otevřenou množinou Ω v časovém intervalu (0, T ), kde T je kladné reálné číslo. Buď

G = (0, T ) × Ω.

Lze ukázat, že množina G je otevřená. Nechť G w je otevřená podmnožina G obsahující
pohyblivou kapalnou vodu. Dále definujeme

G d = G ∖ G w. (3.0.1)

Množina G d je tedy také otevřená. Označme vlhkost porézního prostředí symbolem
θ. Na základě našich definic platí, že θ = 0 na množině G d a θ > 0 na množině G w.

11
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Následují definice suché zóny Ω d
t a vlhké zóny Ω w

t v čase t ∈ (0, T ).

Ω d
t =

{︂
x ∈ Ω; (t, x) ∈ G d

}︂
,

Ω w
t = {x ∈ Ω; (t, x) ∈ G w} .

Z definice (3.0.1) plyne, že pro t ∈ (0, T ) máme

Ω d
t = Ω ∖ Ω w

t (3.0.2)

Označme nyní
γt = Ω d

t ∩ Ω w
t , t ∈ (0, T ).

Z definice množin Ω a Ω w
t a z rovnosti (3.0.2) vyplývá, že když pro libovolnou množinu

A platí Ω d
t ⊂ A a A ∩ (Ω ∖ Ω d

t ) ̸= ∅, pak A ∩ Ω w
t ̸= ∅. Vzhledem k otevřenosti Ω d

t

a platnosti inkluze Ω d
t ⊂ Ω splňuje množina Ω d

t uvedné podmínky a množina γt je
tak neprázdná. Zóny Ω d

t a Ω w
t rozdělují Ω i její hranici pouze na základě vnitřního

rozložení vlhkosti v Ω. Množina γt tedy představuje rozhraní suché a vlhké zóny
definované vzhledem k vlhkostním podmínkám uvnitř Ω a nereflektuje tak vlhkostní
podmínky v okolním porézním prostředí. Abychom toho docílili, zavedeme následující
pojmy. Část ∂ Ω, která je v čase t ∈ (0, T ) v kontaktu s množinou Dt, označme B d

t a
část ∂ Ω, která sousedí s množinou Wt, nazveme B w

t . Nyní přejděme k definici

DEFINICE 3.0.1 (Výparová fronta). Buď t ∈ (0, T ). Výparovou frontou v čase t

nazveme množinu

γt =
(︂
Ω d

t ∩ Ω w
t

)︂
∪

(︂
Ω d

t ∩ B w
t

)︂
∪

(︃
Ω w

t ∩ B d
t

)︃
.

Z odstavce nad definicí 3.0.1 plyne, že výparová fronta je neprázdná množina.

Ω

∂Ω
γt

Ω w
t

Ω d
t

Ω w
t ∩ B d

t

Ω d
t ∩ B w

t

Wt

Dt

Obrázek 3.1: Ilustrace k definici výparové fronty v případě Ω ⊂ R2
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Obraz výparové fronty v čase je

Γ = {(t, x) ∈ R4; x ∈ γt, t ∈ (0, T )}.

Množinu Γ považujeme za hladkou plochu v R4 a definujeme na ní jednotkový normá-
lový vektor ν = (νt, ν1, ν2, ν3), který směřuje z G w do G d. Díky naší definici B w

t a B d
t

má takováto orientace normálového vektoru smysl všude na Γ. Je-li νt(t, x) záporné
číslo, výparová fronta se v nějakém okolí bodu (t, x) pohybuje směrem k suché zóně
a porézní prostředí se naplňuje kapalnou vodou. Pokud je νt(t, x) kladné, fronta na
jistém okolí (t, x) ustupuje směrem do vlhké zóny a prostředí se vysouší. Pokud není
νt(t, x) rovno nule, můžeme plochu Γ na jistém okolí bodu (t, x) vyjádřit jako funkci
v proměnné x

t = f(x).

Z definice 3.0.1 je patrné, že pojem výparové fronty nespojujeme s žádnou konkrétní
množinou materiálových bodů porézního prostředí. Současná poloha, směr pohybu i
rychlost výparové fronty v daném čase a místě jsou řízeny výhradně bilancí pohybu
vody ve vlhké a suché zóně. Každý bod fronty se tedy v daném čase pohybuje v
směru normály v tomto bodu. V nadcházejících odstavcích odvodíme rovnici pro
pohyb výparové fronty. Nejprve zde uvedeme několik pojmů.

Symboly n a ϱ označují porozitu prostředí a hustotu kapalné vody. Symbol u
představuje objemovou hustotu toku kapalné vody v G w, v d a v w značí objemovou
hustotu toku plynné fáze v suché a vlhké zóně, b d a b w označuje hustotu toku vody
difuzí v suché a vlhké zóně, c d a c w značí koncentraci vody v plynné fázi v suché a
vlhké zóně. Nechť jsou zobrazení v d, b d a c d spojitá v G d a zobrazení v w, b w a c w

spojitá v G w.
Nechť nyní y = y(t) je bod z γt. Elementární časový krok označíme δt. Symbolem

δS ⊂ γt rozumíme elementární plochu obklopující bod y(t). Euklidovskou vzdálenost
mezi body y(t) a y(t + δt) nazveme δs. Jednotkový normálový vektor v y směřující
z vlhké do suché zóny v čase t označíme ν(t, y). V daném čase tedy platí

y(t + δt) = y(t) + δs ν(t, y).

Tok vody ϱ u+b w+c wv w z vlhké zóny procházející ploškou δS posouvá výparovou
frontu směrem do suché zóny a tok b d + c dv d přicházející ze suché zóny skrz δS

posouvá frontu směrem do vlhké zóny. Celkové množství vody procházející skrz plochu
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δS v časovém intervalu δt je rovno výrazu

δS δt
(︃

ϱ(t, y) u(t, y) + b w(t, y) + c w(t, y) v w(t, y)−

− b d(t, y) − c d(t, y) v d(t, y), ν(t, y)
)︃

,

kde (·, ·) : R3 → R představuje standardní skalární součin na R3. Toto množství vody
je rovno hmotě vody nacházející se v elementárním objemu δs δS v časovém intervalu
δt

δs δS
(︃

ϱ(t, y) θ(t, y) + c w(t, y)
(︂
n(t, y) − θ(t, y)

)︂
− n(t, y) c d(t, y)

)︃
.

Celková bilance hmoty vody v elementárním objemu δs δS a v časovém rozmezí δt

má tedy tvar

δS δt
(︃

ϱ u + b w+ c w v w− b d − c d v d, ν
)︃

=

= δs δS
(︃

ϱ θ + c w
(︂
n − θ

)︂
− n c d

)︃
. (3.0.3)

V rovnici (3.0.3) jsme pro lepší čitelnost nevypisovali závislost jednotlivých funkcí na
čase a poloze.

y(t)

y(t + δt)

δs

ν(t, y)

B
V

γt

γt+δt

Ω d
t

Ω w
t

Obrázek 3.2: Ilustrace pohybu výparové fronty v případě Ω ⊂ R2. Použili jsme
označení B = b d(t, y) − b w(t, y) a V = ϱ(t, y) u(t, y) + c w(t, y) v w(t, y) −
c d(t, y) v d(t, y) (podle [Mls, 2022])

Limitním přechodem v rovnici (3.0.3) obdržíme

∂

∂t
s(t, y) =

⎛⎜⎜⎝
(︃

ϱ u + b w+ c w v w− b d − c d v d, ν
)︃

ϱ θ + c w
(︂
n − θ

)︂
− n c d

⎞⎟⎟⎠(t, y),
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Díky naší definici veličiny δs můžeme rovnici ekvivalentně napsat ve formě obyčejné
diferenciální rovnice

d
dt

y(t) =

⎛⎜⎜⎝
(︃

ϱ u + b w+ c w v w− b d − c d v d, ν
)︃

ϱ θ + c w
(︂
n − θ

)︂
− n c d

⎞⎟⎟⎠(t, y) ν(t, y). (3.0.4)

Mls (2022) uvádí, že lze předpokládat, že objemová hustota toku plynné fáze je v
rovnováze se změnou objemu kapalné vody ve vlhké zoně, tedy

−(u, ν) = (v d, ν) = (v w, ν).

Protože také platí, že hodnota hustoty kapalné vody ϱ je mnohem větší než hodnoty
koncentrace páry v suché i vlhké zóně, smíme si dovolit advekční toky v rovnici (3.0.4)
zanedbat. Rovnice pak vypadá takto

d
dt

y(t) =

⎛⎜⎜⎝
(︃

ϱ u + b w− b d, ν
)︃

ϱ θ + c w
(︂
n − θ

)︂
− n c d

⎞⎟⎟⎠(t, y) ν(t, y). (3.0.5)

Rovnice (3.0.4), případně (3.0.5), je řídící rovnicí pohybu výparové fronty v porézním
prostředí.



Kapitola 4

Formulace úlohy o pohybu
výparové fronty

V této kapitole je představena počáteční úloha, která byla v rámci diplomové práce
řešena za účelem porovnání výsledků řešení Mlsovy rovnice pohybu výparové fronty
(3.0.4) s daty získanými laboratorním měřením, jehož výsledky byly publikovány v
článku [Slavík a Lanzendörfer, 2024]. Experiment, z něhož data vzešla, byl založen na
pozvolném vypařování vody z horninových vzorků při pokojové teplotě o průměrné
hodnotě 17, 4 ◦C a relativní vlhkosti o průměrné hodnotě 42, 3 %. V průběhu ex-
perimentu byl zaznamenáván úbytek hmotnosti vzorků spolu s teplotou a vlhkostí
okolního vzduchu.

4.1 Oblast a její materiálové vlastnosti

V úloze se zabýváme prouděním vody v pórovitém vzorku válcovitého tvaru o ploše
podstavy S = 26, 6 cm2 a výšce L = 5, 65 cm. Vzorek je orientován vertikálně a je
tvořen středně až jemnozrnným křemenným pískovcem. Materiál vzorku považujme za
homogenní a isotropní. Protože se úloha týká proudění vody nesaturovaným porézním
prostředím, potřebujeme znát retenční křivku daného materiálu θ(h), tedy závislost
vlhkosti vzorku θ (-) na tlakové výšce h (m), jež je platná v nesaturovaném prostředí,
kde h < 0. Použijeme Van Genuchtenův model retenční křivky [Van Genuchten, 1980]

θ(h) = θr + θs − θr(︃
1 + (α|h|)n

)︃m , (4.1.1)

v němž bezrozměrná kladná čísla θs a θr představují saturovanou a reziduální vlhkost
vzorku, kladné číslo α (1/m) souvisí s tzv. vstupní hodnotou vzduchu, parametr n

16
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značí tzv. index rozložení velikosti pórů ve vzorku a pro m platí m = 1 − 1/n.
Konkrétní hodnoty představených parametrů pro použitý materiál byly převzaty z
práce [Fataciune, 2024].

Pro výpočet úlohy potřebujeme ještě několik dalších materiálových parametrů,
jejichž hodnoty převezmeme z článku [Slavík a Lanzendörfer, 2024] a [Slavík a kol.,
2024]. Všechny potřebné materiálové parametry shrnuje následující tabulka.

Tabulka 4.1: Materiálové parametry

parametr hodnota jednotka

saturovaná vlhkost θs 0, 283 -
reziduální vlhkost θr 0, 0139 -
koeficient α 1, 17 1/m
koeficient n 6, 79 -
difuzní koeficient D 4, 23 × 10−6 m2/s
saturovaná hydraulická vodivost Ks 8, 2 × 10−5 m/s
počáteční objem kapalné vody - 4.25 × 10−5 m3

hustota kapalné vody ϱ 998, 203 kg/m3

Retenční křivka definovaná předpisem (4.1.1) je rostoucí a tedy prostou funkcí na
svém definičním oboru.
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Obrázek 4.1: Retenční křivka použitého materiálu

Funkce (4.1.1) je diferencovatelná na svém definičním oboru. Její derivace se nazývá
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kapacitní funkce a značí se C(h). Platí pro ni

C(h) = (θs − θr)αnm(α|h|)n−1(︃
1 + (α|h|)n

)︃m+1 , h < 0.
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Obrázek 4.2: Kapacitní funkce použitého materiálu

Následující obrázek ilustruje chování retenční křivky porovnáním s její derivací.
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Obrázek 4.3: Retenční křivka a kapacitní funkce

V nesaturovaném porézním prostředí pracujeme s hydraulickou vodivostí, jejíž hod-
nota závisí na tlakové výšce v daném bodě. Funkci, jež popisuje tuto závislost, nazý-
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váme nesaturovaná hydraulická vodivost a značíme ji K(h). Její předpis

K(h) = Ks
1(︃

1 + (α|h|)n
)︃ m

2

⎛⎝1 −
(︃

1 − 1
1 + (α|h|)n

)︃m
⎞⎠2

je odvozen z Van Genuchtenova modelu [Van Genuchten, 1980]. V předpisu se obje-
vuje saturovaná hydraulická vodivost Ks, jejíž hodnota je uvedena v tabulce 4.1.
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Obrázek 4.4: Nesaturovaná hydraulická vodivost

Laboratorní experiment trval 11, 55 dnů. Dobu trvání označíme T . V průběhu experi-
mentu byl celý vzorek kromě jeho vrchní podstavy zalit do epoxidu. Pára tak mohla
unikat ze vzorku jen skrze vrchní podstavu. Proudění ve vzorku proto můžeme považo-
vat za vertikální a výpočetní oblast úlohy definovat jako interval Ω = (0, L). V tomto
intervalu existuje na základě výsledků kapitoly 3 bod výparové fronty y(t), t ∈ (0, T ),
který dělí Ω na vlhkou zónu Ω w

t a suchou zónu Ω d
t

Ω w
t = (0, y(t)), Ω d

t = (y(t), L), t ∈ (0, T ).

Na počátku experimentu byla vrchní podstava hydraulicky propojená se zbytkem
vzorku. Položíme tedy y(0) = L. Suchá zóna je tak na začátku experimentu prázdná
množina. Abychom i v čase t = 0 mohli použít rovnici pro pohyb výparové fronty (3.0.5),
rozšíříme výpočetní oblast na Ω = (0, L+β). Kladné číslo β převezmeme z článku [Sla-
vík a Lanzendörfer, 2024], kde je autoři používají pro výpočet intenzity první fáze
výparu pomocí Fickova zákona. Číslo β bylo určeno optimalizací rozdílu změřených
a vypočtených hodnot intenzity výparu.
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4.2 Podmínky

Úlohu o pohybu výparové fronty na množině Ω doplňujeme okrajovými a počátečními
podmínkami. Okrajové podmínky získáme z laboratorních dat. V čase (0, T ) byla při-
bližně 20 cm nad vzorkem zaznamenávána teplota ϑ (◦C) a relativní vlhkost RH (%).
Z těchto dat je možno dopočítat absolutní vlhkost vzduchu. K výpočtu použijeme
vzorec z článku [McRae, 1980]. Ve vzorci je nutno dvojici (ϑ, RH) doplnit ještě hod-
notou atmosferického tlaku, jenž ovšem v rámci experimentu nebyl zaznamenáván.
Přiřadíme mu proto konstantní hodnotu v čase, která odpovídá hodnotě standard-
ního atmosferického tlaku. Vypočtené hodnoty absolutní vlhkosti, která je shodná
s koncentrací vodní páry v prostředí nad vzorkem, proložíme metodou nejmenších
čtverců polynomem čtvrtého stupně. Tento polynom označíme cL+β

b a předepisujeme
jej v bodě x = L + β jakožto Dirichletovu podmínku.
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Obrázek 4.5: Dirichletova okrajová podmínka předepsaná v x = L + β

V bodě výparové fronty x = y zadáme dvě okrajové podmínky — Dirichletovu a Ne-
umannovu. Pro získání Dirichletovy podmínky převezmeme od autorů laboratorního
experimentu [Slavík a Lanzendörfer, 2024] následující předpoklad. Na výparové frontě
je v každém čase stoprocentní relativní vlhkost a stejná teplota, jaká je vně vzorku.
Díky znalosti teploty nad vzorkem dopočteme podle vzorce z článku [McRae, 1980]
hodnoty absolutní vlhkosti na výparové frontě v průběhu měření. Dirichletovu okra-
jovou podmínku získáme proložením těchto hodnot polynomem metodou nejmenších
čtverců.
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Obrázek 4.6: Dirichletova okrajová podmínka předepsaná v x = y

Buďte K ∈ N, k ∈ (0, K] ∩ N a t0 = 0. Pro určení okrajové podmínky v bodě y(t)
uplatníme data úbytku hmotnosti vzorku δmk v časovém intervalu (tk−1, tk). Předpo-
kládáme, že k výparu vody dochází již na výparové frontě a že váha vodní páry nebyla
vážením registrována. Číslo δmk pak odpovídá hmotnosti vody, jež se vypařila z Ω w

t

v časovém intervalu (tk−1, tk). Průměrnou hustotu toku vody qk v intervalu (tk−1, tk)
spočteme jako

qk = δmk

S(tk − tk−1)
, (4.2.1)

kde S je plocha podstavy vzorku. Hodnoty qk proložíme hladkou funkcí na (0, T ). Způ-
sob rozložení hodnot qk neumožňuje použít metodu nejmenších čtverců tak, abychom
na celém časovém intervalu nalezli polynom přijatelného stupně, který daná data
vhodně prokládá. Časový interval tedy rozdělíme na několik úseků (konkrétně jsme
při výpočtu použili čtyři úseky) a hledáme po částech polynomiální funkci q s jed-
notlivými polynomy definovanými na příslušných úsecích. Na daných subintervalech
určujeme vhodné polynomy metodou nejmenších čtverců. Požadujeme přitom, aby
ve společných bodech sousedních intervalů měly sousedící polynomy stejnou hodnotu
i derivaci. Abychom zachovali celkovou hmotnost vody, jež se vypařila ze vzorku v
průběhu experimentu, požadujeme navíc

∫︂ T

0
q(t) =

K∑︂
k=1

qk(tk − tk−1).
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Obrázek 4.7: Neumannova okrajová podmínka předepsaná v x = y(t)

V bodě x = 0 uvažujeme Neumannovu podmínku nulového vtoku kapalné vody do
Ω, tedy

−K(h(x)) d
dx

(x + h(x)) = 0, x = 0.

Pro počáteční podmínky nemáme k dispozici žádná data, která bychom mohli
spojitě proložit. Určíme je proto jiným způsobem. Předpokládáme, že proudění vody
ve vzorku bylo v čase t = 0 ustálené. Na intervalu Ω d

0 = (L, L + β) tedy platí

d
dx

(︃
D

d
dx

c(t, x)
)︃

= 0, t = 0, (4.2.2)

kde D představuje difuzní koeficient (vizte tabulku 4.1) a c(t, x) značí koncentraci
páry v suché zóně. Definujme ci(x) = c(0, x). Rovnici (4.2.2) doplňujeme počátečními
podmínkami získanými z výše definovaných okrajových podmínek

ci(L) = cy
b(0), ci(L + β) = cL+β

b (0).

Nyní můžeme rovnici (4.2.2) ekvivalentně přepsat do podoby

d2

dx2 ci(x) = 0

a zintegrovat ji. Po dosazení okrajových podmínek dostaneme

ci(x) = cy
b(0) + cL+β

b (0) − cy
b(0)

β
(x − L).
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Obrázek 4.8: Počáteční podmínka v suché zóně

Na intervalu Ω w
0 platí

d
dx

(︃
ϱ K(h(t, x)) d

dx
(h(t, x) + x)

)︃
= 0, t = 0, (4.2.3)

kde ϱ znamená hustotu kapalné vody (vizte tabulku 4.1), K(h) označuje nesaturova-
nou hydraulickou vodivost (vizte obrázek 4.4) a h(t, x) představuje tlakovou výšku
definovanou v Ω w

t . Definujeme hi(x) = h(0, x). Rovnici (4.2.3) doplníme počáteční
podmínkou

−K(hi(x)) d
dx

(hi(x) + x)
⃓⃓⃓⃓
x=L

= q(0)

a ekvivalentně ji vyjádříme jako
d
dx

(hi(x)) = − q(0)
K(hi(x)) − 1. (4.2.4)

Pro tuto rovnici neznáme počáteční podmínku, a proto ji bude nutno řešit iterativně.
Využijeme znalosti celkového objemu kapalné vody ve vzorku v čase t = 0, který je
roven součinu SLθi, kde S je plocha podstavy vzorku a θi je známá počáteční vlhkost
vzorku. Nechť ω představuje podstavu vzorku jakožto uzavřenou podmnožinu R2.
Požadujeme, aby řešení rovnice (4.2.4) splňovalo∫︂

ω×[0, L]
θ(hi(x)) = SLθi.

Díky spojitost retenční křivky na ω × [0, L] lze integrál na levé straně rovnice přepsat
takto ∫︂

ω×[0, L]
θ(hi(x)) =

∫︂
ω

∫︂
[0, L]

θ(hi(x)) = S
∫︂

[0, L]
θ(hi(x)).
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Řešení rovnice (4.2.4) tedy má splňovat∫︂
[0, L]

θ(hi(x)) = L θi. (4.2.5)

Z bijektivity retenční křivky plyne existence právě jednoho čísla η takového, že θ(η) =
θi. Za předpokladu spojitosti funkce hi(x) a retenční křivky na [0, L] dostáváme z
věty o střední hodnotě pro integrály, že η ∈ hi([0, L]). Pravá strana rovnice (4.2.4)
je záporná pro všechna hi(x) < 0. Pokud tedy na intervalu [0, L] existuje řešení této
rovnice s danou počáteční podmínkou, pak se jedná o klesající funkci. Vzhledem k
požadavku splnění (4.2.5) bude proto pro počáteční podmínku H rovnice (4.2.4) platit
H ∈ (0, η].

Vhodně zvolíme počáteční podmínku H0 ∈ (0, η]. Interval [H0, η] rozdělíme na N

dílků o délce δ = (η − H0)/N s dělícími body Hj = j δ, kde j ∈ {0, . . . , N}. Rov-
nici (4.2.4) řešíme postupně s počátečními podmínkami Hj. Řešení rovnice s počáteční
podmínkou Hj označíme hj

i . Určíme Hk tak, aby⃓⃓⃓⃓ ∫︂
[0, L]

θ(hk
i (x)) − L θi

⃓⃓⃓⃓
= min

j∈{0, ..., N}

⃓⃓⃓⃓ ∫︂
[0, L]

θ(hj
i (x)) − L θi

⃓⃓⃓⃓
.

Je-li k = 0 nebo k = N omezíme se v dalším iteračním kroku na interval [H0, H1] nebo
[HN−1, HN ]. Jinak použijeme interval [Hk−1, Hk+1]. Na tomto intervalu zavedeme
nové dělení a postupujeme obdobně jako v prvním iteračním kroku. Celý iterační
proces opakujeme, dokud není hodnota

min
j∈{0, ..., N}

⃓⃓⃓⃓ ∫︂
[0, L]

θ(hj
i (x)) − L θi

⃓⃓⃓⃓

dostatečně malá.



4.3. ÚLOHA 25

0 1 2 3 4 5
x (cm)

0, 264

0, 266

0, 268

0, 270

0, 272

ob
jem

ov
á

vlh
ko

st
(-

)

L

Počáteční vlhkost θ(hi(x))

Obrázek 4.9: Počáteční vlhkost ve vlhké zóně

4.3 Úloha

Naším záměrem je zkoumat pohyb výparové fronty ve vzorku pískovce v průběhu
laboratorního experimentu popsaného v článku [Slavík a Lanzendörfer, 2024]. Již
bylo zmíněno, že válcovitý vzorek byl ze všech stran kromě vrchní podstavy utěs-
něn epoxidem a proudění v něm považujeme za jednorozměrné a vertikální. Dobu
trvání experimentu označíme T a délku vzorku pojmenujeme L. Množina G, na níž
studujeme pohyb výparové fronty, má tvar

G = (0, T ) × (0, L).

Výparová fronta y(t), t ∈ (0, T ) dělí interval (0, L) na podmnožiny

Ω w
t = (0, y(t)) a Ω d

t = (y(t), L).

Množina Ω w
t obsahuje kapalnou vodu a množina Ω d

t obsahuje vodu pouze ve formě
páry. Zavedeme ještě

G w = {(t, x) ∈ G; t ∈ (0, T ), x ∈ Ω w
t }

G d = {(t, x) ∈ G; t ∈ (0, T ), x ∈ Ω d
t }.

Pohyb výparové fronty ve vzorku řídí rovnice (3.0.4), jež nabývá v jedné dimenzi
tvaru

d
dt

y(t) =
(︃

ϱu + b w + c wv w − b d − c dv d

ϱθ + c w(n − θ) − nc d

)︃
(t, y(t)). (4.3.1)
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Parametry ϱ a n značí hustotu kapalné vody a pórovitost vzorku. Funkce u, b w, c w,
v w a θ definované na G w představují objemovou hustotu toku kapalné vody, hustotu
toku páry difuzí ve vlhké zóně, koncentraci páry ve vlhké zóně, objemovou hustotu
toku páry advekcí ve vlhké zóně a vlhkost ve vlhké zóně. Funkce b d, v d a c d definované
na G d představují hustotu toku páry difuzí v suché zóně, objemovou hustotu toku
páry advekcí v suché zóně a koncentraci páry v suché zóně.

Předpokládáme, že v každém okamžiku v průběhu trvání experimentu je teplota ve
vlhké zóně konstantní funkcí prostorové proměnné a že nasycenost plynné fáze vodní
párou je ve vlhké zóně vždy stoprocentní. Koncentrace páry ve vlhké zóně c w(t, ·) je
tudíž konstantní a platí

b w(t, y(t)) = 0, t ∈ (0, T ).

Vzhledem k naší volbě Dirichletovy okrajové podmínky na výparové frontě také do-
stáváme

c w(t, y(t)) = c d(t, y(t)).

Vzorek měl po dobu experimentu nepropustné dno a stěny a jeho pórovitost se ne-
měnila. Pro objemovou hustotu toku vody advekcí v w proto platí

v w(t, y(t)) = −u(t, y(t)).

Velikost hustoty toku vodní páry advekcí v suché zóně c dv d závisí na proudění vzdu-
chu ven anebo dovnitř suché zóny. Předpokládáme, že takovýto pohyb je při daném
uspořádání experimentu zanedbatelný.

Zahrneme-li výsledky předchozího odstavce do rovnice (4.3.1), obdržíme zjedno-
dušenou rovnici pohybu výparové fronty

d
dt

y(t) =
(︃(ϱ − c w)u − b d

(ϱ − c w)θ

)︃
(t, y(t)). (4.3.2)

Tuto rovnici budeme řešit s počáteční podmínkou y(0) = L v intervalu (0, T ) metodou
prediktor-korektor. Pouze funkce u a b d na pravé straně rovnice (4.3.2) neznáme
předem ze změřených dat. K nalezení funkce u(t, ·) použijeme Richardsovu rovnici
s Darcyho-Buckinghamovým zákonem v Ω w

t . K určení průběhu b d(t, ·) použijeme
rovnici difuze a Fickův zákon v Ω d

t . Formulace a způsob řešení úloh na nalezení u a
b d budou představeny v dalších kapitolách.

Z průběhu polohy výparové fronty v čase je možno určit intenzitu výparu na
frontě odpovídající hmotnosti vypařené vody na jednotku plochy a času. Postupujeme
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podle [Mls, 2022]. Označme M(t) celkovou hmotnost kapalné vody ve vzorku v čase
t vztaženou na jednotkovou plochu. Platí

M(t) = ϱ
∫︂ y(t)

0
θ(t, x) dx.

Časová derivace M(t) má tedy tvar

d
dt

M(t) = ϱ
dy

dt
(t) θ(t, y(t)) + ϱ

∫︂ y(t)

0

∂θ

∂t
(t, x) dx.

Použitím Richardsovy rovnice a Darcyho-Buckinghamova zákona dostaneme

d
dt

M(t) = ϱ
dy

dt
(t) θ(t, y(t)) + ϱ

∫︂ y(t)

0

∂u

∂x
(t, x) dx

a po úpravě a využití rovnice (4.3.2) přejde časová derivace M(t) do podoby

d
dt

M(t) = ϱ
(ϱ − c w(t, y(t))) u(t, y(t)) − b d(t, y(t))

(ϱ − c w(t, y(t))) + ϱ(u(t, 0) − u(t, y(t))).

Přítok u(t, 0) do oblasti (0, y(t)) je ovšem nulový a konečná podoba rovnice intenzity
výparu E(t) na výparové frontě vypadá takto

E(t) = ϱ b d(t, y(t))
ϱ − c w(t, y(t)) . (4.3.3)
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Úloha ve vlhké zóně

Vertikální pohyb volné kapalné vody v nenasycené zóně je popsán Richardsovou rov-
nicí. Tato rovnice vznikla kombinací rovnice kontinuity a Darcyho-Buckinghamova
zákona [Hillel, 1998], v němž je hydraulická vodivost K funkcí tlakové výšky. V nena-
syceném prostředí existuje mezi tlakovou výškou a vlhkostí funkční závislost určená
retenční křivkou. To nám dovoluje, za předpokladu bijektivity retenční křivky, for-
mulovat Richardsovu rovnici ve dvou různých tvarech. Vystupuje-li v rovnici vlhkost
jako proměnná, mluvíme o rovnici v difuzním tvaru. My budeme nadále pracovat s
tvarem kapacitním, jehož proměnnou je tlaková výška.

Uvažujme nejprve obecný případ s prostorovou proměnnou x = (x1, x2, x3) a
časovou proměnnou t. Tlakovou výšku označíme h(t, x). Nesaturovaná hydraulická
vodivost pak má tvar K(h(t, x)). Derivaci retenční křivky

d
dh

θ(h(t, x))

nazýváme kapacitní funkce a označujeme C(h(t, x)). Richardsova rovnice v kapacit-
ním tvaru má tuto podobu

C(h(t, x)) ∂

∂t
h(t, x) −

3∑︂
i=1

∂

∂xi

(︃
K(h(t, x)) ∂

∂xi

(x3 + h(t, x))
)︃

= 0.

Zabýváme se 1D prouděním ve vertikálně orientovaném horinovém vzorku. Pracujeme
na množině

(0, T ) × (0, y), (5.0.1)

kde T a y jsou reálná čísla a y představuje polohu výparové fronty. Prvky množi-
ny (5.0.1) označujeme (t, x). Richardsova rovnice nyní nabývá tvaru

C(h(t, x)) ∂

∂t
h(t, x) − ∂

∂x

(︃
K(h(t, x)) ∂

∂x
(x + h(t, x))

)︃
= 0. (5.0.2)

28
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Rovnici doplňujeme počáteční podmínkou (vizte obrázek 4.9)

h(0, x) = hi(x), x ∈ (0, y)

a okrajovými podmínkami

−K(h(t, 0)) ∂

∂x
(x + h(t, x))

⃓⃓⃓⃓
x=0

= 0,

−K(h(t, y)) ∂

∂x
(x + h(t, x))

⃓⃓⃓⃓
x=y

= j(t),

kde t ∈ (0, T ) a j(t) = q(t)/ϱ. Výraz q(t) představuje spojitou funkci zavedenou v
odstavci nad obrázkem 4.7. Symbol ϱ značí hustotu kapalné vody. K řešení úlohy
použijeme Rothovu metodu s plně implicitním schématem [Rektorys, 1985].

Buď τ kladné reálné číslo. V časovém intervalu (0, T ) zaveďme dělení {t0, . . . , tM},
kde t0 = 0, tM = T a ti+1 − ti = τ , pro i ∈ {0, . . . , M − 1}. V těchto bodech bu-
deme provátět diskretizaci rovnice (5.0.2) v čase. Rovnici (5.0.2) nahradíme obyčejnou
diferenciální rovnicí

C(h(x)) h(x) − ĥ(x)
τ

− d
dx

(︃
K(h(x)) d

dx
(x + h(x))

)︃
= 0, (5.0.3)

v níž h(x) = h(ti, x) a ĥ(x) = h(ti−1, x) pro i ∈ {1, . . . , M}. V prvním časovém
kroku tedy pokládáme ĥ(x) = hi(x). Dále odpovídá ĥ(x) řešení úlohy s rovnicí (5.0.3)
v předchozí časové úrovni.

Časová diskretizace rovnice (5.0.2) je nyní hotova. V bodech dělení {t1, . . . , tM}
je nutné řešit rovnici (5.0.3) Galerkinovou metodou (vizte např. [Rektorys, 1999]).

5.1 Slabá formulace rovnice

Všimněme si nelinearity rovnice (5.0.3), jež vyvstává z přítomnosti členu (x + h(x))
a také z nelinearity funkcí C(h(x)) a K(h(x)). Zvláště tyto dvě funkce znemožňují
použít Galerkinovu metodu přímo. Řešení úlohy s rovnicí (5.0.3) v dané časové úrovni
bude nutno hledat iterativně. Rovnici (5.0.3) si přeuspořádáme a použijeme funkci
h, kterou v prvním kroku iteračního procesu položíme rovnou ĥ a v dalších fázích
definujeme h = h, kde h je řešení úlohy z předchozí iterace.

C(h(x)) 1
τ

h(x) − d
dx

(︃
K(h(x)) d

dx
(x + h(x))

)︃
− C(h(x)) 1

τ
ĥ(x) = 0. (5.1.1)

K této rovnici přidáváme okrajové podmínky

− K(h(x)) d
dx

(x + h(x)) = 0, x = 0, (5.1.2)

− K(h(x)) d
dx

(x + h(x)) = j(t), x = y, (5.1.3)
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kde t je čas aktuálního kroku. Nyní rozdělíme prostorový interval [0, y] na N subin-
tervalů o délce δ := y/N s dělícími body

xi = i δ, i ∈ {0, . . . , N}

a definujeme numerickou bázi jako množinu funkcí

vi(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ [x0, xi−1), i ∈ {1, . . . , N}
x − xi−1

xi − xi−1
, x ∈ [xi−1, xi), i ∈ {1, . . . , N}

xi+1 − x

xi+1 − xi

, x ∈ [xi, xi+1], i ∈ {0, . . . , N − 1}

0, x ∈ (xi+1, xN ], i ∈ {0, . . . , N − 2}.

(5.1.4)

xi

vi

0

1

0 y

Obrázek 5.1: Ilustrace numerické báze

Množina (5.1.4) je podmnožinou Sobolevova prostoru W 1, 2([0, y]).
V dalším textu nebudeme pro přehlednost vypisovat závislost tlakové výšky a

funkcí vi na prostorové souřadnici x, i když ji samozřejmě stále předpokládáme. Obě
strany rovnice (5.1.1) vynásobíme s jednotlivými prvky numerické báze (5.1.4) pomocí
skalárního součinu na prostoru L2([0, y]) a dostaneme soustavu N + 1 rovnic

1
τ

∫︂ y

0
C(h) h vi −

∫︂ y

0

d
dx

(︃
K(h) d

dx
(x + h)

)︃
vi − 1

τ

∫︂ y

0
C(h) ĥ vi = 0

pro i ∈ {0, . . . , N}. Použitím Gaussovy věty [Alt, 2012] převedeme tuto soustavu na

1
τ

∫︂ y

0
C(h) h vi +

∫︂ y

0
K(h) d

dx
(x + h) d

dx
vi −

−
∫︂

∂[0, y]
K(h) d

dx
(x + h) vi ν dS = 1

τ

∫︂ y

0
C(h) ĥ vi, (5.1.5)

kde ∂[0, y] značí hranici množiny [0, y] a ν je vnější normálový vektor, jenž v našem
případě nabývá na hranici prostorového intervalu hodnot ν(0) = −1 a ν(y) = 1.
Plošný integrál proto můžeme vyjádřit ve tvaru∫︂

∂[0, y]
K(h) d

dx
(x + h) vi ν dS =

= K(h(y))
(︃ d

dx
(x + h(x))

)︃
(y) vi(y) − K(h(0))

(︃ d
dx

(x + h(x))
)︃

(0) vi(0).
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Vzhledem k podmínkám (5.1.2) a (5.1.3) a vzhledem k volbě numerické báze tak
konečně dostáváme

∫︂
∂[0, y]

K(h) d
dx

(x + h) vi ν dS =

⎧⎪⎨⎪⎩0, i ∈ {0, . . . , N − 1}

−j(t), i = N.

Soustava (5.1.5) nyní přejde do tvaru

1
τ

∫︂ y

0
C(h) h vi +

∫︂ y

0
K(h) d

dx
(x + h) d

dx
vi = 1

τ

∫︂ y

0
C(h) ĥ vi,

1
τ

∫︂ y

0
C(h) h vN +

∫︂ y

0
K(h) d

dx
(x + h) d

dx
vN = 1

τ

∫︂ y

0
C(h) ĥ vN − j(t),

(5.1.6)

i ∈ {0, . . . , N − 1}.

5.2 Řešení rovnice

V následujících krocích budeme pracovat na podprostoru W 1, 2([0, y]) generovaném
množinou (5.1.4). Řešení soustavy (5.1.6) budeme hledat jako lineární kombinaci
prvků této množiny, tedy

h(x) =
N∑︂

i=0
ui vi(x) ĥ(x) =

N∑︂
i=0

ûi vi(x).

Funkce z předešlého řádku dosadíme do soustavy (5.1.6). Dostaneme
N∑︂

j=0

(︃1
τ

∫︂ x1

x0
C(h) v0 vj +

∫︂ x1

x0
K(h) v′

0 v′
j

)︃
uj =

=
N∑︂

j=0

(︃1
τ

∫︂ x1

x0
C(h) v0 vj

)︃
ûj −

∫︂ x1

x0
K(h) v′

0,

N∑︂
j=0

(︃1
τ

∫︂ xi+1

xi−1
C(h) vi vj +

∫︂ xi+1

xi−1
K(h) v′

i v′
j

)︃
uj =

=
N∑︂

j=0

(︃1
τ

∫︂ xi+1

xi−1
C(h) vi vj

)︃
ûj −

∫︂ xi+1

xi−1
K(h) v′

i,

(5.2.1)

N∑︂
j=0

(︃1
τ

∫︂ xN

xN−1
C(h) vN vj +

∫︂ xN

xN−1
K(h) v′

N v′
j

)︃
uj =

=
N∑︂

j=0

(︃1
τ

∫︂ xN

xN−1
C(h) vN vj

)︃
ûj −

∫︂ xN

xN−1
K(h) v′

N − j(t).

V prostřední části soustavy (5.2.1) probíhá index i množinu {1, . . . , N − 1}. Při
formulaci soustavy rovnic jsme využili linearity a aditivity Lebesgueova integrálu,
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jakož i vlastností prvků numerické báze. Nenulový příspěvek k integrálu přes interval
[0, y] totiž budou pro vi dávat pouze integrály přes [xi−1, xi] a [xi, xi+1], mají-li pro
dané i tyto integrály smysl.

V prvním iteračním kroku pokládáme

h(x) =
N∑︂

i=0
ûi vi(x).

Tato funkce je známá a soustava rovnic pro {u0, . . . , uN} je proto nyní lineární. Její
řešení označíme {u1

0, . . . , u1
N} a položíme

h(x) =
N∑︂

i=0
u1

i vi(x).

Takto postupujeme, dokud není hodnota

ε = max
0≤i≤N

|uk
i − uk−1

i |

dostatečně malá. Pokud posloupnost nekonverguje, upravíme krok τ . Po dosažení
hodnoty ε položíme ui = uk

i a přejdeme na další časovou úroveň.
Pro numerickou implementaci zbývá v soustavě rovnic (5.2.1) vyjádřit integrály.

Všimněme si nejprve, že z definice prvků numerické báze (5.1.4) plyne, že ve výrazech

N∑︂
j=0

∫︂ xi+1

xi−1
C(h) vi vj a

N∑︂
j=0

∫︂ xi+1

xi−1
K(h) v′

i v′
j

jsou nenulové pouze ty členy, v nichž je j ∈ {i − 1, i, i + 1}. Ze symetrie bázových
funkcí, již je možné ověřit z definice (5.1.4), navíc vyplývají rovnosti∫︂ xi

xi−1
vi vi−1 =

∫︂ xi+1

xi

vi vi+1 a
∫︂ xi

xi−1
v2

i =
∫︂ xi+1

xi

v2
i .

Obdobný výsledek jako v předchozím řádku obdržíme i pro integrály ze součinů deri-
vací bázových funkcí díky alternujícím znaménkům derivací. Dále v textu tedy uká-
žeme pouze výpočet integrálů přes [xi−1, xi]. Hodnotu integrálu typu

∫︂ b

a
f(g(x)) dx

aproximujeme položením f(g(x)) = (f(g(a))+f(g(b)))/2. Tento postup budeme apli-
kovat na integrály ze soustavy rovnic (5.2.1). Nejdříve si ještě pro zjednodušení ozna-
číme

h(xi) = hi, C(hi) = Ci, K(hi) = Ki.
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Máme ∫︂ xi

xi−1
C(h) vi vi−1 = Ci + Ci−1

2

∫︂ xi

xi−1

(x − xi−1)(xi − x)
(xi − xi−1)(xi − xi−1)

=

= Ci + Ci−1

2δ2

∫︂ xi

xi−1
−(x−xi−1)(x−xi−1−δ) =

= Ci + Ci−1

2δ2

∫︂ xi

xi−1
−(x−xi−1)2+δ(x−xi−1) =

= Ci + Ci−1

2δ2 (−δ3

3 + δ3

2 ) =

= Ci + Ci−1

12 δ,

∫︂ xi

xi−1
C(h) v2

i = Ci + Ci−1

2δ2
δ3

3 = Ci + Ci−1

6 δ,

∫︂ xi

xi−1
K(h) v′

i v′
i−1 = Ki + Ki−1

2δ2

∫︂ xi

xi−1
−1 = −Ki + Ki−1

2δ
,

∫︂ xi

xi−1
K(h) v′ 2

i = Ki + Ki−1

2δ2

∫︂ xi

xi−1
1 = Ki + Ki−1

2δ
.

Nakonec zbyly ještě tyto dva integrály∫︂ xi

xi−1
K(h) v′

i = Ki + Ki−1

2 a
∫︂ xi+1

xi

K(h) v′
i = −Ki + Ki+1

2 .

Soustava rovnic (5.2.1) nyní přechází do podoby(︃1
τ

C0 + C1

6 δ + K0 + K1

2 δ

)︃
u0 +

(︃1
τ

C0 + C1

12 δ − K0 + K1

2 δ

)︃
u1 =

= 1
τ

C0 + C1

6 δ û0 + 1
τ

C0 + C1

12 δ û1 + K0 + K1

2 ,

(︃1
τ

Ci+Ci−1

12 δ − Ki+Ki−1

2 δ

)︃
ui−1 +

(︃1
τ

Ci−1+2Ci+Ci+1

6 δ + Ki−1+2Ki+Ki+1

2 δ

)︃
ui+

+
(︃1

τ

Ci + Ci+1

12 δ − Ki + Ki+1

2 δ

)︃
ui+1 =

= 1
τ

Ci + Ci−1

12 δ ûi−1 + 1
τ

Ci−1 + 2Ci + Ci+1

6 δ ûi + 1
τ

Ci + Ci+1

12 δ ûi+1 + Ki+1 − Ki−1

2 ,

(︃1
τ

CN−1 + CN

12 δ − KN−1 + KN

2 δ

)︃
uN−1 +

(︃1
τ

CN−1 + CN

6 δ + KN−1 + KN

2 δ

)︃
uN =

= 1
τ

CN−1 + CN

12 δ ûN−1 + 1
τ

CN−1 + CN

6 δ ûN − KN−1 + KN

2 − j(t),
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kde i ∈ {1, . . . , N −1}. Je již snadné tuto soustavu přepsat do tvaru maticové rovnice
(matice bude trojdiagonální) a numericky řešit.

Výpočet Richardsovy rovnice byl implementován v jazyce C.

xi xi+1
δ

ti

ti+1
τ

0

T

0 y
hi(x)

0(t) j(t)

Obrázek 5.2: Schéma výpočetní oblasti se znázorněnými podmínkami



Kapitola 6

Úloha v suché zóně

V suché zóně se zabýváme difuzí vodní páry. Ta je řízena dvěma vztahy – rovnicí
kontinuity a Fickovým zákonem. Na obecné trojdimenzionální oblasti popsané pro-
měnnou x = (x1, x2, x3) uvažujeme rovnici kontinuity ve tvaru

∂

∂t
(n c(t, x)) + ∂

∂xi

bi(t, x) = 0,

kde i je prvkem {1, 2, 3}, t představuje časovou proměnnou, n je porozita popisova-
ného prostředí, c(t, x) značí koncentraci vodní páry ve zkoumané oblasti a symbolem
bi(t, x) rozumíme i-tou složku difuzního toku vodní páry. Fickův zákon má podobu

bi(t, x) = −D
∂

∂xi

c(t, x),

kde D je kladné reálné číslo. Soustavu lze přepsat kompaktně jako rovnici pro proměn-
nou koncentraci páry

∂

∂t
(n c(t, x)) − ∂

∂xi

(︃
D

∂

∂xi

c(t, x)
)︃

= 0.

Naším záměrem je popis pohybu vodní páry v 1D prostředí. Pracujeme tedy s rovnicí

∂

∂t
(n c(t, x)) − ∂

∂x

(︃
D

∂

∂x
c(t, x)

)︃
= 0 (6.0.1)

na množině
(0, T ) × (y, L + β),

v níž T , y, L a β jsou nezáporná reálná čísla a y představuje polohu výparové fronty.
Rovnici doplňujeme počáteční podmínkou (vizte obrázek 4.8)

c(0, x) = ci(x)

35
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a Dirichletovými okrajovými podmínkami (obrázky 4.6 a 4.5)

c(t, y) = cy
b(t),

c(t, L + β) = cL+β
b (t), t ∈ (0, T ).

Pravé strany okrajových podmínek jsou spojité funkce známé ze vstupních dat (vizte
kapitolu 4.2).

Úlohu v suché zóně budeme řešit Rothovou metodou s využitím plně implicitního
schématu [Rektorys, 1985]. V časovém intervalu použijeme totožné dělení jako v před-
chozí kapitole (definice nad rovnicí (5.0.3)). Krok dělení označujeme τ . Rovnici (6.0.1)
si přepíšeme jako obyčejnou diferenciální rovnici

n
c(x) − ĉ(x)

τ
− d

dx

(︃
D

d
dx

c(x)
)︃

= 0, (6.0.2)

kde c(x) = c(t, x) a ĉ(x) = c(t−τ, x). V čase t1 bude tedy ĉ(x) = ci(x). Rovnici (6.0.2)
budeme v jednotlivých bodech dělení časového intervalu řešit Galerkinovou meto-
dou [Rektorys, 1999].

6.1 Slabá formulace rovnice

Na množině
{tk} × (y, L + β), tk ∈ {t1, . . . , tM}

řešíme lineární rovnici (6.0.2) s okrajovými podmínkami

c(y) = cy
b(tk),

c(L + β) = cL+β
b (tk).

(6.1.1)

Buď P přirozené číslo. Na intervalu [y, L + β] zavedeme dělení o délce kroku ϑ :=
(L + β − y)/P . Pro body tohoto dělení platí

xi = y + i ϑ, i ∈ {0, . . . , P}.

Nyní definujeme numerickou bázi jako množinu funkcí

vi(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ [x0, xi−1), i ∈ {1, . . . , P}
x − xi−1

xi − xi−1
, x ∈ [xi−1, xi), i ∈ {1, . . . , P}

xi+1 − x

xi+1 − xi

, x ∈ [xi, xi+1], i ∈ {0, . . . , P − 1}

0, x ∈ (xi+1, xN ], i ∈ {0, . . . , P − 2}.

(6.1.2)
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Numerická báze je podmnožinou prostoru W 1, 2([y, L+β]). Při následujících úpravách
rovnic vynecháme v zápisu závislost koncentrace a prvků numerické báze na x.

Obě strany rovnice (6.0.2) vynásobíme nyní s prvky numerické báze v1 až vP −1.
Použijeme skalární součin definovaný na L2([y, L + β]). Máme

n

τ

∫︂ L+β

y
c vi −

∫︂ L+β

y

d
dx

(︃
D

d
dx

c
)︃

vi − n

τ

∫︂ L+β

y
ĉ vi = 0,

kde i ∈ {1, . . . , P − 1}. Na tuto rovnici použijeme Gaussovu větu, abychom dostali
n

τ

∫︂ L+β

y
c vi +

∫︂ L+β

y
D

d
dx

c
d
dx

vi −
∫︂

∂[y, L+β]
D

d
dx

c vi ν dS = n

τ

∫︂ L+β

y
ĉ vi. (6.1.3)

Díky hodnotám vnější normály ν na hranici intervalu [y, L + β] (ν(y) = −1 a ν(L +
β) = 1) lze plošný integrál z rovnice (6.1.3) vyjádřit v následující podobě∫︂

∂[y, L+β]
D

d
dx

c vi ν dS = D
(︃ d

dx
c
)︃

(L + β) vi(L + β) − D
(︃ d

dx
c
)︃

(y) vi(y).

Protože jsme použili pouze i ∈ {1, . . . , P − 1} dostáváme z definice bázových funkcí
a podmínek (6.1.1) následující rovnost∫︂

∂[y, L+β]
D

d
dx

c vi ν dS = 0, i ∈ {1, . . . , P − 1}.

Tento výsledek dosadíme do soustavy (6.1.3)
n

τ

∫︂ L+β

y
c vi +

∫︂ L+β

y
D

d
dx

c
d
dx

vi = n

τ

∫︂ L+β

y
ĉ vi, (6.1.4)

i ∈ {1, . . . , P − 1}.

6.2 Řešení rovnice

Řešení soustavy rovnic (6.1.4) budeme hledat v lineárním obalu numerické báze. Kon-
centrace páry vystupující v soustavě (6.1.4) tedy přepíšeme do tvaru

c(x) = cy
b(tk) v0+

P −1∑︂
j=1

uj vj+cL+β
b (tk) vP , ĉ(x) = cy

b(tk−1) v0+
P −1∑︂
j=1

ûj vj+cL+β
b (tk−1) vP ,

kde vj je funkce typu (6.1.2). První a poslední člen lineárních kombinací pochází
z Dirichletových okrajových podmínek. Hodnoty ûj jsou známé z počáteční pod-
mínky nebo z řešení v předchozí časové úrovni a hodnoty uj jsou neznámými. Sou-
stavu (6.1.4) nově zapíšeme jako

u0 = cy
b(tk),

P −1∑︂
j=0

(︃
n

τ

∫︂ xi+1

xi−1
vi vj + D

∫︂ xi+1

xi−1
v′

i v′
j

)︃
uj =

P −1∑︂
j=0

n

τ

(︃ ∫︂ xi+1

xi−1
vi vj

)︃
ûj,

uP = cL+β
b (tk).

(6.2.1)
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Index i probíhá množinu {1, . . . , P − 1}. Při úpravě soustavy jsme využili linearity
a aditivity Lebesgueova integrálu a vlastností prvků numerické báze.

Pro integrály v soustavě platí obdobné rovnosti a tvrzení jako v předcházející
kapitole. Výsledky integrace zde uvedeme pouze pro intervaly [xi−1, xi]. Máme∫︂ xi

xi−1
vi vi−1 = ϑ

6 ,

∫︂ xi

xi−1
v2

i = ϑ

3 ,

∫︂ xi

xi−1
v′

i v′
i−1 = − 1

ϑ
,

∫︂ xi

xi−1
v′ 2

i = 1
ϑ

.

Nakonec zbývá zavést výsledky integrace do soustavy (6.2.1). Dostaneme

u0 = cy
b(tk),(︃

n

τ

ϑ

6 −D

ϑ

)︃
ui−1+

(︃
n

τ

2 ϑ

3 +2D

ϑ

)︃
ui+

(︃
n

τ

ϑ

6 −D

ϑ

)︃
ui+1 = n

τ

ϑ

6 ûi−1+n

τ

2 ϑ

3 ûi+
n

τ

ϑ

6 ûi+1,

uP = cL+β
b (tk),

kde i ∈ {1, . . . , P − 1} a tk je bod dělení časového intervalu (0, T ) (vizte odstavec
nad rovnicí (6.0.2)).

Úloha v suché zóně byla numericky řešena v jazyce C.

xi xi+1
ϑ

ti

ti+1
τ

0

T

y L + β
ci(x)

cy
b(t) cL+β

b (t)

Obrázek 6.1: Schéma výpočetní oblasti se znázorněnými podmínkami
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Výsledky

V této kapitole jsou představeny výsledky výpočtu úlohy s rovnicí (4.3.2). Jedním z
parametrů vstupujících do modelu pohybu fronty je délka vrstvy β, kterou rozšiřu-
jeme suchou zónu tak, aby i v čase t = 0 měla nenulový objem a aby bylo možné
použít úlohu z kapitoly 6 pro určení difuzního toku b d. Počáteční délka β byla ur-
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Obrázek 7.1: Výsledek výpočtu s různým průběhem parametru β

čena podle postupu autorů laboratorního experimentu [Slavík a Lanzendörfer, 2024].
Požadovali jsme minimální rozdíl změřených hodnot průměrné hustoty toku (4.2.1) a
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zjednodušeného Fickova zákona

j(t) = D
δp(t)

β
, (7.0.1)

kde D značí koeficient difuze a δp představuje rozdíl parciálního tlaku vodní páry v
prostředí. Modrá křivka na obrázku 7.1 znázorňuje výsledek výpočtu pohybu výpa-
rové fronty v případě, že se β v čase nemění. Oranžová křivka je výsledkem výpočtu
pro časově proměnné β. V první, konstantní fázi výparu v intervalu (0, 115) je pone-
chána počáteční délka β. V intervalu (115, 150) parametr β lineárně klesá do nuly a
po překročení času t = 150 je nadále nulová. V první fázi výparu se tedy modrá křivka
shoduje s oranžovou díky shodným hodnotám β. Ve druhé fázi výparu se výparová
fronta zahlubuje méně, ponecháme-li β = konst. Je tomu tak proto, že s rostoucí
hloubkou fronty se prodlužuje délka suché zóny, a při zachování okrajových podmí-
nek na jejích hranicích se zmenšuje tok b d. Všechny další představené výsledky kromě
grafu 7.4 byly vypočteny s časově proměnným β.

Při výpočtu křivek na obrázku 7.1 byla použita retenční křivka z práce [Fataciune,
2024], kterou budeme dále nazývat retenční křivkou J . Její parametry jsou zaneseny
do tabulky 4.1. K dispozici ovšem byla ještě druhá sada parametrů retenční křivky
uvedená v práci [Studencová, 2017]. Tato sada byla změřena na stejném materiálu a
stejným postupem jako J , ale měření přineslo jiné výsledky. Křivku určenou těmito
parametry nazveme retenční křivkou S.

Tabulka 7.1: Parametry retenční křivky S

parametr hodnota jednotka

saturovaná vlhkost θs 0, 288 -
reziduální vlhkost θr 0, 007 -
koeficient α 2, 83 1/m
koeficient n 2, 41 -

Dalším parametrem, jenž vstupuje do modelu pohybu výparové fronty je počáteční
vlhkost vzorku θi. Autoři experimentu odhadovali hodnotu θi na 95% saturované
vlhkosti θs. Na obrázku 7.2 jsou ukázány výsledky výpočtu modelu pro různé retenční
křivky a různé počáteční vlhkosti. Písmena J a S v legendě odkazují na použitou
retenční křivku a rovnost θi = 0.X θs říká, na kolik procent saturované vlhkosti byla
nastavena počáteční vlhkost. Z grafu je patrné, že použití křivek J a S při dané
počáteční vlhkosti nezpůsobí velký rozdíl ve výsledcích. Pro θi = 0, 95 θs je maximální
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rozdíl výsledků pro křivky J a S přibližně 70 µm. Maximální rozdíl výsledků pro J

a S se s ubývající počáteční vlhkostí vzorku zvyšuje. Snižování počáteční vlhkosti
přináší výraznější prohloubení výparové fronty ve druhé fázi výparu.
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Obrázek 7.2: Výsledek výpočtu s různě zvolenou počáteční vlhkostí θi

Suchou zónu charakterizuje v našem modelu veličina D. Jedná se o difuzní koefici-
ent, jemuž autoři experimentu přiřadili hodnotu 4, 23 × 10−6 m2/s určenou měřením.
Na obrázku 7.3 vidíme výsledky výpočtu modelu pohybu výparové fronty pro různé
násobky původní hodnoty koeficientu D. Se zvětšováním koeficientu D bylo nutné
zvětšovat délku β, abychom zachovali difuzní tok páry v suché zóně v první fázi
výparu. Míra prodloužení parametru β nebyla stejná jako míra zvětšování D. Při
zvětšení koeficientu D na k-násobek jsme volili prodloužení délky β na k

5
4 -násobek.

Z průběhu křivek v intervalu (0, 115) v grafu 7.3 je ovšem patrné, že způsob pro-
dloužení β zachovávající difuzní tok v první fázi výparu se bude měnit se zvyšováním
parametru D. V legendě grafu 7.3 představuje výraz XD použitý násobek původní
hodnoty koeficientu difuze. Vidíme, že zvyšování hodnoty koeficientu difuze má na
průběh hloubky výparové fronty ve druhé fázi výparu výrazný vliv. Hodnoty D a 4D

se liší o jeden řád.
Na obrázku 7.4 je znázorněno, jaký vliv má změna D na intenzitu výparu spoč-

tenou podle (4.3.3). Na počátku se významně projeví použitá hodnota parametru
β, jejíž vliv na průběh intenzity výparu se ovšem ve druhé půlce první fáze výparu
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Obrázek 7.3: Výsledek výpočtu s různě zvoleným difuzním koeficientem

snižuje. Ve druhé fázi výparu, kde již β klesá k nule se projeví zvýšení koeficientu D

vyšším difuzním tokem.
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Obrázek 7.4: Časový průběh intenzity výparu na výparové frontě
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Diskuse

Záměrem této práce je porovnat výstupy modelu pohybu výparové fronty představe-
ného v článku [Mls, 2022] s výsledky laboratorního experimentu s výparem z horni-
nového vzorku provedeného autory [Slavík a Lanzendörfer, 2024].

Výpar z porézních materiálů je obyčejně dělen do dvou fází podle množství a
distribuce kapalné vody ve studovaném prostředí [Or a kol., 2013]. První fáze výparu
je svázána s podmínkou kapilárního propojení povrchu materiálu se zbytkem vzorku.
V této fázi se hodnota intenzity výparu ze vzorku nemění a určuje ji množství kapalné
vody přitékající k povrchu. Jmenovatel řídící rovnice úlohy o pohybu výparové fronty
(4.3.2) je za předpokladu běžných termodynamických podmínek kladný v každém čase
a znaménko časové derivace polohy výparové fronty je tak určeno rozdílem hustoty
toku kapalné vody příchozí na výparovou frontu a hustoty difuzního toku, jenž z
výparové fronty odvádí vodní páru. Výparová fronta je na počátku experimentu na
povrchu, a proto se nemůže posouvat v kladném směru toku kapalné vody. Její pohyb
nastane nejprve v opačném směru a to až tehdy, když už nebude hustotní tok kapalné
vody stačit vyrovnívat difuzní tok směřující ven ze vzorku. Pro zahloubení výparové
fronty tedy musí být splněna podmínka

(ϱ − c w(t, y(t))) u(t, y(t)) < b d(t, y(t)).

Fluktuace ve výsledcích výpočtu úlohy o pohybu výparové fronty v intervalu (0, 115)
hodin jsou zapříčiněny značným kolísáním dat intenzity výparu (vizte obrázek 4.7).
Autoři experimentu vysvětlují v článku [Slavík a Lanzendörfer, 2024] toto kolísání
proměnlivými atmosférickými podmínkami vně vzorku. Intenzita výparu také mohla
být ovlivněna vývojem tenké difuzní vrstvy nad povrchem vzorku, v níž existuje
značný spád koncentrace vodní páry a jejíž vliv popisuje například [Haghighi a kol.,
2013] a [Shahraeeni a kol., 2012].
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Z grafů 7.3 a 7.4 je patrné, že výsledek modelu pohybu výparové fronty v první
fázi výparu ovlivňuje výběr vstupní hodnoty parametru β. Při výpočtech pohybu vý-
parové fronty byla použita hodnota β určená jakožto fitovací parametr mezi změřenou
hodnotou intenzity výparu a intenzitou výparu spočtenou zjednodušeným Fickovým
zákonem (7.0.1). Akceptovat do modelu v první fázi výparu takovouto hodnotu se
však nezdá být ideální. Modrá křivka na obrázku 7.4, která této hodnotě odpovídá,
vykazuje na počátku časového intervalu mnohem vyšší intenzitu výparu, než jsou mě-
řené hodnoty intenzity v rámci experimentu. Použitá velikost parametru β je v tomto
případě příliš malá, což způsobuje strmé prohlubování výparové fronty na počátku
časového intervalu. Experimentálně určenému průběhu intenzity výparu odpovídá v
intervalu (0, 7) hodin lépe červená křivka, která je výsledkem výpočtu úlohy s β

vynásobeným číslem 4 5
4 . Na intervalu (17, 40) hodin ovšem naměřená data nejlépe

prokládá modrá křivka. Používat v modelu pohybu výparové fronty časově nepro-
měnnou velikost parametru β v obecnějších případech než je případ zcela konstantní
intenzity výparu v první fázi se zdá být značným zjednodušením. Jak ukazuje obrá-
zek 7.1, vývoj hloubky výparové fronty v intervalu (120, T ) hodin neodpovídá dobře
naměřeným datům, když ponecháme v celé časové oblasti

Ω d
t = (y(t), L + β(t)), β(t) = konst.

Přechodem výparu do druhé fáze provázeným zahloubením výparové fronty začne
být intenzita výparu převážně řízena velikostí hustoty difuzního toku v suché vrstvě
vzorku. Při postupném rozšiřování suché zóny se intenzita výparu ze vzorku snižuje
[Ben Neriah a kol., 2014]. Při zachování konstantní velikosti parametru β i ve druhé
fázi výparu nebude model dobře reflektovat vývoj intenzity výparu.

Po přechodu výparu do druhé fáze se postupně zvyšuje rozdíl mezi změřenou po-
zicí výparové fronty a výsledkem výpočtu modelu (vizte 7.1). Měníme-li vstupní pa-
rametry vlhké zóny, tedy retenční křivku a počáteční objem kapalné vody ve vzorku,
obdržíme křivky vynesené na obrázku 7.2. Výsledky výpočtu modelu nejsou však pří-
liš ovlivněny provedenými obměnami parametrů. Vidíme, že s ubývajícím počátečním
objemem kapalné vody ve vzorku dochází ke zvyšování rozdílu grafů pro různé re-
tenční křivky a že hloubka výparové fronty rychleji roste. Rozdíly grafů pro různé
retenční křivky ani rychlost poklesu výparové fronty ale nejsou výrazné, což může
být způsobeno podobností průběhů retenčních křivek a tím, že jsme při snižování
počátečního objemu vody ve vzorku volili takové hodnoty, při kterých je ještě vzo-
rek dostatečně nasycen a objemový tok kapalné vody ve vlhké zóně splňuje ve všech
časech Neumannovu podmínku 4.7 předepsanou na výparové frontě. Je-li objemový
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tok kapalné vody na výparové frontě předepsaný, její pohyb nezáleží tolik na konkrét-
ním rozložení tlakové výšky ve vlhké zóně, dokud ovšem nedojde k úplnému vysušení
vzorku. Autoři experimentu neprovedli saturaci vzorku ve vakuu, ale za normálních
atmosférických podmínek. Dosažení úplného nasycení tedy není zaručeno a průměrná
počáteční vlhkost vzorku byla odhadnuta na 95% saturované vlhkosti.

Na hranicích suché zóny jsou předepsány Dirichletovy okrajové podmínky. Hod-
notu hustoty toku páry difuzí na výparové frontě je tak možno ovlivňovat změnou
difuzního koeficientu D. Vliv změny D na výstup modelu je značný. Z obrázku 7.3
vidíme, že zvýšení původní hodnoty difuzního koeficientu přibližně o řád (červená
křivka 4D) vede k výraznému zlepšení shody mezi měřenými daty a výsledkem výpo-
čtu. Autoři experimentu určili velikost parametru D laboratorním měřením. Účelem
použití různých hodnot tohoto parametru ve výpočtu bylo zjistit, jaký vliv má zvý-
šení difuzního toku páry ve druhé fázi výparu na průběh pozice výparové fronty. Z
obrázku 7.4 je patrné, že s rostoucí hodnotou D také roste vypočtená intenzita vý-
paru ve druhé fázi a vzdaluje se tak od naměřených dat. Proudění v suché zóně je,
spíš než laboratorně podloženou hodnotou koeficientu D, ovlivněno volbou okrajo-
vých podmínek. Při formulaci Dirichletovy podmínky na výparové frontě vycházíme
z předpokladu stejné teploty ve vzorku, jakou jsme získali z údajů teploty změřených
ve vzdálenosti dvaceti cm od povrchu vzorku. Tento předpoklad může být příliš vel-
kým zjednodušením a může mít vliv na rozdíl změřené a spočtené polohy výparové
fronty ve druhé fázi výparu, který byl ukázán v předchozí kapitole.

Práce, jež by navázaly na představené výsledky, by se mohly soustředit na po-
souzení vhodnosti použitých okrajových podmínek na výparové frontě, případně by
mohly řešit úlohu o pohybu výparové fronty s jinou sadou okrajových podmínek zís-
kaných doplňujícím laboratorním měřením.
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Závěr

Tato práce se zabývá modelováním časového průběhu výparu z horninového vzorku.
Hlavním cílem bylo určit, jak se liší výsledky výpočtu modelu od laboratorně určených
dat.

První část práce je rešeršní a shrnuje poznatky o výparu z porézních materiálů
uvedené v dostupné literatuře. V rešeršní části je také představen obecný trojdimenzi-
onální model pohybu výparové fronty, který později použijeme ke kvantifikaci výparu
z horninového vzorku. Klíčovým pojmem tohoto modelu je výparová fronta, která je
zavedena jako společná hranice suché a vlhké zóny porézního materiálu. Pohyb výpa-
rové fronty řídí obyčejná diferenciální rovnice, jež vychází z bilance hmoty vody na
výparové frontě.

Konkrétní úloha, již v rámci práce řešíme, je jednodimenzionální a spočívá v nale-
zení průběhu hloubky výparové fronty v čase pro válcovitý vzorek porézního pískovce,
pro který známe data o průběhu intenzity výparu, teploty a relativní vzdušné vlhkosti
nad vzorkem.

V suché zóně výpočetní oblasti předepisujeme na hranici, která je v kontaktu
s okolím vzorku, Dirichletovu podmínku koncentrace páry vycházející z dat okolní
teploty a vzdušné vlhkosti. Na výparové frontě předepisujeme také Dirichletovu pod-
mínku, kterou spojujeme s předpokladem stoprocentní relativní vlhkosti na výparové
frontě. Také předpokládáme, že teplota na výparové frontě je stejná jako teplota v
okolí vzorku.

Vlhkou zónu opatřujeme dvěma Neumanovými okrajovými podmínkami. Na spod-
ní straně vzorku je nulový přítok kapalné vody a na výparové frontě předepisujeme
změřená data intenzity výparu.

Výsledky výpočtu modelu vykazují v porovnání se změřenými daty vývoje hloubky
výparové fronty lepší shodu v první fázi výparu a menší shodu ve fázi druhé. Důvo-
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dem takovéhoto chování modelu můžou být nepřesnosti ve vstupních materiálových
parametrech vzorku nebo výběr předepsaných okrajových podmínek. Do kapitoly
Výsledky (7) je vloženo několik grafů, jež ukazují vliv změn jednotlivých vstupních
parametrů na výsledek výpočtu modelu. V následující kapitole jsou tyto výsledky
patřičně diskutovány.
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