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Uvod

Cilem této prace je porovnani klasického dvouvybérového t-testu a analyzy
rozptylu ANOVA s jejich permutacnimi alternativami. Permutacni testy umoznuji
provadét ovérovani statistickych hypotéz i bez nutnosti predpokladat konkrétni
rozdéleni dat, coz je zvlasté dilezité v praxi — napriklad ve financéni oblasti.

V prvni ¢asti prace jsou podrobné rozebrany dvouvybérovy t-test a faktorialni
analyza rozptylu pro 2 x 2, véetné krokového postupu konstrukce testi a jejich
aplikace na konkrétni financéni data.

Druhé cast je vénovana obecnému postupu permutacniho testovani, ktery
je pouzitelny v obou popsanych pripadech. Je zde popsan princip konstrukce
permutacniho rozdéleni testové statistiky a vypoctu p-hodnot s vyuzitim synchro-
nizovanych permutaci.

V zavérecné ¢asti prace je ovérovana pouzitelnost permutacniho ANOVA testu
klasické metody casto selhavaji nebo jsou nevhodné. To potvrzuje univerzalnost a
prakticky prinos permutac¢niho ptistupu v moderni statistice.



1 Testy o stredni hodnoté

1.1 Dvouvybérovy t-test

Dvouvybérovy t-test slouzi k testovani shody stfednich hodnot dvou rtaznych
skupin. Uvazujeme situaci, kdy mame dva nezavislé ndhodné vybéry Xi,..., X,
z norméalniho rozdéleni N(ux,o?) a Yy, ...,Y,, z normalniho rozdéleni N (uy,o?)
a testujeme, zda se rozdil mezi stfedni hodnotou E[X;| = px a E[Y;] = uy rovna
-

Dvouvybérovy t test ma nulovou hypotézu

Hy : px = py + do,
coz znamena, ze rozdil mezi stfednimi hodnotami je dy a alternativni hypotézu

Hy @ px # py + oo,

coz znamend, ze stfedni hodnoty se lisi, ale ne o konstantu dy. Predpokladame,
7e oba vybéry maji normalni rozdéleni se stejnym rozptylem o2, mohou se ligit
pouze strednimi hodnotami.

Pouzivame nasledujici testovou statistiku:

e (X — Yo — 0o)
Ty = S (1.1)

kde X,, a Y,, jsou aritmetické priméry obou vybért a

1 n L m L
Sam = (Z(Xi — X0+ D (Y —Ym)2>
, n+m—2 i=1 j=1 (12>
. on—1 9 m-—1
N n+m—25X+n+m—2SY

je nestranny odhad spole¢ného rozptylu o?

prumér obou vybérovych rozptyli).

, spo¢itany z obou vybéru (vazeny

Véta 1 (Kulich [1], str.56). Necht X1, ..., X, a Yi,..., Y, jsou nezdvislé ndhodné
vybéry z mormdlnich rozdéleni se strednimi hodnotami px a py a se shodnym
rozptylem. Pak za platnosti Hy

o (X, — Yo — 0o) )
n,m — Snm ~ lpntm—2

Diikaz. Jednotlivé kroky dikazu jsou podrobné popsény ve Kulich [2} str. 11]. O
Nulovou hypotézu Hy zamitame, pokud:
|Tn7m| Z tn+m—2(1 - 05/2)

kde t,1m_2(1—a/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n+m — 2 stupni volnosti.
P-hodnota se pocita podle vzorce:

p=2(1=F(T\ml)),



kde T,,,, je pozorovana hodnota testové statistiky a F' je distribu¢ni funkce
rozdéleni ¢, ,,_o. Zamitame hypotézu podle nasledujicitho pravidla:

Hy zamitame, jestlize p(z) < «,

Hy nezamitame, jestlize p(z) > a,

Priklad 1. Data jsou prevzata ze studie Narsa et al. [3| Tabulka 4], ve které
autori zkoumali, zda maji finan¢ni a nefinanc¢ni informace o firméch vliv na ochotu
lidi do nich investovat.

Konkrétné v tomto prikladu se zamérujeme na rozdily mezi dvéma skupinami
respondentt béhem byc¢iho trhu z hlediska jejich ochoty investovat, a to v zavislosti
na tom, zda obdrzeli pozitivni nebo negativni nefinan¢ni informace o spolec¢enské
odpovédnosti firem (CSR).

Ve zminéné studii jsou uvedeny primeérné hodnoty, smérodatné odchylky a
velikosti vybéra pro kazdou skupinu. Na zakladé dostupnych tdajt pro prvni
skupinu (N = 30, pramér = 6,80, smérodatna odchylka = 2,04; pozitivni informace
o CSR) a pro druhou skupinu (N = 30, pramér = 4,93, smérodatnd odchylka
= 1,94; negativni informace o CSR) vygenerujeme vybérova data v RStudio za
predpokladu jejich normalniho rozdéleni pro naslednou analyzu, a to pomoci
nasledujicich prikazii:

2.04) # Dobra CSR informace
1.94) # Spatna CSR informace

groupX <- rnorm(n = 30, mean = 6.80, sd
groupY <- rnorm(n = 30, mean = 4.93, sd

a ziskdme

Dobra CSR informace - X | Spatnd CSR informace - Y

6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92, | 5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28,
8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51, | 4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,
7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40, | 4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21,
3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90, | 2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78,
3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05, | 3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,
6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00 | 3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51

Tabulka 1.1 Generovand data pro dvouvybérovy T-test

Na prvni pohled na obrazek se zda, 7ze skupina s pozitivni informaci
ma vetsi ochotu investovat nez skupina s negativni informaci. Nyni provedeme
dvouvybérovy T-test, abychom toto tvrzeni ovérili.

7 dat mame vybérové prameéry:

X =680, Y =494
Vybérové rozptyly vypocitdme pomoci piikazu var() v RStudio:

S% =4.30
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SZ =3.88
Véazeny prumér obou vybérovych rozptylu podle (|1.2)):

30 -1 30—1
29 29

=—-430+ —-3.88
o8 * 58

=0,5-(4.30 +3.88) = 0.5-8.18 = 4.09
Pouzijeme vztah (1.1)) a vypocitdme testovou statistiku:

L - (6.80 — 4.94)

T30,30 = /.09
~ V/15-1.86
- 2.0223
Nyni muzeme urcit kritickou hodnotu testové statistiky:

= 3.571

t55(0.975) = 2.0017

A vidime, ze
13.571| > 2.0017
P1i hladiné vyznamnosti o = 0.05 a 58 stupnich volnosti se jedna o statisticky
vyznamny rozdil. Zamitame tedy nulovou hypotézu a tvrdime, ze mezi skupinami
existuje rozdil v ochoté investovat.
Také muzeme vyuzit pristup zaloZeny na p-hodnoté:
Pouzitim distribuéni funkce Studentova t-rozdéleni v R:

p = 0.0007242

Protoze plati p < 0.05, na hladiné vyznamnosti a = 0.05 zamitame nulovou
hypotézu H,.

1.2 Analyza rozptylu: dvojné tridéni

Uvazujme faktoridlni experiment, ve kterém zkoumame vliv dvou faktori A a
B, kde faktor A ma I drovni a faktor B m& J urovni.

Oznaéime stfedni hodnotu pro kombinaci urovni A;B; jako n;; = E(Y;;,), kde
i=1,2,...,0,j=12... . Jav=12 .. 7.

Dale oznac¢ime stfedni hodnotu pro troven A;, jako

1 J
M= > Mgy (1.3)
j=1

kde primeér je vzat pies vSechny J urovné faktoru B;. Stejnym zpiisobem oznacime
stiedni hodnotu pro droven B; jako

ng = jij (1.4)



a konec¢né oznacime

W..:IJZZUMZYZW:?Z% (1.5)

jako celkovou stfedni hodnotu pfes vSechny kombinace trovni faktori A; a Bj,
tedy pramér ptes vSech I x J hodnot.

Takovym zpusobem muzeme definovat efekt a; turovné A; jako rozdil mezi
stfedni hodnotou na trovni A; a celkovou stfedni hodnotou pres vSech I x J
kombinaci trovni, a to nasledovneé:

ap=mn.—n., =12 ... I (1.6)

Podobné lze definovat efekt 3; pro troven B;:

ﬁj :T]_j—T]_., j = 1,2,...,J. (17)
Nyni si miizeme vSimnout nésledujicich vztahi:
I I J J
Y= m—In.=0 a > fi=>n;-Jn=0
=1 =1 j=1 j=1

Uvazujeme rozdil mezi stfedni hodnotou 7;; pro kombinaci drovni A;B; a
stiedni hodnotou urovné Bj, tj. rozdil n;; —n,;.
Je-li tento rozdil stejny pro vsechna j =1,2,...,J, pak rozdil (af);; = (n;; —

n.j> - 37:1 (771'];77.1‘) je IlulOV}'/'.

Nyni, pokud vyjadiime sumu, dostaneme:

(aB)ij =nij —ny—mi.+n., i=12,...0, j=12,...J (1.8)

Také pokud pouzijeme stiedni hodnotu trovné A;, dostaneme:

(aB)ig = (g —mi) = Y M (1.9)

i=1 I
Z (L.9) vyplyvd, ze
I J
Z(aﬁ)ij =0, proj=12,...,J, a

=1 J

(af)ij =0, proi=12,....1I
1

Muzeme prepsat vztah ([1.9)) ve tvaru:
nij:n_.“—ai“—ﬁj“—(aﬁ)zj, i:1,2,...,], j:1,2,,J

Oznacime celkovy priamér 7. = u, a pak mizeme zapsat model experimentu
se dvéma faktory a jejich interakci pro pripad r > 2 opakovani:

yijv:,u—i_ai"i_ﬁj—i_(aﬁ)ij—i_gijm 7::1,2,...,17 j:1,2,...,J, U:1,2,...,7’,

J
Zai =0, Z:Bj =0, Z (aB)i; =0, Z (aB)y =0,



kde €;;, je ndhodna chyba, kterd je nezdvisld a ma normalni rozdéleni N (0, 0?).
Oznacime celkovy pocet pokusi jako n = I.Jr.
Pomoci Metody nejmensich ¢tvercit minimalizujeme soucet ¢tverci chyb :

I J r
R Al N2
SSe = ZZZ (yijv — =& —f; - (Oéﬂ)ij) :
i=1 j=1v=1
Pro nalezeni odhadt parametri urc¢ime parcialni derivace podle kazdého
parametru u, «;, 5, (af);; a polozime je rovny nule.
Mame systém normaélnich rovnic:

858 I J r R

aAe:_QZZZ('LJv_ al_ﬁ]_(&3>1]):07
H i=1j=1v=1

0S5, J S

8&1 = —QTJ]Z:; (Y;J - 4= — 5j — (C\éﬂ)”> = 0,
0S5, ! S
7A:—QT]Z(Y.J‘U—M—OH—BJ'—(Oéﬁ)ij)207
85]‘ ‘7

0SS R .

AAe = —2r ijuv — W Oél_ﬁ_(&ﬂ)l =0.
A(aB)i Z( ’ ’ J)

Po upravé dostavame:

I J I J
Yijo :nﬂ—f-T‘JZ@z—f-T‘IZB]—i—T’ZZ O‘B ijs

i=1 j=1 i=1j=1

M-
M-
]~

@
I
—
<
I
—
S
Il
—_

Yij. —?”J/L—F?”JO&Z—FT‘Zﬁ +7“Z aﬁ ijs

7=1

v —TI;L—FT‘ZCYZ—}—T[ﬁ +TZ Ozﬁ ijs

=1

> Yijo = i+ ré +rB; +r(aB)y.

v=1

~. .
g M~ I M“
= —

Hodnota y;;. vyjadiuje pramér veli¢in y;j,,, kde v = 1,2,...,r. Symbolem Y;;
oznac¢ime soucet téchto velicin, tj.

1< 1
= =Y e = Y

Podobné celkovy primér:

J r

y...z—ZZZymz—

N5 =1 v=1 i

—_

M~

—_

J

Pak ze vztaht:
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i—1
J A
Zﬁjzo’
j=1
I A
> (aB)y; =0, proj=12,....J,
i—1
J A
S (aB)i; =0, proi=12, ... I
j=1
dostéavame:
L 1EGY Y.
M_ﬁ;z _1y1]v—?—y,
1=1J7= v=
17 Y,
dl_izy’ﬁ _ﬂzi_ﬂ_yl — Y., prOi:1727 7I7
Jj:1 ! JT
L 1 Y, (1.11)
Bi==> yj—h==2—p=y; —y., proj=12...1
’ Iizl ’ Ir !
9 RS oy Yy
(aﬁ)ij:;zyijv_ai_ﬁj—ﬂz TJ — z—ﬂj—u

<
—_

=Y. — VY. —Y;+y., proi=1,....1,7=1...J

Dosadime nyni do modelu:

—

Yijo = [L+ & + B; + (aﬁ)ij + Ejo
odhadnuté parametry (1.11)):

Yijo = Y... + (i —y..) + (?/J —y.)+ (yij. —Yi. — YT y.)+ Eiju (1.12)
= Yij. + Eijo
Odchylku y;j, — y... zapiSeme jako:
Yijo — V.. = Wij. — Y...) + Eijo
7 toho plyne:
Wijo — ¥.)" = (Wig. — v..)" + 2(yij. — ¥..)8ijo + é?jv
P1i seCteni pfes v mame Y, &;;, = 0, coz zndamena i Y-, 2(yi;. — y..)&ijo = 0,

takze ziskdvame:

I J I J r
SSTotal = Z Z (Yij. — y. )+ Z Z Z é?jv (1.13)

=1 j=1 i=1j=1v=1

= SSmodel + SSe

13



Abychom mohli provést rozklad S.S,,4e, nejprve vyjadiime rozdil y;; — y..
nasledujicim zpusobem, podle vztahu (1.12):

Yij =Y. = Wi =y )+ (W5 —y.)+ Wiy — Y. — v +y.)
Pouzijeme kvadraticky vzorec:

(is. — y..)” = A’ + B>+ C* + 2AB + 2AC + 2BC (1.14)
kde:

C =y — Y. —Yj T Y.
Uvazujme smiseny clen AB:
I J I J
YAB=) > (v —y.) (v, —y.)
= i=1 j=1

1j=1 i=1

(2

Zde A = y; —y.. zavisi pouze na i,B = y; — y. zavisi pouze na j a y_ je
konstanta (celkovy priameér).

Vytkneme souciny:

I

1(yi.. —y. )W —y.) = (Z(yz-.. - y...)) : (Z(y.j. - y))

i=1 j=1

D

I J
i=1j=

Protoze y.. je primér vsech hodnot, plati:

(Y. —vy.)=0

i=1 =1

I J
J:

Tedy:

I J
>3- 4B=0
i g

Stejné tak smisené cleny AC' a BC' také vymizi, protoze pri souctu pres ¢ nebo
j dostaneme vyraz, ktery obsahuje nulovy soucet odchylek od primeéru.

I J I J
SIS AC—0, XY BC -0
T i
Z vyse uvedeného plyne, ze vztah ((1.14) lze upravit do nasledujiciho tvaru:

SSmodet = SSA+ SSB + SSAB

Celkova suma c¢tvercu je
I r

SSTotal = Z Z Z(yijv - y,.,)2 (1-15)

i=1j=1v=1

14



a lze rozlozit na ¢tyti slozky podle (|1.13)):

SSrotar = 5S4+ S5 + SSap + SSg,
kde jednotlivé slozky vyjadiuji:

1 1 1 Y2
SSA:JT;(y J—Z T
J 1 J Y2
SSB:]TZ(y, y.)? I—Z
J=1 =1
[ (1.16)
SSap = TZ Z(yij. — Y. —Yj. +9.)> = Stota — (Sa + Sp + Sgk),
i=1j=1
I J s e, 1L,
SSE:ZZZ(%J'U—%;‘.) :ZZZ%]’U_;ZZY;]:-
i=1 j=1v=1 i=1 j=1v=1 i=1j=1
Odhad rozptylu chyby je :
A2 2 SSE
=s
IJ(r—1)

Predpokldddme, ze ndhodné veli¢iny y;j, ~ N (ui;,02), proi=1,...,1, j =

o J,v=1,...,r a ze vSechna pozorovani yi11, Y112, - - - , Y7 jSOU Navzajem
nezavisla. Dale pfedpokladame, Ze rezidualni slozky €;;, jsou nezavislé nahodné
veli¢iny a plati:

Eijv ™~ N(Ov 02)

Pri platnosti nulovych hypotéz maji jednotlivé soucty ¢tvercti znamé rozdéleni
(viz. Likes [4]Kapitola 3.4):

SSas ~ X{r_1y_y 0% E K _S&Af_ 1)] _ (1.17)
SSp ~ Xisr-1) " 0" = IJK(S;Sfl)] =07,

a jsou nezavislé, a proto k testiim hypotéz

Hpy:o; =0, i=12,....1
HBIB]‘:O, j:172,...,J7

Hap:(af)yy =0, i=12,...1, j=12,....J

se pouzije kritérium F'.

15



F-statistika pro testovani vyznamnosti efektu faktoru A:

P S95a/I=1) _ SSa
AT 88e/II(r—1))  (I—1)s?
kde v ptipadé platnosti hypotézy H 4 ma tato statistika rozdéleni F'(I—1,1J(r—1)).
F-statistika pro testovani vyznamnosti efektu faktoru B:

po_ SSp/(J-1) _  SS
PSSy /IJ(r=1))  (J—1)s®

kde v pripadé platnosti hypotézy Hp ma tato statistika rozdéleni F\(J —1,1J(r —
1)).
F-statistika pro testovani interakce faktora A a B:
SSup/(I—=1)(J—1)) SSap

Fap =g 1T7r =)~ T =1)(J = D)5

kde v pfipadé platnosti hypotézy Hap ma tato statistika rozdéleni F'((1 —1)(J —
1),IJ(r—1)).

Nésledné vypoctené hodnoty F-statistik porovname s kritickymi hodnotami
F,(k1, k2) pro stupné volnosti k; a k.

1.3 Faktorialni experimenty 2 x 2

1.3.1 Specialni pripad dvojného tridéni
Faktorialni experiment slouzi k porovnani stfednich hodnot a interakci mezi
dvéma faktory. Uvazujme situaci, kdy mame dvé drovné faktori A a B. Pro
oznac¢eni urovni a jejich kombinaci pouzijme symboliku zavedenou F. Yatesem [5].
Oznac¢ime nizsi droven faktoru symbolem 1 a vyssi droven malym pismenem
odpovidajicim oznaceni ptislusného faktoru, t.j.

Kombinaci drovni zapiseme jako soucin téchto symboli: kombinace pro droven
A1 By bude (1), pro aroven A;Bs jako (b), pro roven A;B; jako (a) a konecné
pro uroven A, Bs jako (ab).

Témito symboly budeme dale oznacovat také stfedni hodnoty prislusnych
kombinaci trovni:

1) = my1 — stfedni hodnota na drovni A; By,
)

a

= 191 — stfedni hodnota na trovni Ay By,
1

b) =n

o — stfedni hodnota na trovni A; B>,

(
(
(
(

ab) = 192 — stfedni hodnota na trovni A, Bs.
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Nyni muzeme vyjadrit praumérné hodnoty ((1.3),(1.4) a (1.5)) pro jednotlivé tirovné
takto:

m= 5 G+ ma) = 5 (1) + (8)
= 5 O+ 1) = 5 (@) + (ab),
m =5 bm ) = 5 (1) + (@),
2= 5 -+ 1) = 5 () + (ab),
n.= 5 () + (@) + () + (ab)).

Nyni zapiseme efekt faktoru A pro druhou troven A, podle (1.6)):

Qg =T, — 1.
= 2 (@) + (b)) — 1 (1) + (a) + (B) + (ab)
_ 2(a+ab) — (1 +a+b+ab) (1.18)
4
a—1+ab—">
b

Tento efekt lze také vyjadrit jako rozdil mezi stfednimi hodnotami pro drovné
A2 a All

== 5 ((a+ab) = (1+8) = (0 —1+ab—1),

coz prave predstavuje hlavni efekt faktoru A. Stejnym zptsobem muzeme vyjadrit
hlavni efekty faktori A, B a jejich interakce AB nasledovné:

A:;(a—(1)+ab—b):;(a—1)(b+ 0,
B:;(b—(l)Jrab—a):;(aJrl)(b—l),
AB:;((ab—b)—(a—(l))):;((ab—a)—(b—l)):;(1—a—b+ab)

= Jla-1)(b-1)

Pokud oznacime [1], [a], [b], [ab] jako soucet experimentalnich vysledkt dosaze-
nych pri jednotlivych kombinacich a pokud experiment obsahuje » > 1 opakovani
pokust, pak mizeme zapsat odhady hlavnich efekti a interakce jako:

1 1

A= (1] + o]~ [+ b)) = (4],
B = o (~[1] ~ o] + ] + at)) = 5 [B], (1.19)
AB = (1] - [a] - [B] + [ab]) = —[AB]



Odhad A mé rozdéleni N(A, 02/r), podobné i odhad B mé rozdéleni N(B, o2 /r)
a AB mé rozdéleni N(AB, 02/r), viz Likes [4, str. 16]. Pritom tyto odhady jsou
nezavislé ndhodné velic¢iny.

Za predpokladu, ze hlavni efekty A, B a interakce AB jsou nulové, jsou tedy
veli¢iny:

rA2 B2 AR

) )
2 0-2 0-2

g

nezavislé a kazdd ma rozdéleni x? s jednim stupném volnosti, coZ odpovida
vzoreckum [LI7
Nyni muzeme zapsat soucty ¢tvercii podobné jako ve ([1.16)):

~ 1
SSA == TAQ = E[A]Q,

~ 1
SSp = rB* = E[BP,

— 1
SSup = rAB" = —[ABP

SSE—ZZyw_;Zy'L

1=1v=1

Také rezidudlni soucet ¢tvercu muzeme zapsat jako (viz. [1.16]):

SSE—ZZyw—fZYZ

i=1v=1

kde:

4
V2 =[]+ [a]* + [b]* + [ad]”.
Celkovy soucet ¢tvercu ((1.15]) vychazi jako:

Y2
SSTotal - Z Zyw - 7’

i=1 v=1

kde:

Y. =[] +[a] + [0] + [ab].

Protoze citatel podilu F' pro testy hlavnich efekti a interakce ma 1 stupen
volnosti, muzeme pouzit t-rozdéleni.
Kazda z veli¢in:

18



AB] _ AByF

sv/ar s

kde s = 4(fj1), v pripadé, ze prislusny hlavni efekt nebo interakce jsou nulové,
mé rozdéleni ¢ s k = 4(r — 1) stupni volnosti.
Jako testovaci statistiky muzeme vypocitat A, B, AB a porovnat s kritickou

hodnotou:

Pokud absolutni hodnota statistiky prekroci ta(k)%, muzeme Fci, ze dany
efekt nebo interakce existuji a nejsou nulové.
Také jako alternativni moznost muzeme porovnat hodnoty:

LAl 1[B]], [IABI|

S Vyrazem:

to(k)sv/ar.

Nulové a alternativni hypotézy v Yatesové symbolice mizeme zapsat tak:
Pro faktor A:

1

HE 5((@) — (1) + (ab) — (b) =0 (faktor A nema vyznamny vliv),
1
H 5((&) — (1) + (ab) — (b)) # 0 (faktor A ma vyznamny vliv)
Pro faktor B:
1
HE . 5((()) — (1) + (ab) — (a)) =0 (faktor B nemd vyznamny vliv)

HE ;((b) — (1) + (ab) — (a)) # 0 (faktor B mé vyznamny vliv)

Pro interakci mezi faktory A x B:

HAB ;((1) — (a) — (b) + (ab)) =0 (z4dna interakce)

HAB ;((1) — (a) — (b) + (ab)) # 0 (existuje interakce)

Priklad 2 Vezmeme stejna data jako v Prikladu 1, tentokrat vSak navic zohled-
nujeme faktor finanéni informace o firmeé, pricemz respondenty rozdélujeme podle
toho, zda obdrzeli informaci o pozitivnim ¢i negativnim vyvoji zisku spolecnosti,
tedy do skupin ,,Zisk vzrostl* a ,Zisk klesl“. (viz. Tabulka

Oznac¢ime Dobrd CSR informace a Spatnd CSR informace jako troveri Bl a B2.
Stejné tak Zisk vzrostl a Zisk klesl jako A1 a A2. Timto zptusobem zapiseme podle
Yatesovy symboliky soucty: [1] = 121.95, [a] = 82.05, [b] = 96.00, [ab] = 52.05

Dale vypociteme:

19



Dobra CSR informace (B1)

Spatna CSR informace (B2)

Zisk vzrostl (A1)

6,76, 6,81, 8,00, 9,95, 8,92,
8,90, 8,65, 9,02, 6,80, 9,51,
7,23, 8,37, 7,53, 8,11, 7,40

5,80, 10,04, 5,53, 5,02, 6,28,
4,14, 8,55, 5,45, 5,32, 6,20,
4,56, 6,67, 7,65, 8,58, 6,21

[1] = 121.95

[b] = 96.00

Zisk klesl (A2)

3,98, 4,82, 5,88, 6,46, 0,90,
3,81, 6,82, 8,97, 7,68, 6,05,
6,46, 6,87, 3,28, 6,08, 4,00

2,50, 3,09, 4,25, 4,34, 1,78,
3,70, 4,01, 4,71, 3,15, 4,21,
3,95, 3,45, 3,45, 1,97, 3,51

[a] = 82.05

[ab] = 52.05

Tabulka 1.2 Generovana data pro ANOVA 2 x 2 s poc¢tem opakovani r = 15.

_4><15[
1

Sip= ——
AB = 415

AP =

4 x 15

4 x 15

1
= B)? = —121.95 — 96.00 + 82.05 + 52.05)% = 117.1804
4 x 15[ ] 4 x 15( + + ) ’

(—121.95 + 96.00 — 82.05 + 52.05) = 52.1734,

1
AB)? = ———(121.95 — 96.00 — 82.05 + 52.05)% = 0.2734.

4 r 1 4
SSE:ZZy?v_;;YiQZ

i=1 v=1

4 r 1
=33y — = (121.95% + 96.00% + 82.05% + 52.05%) = 120.322.

=1 v=1
4 r Y2
SSTotal = ZZZ}?D - 47 =
i=1v=1 r
1S 121.95 + 96.00 + 82.05 + 52.05)2
Yyt 9600+ 8205 + 520577 _ o9 949,
== 4 x 15
Pramen ménlivosti | Soucet ¢tverci | Stupné volnosti
A Sa=117.18 1
B Sp = 52.17 1
AB Sap =0.27 1
Rezidualni Sp = 120.32 56
Celkovy Stotar = 289.94 59

Tabulka 1.3 Analyza rozptylu pro ANOVA 22

Odhad rozptylu chyby:

) 120.3220

T ox2x(15-1)

20

= 2.1486.




F-statistika pro testovani vyznamnosti efektu faktor a interakce:

117.1804/(2 — 1)

N — 54,
AT 1208220/ (2 x 2 x (15— 1)) AT
117.180452.1734/(2 — 1
Fp = AT IORIBY R Dy 54
120.3220/(2 x 2 x (15 — 1))
2734/((2 - 1)(2 — 1
Fap = oot 12 = DB L) 01072

T 120.3220/(2 x 2 x (15— 1))

Porovname vypoctené hodnoty F-statistik s kritickou hodnotou z tabulky
rozdéleni Fishera pro hladinu vyznamnosti a = 0.05 a stupné volnosti (1, 56):

F0.05(1, 56) = 4013

Ovétujeme podminky:

Fy =54.5378 > 4.013 = zamitame nulovou hypotézu.

Faktor A (zména zisku) ma vyznamny vliv.

Fg=24.2824 > 4.013 = zamitame nulovou hypotézu.

Faktor B (finan¢ni informace) méa jesté silnéjsi vliv.

Fip =0.1272 < 4.013 = nezamitame nulovou hypotézu.

Interakce faktort A a B neni statisticky vyznamna.

Jako zavér mtizeme tict, ze v tomto prikladu ma nejvyraznéjsi vliv na investic¢ni
rozhodnuti finanéni informace, zména zisku je také vyznamna, ale jeji vliv je mensi.
Interakce faktori finanéni informace a zména zisku neni vyznamna, coz znamena,
ze efekt jednoho faktoru nezavisi na druhém.

Protoze vypoctené hodnoty F4 a Fg jsou vyssi nez kritickd hodnota, zamitame
odpovidajici nulové hypotézy

Samostatné jsme spocitali p-hodnotu pro hlavni efekt A: 7.996318 x 1071 <
0.05, p-hodnotu pro hlavni efekt B:7.755411 x 10~¢ < 0.05, p-hodnotu pro interakei
AB: 0.7226934 > 0.05, a muzeme fict, ze vysledky se shoduji s vysSe uvedenym.
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2 Permutacni test

2.1 Permutacni t-test

Permutacni test je neparametrickéd metoda testovani hypotéz, ktera nevyzaduje
predpoklady o konkrétnim rozdéleni dat, ale predpokldada permutacni invarianci
pri platnosti nulové hypotézy. Tato metoda je zalozena na ndhodném promichani
prvki vybéru za tcelem odhadu rozdéleni testovaci statistiky za platnosti nulové
hypotézy.

Metoda permutace Monte Carlo je jednim ze zpusobu realizace permutac¢niho
testu, zalozenym na odhadu p-hodnoty pomoci ndhodnych permutaci. Za platnosti
nulové hypotézy H, a za predpokladu permutacni invariance dat vzhledem k
urovnim faktori jsou vSechny body permutacniho prostoru vybéru X povazovany
za stejné pravdépodobné.

Permutacni rozdeéleni libovolné testovaci statistiky 7' pro datovy soubor X
se oznacuje jako Fr(z | X), Vz € RL. Pokud je vSak z kontextu zfejmé, o kterou
statistiku se jednd, lze index T' vynechat a pouziva se oznaceni F(z | X).

Obecny postup pro odhad distribu¢ni funkce F'(z | X) a odpovidajici p-hodnoty
A, vyvolané statistikou 7' na souboru dat X, je popsan nasledujicimi kroky podle
Pesarinu [6] (str.75) :

(K.1) Vypocitame pozorovanou hodnotu statistiky 7

Ty = T(X).

(K.2) Zvazime permutaci dat X*, ndhodné vybranou z X, kde jsou vSechny
body v X rovnomérné pravdépodobné, a vypocitame hodnotu testovaci statistiky
T na X*:

T =T(X").
(K.3) Provedeme B nezévislych opakovani 2. kroku (K.2); soubor vysledku

{T*,r=1,..., B} je ndhodny vybér z permutacniho rozdéleni statistiky 7.
(K.4) Empirické distribu¢ni funkce :

. 1 &
FB(Z):EZ[(T:SZ)’ VzGRl,
r=1

kde I(-) = 1, pokud podminka uvnitt zavorek plati, a 0, pokud ne. Tato funkce
je nestrannym a konzistentnim odhadem permutacniho rozdéleni F(z | X) pro
statistiku 7', dany vzorkem X.

(K.5) Odhad p-hodnoty:

1 B
= I(T7 > Ty),
7':1

kde \ je nestranny a konzistentni odhad p-hodnoty A = P[T* > T, | X].
Pro oboustranné alternativni hypotézy lze p-hodnotu definovat pomoci vzorce
MT(X)=1—-|1=2-P[T* > Tp]|.

(K.6) Pokud je pri jakékoli pevné stanovené hladiné vyznamnosti a vysledek
takovy, ze A< a, pak zamitame nulovou hypotézu Hy.
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Priklad 3 Permutacni t-test provedeme na zakladé vyse uvedenych informaci,
pricemz jako testovaci statistiku v kroku (K.1) zvolime klasickou t-statistiku.
Data prevezmeme z Pifkladu 1 (viz Tabulka [1.1)). Realizace permutacniho ¢-testu
pomoci kédu v R Studio:

# (K.0) Vstupni data - dvé skupiny

X <- c(6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92,8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51,
7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40,3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90,
3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05,6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00)

Y <- ¢(5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28,4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,
4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21,2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78,
3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51)
# (K.1) Vypolitéme pozorovanou hodnotu testovaci statistiky
t_stat <- t.test(X, Y, var.equal = TRUE)$statistic
# (K.2) Priprava dat
combo <- c(X, Y)
n <- length(X)
set.seed (1)
# (K.3) Permutaéni cyklus
B <- 10000
T_star <- numeric(B)
for (i in 1:B) {
perm <- sample(combo) # ndhodnd permutace
groupl <- perm[1:n]
group2 <- perm[(n + 1):(2 * n)]
T_star[i] <- t.test(groupl, group2, var.equal = TRUE)$statistic
}
#(K.b5)Symetricka p-hodnota
p_sym <- 1 - abs(l - 2 * mean(T_star >= t_stat))
#(K.6) Vystup
p_sym
[1] 0.001

Protoze plati p = 0.001 < 0.05, na hladiné¢ vyznamnosti a = 0.05 zamitame
nulovou hypotézu Hy a tvrdime, Ze existuje statisticky vyznamny rozdil mezi
porovnavanymi skupinami. Pti srovnani s Piikladem 1 lze poznamenat, ze vysledky
obou testu se shoduji, i kdyz mezi nimi existuje maly rozdil v p-hodnoté (permu-
tacni test dal p=0,001, zatimco klasicky test p=0,0007). Obé hodnoty jsou vsak
vyrazné nizsi nez hladina vyznamnosti, a proto vedou ke stejnému statistickému
zaveru.

Na grafu muzeme vidét histogram permutacnich t-statistik, pricemz preru-
sovanou ¢arou je oznacena pozorovand t-statistika a ¢ervenou barvou teoreticka
hustota t-rozdéleni s 58 stupni volnosti. Zde mizeme vidét, jak se permutacni
rozdéleni shoduje s teoretickym t-rozdélenim.
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—— Teoretickd hustota t—rozde
Pozorovana t—statistika
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Obrazek 2.1 Histogram permutac¢niho rozdéleni s prekrytim teoretického t-rozdéleni.
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2.2 Permutaéni test ANOVA 2 x 2

Uvazujme uz znamy model (1.10) dvoufaktorové analyzy rozptylu s replikacemi:
yijv :u+az+ﬁj+ (aﬁ)ij+€ijv7 1= 1,2,] = 1,2;1} = 1,...,7",

kde p je celkovy primeér, o; a (3; jsou hlavni efekty faktori A a B a (af);; je
interakeni efekt, 5, jsou ndhodné chyby, pro které plati:

I=2 J=2 I=2 J=2
Yai=0, Y B;=0, Y (af)y=0Vj D (aB)i; =0V,
i=1 j=1 i=1 Jj=1

a £;j, jsou navzajem nezavislé a maji stejné rozdéleni s Ele;;,] = 0.

Pripomenme si, ze mame ¢tyti bunky faktorialniho designu 2 x 2, oznacené
jako A;Bj, kde 1 =1,2a j = 1,2, a konkrétné: A;B;, A1 By, Ay By, A2 Bs

Pro konstrukci permutacniho testu pouzijeme synchronizované permutace mezi
dvojicemi bunék, které sdileji stejnou tdroven jednoho z faktoru.

Porovnani bunék A;B; a AsB; (tj. pri pevné trovni j = 1) oznac¢ime jako
mezistatistiku® A Analogicky, porovnani bunék A; By a AyBy (tj. pii j = 2)
oznacime jako “T Al2-

V kazdé dvojici bunék provadime synchronizovanou permutaci, t.j. ndhodnou
vyménu pozorovani mezi odpovidajicimi pary, podrobnosti 1ze nalézt v knize F.
Pesarina na str. 232. [6]. Pocet vyménénych pozorovani v dané dvojici oznacujeme
jako v{, a vy pro druhou dvojici. Tato hodnota udava, kolik pozorovani bylo
skutecné premisténo mezi bunkami pri dané permutaci.

Uvazujme definici mezistatistiky pred permutaci pro pevnou uroven j = 1,
tedy pro porovnani bunék A;B; a AsB;:

T T
a
Tap = Z Y210 — Z Yi1v
v=1 v=1

Jeji permutacéni strukturu podle Pesarina [6] (str.236, Poznamka 6) lze zapsat
nasledovné:

Tap = Z(N + ag + 1+ (af)a1 + €210) — Z(M + ay + f1 + (af)in + €110)
v=1 v=1
=r(ay —ar) +r((@f)a — (af)i1) + 25211; - Z €110+
v=1 v=1
Za predpokladu oy = a,a1 = —a a (af8)s1 = ab, (af)11 = —ab, mizeme psat:

aTZ\l = 2ra + 2rab + Z E21v — Z 11w

v=1

=2r(a+ ab) + 28211; 251111)

=2r(a+ab) + (- ZEQM—*ZEnv

Vsimnéme si, ze pii této permutaci ziistava r — v§ pozorovani na svém misté a
v} pozorovani se vymeéni. Proto miizeme permutacni strukturu zapsat ve tvaru:
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an4|1 =2(r —2v7)(a + ab) + T(Z; - Z;)a

rodal 1 Fodal 1 . o v , ,
kde Z;, = 301611, a 2o = 21821, jsou prumery nahodnych chyb

v butnikdch (A;B;) a (A3B1) po permutaci . Permutacni struktura ukazuje, jak by
se ménila hodnota statistiky v zavislosti na ndhodné permutaci dat mezi bunkami.
Analogicky mtzeme zapsat pro permutace mezi bunkami A; By a AsBs:

Ty = 2(r — 2v3)(a — ab) + 1(Zay — Z15).-

Pro realizaci permutacniho testu pouzivame synchronizované permutace, proto
plati, ze v{ = v = v*. Celkova permutacni struktura pro hlavni efekt A je:

T4y = "Thy + T =Ar — 20" a+ (=2, — Zyy+ Zyp + Zyy).
Odpovidajici pozorovand hodnota této statistiky (tj. bez permutaci) je:
“Ta=d4ra+n(—2Zy — Zig+ Zoy + Zay)
Poznamka.

o Porovnanim ziskaného vyrazu pro 7% s rovnici A(1.19)) ze Kapitoly 1.3.1
si mizeme vSimnout, ze pii absenci permutaci lze “T" zapsat jako

4r(=[1] + [a] — [b] + [ab])
Rozdil mezistatistik dava permutacni strukturu interakce:
“Tap = an4|2 - aTZ|1 = 4(r —2v%)ab + T(Zy{l - 212 - 221 + 222)-

Stejnym zptisobem muzeme testovat hlavni efekt faktoru B: porovnanim
bunék A;B; a A;By (pii pevné urovni ¢ = 1) oznacené mezistatistikou b *B\l
a porovnanim bunék AyB; a AsB, (pfi ¢ = 2) oznacené mezistatistikou bTE|2-
Permutacni struktura pro hlavni efekt faktoru B:

by = bT*B|1 + bT*B‘Q =4(r —20")b + T(—ZL + Ziz — Z; + Z;2>~

a pak lze vyjadrit i permutacni permutacni strukturu pro interakci mezi faktory
A a B pomoci rozdilu mezistatistik faktoru B:

bT*AB = bTTB|2 - bT*B\l = 4(r — 2v")ab + T(Z; - Ziz - Z; + 222)

Ve své praci Pesarin na str. 234 [6] zduraziiuje, ze permutacéni statistiky pro
ruzné efekty jsou konstruovany na zakladé nezavislych a ortogonélnich linearnich
kombinaci chyb. Proto je nutné je pocitat na zakladé riznych mnozin permutaci.
Z toho vyplyva, ze pro studium vSech tii hypotéz musime nejprve provést test pro
faktor A a interakci AB, a nasledné samostatny test pro faktor B a interakci AB.

Existuji dva typy synchronizovanych permutaci — CSP (Constrained Synchro-
nized Permutation) a USP (Unlimited Synchronized Permutation):
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o U CSP provadime vyménu urcenych pozic mezi skupinami v kazdé dvo-
jici bunék, které odpovidaji testovanému efektu. To znamena, ze naptiklad
pri testovani efektu A pokud v prvni dvojici zaménime pozice 1 a 2 z A B;
s pozicemi 3 a 4 z A3 By, pak se presné stejnd vyména (tedy pozice 1 a 2 z
A1 By za pozice 3 a 4 z AyBsy) provede také ve druhé dvojici. Jinymi slovy,
pozice vymény musi byt synchronizované mezi dvojicemi bunék, ale v ramci
jedné dvojice lze zaménovat libovolné pozice mezi A; a As, pokud je vyména
mezi dvojicemi identickd. Tato struktura zajistuje globalni synchronizaci
vymén napii¢ dvojicemi bunék.

Pred permutaci Po permutaci
B1 B2 B1 B2
Al | (abed) | (e f,g,h) Al | (klc,d) | (0,p,g,h)
A2 | (i,5,k,0) | (m,n,0,p) A2 | (i,5,a,b) | (m,n,ef)

Co se zménilo:

— (A1By <> AyBy) — vyménény pozice 1 a2 u A;1B; a3 adu AB; ¢
a<>k, bl

— (A1By <> AyBy) — vyménény pozice 1 a 2 u A1By a3 a4 u AyBs :
e o, f<p.

Celkovy pocet takovych permutaci je (2:) = Sﬁ?;, kde r je pocet replik v

kazdé bunce. Tento vzorec vyjadiuje, kolika zptisoby lze vSech 2r pozorovani
ze dvou bunék rozdélit do dvou rozlisitelnych skupin opét po r polozkach,
aniz bychom brali v itvahu potradi uvniti skupin. Naptiklad usporadani
(a,b,c,d) a (d,b,a,c) predstavuje tutéz Ctverici, protoze rozhoduje jen to,
které prvky skupina obsahuje, nikoli jejich interni poradi. Kazdé takové
rozdéleni jednoznacné urcuje jednu moznou CSP-permutaci mezi bunkami
A1B; a AyB;: vybranych r prvki zustane do prvni bunky a zbylych r do
druhé. Poradi bunék (jejich ,etikety“) je naopak dulezité, proto vysledek
nedélime dvéma.

Pri praktické realizaci v kodu vybirdme konkrétni indexy (napt. pozice 1 a
2) - to je technicky zpusob, jak zvolit dané prvky; pii teoretickém poctu
(2:) se vsak tyto vnitini permutace neodlisuji — dilezité je pouze to, které
prvky skonci v kazdé bunce.

o U USP naopak zaménujeme libovolny stejny pocet pozorovani v* v
kazdém paru bunék, pricemz konkrétni pozice se mohou lisit jak mezi pary,
tak i mezi bunkami uvnitt jedné dvojice. Jedinou podminkou je, aby v obou
parech bylo zaménéno pravé v* pozorovani.
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Pred permutaci Po permutaci (USP)

B1 B2 B1 B2
Al | (a,b,e,d) | (e,f,g,h) Al | (kle,d) | (e,n,0,h)
A2 <Z7]7k7l) (m7n707p) A2 <Z7]7a7b) (m’f’g7p)

Co se zménilo:

— (A1B; < AyBy) — vyménény pozice 1 a 2 u A;1B; a3 a4 u AyB; :
a<>k, bl

— (A1By <> A3By) — vyménény pozice 2 a3 u AjBy a2 a3 u AyBs :
f+n, g o.

Pocet zplisobti, jak to udélat v jedné bunce, je (;*) Protoze mame ctyti

4
bunky a volby jsou nezavislé, mame celkem (,’;) moznych kombinaci vybéru.
Abychom ziskali vSechny mozné USP-permutace, musime projit vSechny pripady
v*=0,1,...,r, coz dava celkovy pocet:

T r 4
V;O (V*> ’

kde kazda ¢tvrta mocnina odrazi nezavisly vybér podmnozin ve ¢tyrech skupin.

Hlavni rozdil mezi CSP a USP spociva ve velikosti permutac¢niho prostoru
a v jemnosti moznych p-hodnot. CSP generuje omezeny pocet permutaci, takze
p-hodnoty nabyvaji pouze hrubych krokti. Naptiklad pti r = 3 existuje jen 20
permutaci a nejmensi nenulova p-hodnota je

210 = 0,05,

tedy nelze ziskat napt. p = 0,01. Tato hrubost déla CSP konzervativnéjsim testem,
protoze nahodné dosahnout velmi malé p je prakticky nemozné a hladinu o drzi
pevne.

USP naopak poskytuje podstatné vice permutaci, takze p-hodnoty maji jem-
néjsi rozliseni. To je zvlast vyhodné, kdyz je r malé (2 nebo 3) a CSP by nabizela
prilis velky minimélni krok p-hodnot. Cena za tuto pfesnost je o néco slabsi
kontrola minimalni hladiny «, protoze v rozsahlejsim permuta¢nim prostoru se
mohou castéji objevit velmi malé p-hodnoty nahodou.

Obé schémata — CSP i USP — zachovavaji symetrii permutacniho rozdéleni
a jsou vhodna pro presné testovani hlavnich efekt i interakce. V praxi se volba
ridi poc¢tem replik v bunce. Pti r > 4 se obvykle doporucuje CSP: je jednodussi,
rychlejsi a poskytuje dostateéné presné p-hodnoty. Pfi malém r = 2 nebo 3 je
vyhodnéjsi USP, protoze umoznuje jemnéjsi a presnéjsi skalu p-hodnot a zabranuje
prilis hrubé diskretizaci.
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Priklad 4 Provedeme permutacni test (CSP) ANOVA se dvéma faktory. K tomu
pouzijeme data z Prikladu 2 (Tabulka [I.2). Pro vypocet permutacnich statistik
vyuzijeme prostiedi R Studio.

#Vstupni data

n <- 15;B <- 10000;set.seed(1)

Y11 <- c(6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92, 8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51,

7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40)

Y12 <- ¢(5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28, 4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,
4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21)

Y21 <- ¢c(3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90, 3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05,
6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00)

Y22 <- c(2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78, 3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,
3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51)

#VjypoCet plvodnich test. statistik

T_A_obs <- -mean(Y11l) - mean(Y12) + mean(Y21) + mean(Y22)
T_AB_obs <- mean(Y11) - mean(Y12) - mean(Y21) + mean(Y22)
T_A_star <- numeric(B);T_AB_star <- numeric(B)

# #Permutacni test CSP
for (b in 1:B) {
idx1l <- sample(rep(c(TRUE, FALSE), each = n))
idxlp <- idx1
AB1 <- c(Y11, Y21); AB2 <- c(Y12, Y22)
# Nahodné prohozeni pozorovani mezi Al a A2
Y1lp <- AB1[idx1p]
Y21p <- AB1[!idx1p]
Y12p <- AB2[idx1p]
Y22p <- AB2[!idx1p]

# Vypolet permutacdnich statistik

T_A_star[b] <- -mean(Y1lp) - mean(Y12p) + mean(Y21p) + mean(Y22p)

T_AB_star[b] <- mean(Y1lp) - mean(Y12p) - mean(Y21p) + mean(Y22p)
}

#Vypocet p-hodnot
p_value_A <- (0.5 + sum(abs(T_A_star) >= abs(T_A_obs))) / (B + 1)
p_value_AB <- (0.5 + sum(abs(T_AB_star) >= abs(T_AB_obs))) / (B + 1)

#Vystup vysledkl a interpretace
alpha <- 0.05
cat ("P-hodnota pro hlavni efekt A =",signif(p_value_A, 4),

ifelse(p_value_A<alpha,"=> zamitéme HO","=> nezamitame HO"),"\n")
cat ("P-hodnota pro interakci AB  =",signif(p_value_AB, 4),
ifelse(p_value_AB<alpha,"=> zamitame HO","=> nezamitame HO"),"\n")

Provedenim permutacniho testu pro faktor A a interakci AB jsme ziskali nasledujici
vysledky:

« P-hodnota pro hlavni efekt faktoru A: 0,4995 - 10~*
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= Zamitame nulovou hypotézu — efekt faktoru A je statisticky signifikantni.

« P-hodnota pro interakci AB (pfes A): 0.7077792
= Nezamitame nulovou hypotézu — interakce AB nebyla prokazana.

Analogickym testem pro faktor B a interakci AB jsme obdrzeli:

o P-hodnota pro hlavni efekt faktoru B: 0.249975 - 1073
= Zamitame nulovou hypotézu — efekt faktoru B je statisticky signifikantni.

o P-hodnota pro interakci AB (pres B): 0.7283772
= Nezamitame nulovou hypotézu — interakce AB nebyla prokazana.

Priklad 5. Pro otestovani zachovani hladiny testu a odhadu sily pii nenormélnim
rozdéleni dat byl pouzit nasledujici simulacni kod v RStudio:

set.seed(42)

df=3 # stupné volnosti t-rozdéleni

B=1000 # poclet generovanych datovych soubori
M=1000 # CSP-permutaci v kaZdém souboru
n=1000 # replik v kazdé buiice

alpha=0.05 # hladina

run_simulation <- function(effect = 0) {
p_A <- numeric(B); p_AB <- numeric(B)
T_A <- numeric(B); T_AB <- numeric(B)
for (b in 1:B) {
Y11 <- rt(n, df) + effect # A1B1
Y12 <- rt(n, df) + effect # A1B2
Y21 <- rt(n, df) # A2B1
Y22 <- rt(n, df) # A2B2
T_A_obs <- -mean(Y11) - mean(Y12) + mean(Y21) + mean(Y22)
T_AB_obs <- mean(Y11) - mean(Y12) - mean(Y¥Y21) + mean(Y22)
T A star <- numeric(M)
T_AB_star <- numeric(M)
for (m in 1:M) {
idx <- sample(c(TRUE, FALSE), n, replace = TRUE)
Yilp <- ifelse(idx, Y21, Y11) # A1B1 <-> A2B1
Y21p <- ifelse(idx, Y11, Y21)
Y12p <- ifelse(idx, Y22, Y12) # A1B2 <-> A2B2
Y22p <- ifelse(idx, Y12, Y22)

T_A_star[m]= -mean(Y11lp) - mean(Y12p) + mean(Y21p) + mean(Y22p)
T_AB_star[m]= mean(Y1lp) - mean(Y12p) - mean(Y21p) + mean(Y22p)
}
p_A[b] <- (0.5 + sum(abs(T_A_star) >= abs(T_A_obs))) / (M + 1)
p_AB[b] <- (0.5 + sum(abs(T_AB_star) >= abs(T_AB_obs))) / (M + 1)
T A[b] <- T_A_obs
T_AB[b] <- T_AB_obs
}
list(p_A = p_ A, p_AB = p_AB, T_A = T_A, T_AB = T_AB)
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Obréazek 2.2

Histogram permutacniho rozdéleni s prekrytim teoretického N-rozdéleni.
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hladina <- run_simulation(0)

sila <- run_simulation(3)
cat ("Odhad hladiny testu (effect = 0)\n")
cat(sprintf (" Efekt A : %.3f\n", mean(hladina$p_A < alpha)))

cat (sprintf(" Interakce AB : %.3f\n\n", mean(hladina$p_AB < alpha)))
cat("Odhad sily testu (effect = 3)\n")

cat(sprintf(" Efekt A : %.3f\n", mean(sila$p_A < alpha)))
cat(sprintf (" Interakce AB : %.3f\n", mean(sila$p_AB < alpha)))

Tento kod vyuziva permutacni test zalozeny na synchronizovanych permutacich v
ramci faktoridlniho designu 2 x 2 s replikacemi. Statistické testy byly provedeny
pro hlavni efekt faktoru A a pro efekt interakce AB, a to jak za platnosti nulové
hypotézy Hj , tak alternativni hypotézy H; , kde byl simulovan posun pomoci
parametru ef fect.

Odhad hladiny testu (pfi Hy):

o Hlavni efekt A: 0.059

o Interakce AB: 0.058
Odhad sily testu (pti Hy):
o Hlavni efekt A: 1.000

o Interakce AB: 0.051

Vysledky ukazuji, Ze navrzeny permutacni test zachovava priblizné nominalni
hladinu testu 0,05 pro oba testované efekty. Sila testu je velmi vysoka pro hlavni
efekt A, coz odpovida vlozenému posunu, ale zustava nizka pro interakci AB,
kde nebyl zadny systematicky rozdil simulovan. Na Obrazku jsou zobrazeny
simulac¢ni rozdéleni testovych statistik.

vvvvvv

na datech funkcionalnich. K tomu vyuzijeme knihovnu fds v RStudio. V tomto
experimentu se vyzkumnici snazili zjistit, zda je mozné podle odrazivosti infra-
cerveného svétla urcit, kolik vody nebo tuku tésto obsahuje — tedy zda existuje
zavislost mezi slozenim tésta a jeho odrazivosti.

Data nirc obsahuji funkcionalni pozorovani ve formé spekter blizké infracervené
odrazivosti. Kazdé pozorovani predstavuje spektralni kfivku meérenou ve 700
diskrétnich bodech v rozsahu od 1100 do 2498 nanometrt s krokem 2 nanometru.
K témto spektrim jsou pritazena doplnujici data labc, ktera udavaji procentualni
obsah vody a tuku v jednotlivych vzorcich. Tyto veli¢iny vyuzijeme jako faktory
A (obsah vody) a B (obsah tuku), pricemz jednotlivé hodnoty rozdélime podle
medianu do dvou drovni.

set.seed(123) ;library(fds);data(nirc);data(labc);denny <- nirc$y
A <- ifelse(labc[1l, ] <= median(labc[1, 1), "A1", "A2")
B <- ifelse(labc[4, ] <= median(labc[4, 1), "B1i", "B2")

idx=function(a, b) which(A == a & B == b)
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Obrazek 2.3 Simulac¢ni rozdéleni testovych statistik pro efekt A a interakci AB pod

HD a Hl.
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get_mat=function(a, b) denny[, idx(a, b)]
md=function(X, g, 11, 12) mean(X[, g == 11]) - mean(X[, g == 12]1)
pval=function(star, obs) (sum(abs(star)>=abs(obs))+.5)/(length(star)+1)

X_A1B1 <- get_mat("Al1", "B1"); X_A1B2 <- get_mat("Al", "B2")
X_A2B1 <- get_mat("A2", "B1"); X_A2B2 <- get_mat("A2", "B2")

X_B1 <- cbind(X_A1B1, X_A2B1)
g_B1l <- rep(c("A1","A2"), c(ncol(X_A1B1), ncol(X_A2B1)))
X_B2 <- cbind(X_A1B2, X_A2B2)
g_B2 <- rep(c("A1","A2"), c(ncol(X_A1B2), ncol(X_A2B2)))
X_A1l <- cbind(X_A1B1, X_A1B2)
g_Al <- rep(c("B1","B2"), c(ncol(X_A1B1), ncol(X_A1B2)))
X_A2 <- cbind(X_A2B1, X_A2B2)
g_A2 <- rep(c("B1","B2"), c(ncol(X_A2B1), ncol(X_A2B2)))

#pozorovane statistiky

T1_A <- md(X_B1, g_B1, "A1", "A2")
T2_A <- md(X_B2, g_B2, "A1", "A2")
T_A_obs <- Ti1_A + T2_A

T_AB_A obs <- T1_A - T2_A

T1_B <- md(X_Al, g_A1l, "B1", "B2")

T2_B <- md(X_A2, g_A2, "B1", "B2")
T_B_obs <- T1i_B + T2_B

T_AB_ B obs <- T1 B - T2_B

#permutacni rozlozeni(CSP)

B <- 1000 # polet permutaci

T _A star <- T_AB_A_star <- numeric(B)
T_B_star <- T_AB_B_star <- numeric(B)

for (b in 1:B) {
## synchronni permutace mezi A1/A2 uvnit¥ B-tadki
perm_A <- sample(g_Bl) # stejny vzor pro Bl i B2
T1 <- md(X_B1, perm_A, "A1", "A2")
T2 <- md(X_B2, perm_A, "A1", "A2")
T_A_star[b] <- T1 + T2
T_AB_A_star[b] <- T1 - T2
## synchronni permutace mezi B1/B2 uvnit¥ A-sloupci
perm_B <- sample(g_A1l) # stejny vzor pro Al i A2
T1 <- md(X_Al, perm_B, "B1", "B2")
T2 <- md(X_A2, perm_B, "Bi", "B2")
T_B_star[b] <- T1 + T2
T_AB_B_star[b] <- T1 - T2
}
cat(sprintf ("Efekt A: % .Af p = %.4f\n",
T_A obs, pval(T_A_star, T_A_obs)))
cat (sprintf("Interakce AB (A): % .4f p = %.4f\n",
T_AB_A_obs, pval(T_AB_A_star, T_AB_A_obs)))
cat(sprintf ("Efekt B: % Af  p = %.4f\n",
T _B_obs, pval(T_B_star, T_B_obs)))
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cat(sprintf ("Interakce AB (B): % .4f p = %.4f\n",
T_AB_B_obs, pval(T_AB_B_star, T_AB_B_obs)))

V tomto experimentu kazdé pozorovani X;;(t) reprezentuje funkei zavislou na
vlnové délce t € [1100,2498], mérenou ve 700 diskrétnich bodech. Tato pozorovani
muzeme chapat jako realizace funkcionalnich nahodnych veli¢in v Hilbertové
prostoru L2[1100, 2498], tj.

2498
X;(t) € L2[1100,2498], /1 Xt < oo

Protoze vsak v praxi nemame k dispozici spojité funkce, ale pouze jejich
hodnoty na husté diskrétni mftizce, je bézné tato data interpretovat jako nahodné
vektory délky 700. Tato diskretizace na dostatecné jemné mrizce vérné zachycuje
tvar ptuvodni funkce a umoznuje vyuzit metody funkciondlni statistiky, aniz by
doslo k vyznamné ztraté informace.

Proto v dalsim postupu redukujeme kazdou kfivku X;;(¢) na jedinou charakte-
ristickou hodnotu — aritmeticky primeér pres vSechna mérena ¢:

_ 1 700
J 700; J()

kde X;; oznacuje primérnou hodnotu spektralni kiivky daného pozorovani ve
skupiné (4;,B;).

Na zakladé téchto hodnot dale definujeme priaméry v jednotlivych bunkéach
(Ai,Bj) jako

_ 1 M — (k)
XaB, = — ZXU )
Nij k=1
kde n;; je pocet pozorovani v dané buiice a £ = 1,...,n;; indexuje jednotliva

pozorovani ve skupiné (A;, B;).
Jako testovaci statistika pro hlavni efekt faktoru A byl zvolen soucet rozdilt
prumeérnych hodnot mezi trovnémi A uvnitt kazdé trovné B:

Ta= (XAlBl - XA231) + (XA132 - XA232)7

kde X 4, B, oznacuje primérnou hodnotu funkce v bunice (A;, B;), tedy nejprve
zprumeérovanou pres vSech 700 vinovych délek a poté pres vSechna pozorovani
prislusné skupiny..

Analogicky definujeme statistiku pro hlavni efekt faktoru B:

TB = (XA1B1 - XA1B2) + (XA231 - XAsz)ﬂ
a statistiku pro interakci AB jako
TAB = (XAlBl - XA2B1) - (XAIBQ - XAQBQ)‘

Tato konstrukce umoznuje aplikovat permutacni test zalozeny na CSP-permutacich.
Pro kazdy efekt se spocte hodnota testovaci statistiky na permutovanych datech
a porovna se s puvodni hodnotou. Timto zptsobem ziskdme empirické p-hodnoty
a muzeme vyhodnotit statistickou vyznamnost jednotlivych efekt.

Vysledky permutacniho testu:
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o Efekt A: T4 = 0.0420, p = 0.1264 = nulovd hypotéza nebyla zamitnuta

o Interakce AB (A): Tap(A) = 0.0598, p = 0.1673 = nulova hypotéza nebyla

zamitnuta
o Efekt B: Ty = —0.0997, p = 0.0005 = nulova hypotéza byla zamitnuta

 Interakce AB (B): Tup(B) = 0.0598, p = 0.2133 = nulova hypotéza nebyla
zamitnuta

Na zakladé vysledkti permutacniho testu byl na hladiné vyznamnosti o = 0,05
prokazan pouze hlavni efekt faktoru B jako statisticky vyznamny. Ostatni efekty
— hlavni efekt faktoru A a interakce AB podle obou definic — se jako statisticky
nevyznamné jevi. To znamend, ze rozdily mezi trovnémi faktoru B jsou zfejmé
systematické, zatimco pro faktor A a interakci nebyly nalezeny dostatecné dukazy
pro zamitnuti nulové hypotézy.

Jako vysledek bylo zjisténo, ze obsah tuku statisticky vyznamné ovliviiuje
spektra, zatimco obsah vody a interakce mezi témito faktory takovy vliv nevyka-
Zuji.

Obrazek znazornuje funkciondlni data (NIR spektra) rozdélend podle
obsahu tuku — konkrétné do skupin s nizkym a vysokym obsahem tuku (rozdéleno
dle medidanu). Kazda kiivka predstavuje jeden vzorek tésta a hodnota na ose y
odpovidé odrazivosti infracerveného svétla pri dané vinové délce (osa x).

Je ziejmé, 7e kiivky pro vzorky s vysokym obsahem tuku (zelené) se systema-
ticky lisi od k¥ivek se snizenym obsahem tuku (modte), coz odpovidé vysledku
permutacniho testu, ve kterém byl faktor B (tuk) vyhodnocen jako statisticky
vyznamny.

Na grafu [2.5] jsou zobrazeny permutacni rozdéleni testovych statistik pro hlavni
efekty A, B a interakci AB. Cervend preruSovand ¢ara znézorliuje pozorovanou
hodnotu prislusné statistiky.
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Obrazek 2.4 Funkciondlni data rozdélend dle obsahu tuku
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Efekt A - permutacni rozdeleni Interakce AB (podle A)

¥ . ¥ .
T ln n —' Pozorovand statistika T = Pbzorovand statistika
i 1 1 i 1
[ ! - !
0 4 . Hl 1 0 4 | 1
> | > |
a ° i a ° !
5 (o - l g (o - l
0 ( 0 |
< - U < - [}
N I N H-H-er’n—
|
o - T 0= o -
[ I I I ] [ I I I ]
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
Hodnota statistiky Hodnota statistiky
Efekt B - permutacni rozdeleni Interakce AB (podle B)
% . ¥ .
T ! M = Pozorovand statistika T = Pbzorovand statistka
i 1 i 1
1 L - M 1
o | MU o 1 |
> | I > [}
a ®1 2 ©7 '
§ o ! 5 o - !
0 | 0 |
< | < 4
1
N 1 N A
©- = o - o
I I I ] [ I I I ]
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
Hodnota statistiky Hodnota statistiky

Obrazek 2.5 Permutacni rozdéleni testovych statistik pro efekt A a interakci AB.
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Zaver

V této praci byla studovana konstrukce dvouvybérového t-testu a klasické
dvoufaktorové analyzy rozptylu (ANOVA), a také jejich permutacni varianty.
Kazda z téchto metod byla ilustrovana na realnych datech v konkrétnich prikladech,
véetné situace s funkcionalnimi daty, kde klasické metody mohou byt nepouzitelné
— a kde permutacni pristup uspésné prokazal svou efektivitu.

Kromeé toho byla provedena simulac¢ni studie, ktera ovérovala zachovani hladiny
vyznamnosti a odhad sily testu pii nenormalnim rozdéleni dat pomoci permutac-
niho testu.

Mym vlastnim prinosem je implementace kédu pro permutacni testovani v
jazyce R, véetné konstrukce synchronizovanych permutaci a aplikace této metody
na realnd funkcionalni data.
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