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Úvod
Cílem této práce je porovnání klasického dvouvýběrového t-testu a analýzy

rozptylu ANOVA s jejich permutačními alternativami. Permutační testy umožňují
provádět ověřování statistických hypotéz i bez nutnosti předpokládat konkrétní
rozdělení dat, což je zvláště důležité v praxi – například ve finanční oblasti.

V první části práce jsou podrobně rozebrány dvouvýběrový t-test a faktoriální
analýza rozptylu pro 2 × 2, včetně krokového postupu konstrukce testů a jejich
aplikace na konkrétní finanční data.

Druhá část je věnována obecnému postupu permutačního testování, který
je použitelný v obou popsaných případech. Je zde popsán princip konstrukce
permutačního rozdělení testové statistiky a výpočtu p-hodnot s využitím synchro-
nizovaných permutací.

V závěrečné části práce je ověřována použitelnost permutačního ANOVA testu
v náročnějších podmínkách – konkrétně při práci s funkcionálními daty, kde
klasické metody často selhávají nebo jsou nevhodné. To potvrzuje univerzálnost a
praktický přínos permutačního přístupu v moderní statistice.
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1 Testy o střední hodnotě
1.1 Dvouvýběrový t-test

Dvouvýběrový t-test slouží k testování shody středních hodnot dvou různých
skupin. Uvažujeme situaci, kdy máme dva nezávislé náhodné výběry X1, . . . , Xn

z normálního rozdělení N(µX , σ2) a Y1, . . . , Ym z normálního rozdělení N(µY , σ2)
a testujeme, zda se rozdíl mezi střední hodnotou E[Xi] = µX a E[Yi] = µY rovná
δ0.

Dvouvýběrový t test má nulovou hypotézu

H0 : µX = µY + δ0,

což znamená, že rozdíl mezi středními hodnotami je δ0 a alternativní hypotézu

H1 : µX ̸= µY + δ0,

což znamená, že střední hodnoty se liší, ale ne o konstantu δ0. Předpokládáme,
že oba výběry mají normální rozdělení se stejným rozptylem σ2, mohou se lišit
pouze středními hodnotami.

Používáme následující testovou statistiku:

Tn,m =

√︂
mn

n+m
· (Xn − Ym − δ0)

Sn,m

(1.1)

kde Xn a Ym jsou aritmetické průměry obou výběrů a

S2
n,m = 1

n + m − 2

⎛⎝ n∑︂
i=1

(Xi − Xn)2 +
m∑︂

j=1
(Yj − Ym)2

⎞⎠
= n − 1

n + m − 2S2
X + m − 1

n + m − 2S2
Y

(1.2)

je nestranný odhad společného rozptylu σ2, spočítaný z obou výběrů (vážený
průměr obou výběrových rozptylů).

Věta 1 (Kulich [1], str.56). Nechť X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym jsou nezávislé náhodné
výběry z normálních rozdělení se středními hodnotami µX a µY a se shodným
rozptylem. Pak za platnosti H0

Tn,m =

√︂
mn

n+m
· (Xn − Ym − δ0)

Sn,m

∼ tn+m−2

Důkaz. Jednotlivé kroky důkazu jsou podrobně popsány ve Kulich [2, str. 11].

Nulovou hypotézu H0 zamítáme, pokud:

|Tn,m| ≥ tn+m−2(1 − α/2)

kde tn+m−2(1 − α/2) je (1 − α/2)-tý kvantil t-rozdělení s n + m − 2 stupni volnosti.
P-hodnota se počítá podle vzorce:

p = 2 (1 − F (|Tn,m|)) ,
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kde Tn,m je pozorovaná hodnota testové statistiky a F je distribuční funkce
rozdělení tn+m−2. Zamítáme hypotézu podle následujícího pravidla:

H0 zamítáme, jestliže p(x) ≤ α,

H0 nezamítáme, jestliže p(x) > α,

Příklad 1. Data jsou převzata ze studie Narsa et al. [3, Tabulka 4], ve které
autoři zkoumali, zda mají finanční a nefinanční informace o firmách vliv na ochotu
lidí do nich investovat.

Konkrétně v tomto příkladu se zaměřujeme na rozdíly mezi dvěma skupinami
respondentů během býčího trhu z hlediska jejich ochoty investovat, a to v závislosti
na tom, zda obdrželi pozitivní nebo negativní nefinanční informace o společenské
odpovědnosti firem (CSR).

Ve zmíněné studii jsou uvedeny průměrné hodnoty, směrodatné odchylky a
velikosti výběrů pro každou skupinu. Na základě dostupných údajů pro první
skupinu (N = 30, průměr = 6,80, směrodatná odchylka = 2,04; pozitivní informace
o CSR) a pro druhou skupinu (N = 30, průměr = 4,93, směrodatná odchylka
= 1,94; negativní informace o CSR) vygenerujeme výběrová data v RStudio za
předpokladu jejich normálního rozdělení pro následnou analýzu, a to pomocí
následujících příkazů:

groupX <- rnorm(n = 30, mean = 6.80, sd = 2.04) # Dobrá CSR informace
groupY <- rnorm(n = 30, mean = 4.93, sd = 1.94) # Špatná CSR informace

a získáme

Dobrá CSR informace - X Špatná CSR informace - Y

6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92,
8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51,
7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40,
3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90,
3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05,
6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00

5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28,
4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,
4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21,
2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78,
3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,
3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51

Tabulka 1.1 Generovaná data pro dvouvýběrový T-test

Na první pohled na obrázek 1.1 se zdá, že skupina s pozitivní informací
má větší ochotu investovat než skupina s negativní informací. Nyní provedeme
dvouvýběrový T-test, abychom toto tvrzení ověřili.

Z dat máme výběrové průměry:

X = 6.80, Y = 4.94

Výběrové rozptyly vypočítáme pomocí příkazu var() v RStudio:

S2
X = 4.30

8



Obrázek 1.1 Srovnání ochoty investovat podle CSR informace.
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S2
Y = 3.88

Vážený průměr obou výběrových rozptylů podle (1.2):

S2
30,30 = 30 − 1

58 · 4.30 + 30 − 1
58 · 3.88

= 29
58 · 4.30 + 29

58 · 3.88

= 0,5 · (4.30 + 3.88) = 0.5 · 8.18 = 4.09

Použijeme vztah (1.1) a vypočítáme testovou statistiku:

T30,30 =

√︂
30·30
30+30 · (6.80 − 4.94)

√
4.09

=
√

15 · 1.86
2.0223 = 3.571

Nyní můžeme určit kritickou hodnotu testové statistiky:

t58(0.975) = 2.0017

A vidíme, že
|3.571| > 2.0017

Při hladině významnosti α = 0.05 a 58 stupních volnosti se jedná o statisticky
významný rozdíl. Zamítáme tedy nulovou hypotézu a tvrdíme, že mezi skupinami
existuje rozdíl v ochotě investovat.

Také můžeme využít přístup založený na p-hodnotě:
Použitím distribuční funkce Studentova t-rozdělení v R:

p = 0.0007242
Protože platí p < 0.05, na hladině významnosti α = 0.05 zamítáme nulovou

hypotézu H0.

1.2 Analýza rozptylu: dvojné třídění
Uvažujme faktoriální experiment, ve kterém zkoumáme vliv dvou faktorů A a

B, kde faktor A má I úrovní a faktor B má J úrovní.
Označíme střední hodnotu pro kombinaci úrovní AiBj jako ηij = E(Yijv), kde

i = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . , J a v = 1,2, . . . ,r.
Dále označíme střední hodnotu pro úroveň Ai, jako

ηi. = 1
J

J∑︂
j=1

ηij, (1.3)

kde průměr je vzat přes všechny J úrovně faktoru Bj . Stejným způsobem označíme
střední hodnotu pro úroveň Bj jako

η.j = 1
I

I∑︂
i=

ηij (1.4)
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a konečně označíme

η.. = 1
IJ

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

ηij = 1
I

I∑︂
i=1

ηi. = 1
J

J∑︂
j=1

η.j (1.5)

jako celkovou střední hodnotu přes všechny kombinace úrovní faktorů Ai a Bj,
tedy průměr přes všech I × J hodnot.

Takovým způsobem můžeme definovat efekt αi úrovně Ai jako rozdíl mezi
střední hodnotou na úrovni Ai a celkovou střední hodnotou přes všech I × J
kombinací úrovní, a to následovně:

αi = ηi. − η.., i = 1,2, . . . ,I. (1.6)
Podobně lze definovat efekt βj pro úroveň Bj:

βj = η.j − η.., j = 1,2, . . . ,J. (1.7)
Nyní si můžeme všimnout následujících vztahů:

I∑︂
i=1

αi =
I∑︂

i=1
ηi. − Iη.. = 0 a

J∑︂
j=1

βj =
J∑︂

j=1
η.j − Jη.. = 0.

Uvažujeme rozdíl mezi střední hodnotou ηij pro kombinaci úrovní AiBj a
střední hodnotou úrovně Bj, tj. rozdíl ηij − η.j.

Je-li tento rozdíl stejný pro všechna j = 1,2, . . . ,J , pak rozdíl (αβ)ij = (ηij −
η.j) −∑︁J

j=1
(ηij−η.j)

J
je nulový.

Nyní, pokud vyjádříme sumu, dostaneme:

(αβ)ij = ηij − η.j − ηi. + η.., i = 1,2, . . . ,I, j = 1,2, . . . ,J. (1.8)

Také pokud použijeme střední hodnotu úrovně Ai, dostaneme:

(αβ)ij = (ηij − ηi.) −
I∑︂

i=1

(ηij − ηi.)
I

. (1.9)

Z (1.9) vyplývá, že
I∑︂

i=1
(αβ)ij = 0, pro j = 1,2, . . . ,J, a

J∑︂
j=1

(αβ)ij = 0, pro i = 1,2, . . . ,I.

Můžeme přepsat vztah (1.9) ve tvaru:

ηij = η.. + αi + βj + (αβ)ij, i = 1,2, . . . ,I, j = 1,2, . . . ,J.

Označíme celkový průměr η.. = µ, a pak můžeme zapsat model experimentu
se dvěma faktory a jejich interakcí pro případ r ≥ 2 opakování:

yijv = µ + αi + βj + (αβ)ij + εijv, i = 1,2, . . . ,I, j = 1,2, . . . ,J, v = 1,2, . . . ,r,
(1.10)

I∑︂
i=1

αi = 0,
J∑︂

j=1
βj = 0,

I∑︂
i=1

(αβ)ij = 0,
J∑︂

j=1
(αβ)ij = 0,
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kde εijv je náhodná chyba, která je nezávislá a má normální rozdělení N(0, σ2).
Označíme celkový počet pokusů jako n = IJr.
Pomoci Metody nejmenších čtverců minimalizujeme součet čtverců chyb :

SSe =
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

(︂
yijv − µ̂ − α̂i − β̂j − (α̂β̂)ij

)︂2
.

Pro nalezení odhadů parametrů určíme parciální derivace podle každého
parametru µ, αi, βj, (αβ)ij a položíme je rovny nule.

Máme systém normálních rovnic:

∂SSe

∂µ̂
= −2

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

(︂
Yijv − µ̂ − α̂i − β̂j − (α̂β̂)ij

)︂
= 0,

∂SSe

∂α̂i

= −2rJ
J∑︂

j=1

(︂
Yij. − µ̂ − α̂i − β̂j − (α̂β̂)ij

)︂
= 0,

∂SSe

∂β̂j

= −2rI
I∑︂

i=1

(︂
Y.jv − µ̂ − α̂i − β̂j − (α̂β̂)ij

)︂
= 0,

∂SSe

∂(α̂β̂)ij

= −2r
r∑︂

v=1

(︂
Yijv − µ̂ − α̂i − β̂j − (α̂β̂)ij

)︂
= 0.

Po úpravě dostáváme:

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

yijv = nµ̂ + rJ
I∑︂

i=1
α̂i + rI

J∑︂
j=1

β̂j + r
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

(αβ̂)ij,

J∑︂
j=1

yij. = rJµ̂ + rJα̂i + r
J∑︂

j=1
β̂j + r

J∑︂
j=1

(αβ̂)ij,

I∑︂
i=1

y.j. = rIµ̂ + r
I∑︂

i=1
α̂i + rIβ̂j + r

I∑︂
i=1

(αβ̂)ij,

r∑︂
v=1

yijv = rµ̂ + rα̂i + rβ̂j + r(αβ̂)ij.

Hodnota yij. vyjadřuje průměr veličin yijv, kde v = 1, 2, . . . , r. Symbolem Yij.

označíme součet těchto veličin, tj.

yij. = 1
r

r∑︂
v=1

yijv = 1
r

Yij..

Podobně celkový průměr:

y... = 1
n

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

yijv = 1
n

Y... = 1
n

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

ryij..

Pak ze vztahů:
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I∑︂
i=1

α̂i = 0,

J∑︂
j=1

β̂j = 0,

I∑︂
i=1

(α̂β̂)ij = 0, pro j = 1,2, . . . ,J,

J∑︂
j=1

(α̂β̂)ij = 0, pro i = 1,2, . . . ,I.

dostáváme:

µ̂ = 1
n

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

yijv = Y...

n
= y...,

α̂i = 1
J

J∑︂
j=1

yij. − µ̂ = Yi..

Jr
− µ̂ = yi.. − y..., pro i = 1, 2, . . . , I,

β̂j = 1
I

I∑︂
i=1

y.j. − µ̂ = Y.j.

Ir
− µ̂ = y.j. − y..., pro j = 1, 2, . . . , J,

(αβ̂)ij = 1
r

r∑︂
v=1

yijv − α̂i − β̂j − µ̂ = Yij.

r
− α̂i − β̂j − µ̂

= yij. − yi.. − y.j. + y..., pro i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J.

(1.11)

Dosadíme nyní do modelu:

yijv = µ̂ + α̂i + β̂j + ˆ︁(αβ)ij + ε̂ijv

odhadnuté parametry (1.11):

yijv = y... + (yi.. − y...) + (y.j. − y...) + (yij. − yi.. − y.j. + y...) + ε̂ijv

= yij. + ε̂ijv

(1.12)

Odchylku yijv − y... zapíšeme jako:

yijv − y... = (yij. − y...) + ε̂ijv

Z toho plyne:

(yijv − y...)2 = (yij. − y...)2 + 2(yij. − y...)ε̂ijv + ε̂2
ijv

Při sečtení přes v máme ∑︁v ε̂ijv = 0, což známená i ∑︁v 2(yij. − y...)ε̂ijv = 0,
takže získáváme:

SST otal =
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

r(yij. − y...)2 +
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

ε̂2
ijv

= SSmodel + SSe

(1.13)
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Abychom mohli provést rozklad SSmodel, nejprve vyjádříme rozdíl yij. − y...

následujícím způsobem, podle vztahu (1.12):

yij. − y... = (yi.. − y...) + (y.j. − y...) + (yij. − yi.. − y.j. + y...)
Použijeme kvadratický vzorec:

(yij. − y...)2 = A2 + B2 + C2 + 2AB + 2AC + 2BC (1.14)
kde:

A = yi.. − y...,

B = y.j. − y...,

C = yij. − yi.. − y.j. + y...

Uvažujme smíšený člen AB:

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

AB =
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

(yi.. − y...)(y.j. − y...)

Zde A = yi.. − y... závisí pouze na i,B = y.j. − y... závisí pouze na j a y... je
konstanta (celkový průměr).

Vytkneme součiny:

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

(yi.. − y...)(y.j. − y...) =
(︄

I∑︂
i=1

(yi.. − y...)
)︄

·

⎛⎝ J∑︂
j=1

(y.j. − y...)
⎞⎠

Protože y... je průměr všech hodnot, platí:

I∑︂
i=1

(yi.. − y...) = 0,
J∑︂

j=1
(y.j. − y...) = 0

Tedy:

I∑︂
i

J∑︂
j

AB = 0

Stejně tak smíšené členy AC a BC také vymizí, protože při součtu přes i nebo
j dostaneme výraz, který obsahuje nulový součet odchylek od průměru.

I∑︂
i

J∑︂
j

AC = 0,
I∑︂
i

J∑︂
j

BC = 0

Z výše uvedeného plyne, že vztah (1.14) lze upravit do následujícího tvaru:

SSmodel = SSA + SSB + SSAB

Celková suma čtverců je

SST otal =
I∑︂

i=1

I∑︂
j=1

r∑︂
v=1

(yijv − y...)2 (1.15)
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a lze rozložit na čtyři složky podle (1.13):

SST otal = SSA + SSB + SSAB + SSE,

kde jednotlivé složky vyjadřují:

SSA = Jr
I∑︂

i=1
(yi.. − y...)2 = 1

Jr

I∑︂
i=1

Y 2
i.. − Y 2

...

IJr
,

SSB = Ir
J∑︂

j=1
(y.j. − y...)2 = 1

Ir

J∑︂
j=1

Y 2
.j. − Y 2

...

IJr
,

SSAB = r
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

(yij. − yi.. − y.j. + y...)2 = ST otal − (SA + SB + SE),

SSE =
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

(yijv − yij.)2 =
I∑︂

i=1

J∑︂
j=1

r∑︂
v=1

y2
ijv − 1

r

I∑︂
i=1

J∑︂
j=1

Y 2
ij..

(1.16)

Odhad rozptylu chyby je :

σ̂2 = s2 = SSE

IJ(r − 1)

Předpokládáme, že náhodné veličiny yijv ∼ N (µij, σ2), pro i = 1, . . . , I, j =
1, . . . , J, v = 1, . . . , r a že všechna pozorování y111, y112, . . . , yIJr jsou navzájem
nezávislá. Dále předpokládáme, že reziduální složky εijv jsou nezávislé náhodné
veličiny a platí:

εijv ∼ N (0, σ2)
Při platnosti nulových hypotéz mají jednotlivé součty čtverců známé rozdělení

(viz. Likeš [4]Kapitola 3.4):

SSA ∼ χ2
I−1 · σ2, E

[︃
SSA

I − 1

]︃
= σ2,

SSB ∼ χ2
J−1 · σ2, E

[︃
SSB

J − 1

]︃
= σ2,

SSAB ∼ χ2
(I−1)(J−1) · σ2, E

[︄
SSAB

(I − 1)(J − 1)

]︄
= σ2,

SSE ∼ χ2
IJ(r−1) · σ2, E

[︄
SSE

IJ(r − 1)

]︄
= σ2,

(1.17)

a jsou nezávislé, a proto k testům hypotéz

HA : αi = 0, i = 1,2, . . . ,I,

HB : βj = 0, j = 1,2, . . . ,J,

HAB : (αβ)ij = 0, i = 1,2, . . . ,I, j = 1,2, . . . ,J

se použije kritérium F .
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F-statistika pro testování významnosti efektu faktoru A:

FA = SSA/(I − 1)
SSE/(IJ(r − 1)) = SSA

(I − 1)s2 ,

kde v případě platnosti hypotézy HA má tato statistika rozdělení F (I−1, IJ(r−1)).
F-statistika pro testování významnosti efektu faktoru B:

FB = SSB/(J − 1)
SSE/(IJ(r − 1)) = SSB

(J − 1)s2 ,

kde v případě platnosti hypotézy HB má tato statistika rozdělení F (J − 1, IJ(r −
1)).

F-statistika pro testování interakce faktorů A a B:

FAB = SSAB/((I − 1)(J − 1))
SSE/(IJ(r − 1)) = SSAB

(I − 1)(J − 1)s2 ,

kde v případě platnosti hypotézy HAB má tato statistika rozdělení F ((I − 1)(J −
1), IJ(r − 1)).

Následně vypočtené hodnoty F-statistik porovnáme s kritickými hodnotami
Fα(k1, k2) pro stupně volnosti k1 a k2.

1.3 Faktoriální experimenty 2 × 2

1.3.1 Speciální případ dvojného třídění
Faktoriální experiment slouží k porovnání středních hodnot a interakcí mezi

dvěma faktory. Uvažujme situaci, kdy máme dvě úrovně faktorů A a B. Pro
označení úrovní a jejich kombinací použijme symboliku zavedenou F. Yatesem [5].

Označíme nižší úroveň faktoru symbolem 1 a vyšší úroveň malým písmenem
odpovídajícím označení příslušného faktoru, t.j.

A1 = 1, A2 = a, B1 = 1, B2 = b

Kombinaci úrovní zapíšeme jako součin těchto symbolů: kombinace pro úroveň
A1B1 bude (1), pro úroveň A1B2 jako (b), pro úroveň A2B1 jako (a) a konečně
pro úroveň A2B2 jako (ab).

Těmito symboly budeme dále označovat také střední hodnoty příslušných
kombinací úrovní:

• (1) = η11 – střední hodnota na úrovni A1B1,

• (a) = η21 – střední hodnota na úrovni A2B1,

• (b) = η12 – střední hodnota na úrovni A1B2,

• (ab) = η22 – střední hodnota na úrovni A2B2.
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Nyní můžeme vyjádřit průměrné hodnoty ((1.3),(1.4) a (1.5)) pro jednotlivé úrovně
takto:

η1. = 1
2 (η11 + η12) = 1

2 ((1) + (b)) ,

η2. = 1
2 (η21 + η22) = 1

2 ((a) + (ab)) ,

η.1 = 1
2 (η11 + η21) = 1

2 ((1) + (a)) ,

η.2 = 1
2 (η12 + η22) = 1

2 ((b) + (ab)) ,

η.. = 1
4 ((1) + (a) + (b) + (ab)) .

Nyní zapíšeme efekt faktoru A pro druhou úroveň A2 podle (1.6):

α2 = η2. − η..

= 1
2 ((a) + (ab)) − 1

4 ((1) + (a) + (b) + (ab))

= 2(a + ab) − (1 + a + b + ab)
4

= a − 1 + ab − b

4 .

(1.18)

Tento efekt lze také vyjádřit jako rozdíl mezi středními hodnotami pro úrovně
A2 a A1:

η2. − η1. = 1
2 ((a + ab) − (1 + b)) = 1

2(a − 1 + ab − b),

což právě představuje hlavní efekt faktoru A. Stejným způsobem můžeme vyjádřit
hlavní efekty faktorů A, B a jejich interakce AB následovně:

A = 1
2(a − (1) + ab − b) = 1

2(a − 1)(b + 1),

B = 1
2(b − (1) + ab − a) = 1

2(a + 1)(b − 1),

AB = 1
2((ab − b) − (a − (1))) = 1

2((ab − a) − (b − 1)) = 1
2(1 − a − b + ab)

= 1
2(a − 1)(b − 1)

Pokud označíme [1], [a], [b], [ab] jako součet experimentálních výsledků dosaže-
ných při jednotlivých kombinacích a pokud experiment obsahuje r ≥ 1 opakování
pokusů, pak můžeme zapsat odhady hlavních efektů a interakce jako:

ˆ︁A = 1
2r

(−[1] + [a] − [b] + [ab]) = 1
2r

[A],

ˆ︁B = 1
2r

(−[1] − [a] + [b] + [ab]) = 1
2r

[B],

ˆ︃AB = 1
2r

([1] − [a] − [b] + [ab]) = 1
2r

[AB].

(1.19)
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Odhad ˆ︁A má rozdělení N(A, σ2/r), podobně i odhad ˆ︁B má rozdělení N(B, σ2/r)
a ˆ︃AB má rozdělení N(AB, σ2/r), viz Likeš [4, str. 16]. Přitom tyto odhady jsou
nezávislé náhodné veličiny.

Za předpokladu, že hlavní efekty A, B a interakce AB jsou nulové, jsou tedy
veličiny:

r ˆ︁A2

σ2 ,
r ˆ︁B2

σ2 ,
rˆ︃AB

2

σ2

nezávislé a každá má rozdělení χ2 s jedním stupněm volnosti, což odpovídá
vzorečkům 1.17.

Nyní můžeme zapsat součty čtverců podobně jako ve (1.16):

SSA = r ˆ︁A2 = 1
4r

[A]2,

SSB = r ˆ︁B2 = 1
4r

[B]2,

SSAB = rˆ︃AB
2 = 1

4r
[AB]2,

SSE =
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − 1

r

4∑︂
i=1

y2
i .

Také reziduální součet čtverců můžeme zapsat jako (viz. 1.16):

SSE =
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − 1

r

4∑︂
i=1

Y 2
i. ,

kde:

4∑︂
i=1

Y 2
i. = [1]2 + [a]2 + [b]2 + [ab]2.

Celkový součet čtverců (1.15) vychází jako:

SST otal =
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − Y 2

..

4r
,

kde:

Y... = [1] + [a] + [b] + [ab].
Protože čitatel podílu F pro testy hlavních efektů a interakce má 1 stupeň

volnosti, můžeme použít t-rozdělení.
Každá z veličin:

[A]
s
√

4r
=

ˆ︁A√
r

s
,

[B]
s
√

4r
=

ˆ︁B√
r

s
,
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[AB]
s
√

4r
=
ˆ︃AB

√
r

s
,

kde s2 = Se

4(r−1) , v případě, že příslušný hlavní efekt nebo interakce jsou nulové,
má rozdělení t s k = 4(r − 1) stupni volnosti.

Jako testovací statistiky můžeme vypočítat ˆ︁A, ˆ︁B, ˆ︃AB a porovnat s kritickou
hodnotou:

tα(k) s√
r

.

Pokud absolutní hodnota statistiky překročí tα(k) s√
r
, můžeme říci, že daný

efekt nebo interakce existují a nejsou nulové.
Také jako alternativní možnost můžeme porovnat hodnoty:

|[A]|, |[B]|, |[AB]|
s výrazem:

tα(k)s
√

4r.

Nulové a alternativní hypotézy v Yatesově symbolice můžeme zapsat tak:
Pro faktor A:

HA
0 : 1

2((a) − (1) + (ab) − (b) = 0 (faktor A nemá významný vliv),

HA
1 : 1

2((a) − (1) + (ab) − (b)) ̸= 0 (faktor A má významný vliv)

Pro faktor B:

HB
0 : 1

2((b) − (1) + (ab) − (a)) = 0 (faktor B nemá významný vliv)

HB
1 : 1

2((b) − (1) + (ab) − (a)) ̸= 0 (faktor B má významný vliv)

Pro interakci mezi faktory A × B:

HAB
0 : 1

2((1) − (a) − (b) + (ab)) = 0 (žádná interakce)

HAB
1 : 1

2((1) − (a) − (b) + (ab)) ̸= 0 (existuje interakce)

Příklad 2 Vezmeme stejná data jako v Příkladu 1, tentokrát však navíc zohled-
ňujeme faktor finanční informace o firmě, přičemž respondenty rozdělujeme podle
toho, zda obdrželi informaci o pozitivním či negativním vývoji zisku společnosti,
tedy do skupin „Zisk vzrostl“ a „Zisk klesl“. (viz. Tabulka 1.2)

Označíme Dobrá CSR informace a Špatná CSR informace jako úroveň B1 a B2.
Stejně tak Zisk vzrostl a Zisk klesl jako A1 a A2. Tímto způsobem zapíšeme podle
Yatesovy symboliky součty: [1] = 121.95, [a] = 82.05, [b] = 96.00, [ab] = 52.05

Dále vypočíteme:
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Dobrá CSR informace (B1) Špatná CSR informace (B2)

Zisk vzrostl (A1) 6,76, 6,81, 8,00, 9,95, 8,92,
8,90, 8,65, 9,02, 6,80, 9,51,
7,23, 8,37, 7,53, 8,11, 7,40

[1] = 121.95

5,80, 10,04, 5,53, 5,02, 6,28,
4,14, 8,55, 5,45, 5,32, 6,20,
4,56, 6,67, 7,65, 8,58, 6,21

[b] = 96.00
Zisk klesl (A2) 3,98, 4,82, 5,88, 6,46, 0,90,

3,81, 6,82, 8,97, 7,68, 6,05,
6,46, 6,87, 3,28, 6,08, 4,00

[a] = 82.05

2,50, 3,09, 4,25, 4,34, 1,78,
3,70, 4,01, 4,71, 3,15, 4,21,
3,95, 3,45, 3,45, 1,97, 3,51

[ab] = 52.05

Tabulka 1.2 Generovaná data pro ANOVA 2 × 2 s počtem opakování r = 15.

SA = 1
4 × 15[B]2 = 1

4 × 15(−121.95 − 96.00 + 82.05 + 52.05)2 = 117.1804,

SB = 1
4 × 15[A]2 = 1

4 × 15(−121.95 + 96.00 − 82.05 + 52.05)2 = 52.1734,

SAB = 1
4 × 15[AB]2 = 1

4 × 15(121.95 − 96.00 − 82.05 + 52.05)2 = 0.2734.

SSE =
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − 1

r

4∑︂
i=1

Y 2
i =

=
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − 1

15
(︂
121.952 + 96.002 + 82.052 + 52.052

)︂
= 120.322.

SST otal =
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − Y 2

..

4r
=

=
4∑︂

i=1

r∑︂
v=1

y2
iv − (121.95 + 96.00 + 82.05 + 52.05)2

4 × 15 = 289.949.

Pramen měnlivosti Součet čtverců Stupně volnosti
A SA = 117.18 1
B SB = 52.17 1

AB SAB = 0.27 1
Reziduální SE = 120.32 56

Celkový ST otal = 289.94 59

Tabulka 1.3 Analýza rozptylu pro ANOVA 22

Odhad rozptylu chyby:

s2 = 120.3220
2 × 2 × (15 − 1) = 2.1486.
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F-statistika pro testování významnosti efektu faktor a interakce:

FA = 117.1804/(2 − 1)
120.3220/(2 × 2 × (15 − 1)) = 54.5378,

FB = 117.180452.1734/(2 − 1)
120.3220/(2 × 2 × (15 − 1)) = 24.2824,

FAB = 0.2734/((2 − 1)(2 − 1))
120.3220/(2 × 2 × (15 − 1)) = 0.1272.

Porovnáme vypočtené hodnoty F-statistik s kritickou hodnotou z tabulky
rozdělení Fishera pro hladinu významnosti α = 0.05 a stupně volnosti (1, 56):

F0.05(1, 56) = 4.013
Ověřujeme podmínky:

FA = 54.5378 > 4.013 ⇒ zamítáme nulovou hypotézu.
Faktor A (změna zisku) má významný vliv.

FB = 24.2824 > 4.013 ⇒ zamítáme nulovou hypotézu.
Faktor B (finanční informace) má ještě silnější vliv.

FAB = 0.1272 < 4.013 ⇒ nezamítáme nulovou hypotézu.
Interakce faktorů A a B není statisticky významná.
Jako závěr můžeme říct, že v tomto příkladu má nejvýraznější vliv na investiční

rozhodnutí finanční informace, změna zisku je také významná, ale její vliv je menší.
Interakce faktorů finanční informace a změna zisku není významná, což znamená,
že efekt jednoho faktoru nezávisí na druhém.

Protože vypočtené hodnoty FA a FB jsou vyšší než kritická hodnota, zamítáme
odpovídající nulové hypotézy

Samostatně jsme spočítali p-hodnotu pro hlavní efekt A: 7.996318 × 10−10 <
0.05, p-hodnotu pro hlavní efekt B:7.755411×10−6 < 0.05, p-hodnotu pro interakci
AB: 0.7226934 > 0.05, a můžeme říct, že výsledky se shodují s výše uvedeným.
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2 Permutační test
2.1 Permutační t-test

Permutační test je neparametrická metoda testování hypotéz, která nevyžaduje
předpoklady o konkrétním rozdělení dat, ale předpokládá permutační invarianci
při platnosti nulové hypotézy. Tato metoda je založena na náhodném promíchání
prvků výběru za účelem odhadu rozdělení testovací statistiky za platnosti nulové
hypotézy.

Metoda permutace Monte Carlo je jedním ze způsobů realizace permutačního
testu, založeným na odhadu p-hodnoty pomocí náhodných permutací. Za platnosti
nulové hypotézy H0 a za předpokladu permutační invariance dat vzhledem k
úrovním faktorů jsou všechny body permutačního prostoru výběru X považovány
za stejně pravděpodobné.

Permutační rozdělení libovolné testovací statistiky T pro datový soubor X
se označuje jako FT (z | X), ∀z ∈ R1. Pokud je však z kontextu zřejmé, o kterou
statistiku se jedná, lze index T vynechat a používá se označení F (z | X).

Obecný postup pro odhad distribuční funkce F (z | X) a odpovídající p-hodnoty
λ, vyvolané statistikou T na souboru dat X, je popsán následujícími kroky podle
Pesarinu [6] (str.75) :

(K.1) Vypočítáme pozorovanou hodnotu statistiky T :

T0 = T (X).

(K.2) Zvážíme permutaci dat X∗, náhodně vybranou z X, kde jsou všechny
body v X rovnoměrně pravděpodobné, a vypočítáme hodnotu testovací statistiky
T na X∗:

T ∗ = T (X∗).
(K.3) Provedeme B nezávislých opakování 2. kroku (K.2); soubor výsledků

{T ∗
r , r = 1, . . . , B} je náhodný výběr z permutačního rozdělení statistiky T .
(K.4) Empirická distribuční funkce :

F̂ B(z) = 1
B

B∑︂
r=1

I(T ∗
r ≤ z), ∀z ∈ R1,

kde I(·) = 1, pokud podmínka uvnitř závorek platí, a 0, pokud ne. Tato funkce
je nestranným a konzistentním odhadem permutačního rozdělení F (z | X) pro
statistiku T , daný vzorkem X.

(K.5) Odhad p-hodnoty:

λ̂ = 1
B

B∑︂
r=1

I(T ∗
r ≥ T0),

kde λ̂ je nestranný a konzistentní odhad p-hodnoty λ = P [T ∗ ≥ T0 | X].
Pro oboustranné alternativní hypotézy lze p-hodnotu definovat pomocí vzorce
λ(T (X)) = 1 − |1 − 2 · P [T ∗ ≥ T0]|.

(K.6) Pokud je při jakékoli pevně stanovené hladině významnosti α výsledek
takový, že λ̂ ≤ α, pak zamítáme nulovou hypotézu H0.
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Příklad 3 Permutační t-test provedeme na základě výše uvedených informací,
přičemž jako testovací statistiku v kroku (K.1) zvolíme klasickou t-statistiku.
Data převezmeme z Příkladu 1 (viz Tabulka 1.1). Realizace permutačního t-testu
pomocí kódu v R Studio:

# (K.0) Vstupní data – dvě skupiny
X <- c(6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92,8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51,

7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40,3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90,
3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05,6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00)

Y <- c(5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28,4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,
4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21,2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78,
3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51)

# (K.1) Vypočítáme pozorovanou hodnotu testovací statistiky
t_stat <- t.test(X, Y, var.equal = TRUE)$statistic
# (K.2) Příprava dat
combo <- c(X, Y)
n <- length(X)
set.seed(1)
# (K.3) Permutační cyklus
B <- 10000
T_star <- numeric(B)
for (i in 1:B) {

perm <- sample(combo) # náhodná permutace
group1 <- perm[1:n]
group2 <- perm[(n + 1):(2 * n)]
T_star[i] <- t.test(group1, group2, var.equal = TRUE)$statistic

}
#(K.5)Symetrická p-hodnota
p_sym <- 1 - abs(1 - 2 * mean(T_star >= t_stat))
#(K.6) Výstup
p_sym
[1] 0.001

Protože platí p = 0.001 < 0.05, na hladině významnosti α = 0.05 zamítáme
nulovou hypotézu H0 a tvrdíme, že existuje statisticky významný rozdíl mezi
porovnávanými skupinami. Při srovnání s Příkladem 1 lze poznamenat, že výsledky
obou testů se shodují, i když mezi nimi existuje malý rozdíl v p-hodnotě (permu-
tační test dal p=0,001, zatímco klasický test p=0,0007). Obě hodnoty jsou však
výrazně nižší než hladina významnosti, a proto vedou ke stejnému statistickému
závěru.

Na grafu 2.1 můžeme vidět histogram permutačních t-statistik, přičemž přeru-
šovanou čárou je označena pozorovaná t-statistika a červenou barvou teoretická
hustota t-rozdělení s 58 stupni volnosti. Zde můžeme vidět, jak se permutační
rozdělení shoduje s teoretickým t-rozdělením.
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Obrázek 2.1 Histogram permutačního rozdělení s překrytím teoretického t-rozdělení.
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2.2 Permutační test ANOVA 2 × 2
Uvažujme už známý model (1.10) dvoufaktorové analýzy rozptylu s replikacemi:

yijv = µ + αi + βj + (αβ)ij + εijv, i = 1, 2; j = 1, 2; v = 1, . . . , r,

kde µ je celkový průměr, αi a βj jsou hlavní efekty faktorů A a B a (αβ)ij je
interakční efekt, εijv jsou náhodné chyby, pro které platí:

I=2∑︂
i=1

αi = 0,
J=2∑︂
j=1

βj = 0,
I=2∑︂
i=1

(αβ)ij = 0 ∀j,
J=2∑︂
j=1

(αβ)ij = 0 ∀i,

a εijv jsou navzájem nezávislé a mají stejné rozdělení s E[εijv] = 0.
Připomeňme si, že máme čtyři buňky faktoriálního designu 2 × 2, označené

jako AiBj, kde i = 1, 2 a j = 1, 2, a konkrétně: A1B1, A1B2, A2B1, A2B2
Pro konstrukci permutačního testu použijeme synchronizované permutace mezi

dvojicemi buněk, které sdílejí stejnou úroveň jednoho z faktorů.
Porovnání buněk A1B1 a A2B1 (tj. při pevné úrovni j = 1) označíme jako

mezistatistikuaT ∗
A|1. Analogicky, porovnání buněk A1B2 a A2B2 (tj. při j = 2)

označíme jako aT ∗
A|2.

V každé dvojici buněk provádíme synchronizovanou permutaci, t.j. náhodnou
výměnu pozorování mezi odpovídajícími páry, podrobnosti lze nalézt v knize F.
Pesarina na str. 232. [6]. Počet vyměněných pozorování v dané dvojici označujeme
jako ν∗

1 , a ν∗
2 pro druhou dvojici. Tato hodnota udává, kolik pozorování bylo

skutečně přemístěno mezi buňkami při dané permutaci.
Uvažujme definici mezistatistiky před permutací pro pevnou úroveň j = 1,

tedy pro porovnání buněk A1B1 a A2B1:

aT A|1 =
r∑︂

v=1
y21v −

r∑︂
v=1

y11v

Její permutační strukturu podle Pesarina [6] (str.236, Poznámka 6) lze zapsat
následovně:

aT ∗
A|1 =

r∑︂
v=1

(µ + α2 + β1 + (αβ)21 + ε21v) −
r∑︂

v=1
(µ + α1 + β1 + (αβ)11 + ε11v)

= r(α2 − α1) + r((αβ)21 − (αβ)11) +
r∑︂

v=1
ε21v −

r∑︂
v=1

ε11v.

Za předpokladu α2 = a,α1 = −a a (αβ)21 = ab, (αβ)11 = −ab, můžeme psát:

aT ∗
A|1 = 2ra + 2rab +

r∑︂
v=1

ε21v −
r∑︂

v=1
ε11v

= 2r(a + ab) + r

r
(

r∑︂
v=1

ε21v −
r∑︂

v=1
ε11v)

= 2r(a + ab) + r(1
r

r∑︂
v=1

ε21v − 1
r

r∑︂
v=1

ε11v).

Všimněme si, že při této permutaci zůstává r − ν∗
1 pozorování na svém místě a

ν∗
1 pozorování se vymění. Proto můžeme permutační strukturu zapsat ve tvaru:
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aT ∗
A|1 = 2(r − 2ν∗

1)(a + ab) + r(Z̄∗
21 − Z̄

∗
11),

kde Z̄
∗
11 = 1

r

∑︁r
v=1 ε∗

11v a Z̄
∗
21 = 1

r

∑︁r
v=1 ε21v jsou průměry náhodných chyb

v buňkách (A1B1) a (A2B1) po permutaci . Permutační struktura ukazuje, jak by
se měnila hodnota statistiky v závislosti na náhodné permutaci dat mezi buňkami.
Analogicky můžeme zapsat pro permutace mezi buňkami A1B2 a A2B2:

aT ∗
A|2 = 2(r − 2ν∗

2)(a − ab) + r(Z̄∗
22 − Z̄

∗
12).

Pro realizaci permutačního testu používáme synchronizované permutace, proto
platí, že ν∗

1 = ν∗
2 = ν∗. Celková permutační struktura pro hlavní efekt A je:

aT ∗
A = aT ∗

A|1 + aT ∗
A|2 = 4(r − 2ν∗)a + r(−Z̄

∗
11 − Z̄

∗
12 + Z̄

∗
21 + Z̄

∗
22).

Odpovídající pozorovaná hodnota této statistiky (tj. bez permutací) je:
aT A = 4ra + n(−Z̄11 − Z̄12 + Z̄21 + Z̄22)

Poznámka.

• Porovnáním získaného výrazu pro aT ∗
A s rovnicí ˆ︁A(1.19) ze Kapitoly 1.3.1

si můžeme všimnout, že při absenci permutací lze aT ∗
A zapsat jako

4r(−[1] + [a] − [b] + [ab])

Rozdíl mezistatistik dává permutační strukturu interakce:
aT ∗

AB = aT ∗
A|2 − aT ∗

A|1 = 4(r − 2ν∗)ab + r(Z̄∗
11 − Z̄

∗
12 − Z̄

∗
21 + Z̄

∗
22).

Stejným způsobem můžeme testovat hlavní efekt faktoru B: porovnáním
buněk A1B1 a A1B2 (při pevné úrovni i = 1) označené mezistatistikou bT ∗

B|1
a porovnáním buněk A2B1 a A2B2 (při i = 2) označené mezistatistikou bT ∗

B|2.
Permutační struktura pro hlavní efekt faktoru B:

bT ∗
B = bT ∗

B|1 + bT ∗
B|2 = 4(r − 2ν∗)b + r(−Z̄

∗
11 + Z̄

∗
12 − Z̄

∗
21 + Z̄

∗
22).

a pak lze vyjádřit i permutační permutační strukturu pro interakci mezi faktory
A a B pomocí rozdílu mezistatistik faktorů B:

bT ∗
AB = bT ∗

B|2 − bT ∗
B|1 = 4(r − 2ν∗)ab + r(Z̄∗

11 − Z̄
∗
12 − Z̄

∗
21 + Z̄

∗
22).

Ve své práci Pesarin na str. 234 [6] zdůrazňuje, že permutační statistiky pro
různé efekty jsou konstruovány na základě nezávislých a ortogonálních lineárních
kombinací chyb. Proto je nutné je počítat na základě různých množin permutací.
Z toho vyplývá, že pro studium všech tří hypotéz musíme nejprve provést test pro
faktor A a interakci AB, a následně samostatný test pro faktor B a interakci AB.

Existují dva typy synchronizovaných permutací — CSP (Constrained Synchro-
nized Permutation) a USP (Unlimited Synchronized Permutation):
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• U CSP provádíme výměnu určených pozic mezi skupinami v každé dvo-
jici buněk, které odpovídají testovanému efektu. To znamená, že například
při testování efektu A pokud v první dvojici zaměníme pozice 1 a 2 z A1B1
s pozicemi 3 a 4 z A2B1, pak se přesně stejná výměna (tedy pozice 1 a 2 z
A1B2 za pozice 3 a 4 z A2B2) provede také ve druhé dvojici. Jinými slovy,
pozice výměny musí být synchronizované mezi dvojicemi buněk, ale v rámci
jedné dvojice lze zaměňovat libovolné pozice mezi A1 a A2, pokud je výměna
mezi dvojicemi identická. Tato struktura zajišťuje globální synchronizaci
výměn napříč dvojicemi buněk.

Před permutací

B1 B2

A1 (a,b,c,d) (e,f,g,h)

A2 (i,j,k,l) (m,n,o,p)

Po permutaci

B1 B2

A1 (k,l,c,d) (o,p,g,h)

A2 (i,j,a,b) (m,n,e,f)

Co se změnilo:

– (A1B1 ↔ A2B1) – vyměněny pozice 1 a 2 u A1B1 a 3 a 4 u A2B1 :
a ↔ k, b ↔ l.

– (A1B2 ↔ A2B2) – vyměněny pozice 1 a 2 u A1B2 a 3 a 4 u A2B2 :
e ↔ o, f ↔ p.

Celkový počet takových permutací je
(︂

2r
r

)︂
= (2r)!

r!·r! , kde r je počet replik v
každé buňce. Tento vzorec vyjadřuje, kolika způsoby lze všech 2r pozorování
ze dvou buněk rozdělit do dvou rozlišitelných skupin opět po r položkách,
aniž bychom brali v úvahu pořadí uvnitř skupin. Například uspořádání
(a, b, c, d) a (d, b, a, c) představuje tutéž čtveřici, protože rozhoduje jen to,
které prvky skupina obsahuje, nikoli jejich interní pořadí. Každé takové
rozdělení jednoznačně určuje jednu možnou CSP-permutaci mezi buňkami
A1B1 a A2B1: vybraných r prvků zůstane do první buňky a zbylých r do
druhé. Pořadí buněk (jejich „etikety“) je naopak důležité, proto výsledek
nedělíme dvěma.
Při praktické realizaci v kódu vybíráme konkrétní indexy (např. pozice 1 a
2) - to je technický způsob, jak zvolit dané prvky; při teoretickém počtu(︂

2r
r

)︂
se však tyto vnitřní permutace neodlišují – důležité je pouze to, které

prvky skončí v každé buňce.

• U USP naopak zaměňujeme libovolný stejný počet pozorování ν∗ v
každém páru buněk, přičemž konkrétní pozice se mohou lišit jak mezi páry,
tak i mezi buňkami uvnitř jedné dvojice. Jedinou podmínkou je, aby v obou
párech bylo zaměněno právě ν∗ pozorování.
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Před permutací

B1 B2

A1 (a,b,c,d) (e,f,g,h)

A2 (i,j,k,l) (m,n,o,p)

Po permutaci (USP)

B1 B2

A1 (k,l,c,d) (e,n,o,h)

A2 (i,j,a,b) (m,f,g,p)

Co se změnilo:

– (A1B1 ↔ A2B1) – vyměněny pozice 1 a 2 u A1B1 a 3 a 4 u A2B1 :
a ↔ k, b ↔ l.

– (A1B2 ↔ A2B2) – vyměněny pozice 2 a 3 u A1B2 a 2 a 3 u A2B2 :
f ↔ n, g ↔ o.

Počet způsobů, jak to udělat v jedné buňce, je
(︂

r
ν∗

)︂
. Protože máme čtyři

buňky a volby jsou nezávislé, máme celkem
(︂

r
k

)︂4
možných kombinací výběru.

Abychom získali všechny možné USP-permutace, musíme projít všechny případy
ν∗ = 0, 1, . . . , r, což dává celkový počet:

r∑︂
ν∗=0

(︄
r

ν∗

)︄4

,

kde každá čtvrtá mocnina odráží nezávislý výběr podmnožin ve čtyřech skupin.

Hlavní rozdíl mezi CSP a USP spočívá ve velikosti permutačního prostoru
a v jemnosti možných p-hodnot. CSP generuje omezený počet permutací, takže
p-hodnoty nabývají pouze hrubých kroků. Například při r = 3 existuje jen 20
permutací a nejmenší nenulová p-hodnota je

1
20 = 0,05,

tedy nelze získat např. p = 0,01. Tato hrubost dělá CSP konzervativnějším testem,
protože náhodně dosáhnout velmi malé p je prakticky nemožné a hladinu α drží
pevně.

USP naopak poskytuje podstatně více permutací, takže p-hodnoty mají jem-
nější rozlišení. To je zvlášť výhodné, když je r malé (2 nebo 3) a CSP by nabízela
příliš velký minimální krok p-hodnot. Cena za tuto přesnost je o něco slabší
kontrola minimální hladiny α, protože v rozsáhlejším permutačním prostoru se
mohou častěji objevit velmi malé p-hodnoty náhodou.

Obě schémata — CSP i USP — zachovávají symetrii permutačního rozdělení
a jsou vhodná pro přesné testování hlavních efektů i interakce. V praxi se volba
řídí počtem replik v buňce. Při r ≥ 4 se obvykle doporučuje CSP: je jednodušší,
rychlejší a poskytuje dostatečně přesné p-hodnoty. Při malém r = 2 nebo 3 je
výhodnější USP, protože umožňuje jemnější a přesnější škálu p-hodnot a zabraňuje
příliš hrubé diskretizaci.
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Příklad 4 Provedeme permutační test (CSP) ANOVA se dvěma faktory. K tomu
použijeme data z Příkladu 2 (Tabulka 1.2). Pro výpočet permutačních statistik
využijeme prostředí R Studio.

#Vstupní data
n <- 15;B <- 10000;set.seed(1)
Y11 <- c(6.76, 6.81, 8.00, 9.95, 8.92, 8.90, 8.65, 9.02, 6.80, 9.51,

7.23, 8.37, 7.53, 8.11, 7.40)
Y12 <- c(5.80, 10.04, 5.53, 5.02, 6.28, 4.14, 8.55, 5.45, 5.32, 6.20,

4.56, 6.67, 7.65, 8.58, 6.21)
Y21 <- c(3.98, 4.82, 5.88, 6.46, 0.90, 3.81, 6.82, 8.97, 7.68, 6.05,

6.46, 6.87, 3.28, 6.08, 4.00)
Y22 <- c(2.50, 3.09, 4.25, 4.34, 1.78, 3.70, 4.01, 4.71, 3.15, 4.21,

3.95, 3.45, 3.45, 1.97, 3.51)

#Výpočet původních test. statistik
T_A_obs <- -mean(Y11) - mean(Y12) + mean(Y21) + mean(Y22)
T_AB_obs <- mean(Y11) - mean(Y12) - mean(Y21) + mean(Y22)
T_A_star <- numeric(B);T_AB_star <- numeric(B)

# #Permutační test CSP
for (b in 1:B) {

idx1 <- sample(rep(c(TRUE, FALSE), each = n))
idx1p <- idx1
AB1 <- c(Y11, Y21); AB2 <- c(Y12, Y22)
# Náhodné prohození pozorování mezi A1 a A2
Y11p <- AB1[idx1p]
Y21p <- AB1[!idx1p]
Y12p <- AB2[idx1p]
Y22p <- AB2[!idx1p]

# Výpočet permutačních statistik
T_A_star[b] <- -mean(Y11p) - mean(Y12p) + mean(Y21p) + mean(Y22p)
T_AB_star[b] <- mean(Y11p) - mean(Y12p) - mean(Y21p) + mean(Y22p)

}

#Výpočet p-hodnot
p_value_A <- (0.5 + sum(abs(T_A_star) >= abs(T_A_obs))) / (B + 1)
p_value_AB <- (0.5 + sum(abs(T_AB_star) >= abs(T_AB_obs))) / (B + 1)

#Výstup výsledků a interpretace
alpha <- 0.05
cat("P-hodnota pro hlavní efekt A =",signif(p_value_A, 4),

ifelse(p_value_A<alpha,"=> zamítáme H0","=> nezamítáme H0"),"\n")
cat("P-hodnota pro interakci AB =",signif(p_value_AB, 4),

ifelse(p_value_AB<alpha,"=> zamítáme H0","=> nezamítáme H0"),"\n")

Provedením permutačního testu pro faktor A a interakci AB jsme získali následující
výsledky:

• P-hodnota pro hlavní efekt faktoru A: 0,4995 · 10−4

29



⇒ Zamítáme nulovou hypotézu – efekt faktoru A je statisticky signifikantní.

• P-hodnota pro interakci AB (přes A): 0.7077792
⇒ Nezamítáme nulovou hypotézu – interakce AB nebyla prokázána.

Analogickým testem pro faktor B a interakci AB jsme obdrželi:

• P-hodnota pro hlavní efekt faktoru B: 0.249975 · 10−3

⇒ Zamítáme nulovou hypotézu – efekt faktoru B je statisticky signifikantní.

• P-hodnota pro interakci AB (přes B): 0.7283772
⇒ Nezamítáme nulovou hypotézu – interakce AB nebyla prokázána.

Priklad 5. Pro otestování zachování hladiny testu a odhadu síly při nenormálním
rozdělení dat byl použit následující simulační kód v RStudio:

set.seed(42)
df=3 # stupně volnosti t-rozdělení
B=1000 # počet generovaných datových souborů
M=1000 # CSP-permutací v každém souboru
n=1000 # replik v každé buňce
alpha=0.05 # hladina

run_simulation <- function(effect = 0) {
p_A <- numeric(B); p_AB <- numeric(B)
T_A <- numeric(B); T_AB <- numeric(B)
for (b in 1:B) {

Y11 <- rt(n, df) + effect # A1B1
Y12 <- rt(n, df) + effect # A1B2
Y21 <- rt(n, df) # A2B1
Y22 <- rt(n, df) # A2B2
T_A_obs <- -mean(Y11) - mean(Y12) + mean(Y21) + mean(Y22)
T_AB_obs <- mean(Y11) - mean(Y12) - mean(Y21) + mean(Y22)
T_A_star <- numeric(M)
T_AB_star <- numeric(M)
for (m in 1:M) {

idx <- sample(c(TRUE, FALSE), n, replace = TRUE)
Y11p <- ifelse(idx, Y21, Y11) # A1B1 <-> A2B1
Y21p <- ifelse(idx, Y11, Y21)
Y12p <- ifelse(idx, Y22, Y12) # A1B2 <-> A2B2
Y22p <- ifelse(idx, Y12, Y22)

T_A_star[m]= -mean(Y11p) - mean(Y12p) + mean(Y21p) + mean(Y22p)
T_AB_star[m]= mean(Y11p) - mean(Y12p) - mean(Y21p) + mean(Y22p)

}
p_A[b] <- (0.5 + sum(abs(T_A_star) >= abs(T_A_obs))) / (M + 1)
p_AB[b] <- (0.5 + sum(abs(T_AB_star) >= abs(T_AB_obs))) / (M + 1)
T_A[b] <- T_A_obs
T_AB[b] <- T_AB_obs

}
list(p_A = p_A, p_AB = p_AB, T_A = T_A, T_AB = T_AB)
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Obrázek 2.2 Histogram permutačního rozdělení s překrytím teoretického N-rozdělení.
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}
hladina <- run_simulation(0)
sila <- run_simulation(3)
cat("Odhad hladiny testu (effect = 0)\n")
cat(sprintf(" Efekt A : %.3f\n", mean(hladina$p_A < alpha)))
cat(sprintf(" Interakce AB : %.3f\n\n", mean(hladina$p_AB < alpha)))
cat("Odhad síly testu (effect = 3)\n")
cat(sprintf(" Efekt A : %.3f\n", mean(sila$p_A < alpha)))
cat(sprintf(" Interakce AB : %.3f\n", mean(sila$p_AB < alpha)))

Tento kód využívá permutační test založený na synchronizovaných permutacích v
rámci faktoriálního designu 2 × 2 s replikacemi. Statistické testy byly provedeny
pro hlavní efekt faktoru A a pro efekt interakce AB, a to jak za platnosti nulové
hypotézy H0 , tak alternativní hypotézy H1 , kde byl simulován posun pomocí
parametru effect.

Odhad hladiny testu (při H0):

• Hlavní efekt A: 0.059

• Interakce AB: 0.058

Odhad síly testu (při H1):

• Hlavní efekt A: 1.000

• Interakce AB: 0.051

Výsledky ukazují, že navržený permutační test zachovává přibližně nominální
hladinu testu 0,05 pro oba testované efekty. Síla testu je velmi vysoká pro hlavní
efekt A, což odpovídá vloženému posunu, ale zůstává nízká pro interakci AB,
kde nebyl žádný systematický rozdíl simulován. Na Obrázku 2.3 jsou zobrazeny
simulační rozdělení testových statistik.

Příklad 6. Nyní se pokusíme otestovat data na složitějších datech, konkrétně
na datech funkcionálních. K tomu využijeme knihovnu fds v RStudio. V tomto
experimentu se výzkumníci snažili zjistit, zda je možné podle odrazivosti infra-
červeného světla určit, kolik vody nebo tuku těsto obsahuje — tedy zda existuje
závislost mezi složením těsta a jeho odrazivostí.

Data nirc obsahují funkcionální pozorování ve formě spekter blízké infračervené
odrazivosti. Každé pozorování představuje spektrální křivku měřenou ve 700
diskrétních bodech v rozsahu od 1100 do 2498 nanometrů s krokem 2 nanometrů.
K těmto spektrům jsou přiřazena doplňující data labc, která udávají procentuální
obsah vody a tuku v jednotlivých vzorcích. Tyto veličiny využijeme jako faktory
A (obsah vody) a B (obsah tuku), přičemž jednotlivé hodnoty rozdělíme podle
mediánu do dvou úrovní.

set.seed(123);library(fds);data(nirc);data(labc);denny <- nirc$y
A <- ifelse(labc[1, ] <= median(labc[1, ]), "A1", "A2")
B <- ifelse(labc[4, ] <= median(labc[4, ]), "B1", "B2")

idx=function(a, b) which(A == a & B == b)
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Obrázek 2.3 Simulační rozdělení testových statistik pro efekt A a interakci AB pod
H0 a H1.
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get_mat=function(a, b) denny[, idx(a, b)]
md=function(X, g, l1, l2) mean(X[, g == l1]) - mean(X[, g == l2])
pval=function(star, obs)(sum(abs(star)>=abs(obs))+.5)/(length(star)+1)

X_A1B1 <- get_mat("A1", "B1"); X_A1B2 <- get_mat("A1", "B2")
X_A2B1 <- get_mat("A2", "B1"); X_A2B2 <- get_mat("A2", "B2")

X_B1 <- cbind(X_A1B1, X_A2B1)
g_B1 <- rep(c("A1","A2"), c(ncol(X_A1B1), ncol(X_A2B1)))
X_B2 <- cbind(X_A1B2, X_A2B2)
g_B2 <- rep(c("A1","A2"), c(ncol(X_A1B2), ncol(X_A2B2)))
X_A1 <- cbind(X_A1B1, X_A1B2)
g_A1 <- rep(c("B1","B2"), c(ncol(X_A1B1), ncol(X_A1B2)))
X_A2 <- cbind(X_A2B1, X_A2B2)
g_A2 <- rep(c("B1","B2"), c(ncol(X_A2B1), ncol(X_A2B2)))

#pozorovane statistiky
T1_A <- md(X_B1, g_B1, "A1", "A2")
T2_A <- md(X_B2, g_B2, "A1", "A2")
T_A_obs <- T1_A + T2_A
T_AB_A_obs <- T1_A - T2_A

T1_B <- md(X_A1, g_A1, "B1", "B2")
T2_B <- md(X_A2, g_A2, "B1", "B2")
T_B_obs <- T1_B + T2_B
T_AB_B_obs <- T1_B - T2_B
#permutacni rozlozeni(CSP)
B <- 1000 # počet permutací
T_A_star <- T_AB_A_star <- numeric(B)
T_B_star <- T_AB_B_star <- numeric(B)

for (b in 1:B) {
## synchronní permutace mezi A1/A2 uvnitř B-řádků
perm_A <- sample(g_B1) # stejný vzor pro B1 i B2
T1 <- md(X_B1, perm_A, "A1", "A2")
T2 <- md(X_B2, perm_A, "A1", "A2")
T_A_star[b] <- T1 + T2
T_AB_A_star[b] <- T1 - T2
## synchronní permutace mezi B1/B2 uvnitř A-sloupců
perm_B <- sample(g_A1) # stejný vzor pro A1 i A2
T1 <- md(X_A1, perm_B, "B1", "B2")
T2 <- md(X_A2, perm_B, "B1", "B2")
T_B_star[b] <- T1 + T2
T_AB_B_star[b] <- T1 - T2

}
cat(sprintf("Efekt A: % .4f p = %.4f\n",

T_A_obs, pval(T_A_star, T_A_obs)))
cat(sprintf("Interakce AB (A): % .4f p = %.4f\n",

T_AB_A_obs, pval(T_AB_A_star, T_AB_A_obs)))
cat(sprintf("Efekt B: % .4f p = %.4f\n",

T_B_obs, pval(T_B_star, T_B_obs)))
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cat(sprintf("Interakce AB (B): % .4f p = %.4f\n",
T_AB_B_obs, pval(T_AB_B_star, T_AB_B_obs)))

V tomto experimentu každé pozorování Xij(t) reprezentuje funkci závislou na
vlnové délce t ∈ [1100, 2498], měřenou ve 700 diskrétních bodech. Tato pozorování
můžeme chápat jako realizace funkcionálních náhodných veličin v Hilbertově
prostoru L2[1100, 2498], tj.

Xij(t) ∈ L2[1100, 2498],
∫︂ 2498

1100
|Xij(t)|2 dt < ∞.

Protože však v praxi nemáme k dispozici spojité funkce, ale pouze jejich
hodnoty na husté diskrétní mřížce, je běžné tato data interpretovat jako náhodné
vektory délky 700. Tato diskretizace na dostatečně jemné mřížce věrně zachycuje
tvar původní funkce a umožňuje využít metody funkcionální statistiky, aniž by
došlo k významné ztrátě informace.

Proto v dalším postupu redukujeme každou křivku Xij(t) na jedinou charakte-
ristickou hodnotu – aritmetický průměr přes všechna měřená t:

X̄ ij = 1
700

700∑︂
t=1

Xij(t),

kde X̄ ij označuje průměrnou hodnotu spektrální křivky daného pozorování ve
skupině (Ai,Bj).

Na základě těchto hodnot dále definujeme průměry v jednotlivých buňkách
(Ai,Bj) jako

X̄AiBj
= 1

nij

nij∑︂
k=1

X̄
(k)
ij ,

kde nij je počet pozorování v dané buňce a k = 1, . . . ,nij indexuje jednotlivá
pozorování ve skupině (Ai, Bj).

Jako testovací statistika pro hlavní efekt faktoru A byl zvolen součet rozdílů
průměrných hodnot mezi úrovněmi A uvnitř každé úrovně B:

TA = (X̄A1B1 − X̄A2B1) + (X̄A1B2 − X̄A2B2),

kde X̄AiBj
označuje průměrnou hodnotu funkce v buňce (Ai, Bj), tedy nejprve

zprůměrovanou přes všech 700 vlnových délek a poté přes všechna pozorování
příslušné skupiny..

Analogicky definujeme statistiku pro hlavní efekt faktoru B:

TB = (X̄A1B1 − X̄A1B2) + (X̄A2B1 − X̄A2B2),

a statistiku pro interakci AB jako

TAB = (X̄A1B1 − X̄A2B1) − (X̄A1B2 − X̄A2B2).

Tato konstrukce umožňuje aplikovat permutační test založený na CSP-permutacích.
Pro každý efekt se spočte hodnota testovací statistiky na permutovaných datech
a porovná se s původní hodnotou. Tímto způsobem získáme empirické p-hodnoty
a můžeme vyhodnotit statistickou významnost jednotlivých efektů.

Výsledky permutačního testu:
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• Efekt A: TA = 0.0420, p = 0.1264 ⇒ nulová hypotéza nebyla zamítnuta

• Interakce AB (A): TAB(A) = 0.0598, p = 0.1673 ⇒ nulová hypotéza nebyla
zamítnuta

• Efekt B: TB = −0.0997, p = 0.0005 ⇒ nulová hypotéza byla zamítnuta

• Interakce AB (B): TAB(B) = 0.0598, p = 0.2133 ⇒ nulová hypotéza nebyla
zamítnuta

Na základě výsledků permutačního testu byl na hladině významnosti α = 0,05
prokázán pouze hlavní efekt faktoru B jako statisticky významný. Ostatní efekty

— hlavní efekt faktoru A a interakce AB podle obou definic — se jako statisticky
nevýznamné jeví. To znamená, že rozdíly mezi úrovněmi faktoru B jsou zřejmě
systematické, zatímco pro faktor A a interakci nebyly nalezeny dostatečné důkazy
pro zamítnutí nulové hypotézy.

Jako výsledek bylo zjištěno, že obsah tuku statisticky významně ovlivňuje
spektra, zatímco obsah vody a interakce mezi těmito faktory takový vliv nevyka-
zují.

Obrázek 2.4 znázorňuje funkcionální data (NIR spektra) rozdělená podle
obsahu tuku — konkrétně do skupin s nízkým a vysokým obsahem tuku (rozděleno
dle mediánu). Každá křivka představuje jeden vzorek těsta a hodnota na ose y
odpovídá odrazivosti infračerveného světla při dané vlnové délce (osa x).

Je zřejmé, že křivky pro vzorky s vysokým obsahem tuku (zeleně) se systema-
ticky liší od křivek se sníženým obsahem tuku (modře), což odpovídá výsledku
permutačního testu, ve kterém byl faktor B (tuk) vyhodnocen jako statisticky
významný.

Na grafu 2.5 jsou zobrazeny permutační rozdělení testových statistik pro hlavní
efekty A, B a interakci AB. Červená přerušovaná čára znázorňuje pozorovanou
hodnotu příslušné statistiky.
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Obrázek 2.4 Funkcionální data rozdělená dle obsahu tuku
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Obrázek 2.5 Permutační rozdělení testových statistik pro efekt A a interakci AB.
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Závěr
V této práci byla studována konstrukce dvouvýběrového t-testu a klasické

dvoufaktorové analýzy rozptylu (ANOVA), a také jejich permutační varianty.
Každá z těchto metod byla ilustrována na reálných datech v konkrétních příkladech,
včetně situace s funkcionálními daty, kde klasické metody mohou být nepoužitelné
— a kde permutační přístup úspěšně prokázal svou efektivitu.

Kromě toho byla provedena simulační studie, která ověřovala zachování hladiny
významnosti a odhad síly testu při nenormálním rozdělení dat pomocí permutač-
ního testu.

Mým vlastním přínosem je implementace kódu pro permutační testování v
jazyce R, včetně konstrukce synchronizovaných permutací a aplikace této metody
na reálná funkcionální data.
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