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Uvod

Markovovy procesy predstavuji tridu nahodnych procesti, které "nemaji pamét”-
jejich budouci vyvoj zavisi pouze na soucasném stavu, nikoli na celé historii. V této
praci se seznamime se zakladni teorii Markovovych procesi a poté se zamérime
na otazku existence invariantni miry.

Prvni kapitola obsahuje zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti, které
budeme pottrebovat ve zbytku prace.

V druhé kapitole definujeme Markovovy procesy a jejich prechodové funkce,
pficemz budeme pracovat se starsi definici z Ethier a Kurtz [1]. Zaméfime se na
casové homogenni procesy a formulujeme nékteré zakladni vysledky. Omezime se
pak na specidlni ttidu Markovovych procesti, které jsou resenim stochastickych
diferencialnich rovnic tvaru

dX () = b(X())dt + o (X ())dE(2). (1)

Budeme pritom primarné vychazet z definic a vét formulovanych v Seidler [2]. Tyto
procesy maji fadu aplikaci ve finanéni matematice, kde se pouzivaji napriklad na
modelovani cen aktiv anebo kratkodobych trokovych sazeb.

V posledni kapitole ukazeme rizné podminky pro existenci invariantni miry
a zobecnime vétu formulovanou v ¢lanku Zakai [3]. Poté se zaméfime na jed-
norozmérny pripad rovnice (1) a odvodime postacujici podminku pro existenci
invariantni miry této rovnice. Pomoci této véty pak ukazeme, kdy existuje in-
variantni mira rovnice (1), kdyz zndme jenom urcité asymptotické vlastnosti
koeficientl této rovnice.



Seznam pouzitych zkratek

indikdtorova funkce mnoziny A

borelovska o-algebra na R™

mnozina borelovsky méritelnych funkei f : R™ — R

ttida dvakrat spojité diferencovatelnych funkei f : R” — R
mnozina pravdepodobnostnich mér definovanych na B(R™)
mnozina {z : |z| < ¢}

komplement mnoziny A

min(a,b)



1 Zakladni pojmy

Cilem této kapitoly je zavést nékteré pojmy a véty, které budeme pozdéji
potfebovat pti zkoumani vlastnosti Markovovych procest. Predpokladame, ze
c¢tenar ma zakladni znalosti pravdépodobnosti a teorie miry. Budeme vychazet
z definic a vét formulovanych v Lachout [4]. V této knize je také mozné najit
detailni ditkazy vét této kapitoly.

Definice 1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (E.,£E) je méritelny
prostor. Budeme rikat, Ze zobrazeni X : Q — E je ndhodnd veli¢ina (ddle jen n.v.)
s hodnotami v (E.E), jestlize je méritelnd, tj.

(XeB):={weQ: X(w)€eB}=X"'Be A prokazde B€E.
Tento fakt budeme vyznacovat zdpisem X : (2, A) — (E,E).

Definice 2. Je-li X n.v. definovina na (2, A,P) s hodnotami v (E,E), pak
pojmem rozdéleni (pravdépodobnosti) n.v. X rozumime pravdépodobnostni miru
Px definovanou na £ predpisem

Px(B)=P(X € B) :=P([X € B]) pro B €£.
Definice 3. Zavedeme nasledujici znaceni:
i) L =L(Q,A) je mnozina vsech redlnych n.v. definovangjch na (£, A),
i) LP = LP(Q,AP)={X € L(Q,A) : E[| X|?] <400} pro 1l <p < +o0.

Definice 4. Méjme X € L'(Q, A, P) a o-algebru B C A. Pak kaZdou redlnou
ndahodnou velicinu Y s vlastnostmi

i) Y € L'(Q, B, P|g).

it) Pro kazdou mnoZinu B € B plati

/XdP:/ Y dP,
B B

nazveme podminénou stredni hodnotou X wvzhledem k o-algebre B a budeme ji
oznacovat E[X | B]. Podminénd stredni hodnota neni urcena jednoznacné, a proto
definujeme E[X | B] jako mnoZinu vSech podminéngch strednich hodnot E[X | B].

Definice 5. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a B C A je o-algebra.
Pak pro jev A € A definujeme podminénou pravdépodobnost jevu A vzhledem k B
(p7i podmince B) jako

P(A|B) = E[L4 | B],

a mnozinu vsech podminénych pravdéepodobnosti jako
P(A | B) =E[l4 | B].

Véta 1. Je-li X € L'(Q, A, P) a B C A je o-algebra, pak existuje alesporn jedna
podminénd stredni hodnota n.v. X za podminky B a mnozina E[X | B] je tridou
ekvivalence s.j. v L'(Q, B, P|p).



Véta 2. Pro X)Y € L}Y(Q,A,P) a B C A o-algebru plati

i) Pro konstanty a,b,c € R plati

ElaX +bY +c¢| B =aE[X | B| +bE[Y | B] + ¢ s.j.

it) Kdyz X <Y s.j., potom E[X | B| <E[Y | B] s.j.
iii) VzZdy plati E[E[X | B]] = E[X].

w) Kdyz X je B-meéritelna, pak E[X | B] = E[X]  s.j.
v) KdyzC C B C A jsou o-algebry, pak

E[E[X | B] | €] = E[E[X | €] | B = E[X | C] s.j.

vi) Kdyz o(X) a B C A jsou nezdvislé o-algebry, pak E[X | B] = E[X]  s.j.

Véta 3. Kdyz X € L'(O,A,), Y € L(U,B) a XY € L'(Q, A P) a BC A je
o-algebra, potom
E[XY|B] =Y E[X|B] s.j.

Véta 4. Pro n.v. X € L*(Q, A, P) a o-algebru B C A plati
i) E[X | B] € L*(Q, A, P|p),
ii) pro kaZdou n.v. Y € L*(Q, A, P|p) je
B[y (X — B[X | B))] =0,
iii)
B[O Y)? = Bl - BLX | B

Poznamka. Predchozi véta vlastné rika, ze za predpokladu konecnosti 2. momentu
X miizeme podminénou stfedni hodnotu interpretovat jako ortogonalni projekci
X na prostor L*(Q, B, P|s).

Definice 6. Necht X je n.v. s hodnotami v (E,£) definovina na (2, A, P). Pak
o-algebru o(X) = {[X € B| : B € £} nazyvame o-algebrou generovanou n.v. X.

Definice 7. Pro X € L'(Q, A, P) a Y : (2, A) = (E,E) budeme oznacovat
BIX | Y] =E[X [o(Y)],

aprojev Ae A
P(A|Y)=P(A|o(Y)).



2 Markovovy procesy

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

V této kapitole zavadime pojem Markovova procesu a prechodové funkce,
pticemz budeme primarné vychézet z definic uvedenych v Ethier a Kurtz [1].

Definice 8. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R je nespocetnd
mnozina. Budeme rikat, Ze zobrazeni X : T X2 — R"™ je nahodny proces definovaniy
na (Q,A,P), je-li X(t,-) : (2, 4) — (R*",B(R")) ndhodnd velicina pro vsechny
teT.

Poznamka. Pro nase ucely se v celé praci omezime na pripad, kdy 7" = [0, c0).
Nékdy budeme taktéz pouzivat znaceni X (t) = X (¢, -) a zobrazeni X (-, w) budeme
nazyvat trajektorii procesu X.

Definice 9. Pro ndhodny proces X : [0,00) x  — R"™ definovany na (2, A,P) a
t > 0 definujeme F{X jako nejmensi sigma-algebru obsahujici viechny jevy tvaru

(X(s) €A}, 0<s<t AcBR.

Definice 10. Necht X : [0,00) x  — R"™ je ndhodny proces definovany na
(Q, A, P). Pak rikime, Ze X je Markoviv proces, pokud plati

P(X(t+s)€A|F)=P(X(t+s)€A|X(t) sj. (2.1)
pro vsechny s,t >0 a A € B(R").
Definice 11. Budeme rikat, Ze Markoviv proces X je casové homogenni, pokud
P(X(t+s) e A| X(t) =P(X(s) € A| X(0)) s.j.
pro vsechny s;t >0 a A € B(R™).

Definice 12. Funkci P(t,z,A) definovanou na [0,00) x R" x B(R") nazgvdme
casove homogenni prechodovou funkci (nebo jen prechodovou funkci), pokud plati

P(t,z,-) € Z(R"), Vt>0VzreR" (2.2)
P(0,x,-) =4, (Diracova mira), Yz € R", (2.3)
P(t,-,A) € B(R"), Vt>0VAeDB(R"), (2.4)
a
Pt + 5,2, A) = /R P(t,0,dy)P(s,y, A). (2.5)

pro vsechny s,t >0, x € E, A € B(R").

Pozndamka. Pro prehlednost zapisujeme prechodovou funkci véetné argumenti.
Pozadavek ([2.5)) nazyviame Chapmanovou-Kolmogorovovou rovnosti.
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Definice 13. Necht P(t,z,A) je casové homogenni prechodovd funkce. Budeme
rikat, Ze P(t,z,A) je prechodovou funkci casové homogenniho Markovova procesu
X, pokud plati

P(X(t+s)€ A|FY)=P(s,X(t),A) s.j. (2.6)
pro véechny s,t >0 a A € B(R"), nebo ekvivalentné, pokud
Ef(X(t+9) | FY) = [ Pl X0, d)f) s 2.7

pro vsechny s,t > 0 a f € B(R™) omezené.

Poznamka. Za predpokladu plati
Pt+sX(u),A)=P(X(u+t+s)€A|FS) sj
EP(X(u+t+s)€A|FX,)|FX] si

E[P(s, X(u—l—t) A | FX] s
P(t dy)P(s,y,A) s.j.

R

pro vsechny s;t > 0 a A € B(R"), takze pozadavek (2.5 je v urCitém smyslu
prirozeny.

Definice 14. Pravdepodobnostni miru Py € Z(R") definovanou vztahem Po(A) =
P(X(0) € A) pro vsechny A € B(R"), nazjvdme pocatecnim rozdélenim nahodného
procesu X .

Pozndmka. Mame-li prechodovou funkei ¢asové homogenniho Markovova procesu
X a jeho pocéatecni rozdéleni, pak umime urcit vsechna konecné rozmérna rozdéleni

X pomoci jako
P(X(0) € Ao, X(t1) € Ay,..., X(t,) € Ap) (2.8)

— [ Py /Pt—t,,d / Pty —ty 1.y, dyy) .
/Ao o(yo) " (1 0,Y0 yl) " ( 1y1y)

n

Kde ty := 0 a predpokladéame, ze to < --- < t,, Ao,..., A, € B(R").

Definice 15. Budeme rikat, Ze prechodovd funkce P(t,x,A) je stochasticky spojitd,
pokud plati
lim P(t,x,U.(x)) =1,

t—0+
pro vsechna x € R™ a € > 0.

Pozndamka. Znacenim U.(x) rozumime mnozinu {y € R" : |y — x| < e}.

Definice 16. Necht P(t,x,A) je prechodovd funkce casové homogenniho Markovova
procesu X . Pak prot > 0 definujeme operdtory U : (R") — R a T; vztahem

Uin(4) = [ nlda)P(t., A)

Lf@) = [ Pltrdyf)
Prechodové funkce P(t,x,A), pro které operdtor T, zobrazuje spojité funkce f na
spojité funkce pro kazdé t > 0, se nazyvaji Fellerovské prechodové funkce.

Pozndmka. Je-li navic P(t,z,A) stochasticky spojita, pak T;f(z) — f(x) pro
t — 0+ a pro vSechna Vx € R™ a f spojité. Z (12.5)) také dostavame, ze pro s,t > 0
plati T, s = T;T.
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2.2 Stacionarni Markovovy procesy

Definice 17. Necht X : [0,00) x  — R™ je ndhodny proces definovany na
(Q, A, P). Rikime, Ze X je (striktné) staciondrni, pokud

P(X(t+h)e€eA,....X(t+h,) € Ay) =P(X(h) € Ay,..., X (h,) € Ap),
pro vsechny t.hy,....h, >0 a Ay,..., A, € B(R").

Budeme se zabyvat otazkou, za jakych podminek je Markoviav proces X
stacionarni. Z predchozi definice dostavame nutnou podminku, ze

P(X(t) € A) =P(X(0) € A), Vt>0,VAeB(R"). (2.9)
Je-li P(t,x,A) prechodovou funkci X, pak (2.9) je ekvivalentni podmince

Py(A) = /Po(dx)P(t,x, A) V> 0,VA € B(R"). (2.10)

Méame-li ¢asové homogenni Markoviv proces X s prechodovou funkei P(t,z,A),
tak je (2.10]) zdrover postacujici podminkou toho, ze X je staciondrni, protoze
pro0 < hy <--- < h,, Ay,..., A, € B(R") plati, ze

P(X(t+h) € A,...,X(t+h,) € A,)

= / Po(d?h) / P(h2 - hlayl’d?h) e / P(hn — M1, Yn—1, dyn) .
Aq Az A

n

Pozndmka. Pouzili jsme (2.8) a predpoklad, ze X (0) a X(t + hy) maji stejné
rozdéleni.

Definice 18. M¢jme prechodovou funkci P(t,x,A). Budeme rikat, Ze mira p €
P(R™) je (vzhledem k P(t,x,A)) invariantni, pokud plati

u(A) = / p(dz)P(t,x, A) V>0, YA € B(RY).

Pozndmka. Casové homogenni Markoviiv proces X s prechodovou funkei P(t,z,A)
je stacionarni pravé tehdy, kdyz je Py invariantni mirou.

Prirozenou otazkou je, zda lze ke kazdé ¢asové homogenni prechodové funkei
sestrojit odpovidajici (Casové homogenni) Markovuv proces, ktery je zarover stacio-
narni. Ukazuje se, ze tomu tak neni. Mame-li prechodovou funkei jednorozmérného
Wienerova procesu

N2
— [ew (- ay

pak by za podminky (22.10) muselo platit, Ze

P(t,z, A) =

/Podx \/_/ep t)2)dy vt > 0.

Predpokladejme pro spor, Ze tato rovnost plati. Definujme A,, = {x € R : |z| < n},

pak
1
PAn<7/Pd /1d.
() < g Jo L) [, 1l

12



Limitnim prechodem t — oo dostavame Py(A,) = 0. To ale znamena, ze

P®) = P A,) € 3 Pu(A,) = 0

takze dostavame spor s Py(R) = 1.

Wienerovym procesem se budeme pozdéji zabyvat pti definici stochastického
integralu, pomoci kterého muzeme popsat velkou t¥idu ndhodnych procest. Uka-
zeme ted jednu z podminek pro prechodovou funkei P(t,x,A), za které existuje
odpovidajici stacionarni Markoviv proces.

Véta 5 (Chasminskij [5]). Nutnou a postacujici podminkou pro existenci staci-
ondarniho Markovova procesu s danou stochasticky spojitou Fellerovskou funkci
prechodu P(t,x,A) je, Ze existuje bod v € R"™ t.Z. plati

1 /T
lim lim inf T/ P(t,z,Uy)dt = 0. (2.11)
0

R—o0 T—o0
Diikaz. Dikaz této véty lze najit v Chasminskij [5] str. 65]. O

Ovéreni podminky je obecné obtizné. Z tohoto divodu se dale ome-
zime na specialni tfidu Markovovych procesti, které jsou urceny stochastickymi
diferencidlnimi rovnicemi. Tyto procesy maji fadu aplikaci v oborech, jako jsou
naptiklad finanéni matematika a molekularni fyzika. Uvidime, Ze pro tyto procesy
lze formulovat véty, jejichz predpoklady lze v praxi snadnéji ovérit.

2.3 Wieneruv proces

Véta 6 (Daniell-Kolmogorov). Necht T' C R a pu,...1, je pravdépodobnostni
mira na R™ pro vsechny k € N a ty,...,t, € T. Necht pro vsechny k,m € N,
t1y oo tistigts oy toem € T, Ay, A € B(R™) a vSechny permutace o na
{1,...,k} plati

[yt (AL X o XAy (Agy X -+ X Agr)),

= Htoaytom)

Pty (A X X Ag) (A; X - X A X R" x -+ x R").

= Mty bt 1o stim,

Pak existuje pravdépodobnostni prostor (€2, A, P) a ndhodny proces X : T'x Q — R™
definovany na (2, A, P) takovy, Ze plati

P(X(t1) € Ay,..., X(tr) € Ax) = lutl,...,tk(Al X e XAy,
pro vsechny k € N, t1,... tx € T a Ay, ..., Ax € B(R").
Diikaz. Diikaz této véty lze najit v Stepan [6] str. 84]. ]

Definice 19. Ndhodny proces £€*) [0,00) x Q — R™ budeme nazyvat Wienerovym
procesem. (s pocdtecnim stavem x) pokud plati

P(é-(m) (tl) € Ah .o 76(1)(7516) € Ak)7

13



= P(ty,z,dy) / P(ty — t1, 01, dys) - P(ty — te—1,Y5—1,dyx)

A1 A2 Ak
pro vsechny 0 <t < --- <ty a Ay, ..., A € B(R"), kde

P(t,z, A) = (2rt)"% /Aexp(—

s umluvou P(0,x,") = 0,.

Pozndamka. 7 predchozi véty plyne, ze takovyto proces existuje. Lze ukazat, ze
Wienertuv proces je ¢asové homogenni Markovuv proces s prechodovou funkeci
P(t,x,A).

Véta 7. Necht €@ : [0, 00) x Q — R” je Wieneriv proces. Pak pro vsechny k € N
a0 <t <. <ty plati

i) Ndhodngj vektor (€@ (t,),..., @ (1)) € R™ md normdlni rozdelend.

ii) Prirustky €@ (t), €@ (ty) — €@ (ty), ..., @ (t;,) — €@ (tr_y) jsou nezdvislé.
iii) €@ (t) — @) (s) ~ N(0, (t — s)1,,), pro 0 < s < t.
Diikaz. Dikaz této véty lze najit v Oksendal |7} str. 13]. O

Definice 20. Necht X : [0,00) x = R", Y : [0,00) x Q — R™ jsou ndhodné
procesy definované na (2, A, P). Pak rikame, Ze X je verzi Y, pokud plati

P(X() =Y () =1 Vt>D0.

Poznamka. Je-li X verzi Y, pak maji nutné stejné konecné rozmérné rozdéleni.
Obecné ale neplati, ze maji stejné trajektorie.

Definice 21. Necht X : [0,00) X Q — R™ je nahodny proces definovany na
(Q, A, P). Pak budeme rikat, Ze X je spojity, pokud jsou trajektorie X spojité
skoro jiste.

Véta 8 (Kolmogorov-Cencov). Necht X : [0,00) x Q — R je ndhodny proces
definovany na (2, A, P). Pokud pro vSechny T' > 0 ezistuji kladné konstanty o, 3, D
takové, Ze plati

E[IX(t) — X(s)|*] < D|t —s|'", Y0<s,t<T
Pak existuje spojita verze X.
Diikaz. Dikaz této véty lze najit v Stepan [6) str. 232]. O

Pozndmka. Pro Wieneriiv proces plati E[|¢®@)(t) — €@ (s)|*] = n(n + 2)|t — s|?,
takze ma spojitou verzi. Neni-li fe¢eno jinak, budeme déle vzdy predpokladat, ze
pracujeme se spojitou verzi Wienerova procesu a proces £() budeme znadit jenom

¢,
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2.4 Stochastické diferencialni rovnice

Cilem této podkapitoly je strucéné zavést takzvany Itouv integral, ktery nam
umozni definovat homogenni Markovovy procesy jako feseni stochastickych dife-
rencialnich rovnic tvaru.

dX () = b(X())dt + o (X ())dE(2).

V této kapitole budeme primarné vychézet ze zdroju Karatzas a Shreve [8] a
Seidler [2]. Tyto rovnice nachézeji Siroké vyuziti ve finanéni matematice a fyzice.
Dilezitym prikladem je naptiklad tzv. Ornsteintiv—Uhlenbeckiiv proces, ktery je
resenim rovnice

dX(t) = 0(p — X(t))dt + o&(t),

Tento proces se pouziva na modelovani irokovych mér - p reprezentuje hodnotu,
ke které se miry vraci s “rychlosti” 6 a o > 0 reprezentuje volatilitu téchto mér.

Definice 22. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Budeme rikat, Ze
systém o-algeber (Fy)e>o je filtrace, pokud pro vsechny 0 < s <t plati

F, C F: C A,
navic Foo definujeme vztahem
-Foo = O'(U ft)
>0

Definice 23. Necht X : [0,00) x Q — R" je ndhodny proces definovany na
(0, A, P) a (F)is0 je filtrace. Rikdme, Ze X je

i) (F)-adaptovany, kdyz X (t) je F; meritelnd ndhodnd velicina pro vsechny
t>0,

it) meéritelny, kdyz X je (B(R,) x A)/B(R™) méritelnd funkce,

iii) (Fi)-progresivné méritelny, kdyz je restrikce X : [0,T) x Q — R, (B([0,77]) x
Fr)/B(R™)-méritelnd pro vsechny T > 0.

Pozndamka. Je-li (F;)i>o filtrace definovana na (€2, A, P), budeme vzdy predpokla-
dat, Ze splnuje podminky

i) {N € F, : P(N) =0} C Fo.
ii) Ft = Nas¢ Ft pro vsechna ¢t > 0.

(F)-progresivné méfitelné procesy budeme nazyvat pouze progresivné métitelnymi,
je-li zrejmé, s jakou filtraci pracujeme.

Definice 24. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, (F;)i>o je filtrace.
Budeme 7ikat, Ze Wieneriv proces & : [0,00) x Q@ — R" je (F;)-Wienerovym
procesem, pokud plati

i) € je (Fi)-adaptovany,

i) prirustky £(t) — &£(s) jsou nezdvislé na Fy pro vdechny 0 < s < t.
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Definice 25. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (F;)io je filtrace.
Budeme rikat, Ze ndhodny proces X : [0,00) x Q@ — R je jednoduchy, pokud existuje
neomezend rostouct posloupnost {t,}2 ., kde to = 0 a posloupnost F;, -méritelnijch
ndhodngjch velicin {0,}72 se sup,,q 0n(w) < C < 00 pro vsechny w € Q a plati

X(t,W) = 90 H{O} + Z ‘9 tn,tn+1](t)

pro vsechna 0 <t < 0o a w € ). MnoZinu vsech jednoduchych procesi budeme
znacit M.

Definice 26. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (Fi)i>o je filtrace.
Budeme tikat, Ze ndhodny proces X : [0,00) X Q@ — R je tridy M, pokud je
progresivné meritelny a navic

¢
/0 |X(s)]?ds < o0 s.j.

pro vSechny t > 0.

Definice 27. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, (F;)io je filtrace
a & :]0,00) x Q@ = R je (Fi)-Wieneriv proces. Pro X € My definujeme Itotiv
integrdl I : [0,00) x  — R vztahem

Ze (tAtpp1) —E(ENAL)]

pro vSechny 0 <t < co. Budeme taktéZ pouzivat znacent

() = /OtX(s,w) de(s)..

[téuv integral obecného ndhodného procesu X : [0,00) x 2 — R tiidy M je
definovan pomoci jednoduchych procest limitnim prechodem popsanym v Karatzas
a Shreve [§] a je urCeny P-jednoznacné. Lze ho dokonce zvolit tak, ze je ndhodny
proces I~ : [0,00) x Q — R spojity. Ve zbytku prace budeme vzdy predpoklddat,
ze pracujeme se spojitou verzi [téova integralu.

Definice 28. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, (Fi)i>o je filtrace,
€:[0,00) xQ — R™ je (F;)-Wieneriv proces a o : [0,00) X Q — R™ ™ je maticovd
funkce, pro kterou navic plati, Ze o;j(t,w) € M proi=1,....m, j=1,...,n
Pak

t
1() = [ ols,w) de(s), € R,
0
definujeme vztahem

- Z:/ot 7ij(s,w) d&;(s),

pro vsechny t > 0 a i =1,...,m, kde §;(t) znaci j-tou komponentu Wienerova
procesu &(t).

Dale budeme predpokladat, ze mame pevné zvoleny pravdépodobnostni prostor
(2, A, P) s filtraci (F;)¢>0 a n-rozmérny (F;)-Wienertuv proces  : [0, 00) x Q — R™.
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Definice 29. Necht'b: [0,00) x Q@ — R™, o : [0,00) X Q — R™ ™ jsou progresivné
meritelné. Budeme rikat, Ze progresivné meritelny ndhodny proces X : [0, 00) x Q0 —
R™ md stochasticky diferencidl

dX (1) = b(tw)dt + o(t, w)dE(t),

pokud pro vsechny t > 0 plati

[ b +lo(s.)P) ds <0 .

t t
X(0) = X(0)+ [ bls,w)dt + [ os,w)dé(s).
0 0
Pozndmka. Znacenim |o(s,w)| myslime Frobeniovu normu matice o(s,w).

Definice 30. Necht b : R™ — R™, o : R™ — R™ " jsou borelovsky meéritelné.
Budeme rikat, Ze (F;)-progresivné méritelny nahodny proces X : [0, 00) x @ — R™
je resenim stochastické diferencidlni rovnice

dX(t) = b(X(t))dt + o (X ())dE(1),

Pokud pro vsechny t > 0 plati
t
| (X @)+ lo(X ()P ds <00 5.

X(t) = X(0) + Otb(X(s))ds+ Ota(X(s))dg(s) 5.

Pozndmka. X (0) budeme v tomto kontextu nazyvat pocatecni podminkou sto-
chastické diferencidlni rovnice. Budeme tikat, ze feseni stochastické diferencialni
rovnice s po¢atecni podminkou X (0) = ¢ je jednozna¢né, pokud

P(X1(t) = Xo(t) Vt > 0) =1,

pro libovolna dvé reseni Xi, X5 s danou pocateéni podminkou. Reseni s determi-
nistickou poc¢atecni podminkou ¢ = z € R™ budeme znacit X*.

Véta 9. Necht, b : R™ — R™ a o : R™ — R™" jsou funkce, které v celém
definicnim oboru navic splnuji

|b(z) = b(y)| + lo(z) —o(y)| < Ble —yl, (2.12)
Uvazujme stochastickou diferencidlni rovnici
dX(t) =b(X(t))dt + o(X(t))dE(2). (2.13)
Pak:

i) Pro libovolnou Fy-meéritelnou pocdtecni podminku ¢ existuje jednoznacné

reseni rovnice (2.13)).

it) Toto Teseni je casové homogénni Markoviv proces s prechodovou funkci
P(t,x,A) = P(X*(t) € A).
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Diikaz. Dikaz prvniho bodu lze najit v Seidler |2, str. 35-49]. Dukaz druhého
bodu lze najit v Seidler [2, s. 158-169].

Pozndmka. Budeme tikat, Ze rovnice (2.13)) ma invariantni miru, pokud existuje
pravdépodobnostni mira pu, ktera je invariantni vzhledem k ptrechodové funkci
P(t,x,A) = P(X*(t) € A).

Ve zbytku prace budeme vzdy predpokladat, ze koeficienty rovnice (2.13))
splnuji podminku ([2.12)).

Lemma 10. Necht X* : [0,00) X Q — R™ je resenim (2.13|). Pak pro ndhodnou
velicinu
To(w) = inf{t > 0: | X*(t,w)| > n},
plati
T}Lrglo Tn =00  S.7J.

Drikaz. 7 vlastnosti [toova integrdlu plyne, ze existuje mnozina N pravdépo-
dobnosti 0, takova, ze trajektorie X*(-,w) jsou spojité pro vsechny w € (2\ N).
Mejme libovolné w € (Q2\ N). Predpokladejme pro spor, ze lim,, o 7,(w) # 0.
Pak nutné lim,_,, 7,(w) = K < 00, protoze posloupnost 7,,(w) je monoténni.
Ozna¢me M = max{|X*(t,w)| : 0 <t < K 4 1}. Volme ny = [M], pak nutné
Tno(w) > K + 1 a tim dostédvame spor.
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3 Invariantni mira

3.1 Zakladni teorie

Definice 31. Mdme-li stochastickou diferencidlni rovnici (2.13)), pak definuje
diferencialni operator L vztahem

DL C AR o o P
! 3:1:1 2 — * 8@81:] ’

i=1 i=1j

L

1

kde a;j(x) znaci proky matice A(z) = o(x)o(z)T.

Lemma 11 (Chasminskij [5]). Necht X* : [0,00) x Q — R™ je resenim rovnice
(2.13) a V : R™ — R je tridy Co(R™). Necht 1, je ndhodnd velicina ddna vztahem

To(w) = 1inf{t > 0: | X*(t,w)| > n}.

Pak pro vsechny t > 0 plati

EH%Xw@Armﬂ::V@ﬂ+E{AmmlﬂKX“@»dﬂ.

Diikaz. Dikaz obecnéjsi verze této véty lze najit v Chasminskij [5), str. 73].

Véta 12 (Chasminskij [5]). Uvazujme stochastickou diferencidlni rovnici (2.13)).
Necht ezistuje funkce V : R™ — R, kterd je tridy Co(R™) a plati

sup LV (z) = —Ar - —oc0  pro R — oo. (3.1)
lz|=R

Pak existuje invariantni mira této rovnice.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze Ar > 0 pro vsechny
R > 0. Méjme z € R™ libovolné, a uvazujme feseni X7(t). Necht

To(w) = inf{t > 0: | X*(t,w)| > n}.
Diky Lemmatu [11] plati
0 <E[V(X*(t)] =V(x) + E[/OMT” LV (X*(s))ds].

Volme konstantu M > 0 takovou, ze plati LV (z) < M pro vSechny x € R™.
Dostavame pak nerovnost

LV(XQC(S)) S —AR]I{‘Xz(S)BR}(w) —I— M
Pouzitim této nerovnosti ziskame

tATh
Ag E[/O ]I{|Xz(5)|ZR}(w)] ds < V(CZJ) + Mt.

Zobrazeni ”
n /0 L xe (o) 2y (W),
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je ztejmé monoténni pro vSechna w € 2 a t > 0 takze limitnim prechodem n — oo
a naslednim pouzitim Fubiniovy véty dostavame
V() M

A | An

1 ft
0< ;/ P(z,s,Up)ds <
0
Specialne tedy plati

1 rt M
liminf — [ P(z,s,Ug)ds < —,

t—oo t Jo AR
1t M
lim liminf - | P(z,s,U;)ds < lim — =0,
R—oo t—oo ¢ Jo R—oo AR
takze dle Véty |5 existuje invariantni mira procesu X. [

Pozndmka. Jedna se o specialni pripad originalni Khasminského formulace, ktera
pokryva i pripad, kdy jsou koeficienty rovnice jen lokalné Lipschitzovské.
Tuto formulaci spolu s dikazem lze najit v Chasminskij [5], str. 80] a nejedna se
tedy o vlastni dikaz.

Tato véta je velice uzitecna, protoze v mnoha pripadech je mozné uhadnout
tvar funkce V(x). Lze ale ukazat, ze pozadavek (3.1)) je mozné znacné oslabit pro
pripad rovnice s globdlné Lipschitzovskymi koeficienty.

Véta 13 (Benes [9]). Uvazujme stochastickou diferencidlni rovnici (2.13). Necht
navic pro vsechny t > 0 plati, Ze operator T,

Li) = [ Pltadyf(). (3.2)
zobrazuje omezené spojité funkce f : R™ — R na omezené spojité funkce a
‘llim P(t,z, K) =0, (3.3)
T|—00

pro vsechny kompaktni mnoziny K C R™. Za téchto predpokladi md rovnice (2.13)
requldrni invariantni miru prave tehdy, kdyz existuje konecnd requldrni mira p
definovand na B(R™) a kompakini mnozina K C R™ takovd, Ze plati

1 st
limsup — | Uspu(K)ds > 0. (3.4)

tooo L JO
Diikaz. Véta je dokdzéna v Benes [9]. O

V nasem pripadé je podminka (3.2]) vzdy splnéna (Dynkin [10, Véta 11.4)).
Lze ukézat, ze X (t) také spliuje podminku ({3.3]).

Véta 14 (Zakai [3]). Necht X : [0,00) x Q@ — R™ je resenim stochastické
diferencidalni rovnice (2.13)). Pak

lim P(t,z,K) =0,

|z|—o00
pro vsechny t > 0 a K C R™ kompaktni.
Diikaz. Véta je dokazana v Zakai [3]. O
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Véta 15 (Zakai [3]). Uvazujme stochastickou diferencidlni rovnici (2.13)). Pak

postacugfici podminkou pro existenci invariantni miry této rovnice je existence
konstanty 0 < R < 0o a funkce V : R™ — R, kterd je tridy Co(R™) a navic

LV(z) < —1,
pro vsechny x spliugjici |x| > R.

Diikaz. Mejme a € R™ libovolné, uvazujme reseni X°(t) s poc¢ateénim rozdélenim
d, a ndhodnou veli¢inou 7, (w) = inf{t > 0: | X*(t,w)| > n}. Z Lemmatu [L1| plyne

E[V(X°(t))] = V(a) + E] /0 "LV (X(s))ds] it > 0.

Zvolme M > 0 takové, ze LV (z) < M pro || < R. Zfejmé
LV(X*(s)) < MIjjxa(s)<ry(@) — Lxa@sry (@) Vs 20,

tedy dostavame

tATh
0<V(a)+ E[/O [MT xa(s)<ry (W) — Lfixa(s)>rylds].

Limitnim prechodem n — oo dostavame

t
0<V(a)+ E[/O (M xa)<ry (@) = Lgxes)>mylds],
diky majoranté ¢t{M + 1] a tomu, Ze 7,, — 0o skoro-jisté. Specidlné tedy

0 V(a)+ [[IMP(X*(s) < R) = PIX*(5)] > R)Jds,

t

—V(a) —t+ (M + 1)/0 P(|X%(s)| < R)ds,

Ozna¢me K = {z € R™ : |z| < R}. Pak

—td??n ! (M1+ D= 1/otP<lX“<s>| < R)ds,

_ 1/0t/m5a(dx)P(s,x,K) ds.

1 t
_ - / U,6.(K) ds,
t Jo

a tedy
0< 1 <limsup [ U.6.(K)d
—— < limsup — 0 S.
(M + 1) o t—)oop 0
Mira d, je regularni a mnozina K je kompaktni, takze dle Véty existuje

invariantni mira této rovnice. OJ

Pozndmka. Jednd se o zobecnéni véty z clanku Zakai [3]. Pavodni véta vyzadovala,
aby funkce V(z) spliiovala dalsi podminky. Tento predpoklad se ndm podafilo
zeslabit vyuzitim Lemmatu
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3.2 Jednorozmeérny pripad

Uvazujme jednorozmérnou rovnici (2.13]) (pfipad m = n = 1). Budeme se
zabyvat otdzkou, kdy existuje invariantni mira této rovnice, pokud vime, jak se
b(x),o(x) chovaji asymptoticky. Pfedpokladejme navic, ze o(z) > 0 pro vSechna
z € R. Postacujici podminku LV (z) < —1 nahradime podminkou LV (z) = —1.

Ozna¢me u(x) = V'(z), podminka LV (z) = —1 je zfejmé ekvivalentni s
2b(z) 2
! = 3.5
W) + Zfula) =~ s (35
Definujeme

B(x) = —2 /0 " exp (A(z))agé) .

Tyto funkce jsou dobre definovany, protoze predpokladame, ze koeficienty b(x), o(x)
jsou spojité a o(x) > 0 pro vSechna = € R. Specidlné tedy plati, ze o(z) > cx > 0
na kazdé kompaktni mnoziné K C R (hodnota ¢y zévisi na mnoziné K'). Rovnice
je navic ekvivalentni s

u'(z) exp (A(z)) +

7 ¢ehoz dostavame
(u(w) exp (A(w)))" = (B(z)),
takze

u(z) = exp(—A(x))[B(z) + C],
kde C' € R libovolné. Funkci V(z) pak definujeme vztahem

V(z) = /Ow exp(—2 /Oy oz) dz)[e; — 2/0y exp(2 /OZ b(w) dw)ggl(zz)]dy x>0,

o?(z) o?(w)
Vi(x) = /OI exp(—2 /Oy :2((’22)) dz)[—cy — Q/Oy exp(2 /Oz 052(2:3) dw)ajé)]dy x <0,

. 2/0“’ exp(2 /0 :2(2‘;})) dw)gg(zz)’

. 2/000 exp (2 /0 :2(2“:3) dw)gg(zz),

v pripadé, Ze oba integraly na pravé strané jsou konec¢né. Nase volba konstant ¢y, co
nam zarucuje nezapornost V' (z). Mame ale problém, 7Ze takto definovana funkce
V(z) nemusi mit spojité derivace v nule. Lze to ale napravit tim, Ze restrikci
V:R\ [-1,1] — R na intervalu [—1,1] dodefinujeme vhodnym polynomem a k
takto definované funkci pricteme konstantu tak, aby byla nezaporna.
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Zjistili jsme tedy, ze postacujici podminkou pro existenci invariantni miry

rovnice ([2.13]) za predpokladu o(z) > 0 je, kdyZ soucasné plati

/Oooexp(/o 2(2‘;)) dw)GQ(Zz)<oo (P1)

0 z b(w) dz
Lm exp(?/O 2(0) dw)JZ(Z) < 0 (P2)

Pozndmka. Za predpokladu, Ze invariantni mira rovnice je urcena jedno-
znacné, lze ukéazat, ze tato podminka je zaroven nutnou podminkou existence
invariantni miry (Cherny [11]).

Budeme se nejprve zabyvat podminkou (P1). Uvazujme funkce b(z), o(x), které
navic spliuji b(z) ~ —|z[P, o(x) ~ |z|? pro  — oo, kde p,g < 1 a f(x) ~ g(x)
pro x — o znaci f()

——~ =cy>0.
x—)xo g( )

a toto ¢g je navic kone¢éné. Definujme funkci h(x) vztahem

Necht C' > 0 je konstanta spliujici

C = lim hz)

T—00 _|x|p 2q’

pak pro kazdé ¢ > 0 existuje K = K () > 0 takové, Ze pro = > K plati

C—-e< M <C+e,
el
a tedy
—(C+ &)z~ < h(z) < —(C — ¢)|z|P~2. (3.6)

Pro x > K zaroven plati, ze

exp(2 /Om (w) dw) 19@) = exp(2 /OK b(w) dw + 26(w) dw) !

8

o?(w) o?( o?(w) K o?(w) o?(x)
=Ck exp(?/[j UbQ((wU?) dw) Uth)

Podminka (P1) zfejmé plati pravé tehdy, kdyz

/Kooexp(Q/z b(w) dw) du < 00,

K o?(w) o?(x)

coz je ekvivalentni podmince

/Ooexp(2/x b(w) dw) d < 00,

K K 0%(w)
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protoZze o(x) ~ |x|9. Pomoci nerovnosti (3.6)) dostavame odhady

¢ h(w) 1 e, 1
2 < exp(—2(C — P=24 ()
exp( /K 2(0) dw)x% < exp(—2(C 6)/K w dw)x2q,
= b(w) 1 T o 1
eXp(2/K () dw)ﬁ > exp(—2(C' +¢) /K w dw)ﬁ,

prox > K.
1. Necht p — 2¢ = —1. Pak

z 1
exp(—2(C — 5)/ w2 dw)— = Cyz~HatC=e),

K x2a

x 1
exp(—2(C +¢) /K wP~ dw)@ = (g2t

i) Je-li g > % — C, volime ¢ > 0 takovy, ze plati ¢+ C — ¢ > ~. Tato volba

nam zarucuje

N[

o0
/ 72O gy < 0,
K

takze podminka (P1) plati.
ii) Jelig < % — C, volime € > 0 takovy, ze plati ¢+ C' + ¢ <
nam zarucuje

. Tato volba

N[

> 2
/ 20 D) 4o — o,
K

takze podminka (P1) neplati.

iii) Je-li ¢ = % — C, pak neumime rozhodnout o platnosti podminky (P1)
jenom na zaklade vyse formulovanych asymptotickych vlastnosti koefi-
cient.

2. Necht p — 2q # —1. Pak

z 1 2(C —¢) oy 1
2 _ _ 14+p—2
exp(—2(C —¢) /K w? qdw)m2q = C exp( —— P q)qu
: 1 2AC+e) o o 1
2 14p—2
exp(—2(C +¢) /K wP qdw)ﬁq =, exp(—1 o qu TP q)xQ‘l’

i) Je-li p—2q < —1, pak P72 — 0 pro # — oo, takZe zalez{ jenom
na integrovatelnosti 72¢. Podminka (P1) je tedy splnéna pravé tehdy,

kdy? 2¢ > 1.
ii) Je-li p—2¢ > —1, pak
2(C 1
eXp(—i1 (C+e) :161“’_2‘1)—2 = exp(—amﬁ)x_gq
+p—2q x4

kde «, f > 0. Platnost podminky (P1) plyne se znamé limity

exp(—azx?)

xlggo s =0 Va,B>0VyeR,
Zvolme v = 2q — 2, pak existuje K* > K takové, ze
exp(—az?)z™ < 272

pro vSechny z > K*. Podminka (P1) je tedy zfejmé spliiena.
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Uvazujme ted piipad, kdy b(z) ~ |z|?, o(z) ~ |z|? pro x — oo. Necht C' > 0
splnuje

Pro kazdé € > 0 existuje K = K () > 0 takové, Ze pro = > K plati
(C = e)|af™ < h(x) < (C + )z,

dostavame tedy odhady

exp(2 /x b(w) dw);Qq <exp(2(C +¢) /I wP— 24 dw)L

K o%(w) K x2a’

exp(2 /I b(w) dw)L > exp(2(C —¢) /I:wp_Qq dw)i.

K 0%(w) x% x4

1. Necht p —2¢q = —1. Pak

x 1
exp(2(C + ¢) /K WP~ dw)—— = Cyx—2a=C=e),

x2a

v 1
exp(2(C —¢) /K wh—2 dw)ﬁ = Cyp24C+e),

i) Je-lig > % + C, volime ¢ > 0 takovy, ze plati ¢ — C'— ¢ > <. Tato volba

nam zarucuje

N[

o0
/ 72O gy < 0,
K

takze podminka (P1) plati.

ii) Je-lig < % + C, volime ¢ > 0 takovy, ze plati ¢ — C' + ¢ < =. Tato volba
nam zarucuje

o0
/ g2 o — oo,
K

takze podminka (P1) neplati.

iii) Je-li ¢ = % + C, pak neumime rozhodnout o platnosti podminky (P1)
jenom na zaklade vyse formulovanych asymptotickych vlastnosti koefi-
cientt.

2. Necht p — 2q # —1. Pak

v 1 2(C+¢) oy 1
p—2q — 1+p—2q\_~
exp(2(C'+e) /K v dw)qu Crexp( l+p—2q )1‘2‘1
z 1 2C —¢) ., 1
. p—2q — SN =) 4 p—2¢\_
exp(2(C — ¢) /K W dw) = Cexp(y )

i) Je-li p—2q < —1, pak 1*P72¢ — 0 pro x — oo, takZe zaleZ{ jenom
na integrovatelnosti 72¢. Podminka (P1) je tedy splnéna pravé tehdy,
kdy? 2¢ > 1.

ii) Je-li p—2¢ > —1, pak

Mmlﬂof?q)i — exp(ozxﬁ):cdq
I1+p—2q

exp( o7
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kde a, 8 > 0. Znovu pouzijeme znamou limitu

B
lim 7exp(ozx ) = 00,

T—00 x”

pro vSechny «, 5 > 0 a v € R. Podminka (P1) tedy neplati.

Zustava nam vysetrit platnost podminky (P2). Ze symetrie této tlohy plyne,
ze kdyz mame b(z) ~ £|z|?, o(z) ~ |z|? pro x — —o0, pak podminka (P2) plati
pravé tehdy, kdyz parametry p,q,C splnuji podminky, které jsme formulovaly pro
platnost (P1), kdyz b(x) ~ F|z|P, o(z) ~ |z|? pro z — oo. Ukédzeme platnost
tohoto tvrzeni pro b(x) ~ |z|P, o(x) ~ |z|? pro x — —o0.

Necht C' > 0 spliuje

C = lim i)

T——00 ‘x|P*2q )
Pro vsechny ¢ > 0 existuje K > 0 takové, ze pro x < —K plati
—(C+ )|z < —h(z) < —(C —g)|x ™.

Vime, ze podminka (P2) je splnéna pravé tehdy, kdyz

/_Kexp(Q/x (w) dw) d < 00.

—o0 -k 02(w) ||
Diky nasemu odhadu a symetrii funkce | - | dostavame
-K ¢ b(w) dx —K K —p(w) dx
2 [ d -/ 2 [ d ,
/,oo P2 | ) W T L SPC L ) W)

K K dr
< /—oo eXp<_2<C_€)/x |’LU| dU)) |ZL'|2q’

_ Co(r -2

= [ exp(=2(C—2) [l dw) <
00 x _ dx

:/K exp(—Q(C—s)/Kwp 2qdw)ﬁ.

Stejnym postupem lze ukézat, ze

/K exp(2 /I blu) dw) d > KOO exp(—2(C +¢) /x w! ™ dw) di

—c0 —K 02(w) 2 = K x4

Podminka (P2) tedy plati pravé tehdy, kdyz parametry p,q,C' spliuji podminky,
které jsme formulovali pro pripad, kdy b(z) ~ —|z|’, o(x) ~ |z|? pro z —
oo. Platnost tvrzeni pro b(z) ~ —|zP, o(x) ~ |z|? pro x — —o0, lze ukdzat
analogickym zpusobem.

Nase vysledky ted zhrneme do nasledujicich vét.

Véta 16. Uvazujme jednorozmernou rovnici (2.13) a necht navic plati o(z) > 0
pro vsechny x € R. Pak postacujici podminkou pro existenci invariantni miry této
rovnice je, kdyz soucasné plati

/0 " exp(2 /0 ’ :52“‘2) dw)o_j("z) < o0, (P1)
/_OOO exp(2 /OZ :2(;:3) dw)agl(zz) < 00. (P2)
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Véta 17. Mejme jednorozmérnou rovnici (2.13) s koeficientem o(x) > 0 pro
vsechny x € R a necht navic plati

b(x) ~ o ||,

o(x) ~ [a|",

pro x — 00, kde 61 € {—1,1} a p1,q1 < 1. Necht

Definujme konstantu Cy > 0 vztahem

lim i)

00 (51 |x|p1*2¢h -

i) Je-li pr —2q1 = —1 a navic q; # % + 0101 pak podminka (P1) plati prdve
tehdy kdyz q1 > % + 6,C;.

it) Je-li p1 — 2q1 < —1 pak podminka (P1) plati prdve tehdy kdyz 2q; > 1.
iii) Je-li py — 2q1 > —1 pak podminka (P1) plati prdve tehdy kdyz §; = —1.

Véta 18. Mejme jednorozmérnou rovnici (2.13) s koeficientem o(x) > 0 pro
vsechny x € R a necht navic plati

b(x) ~ 0afx[™,

o(x) ~ [|®,

pro x — —o0, kde 6y € {—1,1} a pa,qo < 1. Necht

b(x)
h(z) = (1)
Definujme konstantu Cy > 0 vztahem
h(x)

xl—l>r—noo (52‘1"10272% = Ch.

i) Je-li po — 2qo = —1 a navic qu # % — 0oCy pak podminka (P2) plati prdve
tehdy kdyz qo > % — 62C%.

i) Je-li ps — 2q2 < —1 pak podminka (P2) plati prdve tehdy kdyz 2qs > 1.
iii) Je-li po — 2q2 > —1 pak podminka (P2) plati prdve tehdy kdyz 6, = 1.

Na zavér pomoci predchozich vét ukazeme, kdy mame zarucenou existenci
invariantni miry ve dvou specidlnich pripadech.

Poznamka. V nasledujicich ptikladech budeme pouzivat konstanty pq, pa, ¢1, 2, 01,
09, C1, C5 tak, jak jsou definovany v predchozich dvou vétach.
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Priklad: Uvazujme jednorozmérnou rovnici s o(z) = C > 0 pro vsechna
x € R. Necht navic plati 9, = —1. V tomto pripadé koeficient driftu b(x) pritahuje
proces zpét do okoli nuly, kdykoli se ptilis priblizi k nekonecnu. Prirozenou otazkou
je, jak moc “maly” muze byt drift (t.j. jak moc maly muze byt koeficient p;) bez
toho, abychom ztratili platnost podminky (P1).

Predpokladejme navic, ze C # % Pak dle Véty 17| podminka (P1) plati prave
tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek

ii) p1 = —1 a zéroven C; > %

Analogicky vysledek lze také odvodit pro pripad kdy d, = 1. Za predpokladu,
ze Cy # 5 podminka (P2) plati pravé tehdy, kdyZ je splnéna jedna z podminek

ii) po = —1 a zéroven Cy > %

Priklad: Uvazujme jednorozmérnou rovnici sp1 > 0ao(x) > 0 pro vsechna
x € R. Necht navic plati ; = 1. Koeficient driftu b(z) v tomto pripadé naopak
pritahuje proces k nekoneénu (kdyZ jsou hodnoty feseni X (t) dostatecné velké).
Ukéazeme, jak moc “rychle” musi rist koeficient o(z) na to, aby platila podminka
(P1).

Predpokladejme navic, ze ¢ # % + C. Pak dle Véty |17 podminka (P1) plati
prave tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek

ii) 2¢; = 1+ p; a zaroven ¢; > %+ C,.

Je-li pp > 0, 5 = —1 a navic ¢ # % + Cy, pak dle Véty |18 podminka (P2)
plati pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek

1) 2q2 > 1+ po.

ii) 2¢o = 1+ py a zéroven ¢y > % + Cs.
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Zaver

Predstavili jsme nékteré zakladni vlastnosti ¢asové homogennich Markovovych
procesi a jejich prechodovych funkei. Sestrojili jsme Wienertiv proces a pomoci
tohoto procesu jsme definovali stochastické diferencialni rovnice tvaru

dX (1) = b(X (£))dt + o (X (t))dE(). (1)

Je znamo, Ze za uréitych podminek jsou feSeni této rovnice casové homogenni
Markovovy procesy. Zamérili jsme se pak na otazku existence invariantni miry
téchto rovnic, kterd je tzce propojena s existenci stacionarnich reseni. Porovnali
jsme znamé vety, které se zabyvaji touto otazkou, a podarilo se nam zeslabit
predpoklady véty formulované v ¢lanku Zakai [3].

Pomoci této véty jsme odvodili postacujici podminku pro existenci invariantni
miry feSeni jednorozmérné stochastické diferencialni rovnice s globalné Lipschit-
zovskymi koeficienty a o(x) > 0 pro vSechny x € R. Poté jsme tuto vétu pouzili
pro formulaci podminek, za kterych existuje invariantni mira, kdyz zname urcité
asymptotické vlastnosti koeficientti dané stochastické diferencialni rovnice.
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