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Úvod
ƒasové rady po£tov udalostí sa v pois´ovníctve, �nan£níctve £i epidemiológii

vyskytujú £oraz £astej²ie. Ke¤ºe nadobúdajú nízke, nezáporné celo£íselné hod-
noty a £asto vykazujú závislosti v £ase, tradi£né modely zaloºené na normálnom
rozdelení zlyhávajú. Práve preto sa v poslednom desa´ro£í dostávajú do popre-
dia diskrétne autoregresné prístupy typuINGARCH a ich vektorové roz²írenia,
ktoré umoº¬ujú zachyti´ spolo£nú dynamiku nieko©kých korelovaných po£tových
radov. Ilustra£ný príklad je uvedený v sekcii 1.1.

Predkladaná diplomová práca je rozdelená do piatich kapitol. Prvá kapitola
obsahuje motiváciu, základné pojmy £asových radov, Poissonovo rozdelenie, jed-
norozmernýINGARCH model a stru£ný úvod do vektorovej autoregresie. V dru-
hej kapitole sú predstavené tri kon²trukcie dvojrozmerného Poissonovho rozde-
lenia, ktoré slúºia ako k©ú£ový stavebný kame¬ neskor²ieho modelovania. Tretia
kapitola formuluje a analyzuje dvojrozmerný modelBINGARCH (1;1) vrátane
jeho stacionarity a momentových vlastností. ’tvrtá kapitola sa sústre¤uje na od-
had parametrov prostredníctvom maximálnej i kvázi-maximálnej vierohodnosti.
Závere£ná, piata kapitola priná²a simula£nú ²túdiu, ktorá overuje presnos´ odha-
dov a ilustruje správanie modelu pri rôznych ve©kostiach vzoriek a podmienených
rozdeleniach.

Základom práce je kompilácia výsledkov z rôznych zdrojov, ktoré v²ak autor
doplnil o viaceré vlastné príspevky. Okrem zjednotenia zna£enia, podrobnej²ieho
rozpisu vybraných dôkazov £i vlastné varianty dôkazov známych tvrdení je moºné
za vlastných prínos povaºo´ nasledovné. Po prvé, formulácia a dôkaz doposia©
chýbajúcej nutnej i posta£ujúcej podmienky, ktorá zaru£uje nezápornos´ pravde-
podobnostnej funkcie. Po druhé, pre modelBINGARCH (1; 1) odvádza uzavreté
tvary jeho momentov, £o výrazne zjednodu²uje teoretické aj empirické analýzy.
Po tretie, vyvíja kompletný balík nástrojov v prostredí R (R Core Team, 2023) �
od genera£ných funkcií cez funkcie pre (kvázi-)MLE aº po vizualiza£né skripty �
a ich kvalitu demon²truje experimentmi, ktoré overujú konzistenciu a efektivitu
navrhnutých odhadov. Tieto výsledky prehlbujú poznatky o modelovaní dvojroz-
merných po£tových £asových radov a vytvárajú pevný základ pre ¤al²í výskum
aj praktické aplikácie.
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1. Motivácia a základné pojmy
Táto kapitola predstavuje teoretický rámec, na ktorom budeme stava´ ¤al-

²ie £asti práce. V prvej £asti na£rtávame motiva£ný základ, ktorý zdôraz¬uje
význam spracovania diskrétnych dát v reálnych aplikáciách, so simulovaným prí-
kladom zo sektora pois´ovníctva. Následne de�nujeme základné pojmy z teórie
£asových rad, medzi ktoré patrí stacionarita, autokovarian£ná funkcia aj autoko-
rela£ná funkcia. Kapitola tieº pripomína Poissonovo rozdelenie a jeho základné
vlastnosti. De�nujeme model INGARCH a uvádzame jeho základné vlastnosti,
pri£om poskytujeme podrobnej²í dôkaz v porovnaní s predlohovou literatúrou,
doplnený o vlastné komentáre. Venujeme sa aj vektorovej autoregresie a ukazu-
jeme, pre£o je potrebné zavádza´ ¤al²ie modely, ktoré dokáºu efektívne pracova´
s nezápornými celo£íselnými dátami.

1.1 Motivácia

V analytickej praxi sa £asto stretávame s dátami diskrétneho charakteru, ktoré
nadobúdajú prevaºne nízke nezáporné celo£íselné hodnoty. Typickými príkladmi
môºu by´ denné záznamy o poistných udalostiach pre konkrétny poistný pro-
dukt, alebo po£ty uskuto£nených transakcií v pravidelných £asových intervaloch,
napríklad po minútach, v prostredí bankového sektora. Takéto dáta, si vzh©adom
na svoju povahu, vyºadujú odli²né analytické prístupy neº tie, ktoré sa ²tandardne
pouºívajú pre spojité veli£iny. V tejto práci sa preto budeme venova´ metódam,
ktoré sú ²peciálne navrhnuté pre modelovanie a analýzu dát s celo£íselnými hod-
notami.

Ako motiva£ný príklad moºno uvies´ simulované dáta, ktoré reprezentujú kaº-
dodenné záznamy z men²ej pois´ovne po£as trojmesa£ného obdobia, vi¤. obrá-
zok 1.1. Konkrétne sa zameriavame na po£et dopravných nehôd a po£et zdravot-
ných ²kôd nahlásených klientmi. Ke¤ºe predpokladáme, ºe poistenci majú uzatvo-
rené oba typy poistenia (havarijné aj úrazové) v rámci tej istej pois´ovne, môºeme
o£akáva´ ur£itú mieru závislosti medzi týmito dvoma typmi ²kôd. Túto koreláciu
moºno vizualizova´ pomocou viacrozmerného £asového radu, ako ilustruje obrá-
zok 1.1.

1.2 Základné pojmy z £asových rad

ƒasový rad de�nujeme ako postupnos´ náhodných veli£ínf Ytgt2 Z de�nova-
ných na rovnakom pravdepodobnostnom priestore(
 ; A ; P) indexovaných dis-
krétnym £asom, pod©a zdroja Cipra (2013), kapitola 8.1. Pre zjednodu²enie ¤alej
pouºijeme zápisf Ytg. V praxi potom pozorujeme iba £as´ £asového raduf Ytg
pre t = 1 : : : n; n 2 N.

Nasledujúce de�nície sú prevzaté z knihy Prá²ková (2016), kapitola 1.1. Pri
modelovaní je ²tandardné pracova´ s £asovými radmi, ktoré sú bu¤ striktne sta-
cionárne alebo slabo stacionárne. ƒasový radf Ytg je povaºovaný za striktne
stacionárny, ak pre zdruºenú distribu£nú funkciuFYt 1 ;:::;Yt n

, de�novanú vz´ahom
FYt 1 ;:::;Yt n

(y1; : : : ; yn ) = P(Yt1 � y1; : : : ; Ytn � yn ), 8n 2 N; 8t1; : : : ;tn 2 Z;
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Obr. 1.1: Denné autonehody vs. denné zdravotné ²kody (simulované dáta)

8y1; : : : ;yn 2 R a pre 8h 2 Z platí

FYt 1 ;:::;Yt n
(y1; : : : ;yn ) = FYt 1+ h ;:::;Yt n + h (y1; : : : ;yn ):

Slabú stacionaritu £asového raduf Ytg s kone£nými druhými momentami de-
�nujeme ako nezmenenos´ v £ase pre momenty prvého a druhého rádu, teda

E[Yt ] = E[Yt+ h]; Cov[Yt ;Ys] = Cov[Yt+ h;Ys+ h]; 8t;s;h 2 Z:

Autokovarian£nú funkciu de�nujeme pre slabo stacionárny £asový radf Ytg ako

Rk := E
h
(Yt � E[Yt ])(Yt � k � E[Yt � k ])

i
; k 2 Z:

Autokovarian£ná funkcia je symetrická, tedaRk = R� k , £o umoº¬uje uvaºova´ iba
k � 0. Z de�nície autokovarian£nej funkcie vyplýva, ºeR0 = Var[ Yt ]. Podobne,
autokorela£nú funkciu pre slabo stacionárne £asové radyf Ytg s nenulovým rozp-
tylom de�nujeme ako

� k :=
Rk

R0
; k � 0:

Pokia© nebude uvedené inak, budeme v ¤al²ích £astiach práce pod pojmom sta-
cionarita rozumie´ striktnú stacionaritu.

Modely, na ktoré sa budeme zameriava´, sú zaloºené na ²peci�kácii podmie-
neného rozdelenia veli£inyYt pri známej minulosti pred £asomt. Preto je nevy-
hnutné de�nova´ F t := � f Ys; s � tg ako � -algebru obsahujúcu v²etky udalosti aº
do £asut.

1.3 Poissonovo rozdelenie

Diskrétna náhodná veli£inaX s pravdepodobnostnou funkciou

P[X = k] =
� k

k!
e� � ; k = 0;1;2; : : : ;
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má Poissonove rozdelenie s parametrom� > 0, zna£ímeX � Po(� ).
Pre náhodnú veli£inuX s Poissonovým rozdelením platí

E[X ] = �; Var[X ] = �:

Je dôleºité poznamena´, ºe de�nícia umoº¬uje iba kladné hodnoty� , viz kniha
Dupa£ a Hu²ková (2005). ƒasto sa, ale pripú²tajú hodnoty� � 0, kde hodnota
� = 0 vedie na Diracovu mieru sústredenú v nule, tedaP[X = 0] = 1 .

Pre poissonovsky rozdelenú náhodnú veli£inuX s parametrom� je pravdepo-
dobnostná generujúca funkcia daná vz´ahom

GX (t) = E
h
tX

i
=

1X

x=0

tx � x

x!
e� � = e� (t � 1):

1.4 INGARCH model

Modely, ktoré nazývameINGARCH (Integer-valued GARCH), predstavujú
v²eobecnú triedu autoregresných modelov pre celo£íselné £asové rady. Umoº¬ujú
modelova´ heteroskedasticitu a £asovo závislé zhlukovanie udalostí. V praxi sa
pouºívajú napríklad pri analýze po£tu poistných ²kôd, �nan£ných transakcií £i
výskytu infek£ných ochorení.

Takýto model sa prvýkrát objavil v £lánku Ferland a kol. (2006), kde autori
ukazujú základné vlastnosti. V knihe Davis a kol. (2016) je takisto zavedený
INGARCH model, ktorý sa odkazuje na £lánok Fokianos a kol. (2009), v ktorom
je popísaná de�nícia a ¤al²ie vlastnosti.

De�nícia 1. ƒasový rad f Ytgt2 Z sa riadi modelom INGARCH(1,1) pokia© pre
kaºdét platí

Yt jF t � 1 � Po(� t ); � t = d + a� t � 1 + bYt � 1; (1.1)

kded; a; bsú reálne parametre spl¬ujúced; a; b > 0.

Ak by sme v de�nícii 1 uvaºovali situáciu a = 0 a b > 0, potom sa takýto
model v literatúre nazývaINARCH(1) , kde podmienená stredná hodnota� t závisí
iba na predchádzajúcej hodnoteYt � 1. Tento prístup je niekedy ozna£ovaný ako
poissonovská autoregresia, viz Weiss (2018), poznámka4:1:2. Je moºné uvaºova´
model vy²²ieho rádu. V prípade, ºe pripustíme moºnosá = b = 0 dostaneme
triviálny prípad, ktorým sa zaobera´ nechceme.

Poznámka. Pod©a Weiss (2018) (poznámka 4.1.2) panuje v literatúre ur£itá ne-
jednotnos´ v názvosloví týchto modelov. V rôznych zdrojoch sa moºno stretnú´
s ozna£eniami akoBIN modely (Rydberg a Shephard, 2000),ACP modely (Hei-
nen, 2003) £i lineárne Poissonove autoregresné modely (Fokianos a kol., 2009). ƒo-
raz £astej²ie sa v²ak pouºíva názovINGARCH, zavedený v Ferland a kol. (2006),
ktorý vznikol analógiou sGARCH modelmi. HociGARCH modely opisujú dyna-
miku podmienených variancií, zatia© £oINGARCH modely skúmajú podmienené
stredné hodnoty, pri Poissonovom rozdelení platíVar(Yt j F t � 1) = E( Yt j F t � 1).
Táto totoºnos´ strednej hodnoty a variancie odôvod¬uje paralelu sGARCH mo-
delmi a vysvet©uje, pre£o sa termínINGARCH ujal £astej²ie neº iné alternatívy.

V £lánku Ferland a kol. (2006) sa skúma stacionarita a vlastnostiINARCH
modelu. Uvedieme základné vety, ktoré sú dokázané v spomínanom £lánku.
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Veta 1. Nech a + b < 1, potom existuje striktne stacionárny proces, ktorý sa
riadi modelom INGARCH(1,1) a má kone£né momenty ráduk pre v²etkyk 2 N.
V takomto prípade pre nepodmienenú strednú hodnotu platí

� := E[Yt ] =
d

1 � a � b
:

Dôkaz. Poznamenajme, ºe dôkaz prvej £asti vety vynecháme, ale je uvedený
v £lánku Ferland a kol. (2006). Ukáºeme, ºe pre nepodmienenú strednú hodnotu
stacionárnej £asovej rady z modelu (1.1) platí

E[Yt ] = E [E[Yt jF t � 1]] = E[� t ]

= E[d + a� t � 1 + bYt � 1] = d + a� + b�:

Posledná rovnos´ vyplýva zo stacionarity procesu a následne z rovnosti� =
d + a� + b� dostávame poºadovaný vz´ah.

Teraz si sformulujeme a dokáºeme vetu o nepodmienenom rozptyle stacionár-
nej £asovej rady, ktorá sa riadiINGARCH(1,1) modelom. Výsledok je v literatúre
známy, ale uvedený dôkaz je vlastný prínos autora.

Veta 2. Nech f Ytg je stacionárny INGARCH(1,1) proces riadiaci sa modelom
(1.1), kde a + b < 1. Potom vz´ah pre nepodmienený rozptyl je

Var[Yt ] = �

 

1 +
b2

1 � (a + b)2

!

;

kde � = E[Yt ].

Dôkaz. Zo vz´ahu o podmienenom rozptyle platí

Var[Yt ] = E[Var[Yt jF t � 1]] + Var[ E[Yt jF t � 1]]

= E[� t ] + Var[ � t ]:

Z výpo£tu nepodmienenej strednej hodnoty poznámeE[� t ] = � , sta£í nám vypo-
£íta´ rozptyl

Var[� t ] = Var[ d + a� t � 1 + bYt � 1]

= a2Var[� t � 1] + b2Var[Yt � 1] + 2abCov[� t � 1; Yt � 1]:

Zo stacionarity platí Var[Yt ] = Var[ Yt � 1] a Var[� t ] = Var[ � t � 1] a ke¤ºeYt a � t nie
sú nezávislé musíme uvaºova´ kovarianciu, pre ktorú platí

Cov[� t � 1; Yt � 1] = E[� t � 1Yt � 1] � E[� t � 1]E[Yt � 1]:

Triviálne platí E[� t � 1]E[Yt � 1] = � 2, pre výpo£etE[� t � 1Yt � 1] vyuºijeme podmie-
¬ovanieF t � 2. Podmienená stredná hodnotaE[� t � 1Yt � 1jF t � 2] = � t � 1E[Yt � 1jF t � 2],
pretoºe � t � 1 je funkcia podmienkyF t � 2, preto platí

E[� t � 1Yt � 1] = E[E[� t � 1Yt � 1jF t � 2]] = E[� 2
t � 1] = Var[ � t � 1] + � 2:
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Následným dosadením do rovníc a dopo£ítaním dostaneme vz´ah pre nepod-
mienený rozptyl

Var[Yt ] = �

 

1 +
b2

1 � (a + b)2

!

:

Z vety 2 vyplýva, ºe Var[Yt ] � E[Yt ] s rovnos´ou pre prípadb = 0, takúto
hodnotu b, ale z de�nície nepripú²´ame. Tu vidíme prirodzenú overdisperziu mo-
delu, £o je ve©mi výhodné pri modelovaní, pretoºe v praxi máme £asto dáta, kde
výberový rozptyl výrazne prevy²uje výberový priemer.

V £lánku Fokianos a kol. (2009) je uvedený nasledujúci vz´ah pre autokova-
rian£nú funkciu. Vlastným prínosom autora je dôkaz nasledujúcej vety.

Veta 3. Nech f Ytg je stacionárny INGARCH(1,1) proces riadiaci sa modelom
(1.1), kde a + b < 1. Potom vz´ah pre autokovarian£nú funkciu je

Cov[Yt ; Yt+ h] =

8
>>>><

>>>>:

[1 � (a + b)2 + b2]�
1 � (a + b)2

; h = 0

b[1 � a(a + b)](a + b)h� 1�
1 � (a + b)2

; h � 1;

kde � = E[Yt ].

Dôkaz. Ozna£me

 := a + b < 1; � := E[Yt ] =
d

1 �  
; � 2 := Var[ Yt ] = �

 

1 +
b2

1 �  2

!

:

Pre kaºdé h � 0 pí²me Rh := Cov[Yt ;Yt+ h].
Zo vz´ahu o podmienenej kovariancii pre náhodné veli£inyX , Y a � -algebru

G platí
Cov[X;Y ] = Cov

h
E[X j G]; E[Y j G]

i
+ E

h
Cov[X;Y j G]

i
:

Ak platí, ºe X je G-merate©ná, potomE[X j G] = X a

Cov[X;Y j G] = E
h
(X � E[X j G])(Y � E[Y j G])

�
�
� G

i
= 0:

Pouºijeme G = F t+ h� 1, X = Yt a Y = Yt+ h. Ak h � 1, potom t � t + h � 1,
takºe náhodná veli£inaYt je F t+ h� 1-merate©ná. Z £oho dostávame

Rh = Cov
h
Yt ;E[Yt+ h j F t+ h� 1]

i
= Cov

h
Yt ;� t+ h

i
;

pretoºe E[Yt+ h j F t+ h� 1] = � t+ h. Zárove¬ platí rekurzia

� t+ h = d + a� t+ h� 1 + bYt+ h� 1:

Kovariancia je transla£ne invariantná, takºe dostávame

Rh = aCov[Yt ;� t+ h� 1] + bCov[Yt ;Yt+ h� 1]:
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„alej rozloºme Yt+ h� 1 = � t+ h� 1 + " t+ h� 1, kde " t+ h� 1 := Yt+ h� 1 � � t+ h� 1 má
nulovú podmienenú strednú hodnotuE[" t+ h� 1 j F t+ h� 2] = 0. Ke¤ºe Yt je F t+ h� 2

merate©ná, dostanemeCov[Yt ;" t+ h� 1] = 0 a teda

Cov[Yt ;� t+ h� 1] = Cov[Yt ;Yt+ h� 1] = Rh� 1:

Dosadením spä´ vyjde

Rh = a Rh� 1 + b Rh� 1 = ( a + b)Rh� 1 =  R h� 1:

Iteráciou vzniká
Rh =  h� 1R1; h � 1: (1.2)

Teraz si vypo£ítameR1. Rozloºme Yt = � t + " t , kde " t := Yt � � t sp¨¬a
E[" t j F t � 1] = 0 a teda Cov[" t ;� t ] = 0. Potom

R1 = Cov[Yt ;Yt+1 ] = Cov[ � t + " t ;� t+1 ];

pretoºe E[Yt+1 j F t ] = � t+1 . Z výrazu � t+1 = d + a� t + bYt vyplýva

R1 = aCov[� t + " t ;� t ] + bCov[� t + " t ;Yt ]:

Prvý £len je aVar[� t ], ke¤ºe Cov[" t ;� t ] = 0. Pre druhý £len platí

Cov[� t + " t ;Yt ] = Cov[ � t ;Yt ] + Cov[" t ;Yt ] = Var[ � t ] + Var[ " t ];

pri£om Var[" t ] = E[� t ] = � . Ke¤ºe Var[Yt ] = Var[ � t ] + � = � 2, dostávame
Var[� t ] = � 2 � � a po dosadení

R1 = a
�
� 2 � �

�
+ b� 2:

Pouºitím vz´ahu pre � 2 a algebraickou úpravou získame

R1 = �
b(1 � a )

1 �  2
;  = a + b: (1.3)

Pre h � 1 dosadíme (1.3) do (1.2) a dostaneme výsledný tvar autokovariancie

Rh =
b(1 � a )  h� 1 �

1 �  2
; h � 1:

Pre h = 0 platí R0 = Var[ Yt ] = � 2 =
(1 �  2 + b2) �

1 �  2
, £o kore²ponduje so vz´a-

hom, ktorý sme dokázali vo vete 2. Teda �nálne sme dostali tvar uvedený v znení
vety.
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1.5 Vektorová autoregresia

Na úvod si de�nujeme viacrozmerný £asový rad. Postupnosd́-rozmerných
náhodných vektorov de�novaných na rovnakom pravdepodobnostnom priestore
f Ytgt2 Z, kde Yt = ( Yt;1;Yt;2; : : : ; Yt;d )> , nazvemed-rozmerný £asový rad. V texte
sa budeme zaobera´ najmä dvojrozmernými £asovými radmi, tedad = 2. Pojem
striktnej a slabej stacionarity sa dá jednoducho zov²eobecni´ pre viacrozmerné
procesy, viz kniha Cipra (2013), kapitola 12.1. ƒasový radf Ytgt2 Z, ktorý je d-
rozmerný, sa nazýva striktne stacionárny, ak pre ©ubovo©nén 2 N, t1; : : : ;tn 2 Z,
h 2 Z a y1; : : : ;yn 2 Rd platí

FYt 1 ;:::;Yt n
(y1; : : : ;yn ) = FYt 1+ h ;:::;Yt n + h(y1; : : : ; yn );

kde FYt 1 ;:::;Yt n
je zdruºená distribu£ná funkcia vektorovYt1 ; : : : ;Ytn . ƒasový rad

f Ytgt2 Z s kone£nými druhými momentmi je slabo stacionárny, ak platí

E[Yt ] = � ; 8 t 2 Z;

kde � 2 Rd je kon²tantný vektor stredných hodnôt, a zárove¬

Cov
h
Y`+ k ; Y`

i
= Cov

h
Y`+ k+ h; Y`+ h

i
; 8 `;k;h 2 Z:

Z tejto podmienky vyplýva, ºe kovarian£ná matica závisí len od posunuk;
ozna£íme ju

� k := Cov
h
Yt+ k ; Yt

i
= E

h
(Yt+ k � � )(Yt � � )>

i
; k 2 Z:

Medzi základné nástroje pre analýzu viacrozmerných £asových radov patrí
model vektorovej autoregresie (VAR). Tento model umoº¬uje sledova´ vzájomné
vz´ahy medzi viacerými premennými v £ase, pri£om kaºdá z nich môºe by´ ovplyv-
¬ovaná svojimi vlastnými predchádzajúcimi hodnotami, ako aj predchádzajúcimi
hodnotami ostatných premenných v systéme. Pre podrobnej²í výklad a pokro£i-
lej²ie modely VAR odporú£ame knihu Cipra (2013), kapitola 12.2.

Model VAR(1) má tvar

Yt =  + � Yt � 1 + " t ;

kde máme d� rozmernú £asovú raduf Ytg, d� rozmerný vektor  , d � d ma-
ticu koe�cientov � a d� rozmerný vektor náhodných chýb" t . Vektory f " tg tvo-
ria postupnos´ nekorelovaných náhodných vektorov s nulovou strednou hodnotou
a kon²tantnou varia£nou maticou. Ak uvaºujemed = 2, potom je VAR(1) model
tvorený dvoma rovnicami s explicitným vyjadrením

Yt;1 =  1 + � 11Yt � 1;1 + � 12Yt � 1;2 + " t;1

Yt;2 =  2 + � 21Yt � 1;1 + � 22Yt � 1;2 + " t;2:

Za predpokladu, ºe " t = ( " t;1;" t;2)> sú nezávislé a rovnako rozdelené vektory
z dvojrozmerného normálneho rozdeleniaN (0; � ), platí

Yt jF t � 1 � N (� t ; � );
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kde� t =  + � Yt � 1. Navy²e platí, ºe marginálne rozdeleniaYt;1 a Yt;2 podmienené
minulos´ou sú normálne.

V na²ej aplikácii v²ak predpoklad normálneho (zdruºeného aj marginálneho)
rozdelenia nie je vhodný na modelovanie diskrétnych náhodných veli£ín, ktoré
nadobúdajú nezáporné celé £ísla � napríklad po£ty výskytov, chýb £i udalostí.
Preto budeme h©ada´ vhodnej²ie diskrétne rozdelenie pre dvojzloºkový náhodný
vektor, ktoré si pritom zachová ur£ité analógové vlastnosti normálneho rozdelenia.
Budeme chcie´ modi�kova´ pôvodný prístup na

Yt jF t � 1 � G (� t ) ;

kde G(� ) je vhodné dvojrozmerné rozdelenie naN0 � N0 indexované vektorovým
parametrom � a � t je funkciou F t � 1. Táto poºiadavka nás motivuje k vyuºitiu
dvojrozmerného Poissonovho rozdelenia, ktorému sa budeme venova´ v nasledu-
júcej kapitole.
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2. Dvojrozmerné Poissonove
rozdelenia

V tejto kapitole sa sústre¤ujeme na kon²trukciu dvojrozmerných Poissonových
rozdelení, ktoré zachovávajú Poissonove marginály a sú£asne umoº¬ujú vzájomnú
závislos´. Predstavujeme tri prístupy. Prvý, historicky najstar²í a preto aj najroz-
²írenej²í, vyuºíva trojrozmernú reduk£nú metódu a umoº¬uje iba nezápornú kova-
rianciu. Druhý predstavuje snahu o vylep²enie tohto prístupu � zavádza korek£ný
£len, ktorý umoº¬uje aj negatívnu kovarianciu. Tretí prístup, zaloºený na kopu-
lách, patrí k moderným kon²trukciám posledných rokov. Pre kaºdý model od-
vádzame uzavreté tvary pravdepodobnostných funkcií, momentov a koe�cientov
korelácie, aby boli priamo pouºite©né pri odhadoch z dát. Spolo£ná notácia u©ah-
£uje porovnanie vlastností a výsledkov medzi modelmi. Zdôraz¬ujeme aj vlastný
prínos v podobe kompletných dôkazov a doplnení niektorých predpokladov.

2.1 Dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie pomo-
cou trojrozmernej reduk£nej metódy

Najskôr si ukáºeme základný parametrický model pomocou trojrozmernej re-
duk£nej metódy (trivariate reduction). Detailný popis a vlastnosti tohto modelu
sú popísané v monogra�i Johnson a kol. (1997) na strane 124, odkia© taktieº
£erpáme.

De�nícia 2. Nech máme parametre� 1; � 2 > 0, � 2 [0; minf � 1;� 2g) a nezávislé
náhodné veli£iny s Poissonovým rozdelenímX 0 � Po(� ), X 1 � Po(� 1 � � ),
X 2 � Po(� 2 � � ). Náhodný vektorY = ( Y1; Y2)> , kde

Y1 = X 1 + X 0; Y2 = X 2 + X 0;

má dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie, zna£ímeY � BP (� 1; � 2; � ).

Za predpokladu, ºe� 6= 0, Y1 a Y2 obsahujú spolo£ný £lenX 0, a preto sú vzájomne
korelované. Z vlastností Poissonovho rozdelenia a nezávislotiX 0; X 1 a X 2 platí

Y1 � Po(� 1); Y2 � Po(� 2):

Z £oho dostávame nasledujúci dôsledok.

Dôsledok. Pre zloºky náhodného vektoraY = ( Y1; Y2)> � BP (� 1; � 2; � ) platí

E[Y1] = � 1; Var[Y1] = � 1;

E[Y2] = � 2; Var[Y2] = � 2:

Teraz si ukáºeme kovarianciu medzi zloºkamiY1 a Y2.

Tvrdenie 1. Nech Y = ( Y1; Y2)> � BP (� 1; � 2; � ), potom pre kovarianciu medzi
Y1 a Y2 platí

Cov[Y1;Y2] = �:
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Dôkaz. Priamym výpo£tom dostávame

Cov[Y1;Y2] = E[Y1Y2] � E[Y1]E[Y2]

= E[(X 1 + X 0)(X 2 + X 0)] � E[(X 1 + X 0)]E[(X 2 + X 0)]

= E[X 1X 2 + X 1X 0 + X 0X 2 + X 2
0 ] � � 1� 2

= �:

Tvrdenie 1 implikuje, ºe takto zavedený model umoº¬uje iba nezápornú kova-
rianciu, ke¤ºe � je parameter Poissonovho rozdelenia, a ten je nutne nezáporný.
Ak chceme vypo£íta´ koreláciu, resp. koe�cient korelácie ozna£ovaný� , podelíme
kovarianciu ²tandardnou odchýlkou náhodných veli£ínY1 a Y2

� := Corr[ Y1;Y2] =
Cov[Y1;Y2]

q
Var[Y1]Var[Y2]

=
�

p
� 1� 2

:

Teraz sformulujeme tvrdenie o tvare pravdepodobnostnej funkcie pre rozdele-
nie z de�nície 2, ktoré £erpáme z práce Liu (2012) na strane 104. Vlastný prínos
je podrobný rozpis dôkazu tvrdenia.

Tvrdenie 2. Pravdepodobnostná funkcia náhodného vektoraY � BP (� 1; � 2; � )
má tvar

P[Y1 = y1; Y2 = y2] = e� (� 1+ � 2 � � )
min f y1 ;y2gX

i =0

� i

i !
(� 1 � � )(y1 � i )

(y1 � i )!
(� 2 � � )(y2 � i )

(y2 � i )!

= e� (� 1+ � 2 � � ) (� 1 � � )y1

y1!
(� 2 � � )y2

y2!

�
min f y1 ;y2gX

i =0

 
y1

i

! 
y2

i

!

i !

 
�

(� 1 � � )( � 2 � � )

! i

(2.1)

pre y1;y2 2 N0.

Dôkaz. Vyuºijeme vetu o úplnej pravdepodobnosti, kde si pomôºeme náhodnou
veli£inouX 0 z de�nície 2 a s£ítame cez v²etky moºné hodnoty. Následne vyuºijeme
de�níciu podmienenej pravdepodobnosti

P[Y1 = y1; Y2 = y2] =
1X

i =0

P[Y1 = y1; Y2 = y2; X 0 = i ]

=
1X

i =0

P[X 0 = i ]P[Y1 = y1; Y2 = y2jX 0 = i ]

=
1X

i =0

P[X 0 = i ]P[X 1 + X 0 = y1; X 2 + X 0 = y2jX 0 = i ]

=
1X

i =0

P[X 0 = i ]P[X 1 = y1 � i; X 2 = y2 � i ]: (2.2)
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Teraz vyuºijeme nezávislos´ náhodných veli£ínX 0; X 1 a X 2, a teda platí

P[Y1 = y1; Y2 = y2] =
1X

i =0

P[X 0 = i ]P[X 1 = y1 � i ]P[X 2 = y2 � i ]:

Ke¤ºe X 1 � Po(� 1 � � ) a X 2 � Po(� 2 � � ), musíme zabezpe£i´, ºey1 � i � 0 a
y2 � i � 0, inak by pravdepodobnos´ bola nulová. Teda indexi musí sp¨¬a´

i � minf y1; y2g:

Preto môºeme prepísa´ sumu nasledovne

P[Y1 = y1; Y2 = y2] =
min f y1 ;y2gX

i =0

P[X 0 = i ]P[X 1 = y1 � i ]P[X 2 = y2 � i ]:

Finálne uº len upravíme do ²tandardného tvaru s kombina£nými £íslami a dosta-
neme tvar (2.1).

V dôkaze tvrdenia 2 vidíme, pre£o poºadujeme parameter� 6= min f � 1;� 2g, aj
ke¤ hodnotu � = 0 pripú²´ame.

Simulácie z tohto rozdelenia pre zadané parametre sú jednoduché a priamo-
£iaré z de�nície 2.

Kon²trukt z de�nície 2 je jednoduché zov²eobecni´ pre dimenziud � 2. Nech
máme parametre� 1; � 2; : : : ; � d > 0, � 2 [0; minf � 1; � 2; : : : ; � dg) a nezávislé ná-
hodné veli£inyX 0; X 1; : : : ; X d, pre ktoré platí

X 0 � Po(� );

X i � Po(� i � � ); i = 1; : : : ;d:

Náhodný vektor Y = ( Y1; Y2; : : : ; Yd)> , ktorého prvky sp¨¬ajú

Yi = X i + X 0; i = 1; : : : ; d;

má d� rozmerné Poissonovo rozdelenie.

2.2 Dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie umoº-
¬ujúce negatívnu kovarianciu

Dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie z de�nície 2 umoº¬uje iba pozitívnu ko-
varianciu. To je v²ak ve©mi limitujúce, pretoºe v praxi môºeme pozorova´ aj dáta,
ktoré majú negatívnu kovarianciu. Preto si de�nujeme dvojrozmerné Poissonovo
rozdelenie, ktoré nás nebude obmedzova´ touto podmienkou. Táto de�nícia spolu
s vlastnos´ami je uvedená v £lánku Cui a Zhu (2018), strana 430, originálny kon-
cept pramení z £lánku Lakshminarayana a kol. (1999). Z tohto £lánku taktieº
preberáme nasledujúcu de�níciu.
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De�nícia 3. Nech � 1 > 0, � 2 > 0, c = 1 � e� 1 a � spl¬uje

j� j �
1

(1 � e� c� 1 )(1 � e� c� 2 )
:

Hovoríme, ºe náhodný vektorY = ( Y1; Y2)> , ktorý má pravdepodobnostnú funkciu
v tvare

f BP � (y1; y2) : = P[Y1 = y1; Y2 = y2]

=
� y1

1 � y2
2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 )

h
1 + �

�
e� y1 � e� c� 1

� �
e� y2 � e� c� 2

�i
; (2.3)

kde(y1; y2)> 2 N2
0, má dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie s moºnos´ou negatív-

nej korelácie medzi náhodnými veli£inamiY1 a Y2, zna£ímeY � BP � (� 1; � 2; � ).

Pri podrobnej²ej analýze sa v²ak ukazuje, ºe podmienka pre parameter�
v de�nícii 3 nezaru£uje nezápornosf́ BP � (y1; y2) pre v²etky � 1 > 0, pre v²etky
� 2 > 0 a pre v²etky (y1; y2)> 2 N2

0. Poznamenajme, ºe je to len nevyhnutná
podmienka, nie v²ak posta£ujúca. Ako príklad môºeme uvies´ pre vo©bu para-
metrov � 1 = 10, � 2 = 0:1 a � = 16. Podmienka pre� je z de�nície 3 splnená,
pretoºe j� j � 16:354. Problém, ale nastane ke¤ si zvolímey1 = 1 a y2 = 1, pre-
toºe dostanemef BP � (1; 1) < 0, £o samozrejme nie je prípustná hodnota, ke¤ºe
pravdepodobnos´ nemoºe by´ nikdy záporné £íslo. V de�nícii 3 nemáme správne
de�nované pravdepodobnostné rozdelenie, £o nás motivuje k formulácii a dôkazu
tvrdenia 3, ktoré správne ur£uje podmienku pre� . Autor nikde nepostrehol dis-
kusiu nevyhnutnej a odvodenie posta£ujúcej podmienky pre nezápornos´ pravde-
podobnostnej funkcie. Ich odvodenie je preto vlastný prínos práce.

Tvrdenie 3. Nech � 1 > 0, � 2 > 0, c = 1 � e� 1 a � spl¬uje

�
1

S+
� � �

1
S�

;

kde
S+ := max

n
A1A2; (1 � A1)(1 � A2)

o
;

S� := max
n

A1(1 � A2); A2(1 � A1)
o
;

A i := e� c� i 2 (0;1); i = 1;2:

Potom f BP � (y1; y2) � 0 pre v²etky (y1;y2)> 2 N2
0. Nech � 1 � � 2, potom platí

S� = A2(1 � A1) ; S+ =

8
<

:

(1 � A1)(1 � A2); ak A1 + A2 � 1;

A1A2; ak A1 + A2 � 1:

Dôkaz. Sta£í vy²etri´ nezápornos´ výrazu v hranatej zátvorke pre pravdepodob-
nostnú funkciu danú vz´ahom (2.3). Ozna£me

hi (y) := e� y � e� c� i = e� y � A i ; i = 1;2:

Funkciu hi (y) uvaºujeme ako funkciuy � 0. Pre kaºdéi je funkcia hi (y) klesajúca
funkcia y a nadobúda na intervale[0;1 ) maximálnu hodnotu hi (0) = 1 � A i > 0
a minimálnu hodnotu limy!1 hi (y) = � A i < 0, teda

hi (y) 2 [� A i ; 1 � A i ]:
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Sú£in P(y1;y2) := h1(y1) h2(y2) nadobúda svoje globálne minimumPmin a
globálne maximumPmax práve v hraniciach týchto intervalov

h1 h2 P = h1h2

1 � A1 1 � A2 (1 � A1)(1 � A2)
1 � A1 � A2 � A2(1 � A1)
� A1 1 � A2 � A1(1 � A2)
� A1 � A2 A1A2

:

„alej ozna£me

S+ := max
n

A1A2; (1 � A1)(1 � A2)
o
; S� := max

n
A1(1 � A2); A2(1 � A1)

o
:

Potom
Pmax = S+ ; Pmin = � S� :

Z nerovnosti 1 + � P (y1;y2) � 0 pre extrémne hodnotyPmax ;Pmin dostávame

�
1

S+
� � �

1
S�

;

£o je nutná aj posta£ujúca podmienka, abyf BP � (y1;y2) pravdepodobnostná fun-
kcia bola nezáporná pre v²etky(y1;y2)> 2 N2

0.
Pretoºe funkcia x 7! e� cx je klesajúca, z� 1 � � 2 plynie A1 � A2. Po£ítajme

hodnotu S� . Porovnajme sú£inyA1(1 � A2) a A2(1 � A1). Ke¤ºe A1 � A2 a
zárove¬1 � A1 � 1 � A2, dostávame

A1(1 � A2) � A2(1 � A1);

£iºe maximom jeA2(1 � A1). Pre hodnotu S+ dostávame, ºe rozdiel dvoch kan-
didátov je

(1 � A1)(1 � A2) � A1A2 = 1 � A1 � A2:

Ak A1 + A2 � 1, rozdiel je nezáporný a dostávameS+ = (1 � A1)(1 � A2). Ak
A1 + A2 � 1, rozdiel je záporný a dostávameS+ = A1A2.

Pre zaujímavos´ e²te uvedieme, ako sa pre vo©bu parametrov� 1 = 10 a � 2 =
0:1 zmenilo obmedzenie pre� . Z obmedzeniaj� j � 16:354 na základe pôvodnej
podmienky z de�nície 3 dostávame obmedzenie� 16:354� � � 1:067. Vidíme, ºe
na základe tvrdenia 3, ktoré správne de�nuje obmedzenie pre� , sa horná hranica
obmedzenia výrazne zmenila.

Ak poloºíme parameter� = 0, dostaneme zdruºenú pravdepodobnostnú fun-
kciu dvoch nezávislých náhodných veli£ín s Poissonovým rozdelením.

Pripome¬me, ºe ¤alej sme poºadovali, aby marginálne pravdepodobnostné
funkcie boli Poissonove, £o si sformulujeme do tvrdenia 4, ktorého podrobný dôkaz
je vlastným prínosom autora.

Tvrdenie 4. Nech Y = ( Y1; Y2)> � BP � (� 1; � 2; � ), potom Y1 � Po(� 1) a Y2 �
Po(� 2).
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Dôkaz. Dôkaz predvedieme preY1, pre Y2 je situácia symetrická. Nechy1 2 N0.
Marginálnu pravdepodobnos Ṕ[Y1 = y1] získame s£ítaním zdruºených pravdepo-
dobností cez v²etky moºné hodnotyy2

P[Y1 = y1] =
1X

y2=0

f BP � (y1; y2) =
1X

y2=0

� y1
1 � y2

2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 ) [1 + r (y1; y2)];

kde r (y1; y2) :=
h
�

�
e� y1 � e� c� 1

� �
e� y2 � e� c� 2

�i
. Ke¤ºe platí rovnos´

1X

y2=0

� y1
1 � y2

2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 ) =

� y1
1

y1!
e� � 1

pre dôkaz tvrdenia sta£í ukáza´, ºe

1X

y2=0

� y1
1 � y2

2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 )r (y1; y2) = 0 :

Ekvivalentne musí plati´

1X

y2=0

� y2
2

y2!

h�
e� y1 � e� c� 1

� �
e� y2 � e� c� 2

�i
= 0: (2.4)

Po úprave dostaneme

1X

y2=0

� y2
2

y2!
e� y1 e� y2 = e� y1 e� 2=e = e� 2=e� y1 ;

�
1X

y2=0

� y2
2

y2!
e� y1 e� c� 2 = � e� (y1+ c� 2 � � 2 ) = � e� 2=e� y1 ;

�
1X

y2=0

� y2
2

y2!
e� c� 1 e� y2 = � e� 2=e� c� 1 = � e(� 1 � e� 1+ � 2 )=e;

1X

y2=0

� y2
2

y2!
e� c� 1 e� c� 2 = e� c(� 1+ � 2 � � 2=c) = e(� 1 � e� 1+ � 2 )=e:

Z toho uº ©ahko vidíme, ºe výraz (2.4) má hodnotu0, pretoºe dvakrát pri£ítame
a od£ítame rovnaké výrazy. To je zárove¬ to, £o sme chceli dokáza´.

Z tvrdenia 4 plynie, ºe

1X

y1=0

1X

y2=0

f BP � (y1; y2) =
1X

y1=0

� y1
1

y1!
e� � 1 = 1:

ƒo zárove¬ spolu s podmienkou pre� z tvrdenia 3 ukazuje, ºef BP � (y1; y2) z de-
�nície 3 je dobre de�nované pravdepodobnostné rozdelenie naN2

0.

Sformulujeme tvrdenie, v ktorom pojednávame o momentoch náhodnéhoY
z rozdeleniaBP � . Tvrdenie £erpáme z £lánku Cui a Zhu (2018) zo strany 431, ale
prezentovaný dôkaz je vlastný.
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Tvrdenie 5. Majme náhodný vektorY = ( Y1; Y2)> � BP � (� 1; � 2; � ), kde� 1 > 0,
� 2 > 0, � sp¨¬a podmienku z tvrdenia 3 ac = 1 � e� 1. Potom platí

E[Y ] = ( � 1; � 2)> ;

Var[Y ] =

 
� 1 �c2� 1� 2e� c(� 1+ � 2 )

�c2� 1� 2e� c(� 1+ � 2 ) � 2

!

:

Dôkaz. Stredná hodnota vyplýva z marginálneho Poissonovho rozdelenia. Va-
ria£ná matica má na diagonále hodnoty� 1 a � 2, £o plynie z rozptylu Poissonovho
rozdelenia. Sta£í teda ukáza´, ºe kovarianciaY1 a Y2 má tvar

Cov[Y1;Y2] = �c2� 1� 2e� c(� 1+ � 2 ) :

Najprv po£ítajme E[Y1Y2] ako

E[Y1Y2] =
1X

y1=0

1X

y2=0

y1y2 f BP � (y1;y2)

=
1X

y1=0

1X

y2=0

y1y2
� y1

1 � y2
2

y1! y2!
e� (� 1+ � 2 )

| {z }
A

+ �
1X

y1=0

1X

y2=0

y1y2
� y1

1 � y2
2

y1! y2!
e� (� 1+ � 2 )

�
e� y1 � e� c� 1

� �
e� y2 � e� c� 2

�

| {z }
B

: (2.5)

Pre výraz A z vlastností Poissonovho rozdelenia triviálne platí

A = � 1� 2:

Na výpo£et £astiB pozorujeme, ºe výraz je separovate©ný, a preto môºeme zapísa´

B =

2

4
1X

y1=0

y1
� y1

1

y1!
e� � 1

�
e� y1 � e� c� 1

�
3

5

2

4
1X

y2=0

y2
� y2

2

y2!
e� � 2

�
e� y2 � e� c� 2

�
3

5 :

Pre ©ubovo©né� > 0 de�nujeme pomocnú funkciu

C(� ) =
1X

y=0

y
� y

y!
e� �

�
e� y � e� c�

�
: (2.6)

Tento výraz môºeme zapísa´ ako rozdiel dvoch stredných hodnôt

C(� ) = E
h
Y e� Y

i
� e� c� E[Y];

kde Y je náhodná veli£ina s Poissonovým rozdelením s parametrom� .
Pozorujeme, ºe h©adanú strednú hodnotu

E
h
Y e� Y

i
=

1X

y=0

y e� y � y

y!
e� � ;

môºeme prepísa´ ako

E
h
Y e� Y

i
=

1X

y=0

y
�
e� 1

� y � y

y!
e� � :
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Vyuºijeme pravdepodobnostnú generujúcu funkciu náhodnej veli£inyY s Po-
issonovým rozdelením s parametrom� , pripome¬me, ºe je daná vz´ahom

GY (t) = E
h
tY

i
=

1X

y=0

ty � y

y!
e� � = e� (t � 1):

Deriváciou pod©at získame

G0
Y (t) =

d
dt

�

e� (t � 1)
�

= � e � (t � 1):

Rovnako platí

G0
Y (t) =

d
dt

� 1X

y=0

ty � y

y!
e� �

�

=
1X

y=0

d
dt

�

ty � y

y!
e� �

�

=
1X

y=0

y t y� 1 � y

y!
e� � :

Z teórie mocninových radov dostávame

G0
Y (t) = � e � (t � 1) =

1X

y=0

y t y� 1 � y

y!
e� � :

Dosadenímt = e� 1 do vyjadrenia preG0
Y (t), máme

G0
Y (e� 1) =

1X

y=0

y
�
e� 1

� y� 1 � y

y!
e� � = � e � (e� 1 � 1):

Následne vynásobením hodnotoue� 1 získame poºadovaný vz´ah preE
h
Y e� Y

i

e� 1 G0
Y (e� 1) =

1X

y=0

y
�
e� 1

� y � y

y!
e� � = E

h
Y e� Y

i
:

Taktieº platí
E

h
Y e� Y

i
= � e � 1 e� (e� 1 � 1):

Teda

C(� ) = �e � 1e� (e� 1 � 1) � �e � c� : (2.7)

Vieme, ºe
e� c� = e� � (1� e� 1 ) = e� � + �e � 1

:

Týmto môºeme prepoji´ oba £leny v (2.7) a zapísa´

C(� ) = �e � � + �e � 1
�

e� 1 � 1
�

= � � c e � � + �e � 1
; (2.8)

kde sme vyuºili skuto£nos´, ºee� 1 � 1 = � (1 � e� 1) = � c.
Aplikovaním tohto vz´ahu pre � 1 a � 2 dostávame

C(� 1) = � � 1c e� � 1+ � 1e� 1
; C(� 2) = � � 2c e� � 2+ � 2e� 1

:

18



Ich sú£in je potom

B = C(� 1) C(� 2)

= c2 � 1� 2 e� � 1 � � 2+( � 1+ � 2 )e� 1
:

V²imnime si, ºe
e� � 1 � � 2+( � 1+ � 2 )e� 1

= e� c(� 1+ � 2 ) ;

pri£om c = 1 � e� 1. Teda

B = c2 � 1� 2 e� c(� 1+ � 2 ) :

Dosadíme výsledky £astíA a B do rovnice (2.5) a dostaneme

E[Y1Y2] = � 1� 2 + � c2 � 1� 2 e� c(� 1+ � 2 ) : (2.9)

Z de�nície kovariancie,

Cov[Y1;Y2] = E[Y1Y2] � E[Y1]E[Y2];

a ke¤ºeE[Y1]E[Y2] = � 1� 2, tým sme dokázali, ºe

Cov[Y1;Y2] = � c2 � 1� 2 e� c(� 1+ � 2 ) : (2.10)

Po odvodení vz´ahu pre kovarianciu sa pozrieme na vz´ah pre koreláciu. V li-
teratúre, z ktorej £erpáme je obmedzenie pre korela£ný koe�cient uvedený ne-
správne, vi¤ Cui a Zhu (2018) na strane 431 alebo Lakshminarayana a kol. (1999)
na strane 271. Chyba pramení v chybnom predpoklade pre� , ktoré sme v tejto
práci upravili a následne dokázali. Vz´ahy pre koreláciu spolu s dôkazom sú vlast-
ným prínosom autora.

Tvrdenie 6. NechY = ( Y1; Y2)> � BP � (� 1; � 2; � ), kde� 1 > 0, � 2 > 0, � spl¬uje
podmienku z tvrdenia 3 ac = 1 � e� 1. Potom korela£ný koe�cient náhodných
veli£ín Y1 a Y2 je

� :=
Cov[Y1;Y2]

q
Var[Y1] Var[Y2]

= � K; K := c2
q

� 1� 2 e� c(� 1+ � 2 ) :

Dôkaz. Z de�nície korelácie a následným dosadením kovariancie a rozptylov z tvr-
denia 5 dostaneme poºadovaný tvar.

Tvrdenie 7. NechY = ( Y1; Y2)> � BP � (� 1; � 2; � ), kde� 1 > 0, � 2 > 0, � spl¬uje
podmienku z tvrdenia 3 ac = 1 � e� 1. Potom korela£ný koe�cient náhodných
veli£ín Y1 a Y2 sp¨¬a

�
K
S+

� � �
K
S�

:

Maximálna hodnota pre korela£ný koe�cient� max je

� max < c := 0:6321:
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Minimálna hodnota pre korela£ný koe�cient� min , ktorá sa nadobúda pri hodnote
parametra � = � 1

S+
, je

� min =

8
>>><

>>>:

� c2
p

� 1� 2; ak A1 + A2 > 1;

� c2
p

� 1� 2
A1A2

(1 � A1)(1 � A2)
; ak A1 + A2 � 1;

kde
A i := e� c� i 2 (0;1); i = 1;2:

Dôkaz. Pouºitím vz´ahu � = �K z tvrdenia 6 a obmedzení pre� z tvrdenia 3
dostaneme

�
K
S+

� � �
K
S�

:

Teraz sa pozrieme na horné ohrani£enie. Bez ujmy na v²eobecnosti nech� 1 �
� 2, potom S� = A2(1 � A1) a s ozna£enímA i := e� c� i platí

K
S�

= c2
q

� 1� 2
A1A2

A2(1 � A1)
= c2

q
� 1� 2

A1

1 � A1
� c2� 1

A1

1 � A1
:

Zvo©mex := c� 1 > 0, potom A1 = e� x a funkcia

g(x) = c
x e� x

1 � e� x

má supremumlimx! 0 g(x) = c. Ke¤ºe x > 0, potom je maximálna hodnota
pre korela£ný koe�cient� max < c.

Pre dolné ohrani£enie� , ozna£me� min , z tvrdenia 3 platí � min = �
1

S+
, kde

S+ := max
n
A1A2; (1 � A1)(1 � A2)

o
:

Ke¤ºe � = �K , dostávame

� min = �
K
S+

= � c2
q

� 1� 2
A1A2

S+
:

Ak A1 + A2 > 1, je S+ = A1A2 a � min = � c2
p

� 1� 2.

Ak A1 + A2 � 1, je S+ = (1 � A1)(1 � A2), takºe

� min = � c2
q

� 1� 2
A1A2

(1 � A1)(1 � A2)
= � c2

q
� 1� 2

e� c(� 1+ � 2 )

(1 � e� c� 1 )(1 � e� c� 2 )
:

Tým je najmen²ia moºná hodnota korelácie� min odvodená v oboch prípadoch.

Kon²trukt BP � (� 1; � 2; � ) sa v literatúre nezov²eobec¬uje pre dimenziud > 2.
Autor to vníma ako príleºitos´ pre ¤al²ie skúmanie v iných prácach.

V tejto £asti sa pozrieme na ilustra£ný príklad zdruºených pravdepodobnost-
ných funkcií pre modelyBP (� 1; � 2; � ) a BP � (� 1; � 2; � ). Ukáºeme, ako vyzerajú
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zdruºené pravdepodobnostné funkcie pre pevne zvolené hodnoty parametrov� 1 a
� 2 a pre danú hodnotu kovariancie. Pre ú£ely ilustrácie volíme napríklad� 1 = 1,
� 2 = 1, � = 0:2 a � 1 = 1:2, � 2 = 0:8, � = 0:3. Pre modelBP (� 1; � 2; � ) vyuºívame
funkciu, ktorá má tvar (2.1). Na druhej strane pre modelBP � (� 1; � 2; � ), ktorý
roz²iruje pôvodný model o moºnos´ negatívnej závislosti, najprv vypo£ítame pa-
rameter � pod©a vz´ahu

� =
�

c2 � 1 � 2 e� c(� 1+ � 2 )
;

takým spôsobom, aby bola kovariancia oboch modelov rovnaká (rovná� ). Funkcia
pre model BP � (� 1; � 2; � ) potom vyuºíva korek£ný £len, £o vidíme v de�nícii 3
vo vz´ahu (2.3). Zárove¬ musia plati´ nutné a posta£ujúce podmienky pre� ,
ktoré sme odvodili.

Vytvoríme mrieºku zdruºených pravdepodobností pre hodnotyy1 a y2 v sta-
novenom rozsahu, a následne tieto hodnoty vykreslíme do 2D grafu. Cie©om je
týmto spôsobom vizuálne ilustrova´, ako sa zdruºená pravdepodobnostná funkcia
lí²i pre modely BP (� 1; � 2; � ) a BP � (� 1; � 2; � ) pri rovnakej marginálnej ²truktúre
a rovnakej kovariancii.

Obr. 2.1: Hodnoty zdruºenej pravdepodobnostnej funkcie s parametrami� 1 = 1,
� 2 = 1, � = 0:2: BP rozdelenie ©avý panel,BP � rozdelenie pravý panel

Z výsledných obrázkov 2.1 a 2.2 vidíme, ºe hoci obe rozdelenia disponujú rov-
nakými marginálnymi vlastnos´ami a majú zhodnú kovarianciu� (pri správnom
výbere � ), hodnoty zdruºenej pravdepodobnostnej funkcie nie sú úplne identické.
Na druhej strane majú zdruºené pravdepodobnosti (v rámci prípustných para-
metrov závislosti) ve©mi podobnú ²truktúru.

Ke¤ºe poznáme zdruºenú pravdepodobnostnú funkciu a marginálne pravde-
podobnostné funkcie rozdeleniaBP � (� 1; � 2; � ), ¤al²ím krokom je generovanie vek-
toru s týmto rozdelením. Tento postup je sformulovaný v Cui a Zhu (2018).
Zvo©me� 1; � 2 a � , ktoré sp¨¬ajú tvrdenie 3. Poznamenajme, ºeY1 � Po(� 1)
a podmienená pravdepodobnostná funkciap[y2jy1] má z de�nície podmienenej
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Obr. 2.2: Hodnoty zdruºenej pravdepodobnostnej funkcie s parametrami� 1 = 1:2,
� 2 = 0:8, � = 0:3: BP rozdelenie ©avý panel,BP � rozdelenie pravý panel

pravdepodobnosti tvar

p[y2jy1] := P[Y2 = y2jY1 = y1] =
P[Y1 = y1; Y2 = y2]

P[Y1 = y1]
:

V na²om prípade dostávame

p[y2jy1] =
� y2

2

y2!
e� � 2 [1 + � (e� y1 � e� c� 1 )(e� y2 � e� c� 2 )]:

Postup na generovanieY = ( Y1; Y2)> pre zadané hodnoty parametrov� 1; � 2; � je
nasledovný:

1. GenerujemeY1 � Po(� 1).

2. Generujeme náhodné £íslou z rovnomerného rozdeleniaU(0; 1).

3. Na základe hodnotyu ur£íme hodnotu Y2 nasledovne: Aku < p(0jY1),
potom Y2 = 0. Nech k � 1 je také, ºe

P k� 1
x=0 p(xjY1) � u <

P k
x=0 p(xjY1),

potom priradíme Y2 = k.

4. Vektor Y = ( Y1;Y2)> má poºadované rozdelenieBP � (� 1; � 2; � ):

Postup generovania vzoriek z rozdeleniaBP � (� 1; � 2; � ) je zaloºený na prin-
cípe podmieneného pravdepodobnostného rozdelenia a invertovanej transforma£-
nej metódy. Prvým krokom je generovanieY1 z Poissonovho rozdelenia s para-
metrom � 1. „al²ie kroky zah¯¬ajú generovanie Y2 na základe znalosti hodnoty
Y1. Tento krok vyuºíva rovnomerne rozdelené náhodné £íslou z intervalu (0; 1),
ktoré sa porovnáva s kumulatívnymi pravdepodobnos´ami

P k
x=0 p(xjY1), ktoré

odpovedajú podmienenej distribu£nej funkciiY2 pri danom Y1, aby sa ur£ila hod-
nota Y2. Metóda zaru£uje, ºe zdruºené rozdelenie(Y1; Y2)> odpovedá rozdeleniu
z de�nície 3.

Uvedieme si príklad simulovaných dát, kde budeme ma´ �xné� 1 = � 2 = 3 a
lí²i´ sa bude typ dvojrozmerného rozdelenia. Budeme uvaºova´ 2 typy rozdelenia
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BP (3;3;0:36), BP � (3;3;4:4), pri£om parametre� a � boli zvolené tak, aby mali
obidve rozdelenia rovnakú koreláciu. Výsledky simulácie pren = 10000, moºeme
sledova´ v tabu©ke 2.1 spolu s gra�ckým znázornením na obrázku 2.3.

bE[Y1] bE[Y2] dVar[Y1] dVar[Y2] dCov[Y1;Y2] dCorr[Y1;Y2]

BP (3,3,0.36) 2.991 2.994 3.039 3.015 0.374 0.123
BP � (3;3;4:4) 3.029 3.039 3.091 3.062 0.372 0.121

Tabu©ka 2.1: Výberové momenty pre simulované vzorkyn = 10000 z dvoch dvoj-
rozmerných Poissonových modelov

Obr. 2.3: Gra�cké porovnanie simulovanej vzorky z dvoch dvojrozmerných Pois-
sonových modelov:BP rozdelenie ©avý panel,BP � rozdelenie pravý panel

2.3 Dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie de�no-
vané pomocou kopúl

Kopuly sú ²peciálne funkcie v teórii pravdepodobnosti a ²tatistiky, ktoré umoº-
¬ujú modelovanie závislostí medzi náhodnými veli£inami. Sklarova veta (Sklar,
1959) poskytuje teoretický základ pre pouºívanie kopúl tým, ºe ukazuje, ako
moºno zdruºenú distribu£nú funkciu viacrozmerného náhodného vektora vyjadri´
pomocou jeho marginálnych distribu£ných funkcií a kopuly.

Matematicky je d-rozmerná kopula funkciaC : [0;1]d ! [0; 1], ktorá je zdru-
ºenou distribu£nou funkcioud-rozmerného náhodného vektora, kde kaºdá margi-
nálna distribúcia je rovnomerná na intervale[0;1]. Zo Sklarovej vety vyplýva, ºe
ak C je kopula aF a G sú marginálne distribu£né funkcie, potom funkcia

H (x; y) = C(F (x); G(y)) x;y 2 R

je zdruºená distribu£ná funkcia. Toto tvrdenie tieº platí v opa£nom smere, £o
znamená, ºe ak máme zdruºenú distribu£nú funkciuH a jej odpovedajúce margi-
nálne distribu£né funkcieF a G, vieme nájs´ kopuluC. Je dôleºité poznamena´,
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ºe táto kopula C je jednozna£ne ur£ená iba v prípade, ºeF a G sú absolútne
spojité funkcie. Ke¤ºe Sklarova veta platí aj vd rozmeroch, výsledky je moºné
roz²íri´ do d rozmerov.

De�nujeme si základný vz´ah, z ktorého z dvoch marginálnych distribu£ných
funkcií dostaneme zdruºenú distribu£nú funkciu za pomoci ©ubovo©nej kopulyC
s parametrom� .

De�nícia 4. Nech � 1; � 2 > 0, ozna£meF� i distribu£nú funkciu Po(� i ), kde i =
1; 2. NechC( �;�; � ) je kopula s parametrom� 2 
 � R. Nech vektorY = ( Y1; Y2)>

má zdruºenú distribu£nú funkciu danú vz´ahom

P[Y1 � m; Y2 � n] = C(F� 1 (m); F� 2 (n); � ) m;n 2 N0: (2.11)

Potom hovoríme, ºeY má dvojrozmerné Poissonovo rozdelenie s parametrami
� 1, � 2, � vytvorené kopulouC. Ozna£ujemeCBP (� 1; � 2; �; C ).

Sformulujeme tvrdenie, ktoré bude pojednáva´ o zdruºenej pravdepodobnost-
nej funkcii.

Tvrdenie 8. Nech Y = ( Y1;Y2)> má zdruºenú distribu£nú funkciu danú vz´a-
hom (2.11) z de�nície 4. Potom zdruºenú pravdepodobnostnú funkciu dostaneme
ako rozdiel zdruºených distribu£ných funkcií vo vhodných bodoch a to

P[Y1 = m; Y2 = n] = C(F� 1 (m); F� 2 (n); � ) � C(F� 1 (m � 1); F� 2 (n); � )

� C(F� 1 (m); F� 2 (n � 1); � ) + C(F� 1 (m � 1); F� 2 (n � 1); � ); (2.12)

kdem;n 2 N0.

Dôkaz. Tento vz´ah vyuºíva princíp inklúzie a exklúzie na kalkuláciu pravde-
podobnosti, ºeY1 = m a Y2 = n, £ím zoh©ad¬uje kumulatívne distribúcie a ich
vzájomné prekryvy a od£ítania. Tu je vysvetlenie jednotlivých £astí vz´ahu:

1. C(F� 1 (m); F� 2 (n); � ): Pravdepodobnos´, ºeY1 � m a Y2 � n. To zah¯¬a
v²etky kombinácie, kdeY1 je men²ie alebo rovném a Y2 je men²ie alebo rovnén.

2. C(F� 1 (m � 1); F� 2 (n); � ): Pravdepodobnos´, ºeY1 � m � 1 a Y2 � n.
Pomocou tohto termínu od£ítame prípady, kdeY1 je men²ie neºm (teda nezah¯¬a
m), ale Y2 je stále men²ie alebo rovnén.

3. C(F� 1 (m); F� 2 (n � 1); � ): Pravdepodobnos´, ºeY1 � m a Y2 � n � 1.
Podobne, pomocou tohto termínu od£ítame prípady, kdeY2 je men²ie neºn.

4. C(F� 1 (m � 1); F� 2 (n � 1); � ): Pravdepodobnos´, ºeY1 � m � 1 a Y2 � n � 1.
Pomocou tohto termínu pridáme spä´, to £o sme pomocou predchádzajúcich
dvoch termínov od£ítali dvakrát pre prekrývajúce sa oblasti.

Ukáºeme si, ako generujemeY = ( Y1; Y2)> z rozdeleniaCBP (� 1; � 2; �; C ) pre za-
dané hodnoty parametrov� 1; � 2; � a kopuluC. De�nujeme funkciu F � 1

� (u) preu 2
(0;1) ako

F � 1
� (u) := min

n
k 2 N0 : F� (k) � u

o
; (2.13)

kde F� je distribu£ná funkcia Poissonovho rozdelenia s parametrom� . Potom je
postup nasledovný:
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1. Vygenerujeme kopulový pár. Nech(U1;U2)> má zdruºené rozdelenie s dis-
tribu£nou funkciou ur£enou kopulouC a rovnomernými marginálami na in-
tervale (0;1).

2. Diskrétny inverzný krok. Pre kaºdéi = 1;2 ur£íme

Yi = F � 1
� i

(Ui ):

3. Vektor Y = ( Y1; Y2)> má poºadované rozdelenieCBP (� 1; � 2; �; C ):

Vysvetlíme si vy²²ie uvedený postup. Máme

P[U1 � x; U2 � y] = C(x; y; � ) x;y 2 (0;1):

Potom pre m; n 2 N0 platí

P[Y1 � m; Y2 � n] = P[F � 1
� 1

(U1) � m; F � 1
� 2

(U2) � n]

= P[U1 � F� 1 (m); U2 � F� 2 (n)]

= C(F� 1 (m); F� 2 (n); � ):

Ekvivalenciu F � 1
� (u) � m , u � F� (m) pre � > 0 ukáºeme detailnej²ie, ke¤ºe

F� nie je spojitá funkcia. Pre implikáciu smerom z©ava doprava) platí z de�nície
funkcie F � 1

�

F � 1
� (u)

| {z }
ku

� m ) u � F� (ku) = F� (F � 1
� (u))

F � je neklesajúca
� F� (m):

Pre implikáciu smerom zprava do©ava( platí

u � F� (m) ) ku je najmen²ie také £íslo a tedam � ku = F � 1
� (u):

Týmto sme ukázali, ºe postup generovania je správny.

V nasledujúcom príklade ponecháme marginálne parametre Poissonových roz-
delení �xné

(� 1;� 2)> 2 f (1;1)> ; (1:2;0:8)> g

a porovnávame tri kopulyC � Gaussovu, Frankovu a Claytonovu, viz prílohy A.2
a A.3. V²etkým trom sme nastavili rovnakú Kendallovu mieru závislosti� = 0:5
a vypo£ítali sme jednotlivé parametre kopúl

� Gauss � 0:7071; � Clayton = 2; � Frank � 5:736:

S týmito hodnotami sme pod©a vz´ahu (2.12) spo£ítali zdruºenú pravdepodob-
nostnú funkciu na mrieºkem;n 2 f 0;1;2;3;4+g, kde kategória 4+ agreguje v²etky
hodnoty � 4. Následne sme to zobrazili do obrázkov 2.4, 2.5, 2.6 a 2.7, ktoré ilus-
trujú, ºe rovnaké � nezaru£uje rovnakú spolo£nú distribúciu, aj ke¤ rozdiely sú
minimálne.
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Obr. 2.4: Hodnoty pravdepodobnostnej funkcie vytvorené rôznymi kopulami:
Frankova kopula ©avý panel, Gaussova kopula pravý panel

Obr. 2.5: Hodnoty pravdepodobnostnej funkcie vytvorené Claytonovou kopulou
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Obr. 2.6: Hodnoty pravdepodobnostnej funkcie vytvorené rôznymi kopulami:
Frankova kopula ©avý panel, Gaussova kopula pravý panel

Obr. 2.7: Hodnoty pravdepodobnostnej funkcie vytvorené Claytonovou kopulou
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3. Dvojrozmerný model
Poissonovskej autoregresie

V tejto kapitole sa budeme venova´ dvojrozmernému zov²eobecneniu modelu
INGARCH(1,1) . Prvý pokus zov²eobecneniaINGARCH(1,1) bol uvaºovaný v di-
zerta£nej práci Liu (2012). Prvotný model vyuºíval dvojrozmerné Poissonove roz-
delenie skon²truované pomocou trojrozmernej reduk£nej metódy, £o sme diskuto-
vali v £asti 2.1. Toto rozdelenie je obmedzené na kladnú kovarianciu, £o je v praxi
neposta£ujúce. Nasledujúce práce, napr. Cui a Zhu (2018), ukázali, ºe túto ne-
výhodu moºno odstráni´ vhodnou modi�káciou rozdelenia s korek£ným £lenom,
pri pouºití rozdelenia zavedeného v £asti 2.2. „al²í smer predstavujú kopulové
kon²trukcie popísané v práci Andreassen (2013). Za vlastný prínos autora moºno
povaºova´ predov²etkým zjednotenie v²etkých doteraz publikovaných prístupov
do v²eobecného rámcaBINGARCH(1,1) , ¤alej odvodenie globálnej podmienky
prípustnosti (3.6), ktorá pre rozdelenieBP � zaru£uje nezápornos´ pravdepodob-
nostnej funkcie aj pri negatívnej závislosti. Napokon autor formuluje uzavretý
analytický výraz pre varia£nú maticu (veta 7) spolu s jej dôkazom, a ¤alej po-
skytuje dôkaz pre nepodmienenú strednú hodnotu (3.7), hoci samotný výraz je
prevzatý z literatúry.

Niº²ie sformulovaný model pokrýva v²etky vy²²ie uvedené ²peci�kácie. Rozdiel
medzi nimi spo£íva výlu£ne vo vo©be podmieneného rozdeleniaGa interpreta£nom
význame parametra závislosti� .

De�nícia 5. ƒasový rad f Ytgt2 Z sa riadi dvojrozmerným Poissonovým
INGARCH modelom ozna£eným ako BINGARCH(1,1), pokia© pre kaºdét platí

Yt jF t � 1 � G (� t ; � ); � t = ( � t;1; � t;2)> = d + A� t � 1 + BY t � 1; (3.1)

kde � 2 � � R, d = ( d1; d2)> 2 R2
+ a matice A ; B majú rozmery 2 � 2 s ne-

zápornými prvkami. RozdelenieG(� ; � ) je dvojrozmerné rozdelenie naN0 � N0

s vektorom stredných hodnôt� = ( � 1; � 2)> a marginálnymi Poissonovými rozde-
leniami s parametrami � 1; � 2 a parametrom závislosti� .

Je zrejmé, ºe z de�nície 5 vyplýva, ºeYt;i jF t � 1 � Po(� t;i ) i = 1;2.
Poznamenajme, ºe v de�nícii 5 uvaºujeme� t ako lineárnu funkciu� t � 1 a Yt � 1.

V²eobecne by sa mohlo uvaºova´, ºe� t je de�novaná ©ubovo©nou nelineárnou
funkciou. Takéto prípady v práci uvaºova´ nebudeme.

Za rozdelenieG(� ; � ), ktoré sp¨¬a v²etky podmienky z de�nície 5, môºeme
uvaºova´ napríklad rozdeleniaBP (� 1; � 2; � ), BP � (� 1; � 2; � ) de�nované v predo²-
lej kapitole alebo ©ubovo©né rozdelenie modelované ©ubovo©nou kopulouC s Po-
issonovými marginálmi s pravdepodobnostnou funkciou s tvarom (2.12), ktorý
zna£ímeCBP (� 1; � 2; �; C ). Poznamenajme, ºe� je v týchto prípadoch postupne
� , � alebo� .

3.1 Prípustné hodnoty parametru závislosti

Pre G(� t ; � ) = BP (� t;1; � t;2; � ) musí by´ splnená8t nerovnos´ � t;1;� t;2 � � ,
aby boli splnené predpoklady de�nície 2. Zo vz´ahu (3.1) vieme vyjadri´ nasle-
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dujúci vz´ah pre � t . Pre £ast � 2 dostávame

� t � 2 = d + A� t � 3 + BY t � 3:

ƒo vieme následne pouºi´ vo vz´ahu pret � 1 a t, £ím dostaneme

� t � 1 = d + A (d + A� t � 3 + BY t � 3) + BY t � 2;

� t = d + A (d + A (d + A� t � 3 + BY t � 3) + BY t � 2) + BY t � 1:

Po úpravách potom platí

� t = ( I 2 + A + A 2)d + A 3� t � 3 + BY t � 1 + ABY t � 2 + A 2BY t � 3;

kde symbolI 2 ozna£uje jednotkovú maticu s rozmermi2 � 2. Aplikáciou analo-
gických úprav dostaneme pre ©ubovo©nél � 1 vz´ah

� t = ( I 2 + A + � � � + A l � 1)d + A l � t � l +
l � 1X

k=0

A kBY t � k� 1:

Ozna£me symbolom� (A ) najvä£²ie vlastné £íslo maticeA v absolútnej hod-
note. V knihe Lütkepohl (2005) na strane 657, máme uvedené, ºe ak platí� (A ) <
1, potom A l ���!

l !1
0 a

P 1
l=0 A l = ( I 2 � A )� 1 existuje. To vyuºijeme pri odvodení

nasledujúceho vz´ahu. Nech platí� (A ) < 1, potom limitným prechodom l ! 1
dostaneme vz´ah

� t = ( I 2 + A + A 2 : : : )d +
1X

k=0

A kBY t � k� 1

= ( I 2 � A )� 1d +
1X

k=0

A kBY t � k� 1: (3.2)

Ke¤ºe druhý £len v (3.2) je vektor s nezápornými zloºkami, potom platí po zloº-
kách � t � (I 2 � A )� 1d pre kaºdé t. Táto nerovnos´ je uvedená aj v Liu (2012)
na strane 104. Pokia© teda� (A ) < 1 a platí � < minf (I 2 � A )� 1dg potom bude
skuto£ne plati´ poºadovaný vz´ah� < � t;i ; i = 1; 2 a máme dobre de�nované
podmienené rozdelenie pre kaºdét.

Teraz sa pozrieme na globálne obmedzenie parametra� pre model s podmie-
neným rozdelenímG(� t ; � ) = BP � (� t;1; � t;2; � ). Nech

� t =

 
� t;1

� t;2

!

; � := ( I 2 � A )� 1d =

 
� 1

� 2

!

;

kde pri � (A ) < 1 platí

� t � � () � t;1 � � 1; � t;2 � � 2; 8t 2 Z: (3.3)

Pre parametre podmieneného rozdeleniaBP � (� t;1;� t;2;� ) zavádzame

A i (t) := e� c� t;i ; A i := e� c� i ; c := 1 � e� 1:

Z monotónnosti exponenciály (3.3) implikujeA i (t) � A i pre i = 1;2 a kaºdé t.
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De�nujme kon²tanty

S+ := max
n
A1A2; (1 � A1)(1 � A2)

o
; (3.4)

S� := max
n
A1(1 � A2); A2(1 � A1)

o
: (3.5)

Ak platí

�
1

S+
� � �

1
S�

; (3.6)

potom pre v²etky realizácie procesu� t je podmienená pravdepodobnostná funkcia
BP � (� t;1; � t;2; � ) nezáporná, t. j. modelBINGARCH (1;1) je korektne de�novaný.

Pod©a tvrdenia 3 je na nezápornosB́P � (� t;1; � t;2; � ) potrebné a posta£ujúce,
aby

�
1

S+ (� t;1; � t;2)
� � �

1
S� (� t;1; � t;2)

; 8t;

kde S� sú de�nované ako v tvrdení 3, kdeA i nahradí výraz A i (t). Z (3.3) a
z de�nícií (3.4)�(3.5) plynie

S+ (� t;1; � t;2) � S+ ; S� (� t;1; � t;2) � S� ; 8t:

Ak � sp¨¬a pevné ohrani£enie (3.6), je automaticky v dovolenom intervale kaºdej
dvojice (� t;1; � t;2)> .

Vz´ah (3.6) je analógiou podmienky� < minf (I 2 � A )� 1dg pre rozdelenie
BP (� t;1; � t;2; � ). Pri rastúcich � i sa interval pre� roz²iruje a model povo©uje silnej-
²iu pozitívnu aj negatívnu závislos´. Táto podmienka sa neobjavuje ani v £lánku
Cui a Zhu (2018), ani v ºiadnej inej dostupnej literatúre, takºe ide o vlastný
prínos práce.

Nakoniec e²te kon²tatujme, ºe pokia© budeme uvaºova´ rozdelenie v tvare
(2.11) cez kopuluC s parametrom� dostávame pre ©ubovo©né� 1; � 2 > 0 dobre
de�nované diskrétne rozdelenie. Preto v de�níciiBINGARCH modelu nie je
nutné nijako obmedzova´ parameter� .

3.2 Existencia stacionárneho rie²enia

Bude nás zaujíma´, pre aké hodnoty parametrov existuje stacionárny proces,
ktorý sa riadi príslu²ným BINGARCH (1;1) modelom. Tento problém zatia©,
ºia©, nebol skúmaný v úplne v²eobecnej podobe. Známe sú len £iastkové výsledky
pre rôzne konkrétne rozdeleniaG. V tejto sekcii tieto výsledky zhrnieme. Predtým
ako si sformulujeme vetu o stacionarite modelu, musíme zade�nova´p-indukovanú
normu v²eobecnej maticeQ 2 Rm� n .

De�nícia 6. Pre maticu Q 2 Rm� n a parameterp, ktorý môºe nadobúda´ hodnoty
1 � p � 1 , de�nujeme p-indukovanú normu ako

kQkp = max
x 6=0

kQx kp

kx kp

;

kdekx kp je p-norma vektorax 2 Rn .
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Nech Q = ( qij )m;n
i =1 ;j =1 , potom pre ²peciálny prípad p = 1 je kQk1 maximum

z hodnôt sú£tu prvkov v absolútnej hodnote v jednotlivých st¨pcoch

kQk1 = max
1� j � n

mX

i =1

jqij j:

Naopak pre p = 1 je kQk1 maximum z hodnôt sú£tu prvkov v absolútnej
hodnote v jednotlivých riadkoch

kQk1 = max
1� i � m

nX

j =1

jqij j:

Pre prípad p = 2 je kQk2 spektrálna norma maticeQ, ktorej hodnota je najvä£-
²ie singulárne £íslo maticeQ. Pre v²etky detaily odporú£ame pozrie´ publikáciu
Petersen a Pedersen (2012).

Sformulujeme dôleºitú vetu, ktorá hovorí o stacionarite a ¤al²ích vlastnostiach
modelu (3.1). Pre dôkaz a podrobnej²ie detaily odporú£ame Liu (2012) a Cui a
Zhu (2018).

Veta 4. Predpokladajme model(3.1), kde rozdelenieG(� ; � ) je BP (� 1; � 2; � ) alebo
BP � (� 1; � 2; � ) a platí � < minf (I 2 � A )� 1dg alebo(3.6).

1. Ak platí � (A + B ) < 1, potom existuje stacionárne rie²enie modelu(3.1).
Navy²e, akkA kp < 1 pre nejaké1 � p � 1 , potom je stacionárne rie²enie
dané jednozna£ne.

2. Ak kA kp + 2 (1� 1=p)kB kp < 1 pre nejaké1 � p � 1 , potom existuje jedno-
zna£né stacionárne rie²enie modelu(3.1).

Teraz si sformulujeme podmienky, ktoré musia plati´ pre kopuluC, aby existo-
valo stacionárne rie²enie modelu (3.1), kdeG(� ; � ) = CBP (� 1; � 2; �; C ), uvedené
v dizerta£nej práci Andreassen (2013), strana 65. Ozna£me nasledujúce predpo-
klady vz´ahujúce sa k rozdeleniu z de�nície 4:

(C1) C(u; v; � ) je symetrická v u a v.

(C2) ui 7! C(u1; u2; � ) je diferencovate©ná na(0; 1) pre i = 1; 2.

(C3) ui 7! @
@uj

C(u1; u2; � ) je spojitá na[0;1] a diferencovate©ná na(0; 1) pre i; j =
1; 2.

(C4) 8 � 2 
 existuje kon²tanta 0 < K � < 1 taká, ºe pre kaºdé i 6= j platí
@2

@ui @uj
C(u1; u2; � ) � K � 8 u1; u2 2 (0; 1).

Poznamenajme, ºe tieto predpoklady sú splnené pre Archimedovské kopuly, £o je
uvedené v Nelsen (2006). „alej sformulujeme dôleºitú vetu, ktorá vyuºíva pred-
poklady (C1)�(C4). Je uvedená v práci Andreassen (2013) na strane 65.

Veta 5. Predpokladajme, ºe pre kopulu C sú splnené predpoklady (C1)�(C4) a
máme d; A ; B s nezápornými prvkami. Potom veta 4 platí pre model(3.1), kde
G(� ; � ) = CBP (� 1; � 2; �; C ).
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3.3 Momenty

V tejto sekcii sa pozrieme na nepodmienené momenty stacionárnej £asovej
rady, ktorá sa riadi modelom (3.1). Vlastným prínosom autora je dôkaz vety 6
a analytické vyjadrenie nepodmienenej rozptylovej matice, t.j. veta 7, spolu s jej
dôkazom.

Veta 6. Nech platí predpoklad vety 4 £as´ 1 a nechf Ytgt2 Z je príslu²né staci-
onárne rie²enie modelu(3.1) s kone£nou strednou hodnotou. Potom platí

� := E[Yt ] = ( I 2 � A � B )� 1d: (3.7)

Dôkaz. Pre nepodmienenú strednú hodnotu platí

� = E[Yt ] = E [E[Yt jF t � 1]] = E[� t ]

= E[d + A� t � 1 + BY t � 1] = d + A� + B�

= ( I 2 � A � B )� 1d:

Predposledná rovnos´ výplyva za predpokladu stacionarity procesu a z rovnice
� = d + A� + B� dostávame poºadovaný vz´ah.

E²te ukáºeme invertibilitu matice I 2 � A � B . Z predpokladov platí

� (A + B ) < 1:

Ozna£me� 1; � 2 vlastné £ísla maticeA + B a v1;v2 vlastné vektory matice
A + B . Potom platí

(A + B )v i = � i v i ; i = 1;2:

Pre tieto vlastné vektory v i platí

(I 2 � A � B )v i = (1 � � i )v i :

T. j. vlastné £ísla maticeI 2 � A � B sú 1 � � 1 a 1 � � 2. Ke¤ºe j� i j < 1
pre i = 1;2, dostávame1 � � i 6= 0. šiadne vlastné £íslo sa nerovná nule, a preto

det
�
I 2 � A � B

�
6= 0;

£o znamená, ºe maticaI 2 � A � B je regulárna, a teda invertibilná. Tým je dôkaz
úplný.

Veta 7. Nech platí predpoklad vety 4 £as´ 1 a nechf Ytgt2 Z je príslu²né staci-
onárne rie²enie modelu(3.1) s kone£nou varia£nou maticou. Potom vieme ne-
podmienenú rozptylovú maticu vyjadri´ analyticky v tvare

Var[Yt ] = � Y =
1X

k=0

(A + B )k BV B >
�
A > + B >

� k
+ V ;

kdeV := E[Var[Yt jF t � 1]].
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Dôkaz. Postupujeme v istom zmysle podobne ako v dôkazoch viet 2 a 3, pri£om
vychádzame zo vz´ahu o varia£ných maticiach, z ktorého platí

Var[Yt ] = E[Var[Yt jF t � 1]] + Var[ E[Yt jF t � 1]]

= E[Var[Yt jF t � 1]] + Var[ � t ]

= E[Var[Yt jF t � 1]] + A Var[� t � 1]A > + B Var[Yt � 1]B >

+ A Cov[� t � 1;Yt � 1]B > + B Cov[Yt � 1; � t � 1]A >

= E[Var[Yt jF t � 1]] + A Var[� t � 1]A > + B Var[Yt � 1]B >

+ A Cov[� t � 1;Yt � 1]B > + ( A Cov[� t � 1;Yt � 1]B > )> :

Pre kovaria£nú maticu medzi� t � 1 a Yt � 1 dostávame vz´ah

Cov[� t � 1;Yt � 1] = E[� t � 1Y >
t � 1] � E[� t � 1](E[Yt � 1])>

= E[� t � 1Y >
t � 1] � �� > ;

kde � je daná vz´ahom (3.7).
Ke¤ºe � t � 1 je funkcia podmienkyF t � 2 dostávame

E[� t � 1Y >
t � 1] = E[E[� t � 1Y >

t � 1jF t � 2]] = E[� t � 1E[Y >
t � 1jF t � 2]]

= E[� t � 1� >
t � 1] = Var[ � t � 1] + �� > :

Zo stacionarity platí Var[Yt ] = Var[ Yt � 1] a Var[� t ] = Var[ � t � 1]. „alej ozna£me
� � := Var[ � t ], � Y := Var[ Yt ] a V := E[Var[Yt jF t � 1]], potom platí

� � = A � � A > + B � Y B > + A � � B > + B � � A >

a zárove¬ musí plati´
� Y = V + � � :

Z toho dostávame

B � Y B > = � � � A � � A > � A � � B > � B � � A > = BV B > + B � � B > :

Po úprave dostaneme

� � � (A + B ) � � (A + B )> = BV B > :

Na analytické odvodenie vz´ahu vyuºijeme Lyapunovu rovnicu A.1, v zmysle
zna£eniaA = ( A + B ), X = � � , Q = BV B > , z ktorej za predpokladu� (A +
B ) < 1 dostávame

� � =
1X

k=0

(A + B )k BV B >
�
A > + B >

� k
:

Finálne dostávame

Var[Yt ] = � Y =
1X

k=0

(A + B )k BV B >
�
A > + B >

� k
+ V :
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Napríklad pre rozdelenieG(� t ; � ) = BP (� t;1; � t;2; � ) z de�nície 2 má matica
V = E[Var[Yt jF t � 1]] z vety 7 tvar

E

" 
� t;1 �
� � t;2

!#

=

 
� 1 �
� � 2

!

;

kde hodnoty � 1 a � 2 sú prvkami vektora nepodmienenej strednej hodnoty� ,
daného vz´ahom (3.7). Ak by sme chceli vyjadri´ maticuV pre G(� t ; � ) =
BP � (� t;1; � t;2; � ), potrebovali by sme vedie´ vyjadri´

V = E

" 
� t;1 �c2� t;1� t;2e� c(� t; 1+ � t; 2 )

�c2� t;1� t;2e� c(� t; 1+ � t; 2 ) � t;2

!#

=

0

@
� 1 E

h
�c2� t;1� t;2e� c(� t; 1+ � t; 2 )

i

E
h
�c2� t;1� t;2e� c(� t; 1+ � t; 2 )

i
� 2

1

A ;

kde hodnoty � 1 a � 2 sú prvkami vektora nepodmienenej strednej hodnoty� , da-
ného vz´ahom (3.7). VýrazE

h
�c2� t;1� t;2e� c(� t; 1+ � t; 2 )

i
je nelineárny, takºe výpo£et

bude ve©mi zloºitý.
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4. Odhad parametrov
V tejto kapitole sa venujeme problematike odhadu parametrov v rámci mo-

delu (3.1). Na²ím cie©om je zhrnú´ a systematicky usporiada´ známe výsledky
z literatúry, ktoré sa týkajú (kvázi-)maximálne vierohodnostného odhadu a jeho
asymptotických vlastností. Sústre¤ujeme sa najmä na prípady, ktoré sú relevantné
pre jednotlivé typy podmienených rozdelení, s ktorými sa v práci zaoberá. Zdôraz-
¬ujeme, ºe formulácia vlastných dôkazov alebo úplne nových teoretických tvrdení
by presahovala rámec tejto práce � preto vychádzame z existujúcich vedeckých
publikácií a výsledkov. Za vlastný prínos v tejto kapitole povaºujeme detailnej²í
rozpis asymptotickej varia£nej matice, zjednotenie zna£enia a doplnenie niekto-
rých predpokladov.

4.1 Maximálna vierohodnos´ (MLE)

Nech máme realizáciuY1; : : : ;Yn zo stacionárneho procesuf Ytgt2 Z, Yt =
(Yt;1;Yt;2)> , ktorý sp¨¬a model v tvare (3.1) s podmieneným rozdelenímG(� t ;� )
z de�nície 5. Neznáme parametre zoradíme do vektora

! = ( d1; a11; a12; b11; b12; d2; a21; a22; b21; b22; � )> = ( ! 1; : : : ; ! 11)> :

Skuto£nú hodnotu budeme ozna£ova´

! 0 = ( d0
1; a0

11; a0
12; b0

11; b0
12; d0

2; a0
21; a0

22; b0
21; b0

22; � 0)> :

Ozna£ujemeg(y ; � ; � ) = P[Y = y ] pre Y � G (� ; � ), kde y 2 N2
0, � 2

R2
+ a � 2 � � R. Takºe g(y ; � ; � ) je pravdepodobnostná funkcia rozdelenia

G(� ; � ) pre model z de�nície 5 s parametrami� = ( � 1;� 2)> a � . Pre rozdelenie
BP (� 1; � 2; � ) má g(y ; � ; � ) tvar

g(y ; � ; � ) = e� (� 1+ � 2 � � ) (� 1 � � )y1

y1!
(� 2 � � )y2

y2!

�
min f y1 ;y2gX

i =0

 
y1

i

! 
y2

i

!

i !

 
�

(� 1 � � )( � 2 � � )

! i

: (4.1)

Pre rozdelenieBP � (� 1; � 2; � ) dostávame tvar

g(y ; � ; � ) =
� y1

1 � y2
2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 )

h
1 + �

�
e� y1 � e� c� 1

� �
e� y2 � e� c� 2

�i
; (4.2)

kde c = 1 � e� 1. Pre rozdelenie z de�nície 4 máme tvar

g(y ; � ; � ) = C(F� 1 (y1); F� 2 (y2); � ) � C(F� 1 (y1 � 1); F� 2 (y2); � )

� C(F� 1 (y1); F� 2 (y2 � 1); � ) + C(F� 1 (y1 � 1); F� 2 (y2 � 1); � ): (4.3)
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Zdruºené rozdelenieY1; : : : ;Yn podmienené� 1 má tvar

P[Y1 = y1; : : : ;Yn = yn j� 1] = P[Y1 = y1j� 1]P[Y2 = y2; : : : ;Yn = yn jY1 = y1; � 1]

= P[Y1 = y1j� 1]
nY

t=2

P[Yt = y t jYt � 1 = y t � 1; : : : ; � 1]

= P[Y1 = y1j� 1]
nY

t=2

P[Yt = y t j� t ]

=
nY

t=1

P[Yt = y t j� t ]: (4.4)

Tvar zdruºenej pravdepodobnostnej funkcie podmienenej na� 1 sme odvodili po-
stupným podmie¬ovaním. Platí, ºe� t je jednozna£ne ur£ená hodnotami� t � 1 a
Yt � 1. Pokia© vieme hodnotuY1 a � 1, vieme aj hodnotu� 2. Následne po tom, £o
viemeY2 a zárove¬� 2, dostaneme� 3 a tak ¤alej.

Zo vz´ahu (4.4) plynie, ºe podmienená vierohodnostná funkcia má tvar

L(! ) =
nY

t=1

g(Yt ; � t (! ); � ):

Hodnotu � 1 ale v praxi nepoznáme, takºe si zvolíme po£iato£nú hodnotu�~1 a
následne rekurzívne dopo£ítame

�~t = �~t (! ) = d + A �~t � 1(! ) + B Yt � 1; t = 2; : : : ;n:

Potom sa pracuje s podmienenou logaritmickou vierohodnos´ou, ktorá má tvar

~̀(! ) =
nX

t=1

logg(Yt ; �~t (! ); � ):

Maximálne vierohodný odhad dostaneme ako

!̂ n = arg max
! 2 �

~̀(! );

kde � = f ! 2 R11 : existuje stacionárne rie²enie modeluBINGARCH (1;1)g.

Teraz sa pozrieme na konzistenciu a asymptotickú normalitu pre maximálne
vierohodný odhad parametrov modelu (3.1), kdeG(� t ; � ) = BP (� t;1; � t;2; � ). Vý-
sledok formulujeme pre maticuA , ktorá je diagonálna, £erpáme z £lánku Lee
a kol. (2018) na strane 55 a 56. Pre úplne v²eobecný prípad autor nena²iel ºiadne
publikácie.

Veta 8. Nech máme model(3.1), kde je G(� t ; � ) = BP (� t;1; � t;2; � ) a A je dia-
gonálna. Predpokladajme, ºe pre kaºdé! 2 � sú splnené nasledujúce podmienky
regularity:

1. ! 0 2 int (� 0) � � , kde � 0 je kompakt a int() ozna£uje vnútro mnoºiny.

2. Matica B má plnú hodnos´.

3. Platí � < minf (I 2 � A )� 1dg.
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4. Je splnený bod 2 vety 4.

Potom p
n

�
!̂ n � ! 0

�
D�! N

�
0; J � 1(! 0)

�
; n ! 1 ;

kde

J(! 0) := E
� @t̀ (! 0)

@!
@t̀ (! 0)

@! >

�

= � E
� @2` t (! 0)

@! @! >

�

;

kde ` t (! ) = log g(Yt ; � t (! ); � ) a g(Yt ; � t (! ); � ) má tvar (4.1).

Rovnako nás zaujíma konzistencia a asymptotická normalita pre maximálne
vierohodný odhad parametrov modelu (3.1), kdeG(� t ; � ) = BP � (� t;1; � t;2; � ).
ƒerpáme z £lánku Cui a Zhu (2018) na stranách 433 a 434. Av²ak upravili sme
obmedzenie pre parameter� .

Veta 9. Nech máme model(3.1), kde je G(� t ; � ) = BP � (� t;1; � t;2; � ). Predpokla-
dajme, ºe pre kaºdé! 2 � sú splnené nasledujúce podmienky regularity:

1. ! 0 2 int (� 0) � � , kde � 0 je kompakt a int() ozna£uje vnútro mnoºiny.

2. Matice A a B majú plnú hodnos´.

3. Je splnená podmienka pre parameter� daná vz´ahom(3.6).

4. Je splnený bod 2 vety 4.

Potom p
n

�
!̂ n � ! 0

�
D�! N

�
0; J � 1(! 0)

�
; n ! 1 ;

kde

J(! 0) := E
� @t̀ (! 0)

@!
@t̀ (! 0)

@! >

�

= � E
� @2` t (! 0)

@! @! >

�

;

kde ` t (! ) = log g(Yt ; � t (! ); � ) a g(Yt ; � t (! ); � ) má tvar (4.2).

Teraz sa budeme venova´ výpo£tu asymptotickej varia£nej matice. Pôvodný
parametrický vektor ! = ( ! 1; : : : ; ! 11)> má 11 zloºiek. Posledná z nich neovp-
lyv¬uje rekurzívnu dynamiku podmienených stredných hodnôt� t , ale vstupuje
priamo do tvaru podmieneného rozdelenia. Preto je vhodné rozdeli´

! =
�

 >
|{z}

10 param.

; �
� >

;  = ( d1; a11; a12; b11; b12; d2; a21; a22; b21; b22)>:

Vektor  obsahuje parametre, ktoré vplývajú na rekurziu� t . Skalár � je dis-
tribu£ný parameter, kde pre rozdelenieBP máme � = � a pre rozdelenieBP �

dostávame� = � .
Budeme pouºíva´ re´azcové pravidlo pre výpo£et derivácií. Log-vierohodnos´

jedného pozorovania je

` t (! ) = log g(Yt ; � t ( );� );
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kde sa podmienená stredná hodnota vyvíja pod©a

� t ( ) = d + A � t � 1( ) + B Yt � 1:

Pozorujeme, ºè t závisí od iba prostredníctvom� t . Pre  i (i = 1; : : : ; 10) preto
platí

@t̀

@ i
=

2X

k=1

@t̀

@�t;k| {z }
�vnútorná� derivácia

�
@�t;k
@ i| {z }

�vonkaj²ia� derivácia

: (4.5)

Pre parciálne derivácie budeme pouºíva´ skrátený zápis

@� t;i ` t :=
@t̀

@�t;i
; i = 1;2; @ j ` t :=

@t̀

@ j
; j = 1; : : : ;10; @� ` t :=

@t̀

@�
:

Ozna£me gradient pod©a ako

r  ` t :=
�
@ 1 ` t ; : : : ;@ 10 ` t

� >
2 R10:

Ozna£me gradient pod©a� t ako

r � ` t :=
�
@� t; 1 ` t ;@� t; 2 ` t

� >
2 R2:

„alej budeme Jacobiho maticu rekurzie ozna£ova´ nasledovným tvarom

D t :=
@� t

@ >
=

 
@ 1 � t;1 : : : @ 10 � t;1

@ 1 � t;2 : : : @ 10 � t;2

!

2 R2� 10:

Potom re´azcové pravidlo (4.5) získava elegantnú formu a skóre pre vektor je

s ;t := r  ` t = D >
t r � ` t : (4.6)

Pre £as´ asymptotickej varia£nej matice platíJ   = E
h
s ;t s>

 ;t

i
: Dosadením zas ;t

dostávame

J   = E
�

r  ` t r  `>
t

�

= E
�

D >
t r � ` t r � `>

t D t

�

:

Pre parameter� vznikne samostatný skalárny prvok

s�;t := @� ` t =
@
@�

logg(Yt ; � t ( ); � ); J�� = E
h
s2

�;t

i
:

Skóre jedného pozorovania je

st (! ) :=
@t̀ (! )

@!
=

0

B
B
B
@

@t̀

@ 
@t̀

@�

1

C
C
C
A

=

 
D >

t r � ` t

@� ` t

!

2 R11:

Asymptotická varia£ná matica má tvar

J(! ) = E
h
st (! ) st (! )>

i
= E

� @t̀ (! )
@!

@t̀ (! )
@! >

�

:
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Pretoºe � t nezávisí od� , bloky J   a J�� leºia na diagonále aJ je blokovo dia-
gonálna

J(! ) =

 
J   010� 1

01� 10 J��

!

:

Pre odhad asymptotickej varia£nej matice by sme nahradiliE[�] výberovým
priemerom, skuto£né hodnoty parametrov nahradíme ich odhadmi a` t (! ) nahra-
díme ~̀

t (! ).

Autorovi sa nepodarilo nájs´ ºiadne publikované výsledky, ktoré by sa ve-
novali konzistencii a asymptotickej normalite maximálne vierohodného odhadu
pre model (3.1), kdeG(� ; � ) = CBP (� 1; � 2; �; C ).

4.2 Kvázi-maximálna vierohodnos´ (QMLE)

V praxi sa £asto pouºíva na odhad parametrov pri komplikovanej²ích mode-
loch kvázi-maximálna vierohodnos´ na zníºenie výpo£tovej náro£nosti. Pri kvázi-
maximálnej vierohodnosti pouºijeme namiesto skuto£nej vierohodnosti pre odhad
vierohodnos´, ktorá je skon²truovaná za predpokladu podmienenej nezávislosti
(pri danom F t � 1). Potom má g(y ; � ; � ) tvar

g(Q)(y ; � ) =
� y1

1 � y2
2

y1!y2!
e� (� 1+ � 2 ) :

Kvázi-vierohodnostná funkcia má tvar

L (Q)( ) =
nY

t=1

g(Q)(Yt ; � t ( )) :

Potom pracujeme s podmienenou logaritmickou kvázi-vierohodnos´ou, ktorá
má tvar

~̀(Q)
( ) =

nX

t=1

logg(Q)(Yt ; �~t ( )) :

A následne kvázi-maximálne vierohodný odhad dostaneme ako

!̂ (Q)
n = arg max

 2 	

~̀(Q)
( );

kde 	 = f  2 R10 : existuje stacionárne rie²enie modeluBINGARCH (1;1)g.
Podobnou metódou na odhad parametrov sa zaoberali v £lánku Lee a kol.

(2023), kde za ve©mi technických predpokladov dokazujú konzistenciu a asymp-
totickú normalitu takto skon²truovaného odhadu.
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5. Simula£ná ²túdia
Cie©om tejto kapitoly je simula£ná ²túdia pre teoretické výsledky z predo²lých

kapitol. V²etky funkcie sú vlastnoru£ne implementované v programe R (R Core
Team, 2023) (verzia 4.4.0) �� na rozdiel od jednorozmernýchINGARCH mode-
lov diskutovaných v kapitole 1.4, neexistuje ºiadny balík funkcií, ktorý by vedel
vygenerova´, odhadnú´ a validova´ dvojrozmerný PoissonovovINGARCH mo-
del. Kód, ktorý je sú£as´ou elektronickej prílohy práce, preto tvorí plnohodnotný
prototypový balík funkcií na prácu sBINGARCH (1;1) modelom.

5.1 Validácia parametrov

Ke¤ºe chceme aby boli splnené v²etky základné predpoklady, vytvorili sme
funkciu validate_bingarch( A,B,d,G ) , ktorá v reálnom £ase overí:

1. maticové tvary A ; B 2 R2� 2, d 2 R2� 1 a nezápornos´ ich prvkov,

2. existencia stacionárneho rie²enia pod©a vety 4, pri£om sa overujú obidva
body,

3. parametre podmieneného rozdelenia

ˆ pre BP (� 1; � 2; � ) musí plati´ 0 � � < minf (I � A )� 1dg,

ˆ pre BP � (� 1; � 2; � ) musí plati´ globálne obmedzenie v tvare (3.6), ktoré
autor odvodil,

ˆ pre kopulové modely sa numericky overí, ºe� 2 
 pre zvolenú rodinu
(Gauss, Clayton, Frank).

Ak akáko©vek z podmienok zlyhá, funkcia vyvolástop() ; tým je garantované,
ºe ºiadna simulácia £i odhad nie je spustená s neprípustnými parametrami.

5.2 Generovanie rozdelenia

Pri simulácii pouºívame tri generátorové funkcie

rbipois_bp() , rbipois_bpstar() , rbipois_copula() ,

ktoré priamo implementujú de�nície 2, 3 a 4. V prípade kopulového prístupu
sa opierame o balíkcopula (Hofert a kol., 2023); na ostatné operácie posta£ia
funkcie, ktoré sú sú£as´ou programu R (R Core Team, 2023).

Tieto generátory sú sú£as´ou hlavnej funkciesimulate_BINGARCH(), v ktorej
si pouºívate© nastavuje parametreA , B , d aj typ rozdeleniaG. ’tandardne volíme
po£iato£nú strednú hodnotu

� 1 = (1 ;1)> ;

no funkcia umoº¬uje zada´ ©ubovo©ný vektor vR2
+ .
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Aby sme pracovali so stacionárnou £as´ou procesu, prvýchnburn pozorovaní
ignorujeme (burn-in). Typicky volíme nburn = 500, av²ak hodnotu je moºné me-
ni´ parametrom burn_in . Po£et poºadovaných pozorovanín zadáva argumentn.
Pre reprodukovate©né výsledky prijíma kaºdá funkcia aj parameterseed, ktorý
odovzdáva priamo doset.seed() .

Ukáºkové volanie:

simulate_BINGARCH(A = A, B = B, d = d,
G = list(name = "BP_star",xi = list(delta = 3)),
burn_in = 500, n = 1000,
lambda0 = c(1, 1), seed = 123)

Funkcia vracia zoznam s nasimulovanou sériouf Ytgn
t=1 a zodpovedajúcimi

strednými hodnotami f � tgn
t=1 .

5.3 Odhad parametrov

Na odhad parametrov slúºi funkcia

fit_bingarch( Y, G, start_omega = NULL, diagA = FALSE, diagB =
FALSE, method = c("MLE","QMLE"), control = list()) .

Jej logika sa dá zhrnú´ v nasledujúcich bodoch:

1. Vstupné dáta

ˆ Y: dvojrozmerná rada.

ˆ G: identi�kátor rodiny, aby sa vedelo, ktorú pravdepodobnostnú fun-
kciu pouºi´ ( BP , BP � aleboCBP ).

2. ’tartovacie hodnoty Parameterstart_omega ur£uje po£iato£ný bod pre
optimalizáciu v nlminb . V prípade, ºe ho pouºívate© nezadá, funkcia vygene-
ruje vhodné hodnoty z momentových odhadov, aby sa za£ínalo v povolenom
priestore.

3. ’truktúra matíc Prepína£ediagA a diagB umoº¬ujú obmedzi´ A alebo
B na diagonálny tvar. To zniºuje po£et parametrov a zrých©uje výpo£et.

4. Metóda odhadu Argument methodprepína medzi maximálnou vierohod-
nos´ou (MLE) a kvázi-MLE (QMLE).

5. Optimaliza£né jadro Autor vytvoril súbor pomocných funkcií, ktoré majú
názovlog_pmf_bp() , log_pmf_bpstar() , log_pmf_copula() . Následne sa
vyuºívajú vo funkcii negloglik() , ktorá sa vyuºíva v ú£elovej funkcii pri
h©adaní minima pomocou funkcienlminb , ktorá je v základnom balíku fun-
kcií.

6. Výstup Funkcia vracia zoznam s bodovými odhadmi.
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5.4 Hromadná simulácia a vizualizácia

Cie©om hromadnej simulácie je porovna´ presnos´ odhadov parametrov pri
troch rôznych ²peci�káciach podmieneného rozdeleniaG. Budeme teda skúma´
správanie odhadu ako pri správnej, tak aj pri nesprávnej ²peci�kácii tvaru podmie-
neného rozdeleniaG. Pre prvý prípad máme v kapitole 4 sformulované teoretické
asymptotické výsledky. V druhom spomínanom prípade (nesprávna ²peci�kácia)
nám výsledky simulácií napovedia, aká je robustnos´ odhadovacích metód vzh©a-
dom na nesprávne ur£ené rozdelenie. Kaºdý scenár uvaºuje rovnaké maticové
parametre A ; B ; d. Funkcia run_bingarch_multisize() prevezme jeden súbor
skuto£ných parametrov a automaticky prebehne cez tri rozdelenia:

ˆ ve©kos´ vzorkyn 2 f 200; 500; 1000g,

ˆ typ modelu G 2 f BP; BP � ; CBP g,

ˆ spôsob odhaduMLEa QMLE.

Pre kaºdú kombináciu vykonáR replikácií:

1. vygeneruje sériu volanímsimulate_BINGARCH(),

2. odhadne parametre cezfit_bingarch() ,

3. uloºí odhad.

5.4.1 Simulácia s referen£nými parametrami

Parametre sme zvolili nasledovne

A =

 
0:42 0

0 0:3

!

; B =

 
0:38 0:17
0:08 0:15

!

; d =

 
0:1
0:32

!

:

Tieto parametre vyhovujú podmienke� (A + B ) = 0 :83 < 1, takºe stacionárne
rie²enie existuje pod©a vety 4. Naviac je splnený aj bod 2 vety 4, takºe existuje
jednozna£né stacionárne rie²enie. Ako skuto£né rozdelenia budeme bra´ postupne:

1.
G = BP (� t;1; � t;2; � ); � = 0:16:

Zvolený parameter � sp¨¬a obmedzenie0 � 0:16 < minf (I � A )� 1dg =
0:172.

2.
G = BP � (� t;1; � t;2; � ); � = 3:

Zvolený parameter� sp¨¬a globálne obmedzenie (3.6).

3.
G = CBP (� t;1; � t;2; �; C ); C = Frank; � = 0:5:

42



Postup v skratke

1. Generovanie dát. Pre kaºdén sa vytvorí R replík (v tejto práci R = 100).

2. Odhad parametrov. Pre kaºdú repliku sa model odhaduje ²tyrmi moº-
nos´ami:

ˆ BP_MLE - MLE za predpokladu BP rozdelenia,

ˆ BP_star_MLE - MLE za predpokladu BP � rozdelenia,

ˆ Copula_MLE - MLE za predpokladu CBP rozdelenia,

ˆ QMLE - odhad kvázi-MLE.

3. Sumarizácia. Funkcia run_bingarch_multisize() zhromaº¤uje v²etky
odhady a následne vytvoríme boxploty a ¤al²ie metriky odhadov pomocou
ggplot2 (Wickham, 2016). Takto získame kompaktný preh©ad o presnosti
odhadov pre rôzne d¨ºky.

5.4.2 Metriky odhadov

Ke¤ºe máme diagonálnu maticuA zostáva celkovo devä´ neznámych para-
metrov, ktoré zoradíme do vektora skuto£ných hodnôt

! 0 = ( ! 0
1; : : : ; ! 0

9)> :

Pre ve©kos´ vzorkyn a po£et replikáciíR získame odhady

!̂ (r )
n =

�
!̂ (r )

1;n ; : : : ; !̂ (r )
9;n

� >
; r = 1; : : : ;R:

Po simulácii R replík s ve©kos´ou vzorkyn dostaneme odhadový vektorb! (r )
n =

( b! (r )
1;n ; : : : ; b! (r )

9;n )> ; r = 1; : : : ;R.

Pre kaºdé k = 1; : : : ;9 de�nujeme empirickú odchýlku (Bias) ako

dBias(b! k;n ) =
1
R

RX

r =1

�
b! (r )

k;n � ! 0
k

�
: (5.1)

Pre kaºdé k = 1; : : : ;9 de�nujeme strednú kvadratickú chybu (MSE) ako

[MSE(b! k;n ) =
1
R

RX

r =1

�
b! (r )

k;n � ! 0
k

� 2
: (5.2)

Pre kaºdé k = 1; : : : ;9 de�nujeme odmocnenú MSE (RMSE) ako

\RMSE(b! k;n ) =
r

[MSE(b! k;n ): (5.3)
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5.4.3 Diskusia výsledkov

Na obrázkoch 5.1�5.12 sú vykreslené výsledky simulácie. V kaºdom bloku je
vºdy práve jedna metóda so správnou ²peci�káciou a tri porovnávacie prístupy
(dve chybne ²peci�kované MLE a QMLE).

ˆ Boxploty (obr. 5.1, 5.5, 5.9):

� stredná £iara ozna£uje medián,

� ºltá bodka ozna£uje výberový priemer,

� £ervená preru²ovaná £iara ozna£uje skuto£nú hodnotu parametra.

ˆ Bias-grafy a RMSE-grafy (obr. 5.2, 5.3, 5.6, 5.7, 5.10, 5.11): pre kaºdú
metódu ukazujú dBias(b! k;n ) resp. \RMSE(b! k;n ), ktoré sú de�nované vz´ahmi
(5.1)�(5.3). Pri RMSE znamená niº²ia hodnota vy²²iu presnos´ odhadu,
zatia© £o priBias sledujeme predov²etkým blízkos´ k nule � rozhodujúca je
absolútna ve©kos´ odchýlky, nie jej znamienko.

ˆ Heat-mapy RMSE (obr. 5.4, 5.8, 5.12): vizualizujú ve©kosŔMSE fareb-
nou ²kálou pre tri rôzne ve©kosti vzorkyn 2 f 200; 500; 1000g. Dávajú rýchly
preh©ad o konzistentnosti jednotlivých metód.

Kritériá hodnotenia presnosti. Pre v²etky parametre k = 1; : : : ;9 porovná-
vame metódy pod©a

1. posunu mediánu boxplotu od £ervenej referen£nej £iary,

2. absolútnej hodnoty empirického Biasu,

3. ve©kosti RMSE (grafy aj heat-mapy).

Teraz budeme diskutova´ výsledky samostatne pre kaºdý scenár skuto£ného
rozdeleniaG. Pripome¬me, ºe pri metóde QMLE sa parameter závislosti� ne-
odhaduje. Pri parametri � o£akávame najvä£²ie rozdiely, ke¤ºe nesprávne ²peci-
�kované modely odhadujú úplne inú hodnotu, pretoºe tam je závislos´ paramet-
rizovaná inak. Komentáre uvedené niº²ie sa preto nevz´ahujú na parameter� ,
pokia© nie je uvedené inak. Metóda sa povaºuje za konzistentnú, akBias ! 0 a
RMSE ! 0 s rastúcim n. V²etky odhady sa zdajú by´ konzistentné, £o môºeme
vidie´ aj z boxplotov na obrázkoch 5.1, 5.5, 5.9.

Pri skuto£nom rozdeleníG = BP (� t;1; � t;2; 0:16) pozorujeme, ºe na základe
RMSE (obr. 5.3) dosahuje najlep²ie výsledky odhad, ktorý predpokladá rozdele-
nie BP (zárove¬ je to správne rozdelenie), aj ke¤ rozdiely sú minimálne (vä£²ie
rozdiely sú len pri parametrocha22, d1, d2). „alej kon²tatujeme, ºe pri odhadoch
parametrov a22, d2 je výrazne vy²²ia RMSE ako pri ostatných. Je v²ak potrebné
zdôrazni´, ºe poh©ad na Bias (obr. 5.2) vedie k odli²nému záveru. Práve metóda
s korektnou ²peci�káciou BP vykazuje v niektorých prípadoch najvä£²iu syste-
matickú chybu. Napríklad pre parametera11 je pri ve©kosti vzorkyn = 200 celé
telo boxplotu (obr. 5.1) umiestnené pod £ervenou referen£nou £iarou, £o indikuje
výrazné podhodnotenie tohto parametra. Naopak, pri parametrib11 pozorujeme
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mierne nadhodnotenie, hoci nie aº také výrazné. Tieto zistenia sú v súlade aj
s grafmi odchýlky na obr. 5.2.

Ak máme skuto£né rozdelenieG = BP � (� t;1; � t;2; 3), potom na základeRMSE
(obr. 5.7) vidíme, ºe ve©mi podobne vychádzajú odhady s rozdelenímBP � (záro-
ve¬ je to správne rozdelenie) a odhady pomocou MLE zaloºeného na kopulách a
QMLE. Opä´ je pri parametroch a22, d2 výrazne vy²²ia RMSE ako pri ostatných.
Dokonca si môºeme v²imnú´, ºe pri parametri� mal ve©mi dobre výsledky odhad
získaný pomocou MLE pre rozdelenie s Frankovou kopulou. Kopulový model by
v²ak mal zah¯¬a´ aj tieto ²peciálne prípady. ‰ubovo©né dvojrozmerné rozdelenie
totiº vieme zapísa´ pomocou kopuly - ide len o to, ºe táto kopula nemusí patri´
do parametrickej rodiny, ktorú si zvolíme. Môºe sa v²ak sta´, ºe zvolená kopula
poskytne dostato£ne dobrú aproximáciu skuto£ného rozdelenia. Navy²e, kopulový
prístup ponúka vä£²iu �exibilitu pre závislostný parameter. Dopl¬me, ºe metóda
zaloºená na rozdeleníBP (t.j. nesprávne ²peci�kovaná, ke¤ºe skuto£né rozdelenie
je BP � ) vychádza o nie£o hor²ie � a to nielen z poh©aduRMSE, ale aj pri odchýlke
(obr. 5.6).

Ak uvaºujeme skuto£né rozdelenieG = CBP (� t;1; � t;2; 0:5; F rank ), potom
z obrázka 5.11 kon²tatujeme, ºe odhady pomocou MLE pre rozdelenie s Fran-
kovou kopulou, odhady pomocou MLE s rozdelenímBP � a QMLE vykazujú
ve©mi podobné výsledky a najhor²ie obstál odhad pomocou MLE s rozdelením
BP . Opä´ je pri parametroch a22, d2 výrazne vy²²ia RMSE ako pri ostatných.
Pre parameter� vykazuje najlep²ie výsledky, samozrejme, odhad pomocou MLE
pre rozdelenie s Frankovou kopulou, ale dobré výsledky dosiahol aj odhad pomo-
cou MLE s rozdelenímBP � .

Na záver zhrnieme pár praktických odporú£aní:

1. Neodhadujeme � . Ak nám posta£uje model bez odhadu parametra zá-
vislosti � , sta£í pouºi´ odhad QMLE, ktorý vo v²etkých troch scenároch
vykazuje porovnate©ný výkon so správne ²peci�kovanými metódami, pri-
£om tento odhad je výpo£etne jednoduch²í a rýchlej²í.

2. Neznáme skuto£né rozdelenie G a chceme odhadova´ � . Ke¤ sku-
to£né rozdelenie nie je známe, no odhad parametra� je poºadovaný, odpo-
rú£ame Copula_MLE alebo BP_star_MLE. Obe metódy majú stabilné a
rozumné vlastnosti aj pri nesprávnej ²peci�kácii modelu.

3. Nevýhoda BP_MLE. Odhad BP_MLE dosahuje v simuláciách hor²ie
výsledky. Prí£inou môºu by´ numerické (zaokrúh©ovacie) chyby, ktoré môºu
by´ spôsobené tvarom pravdepodobnostnej funkcie, viz rovnica (2.1).
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