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Předložená práce pojednává o kompaktnostńıch principech na ω2, konkrétně o stromové
vlastnosti (TP), negaci slabé Kurepovy hypotézy (¬wKH) a stacionárńı reflexi (SR). Tyto
kompaktnostńı principy jsou již dobře prozkoumány a v́ı se, že k d̊ukazu konzistence těchto
kompaktnostńıch princip̊u je třeba použ́ıt velké kardinály. Jedńım z typických zp̊usob̊u,
jak konzistenci těchto princip̊u dokázat, je zkolapsováńı velkého kardinálu na ω2 pomoćı
vhodného forcingu. V práci je definován nový forcing, který má potenciál forcovat tyto
kompaktnostńı principy za předpokladu vhodného velkého kardinálu, nicméně, zda tomu
tak doopravdy je, se v práci nepodařilo dokázat.

Stromová vlastnost a negace slabé Kurepovy hypotézy na ω2 maj́ı efekt na hypotézu
kontinua (CH): pokud plat́ı, tak reálných č́ısel muśı být v́ıce než ω1. Jedńım z ćıl̊u práce proto
bylo prozkoumat, zda tyto kompaktnostńı principy maj́ı efekt i na kardinálńı invarianty
kontinua. K tomu měl být využit zmı́něný nový forcing; konkrétně měl být využit k d̊ukazu
konzistence těchto kompaktnostńıch princip̊u spolu s r̊uznými konfiguracemi kardinálńıch
invariant̊u.

Oceňuji, že autorka zvolila náročné téma, které vyžaduje velmi pokročilou znalost teorie
množina a logiky, ale také základy teorie model̊u. Definice nového forcingu je zaj́ımavá a
d̊ukaz toho, že forcing kolapsuje velký kardinál na ω2 a současně forcuje 2ω = ω2, je až
na nějaké problémy (viz body 5 a 6 ńıže v seznamu konkrétńıch nedostatk̊u), které by
se daly celkem snadno opravit, v pořádku. Práce měla potenciál být velmi dobrou, i přes
nedosáhnut́ı ćıle práce ukázat, že nový forcing forcuje kompaktnostńı principy. Nicméně
práce obsahuje množstv́ı nedostatk̊u, od malých jako jsou překlepy, nedefinováńı základńıch
pojmů (viz bod 7 ńıže), nezavedeńı notace nebo v́ıce notaćı pro jeden pojem (viz bod 8
ńıže), až po zásadńı problémy v d̊ukazech nových lemmat a vět, které maj́ı být stěžejńı pro
práci. Největš́ı problém vid́ım s d̊ukazy věty 4.1 a lemmatu 4.3 (podrobnosti ńıže), d̊ukazy
jsou přinejmenš́ım problematické a obsahuj́ı tvrzeńı, která nejsou řádně zd̊uvodněna.

Jak už jsme zmı́nili, jedńım z ćıl̊u práce bylo źıskat model teorie množin, kde kompakt-
nostńıch principy TP, ¬wKH, a SR plat́ı spolu s nějakou danou konfiguraćı kardinálńıch
invariant̊u. V práci je kardinálńım invariat̊um věnovaná kapitola 2.3, ale jedná se jen o
seznam definic r̊uzných kardinálńıch invariant̊u, které v práci nikde jinde nejsou zmı́něné.
Chápu, že se nepodařilo dokázat, že pomoćı nového forcingu dostaneme kompaktnostńı
principy, ale mohlo se alespoň ř́ıci, jaký vztah má nový forcing (a také Mitchell̊uv forcing)
nebo alespoň Sacks̊uv forcing (na němž je nový forcing založen) ke kardinálńım invariant̊um.
Pak by kapitola do práce zapadla, takhle je jen výplňová a v práci nemá žádný význam.

Přehledový př́ınos práce také neńı př́ılǐs vysoký, zmı́něné kompaktnostńı principy jsou v
práci jen definovány. Neńı uvedeno, kdo prvńı dokázal jejich konzistenci, ani za předpokladu
jakého velkého kardinálu. Neńı napsáno, jaký vztah maj́ı k CH nebo mezi sebou. Důkazy
konzistence kompaktnostńıch princip̊u jsou pouze z měřitelného kardinálu, přitom se daj́ı
dokázat ze slabš́ıch předpoklad̊u. U stacionárńı reflexe neńı ani zmı́něno, jestli se v́ı, s jakým
velkým kardinálem je ekvikonzistentńı.

Práce s literaturou má také své nedostatky. V práci chyb́ı citace na p̊uvodńı články a
neńı zmı́něno, která lemmata a věty byly již dokázány a které jsou nové. Např́ıklad, jsou
lemmata 3.7 a 3.8 nové nebo již byly dokázány dř́ıve? Věty 3.9 a 3.10 nejsou ani dokázány,
ani odcitovány. Věta 3.11 je sice dokázána, ale tento výsledek byl již znám, mělo by být
tedy zmı́něno v jakém článku najdeme p̊uvodńı d̊ukaz.

Vzhledem ke zmı́něným nedostatk̊um práci nepovažuji za velmi povedenou, ale oceňuji
snahu autorky dokázat nové výsledky a mysĺım si, že práce je obhajitelná. Nepředpokládám,
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že během obhajoby budeme mı́t čas se podrobně věnovat všem připomı́nkám ńıže, takže
bych byla ráda, aby se autorka zaměřila předevš́ım na následuj́ıćı otázky:

1. Je známo, jakou konzistentńı śılu má SR? Pokud ano, tak jakou?

2. Jaký je vztah mezi kompaktnostńımi principy TP, ¬wKH a SR? Jsou na sobě navzájem
nezávislé nebo mezi nimi existuj́ı nějaké implikace?

3. Je ¬wKH konzistentńı s CH? Pokud ne, mohla by autorka dát krátký argument, proč
tomu tak je?

4. Jedńım z ćıl̊u práce bylo dostat TP, ¬wKH a SR spolu s nějakou konfiguraćı kar-
dinálńıch invariant̊u. Mohla by autorka ř́ıci, o kterých konfiguraćı se v́ı, že jsou kon-
zistentńı s TP, ¬wKH a SR? A jakou konfiguraci kardinálńıch invariant̊u spolu s TP,
¬wKH a SR chtěla źıskat pomoćı nového forcingu? Stač́ı, když se autorka zaměř́ı jen
na kardinálńı invarianty b, d, t, u.

Seznam konkrétńıch nedostatk̊u:

1. Důkaz věty 4.1. obsahuje problematická mı́sta a řekla bych dokonce, že jak je napsán,
neńı správně.

• Druhý odstavec d̊ukazu na straně 21: Now we can pick one element from {zi; i =
0, 1} and one from {z′i; i = 0, 1} such that the amalgamation of {r0, r1} into p0
forces that they force contradictory information about ḃ at the levelmax{α0, α1}.
Autorka by měla toto tvrzeńı zd̊uvodnit, problém v tomto tvrzeńı je, že (r0, z

′
i),

pro i < 2, nemuśı rozhodovat, jak vypadá větev ḃ na hladině α0 a α1, stejně tak
pro (r1, zi), pro i < 2.

• Problém je v́ıce vidět v indukčńım kroku d̊ukazu (strana 21, třet́ı odstavec),
protože amalgamaćı dvou stromů nedostaneme celý strom (celou podmı́nku)
jako v základńım indukčńım kroku. Podmı́nky ql⌢0 a ql⌢1 pro l ∈ n−12 jsou
definovány pouze vzhledem k stemu sl, přitom jejich definice by měla záviset na
všech splitujićıch uzlech výšky n.

• V závěru d̊ukazu se tvrd́ı:
”
Now, working in V [G], for s ̸= t qs and qt force

contradictory information about ḃ at the level γ̄.“

Toto tvrzeńı neńı zřejmé, necht’ l = s ∩ t a bez ztráty na obecnosti, necht’ qs
rozšǐruje ql⌢0 a qt rozšǐruje ql⌢1. Pak je ql⌢0 a ql⌢1 bylo definováno vzhledem k
stemu sl, nicméně generická větev

⋃
G nemuśı rozšǐrovat sl.

Nav́ıc d̊ukaz obsahuje pojem
”
amalgamation“ a slovńı spojeńı

”
force contradictory

information about ḃ at some level“, které nejsou v práci definované.

2. Důkaz lemmatu 4.3 je také velmi problematický a nemysĺım si, že je správně.

• V druhém odstavci se tvrd́ı následuj́ıćı:
”
...p0 ⊩ q0 forces Ȧ to be a new sequence

of ordinals of cardinality ω̇.“, ale neńı zřejmé, nad jakým modelem je Ȧ for-
cováno být novou posloupnost́ı ordinál̊u. Přitom je to velmi d̊uležité, protože
pokud chceme dokázat, že forcing P je ω1-distributivńı v generické extenzi dané
jedńım Sacksovým forcingem Sacks(ω, 1), měli bychom předpokládat, že Ȧ je
Sacks(ω, 1) × P -jméno pro novou množinu ordinál̊u velikosti ω nad modelem
V [Sacks(ω, 1)] a ne nad V (nebo dokonce V [P ]). Nad V (a V [P ]) taková množina
samozřejmě existuje, přidává j́ı Sacks̊uv forcing.

V d̊ukazu se nicméně ke jménu Ȧ přistupuje sṕı̌se tak, že Ȧ je Sacks(ω, 1)× P -
jméno pro novou množinu ordinál̊u velikosti ω nad modelem V [P ], viz prvńı
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odstavec na straně 24:
”
...let γs∅ be an ordinal such that p0 ⊩ q0|s∅ does not

decide γs∅ ∈ Ȧ. There are r0s∅⌢0, r
1
s∅⌢0 ≤ q0|s∅⌢0, and r0s∅⌢1, r

1
s∅⌢1 ≤ q0|s∅⌢1, and

p1 ≤ p0 such that p1 ⊩ r0s∅⌢j and r1s∅⌢j decide γs∅ ∈ Ȧ in opposite ways for both

j = 0 and j = 1.“1.

Toto tvrzeńı neńı v d̊ukazu nič́ım podloženo a neńı zřejmé proč by mělo být
pravdivé, pokud máme správný předpoklad, že Ȧ je jméno pro novou množinu
nad modelem V [Sacks(ω, 1)] a ne nad V [P ].

Naopak, pokud správně předpokládáme, že Ȧ je Sacks(ω, 1)×P -jméno pro novou
množinu ordinál̊u velikosti ω nad modelem V [Sacks(ω, 1)] (jak potřebujeme pro
d̊ukaz distributivity), tak snadno nalezneme jednu podmı́nku q v Sacks(ω, 1) a
dvě podmı́nky p0 a p1 v P , tak že q ⊩

”
p0 and p1 decide γs∅ ∈ Ȧ in opposite

ways“ a ne obráceně.

• Nav́ıc d̊ukaz využ́ıvá strukturu d̊ukaz toho, že Sacks(ω, 1) je minimálńı, což již
neplat́ı pro produkt dvou Sacksových forcing̊u Sacks(ω, 1)×Sacks(ω, 1), a neńı
tedy zřejmé, jak by byl d̊ukaz zobecněn na produkt a iteraci.

3. Formulace lemmatu 3.8 neńı v pořádku, doopravdy je Ṫ jen jméno pro strom nebo je
to strom v ground modelu?

4. Důkaz věty 3.11:

• V d̊ukazu je řečeno, žeH1 je generický filtr pouze nad V [G] aH2 je také generický
filtr pouze nad V [G], mělo by se tedy zd̊uvodnit, že H1 × H2 je generický filtr
nad V [G]. To obecně nemuśı platit.

•
”
Using Fact 2.6 and Fact 2.4 we extend j to the elementary embedding j′ :

V [G] → M [G][H1×H2].“: Toto tvzeńı se v práci objevuje několikrát, ale formálně
neńı správně. Můžeme zvednout elementárńı vnořeńı j : V → M na elementárńı
vnořeńı j∗ : V [G] → M [G][H], kde H je generický filtr pro kvocient M(j(κ))/G
nad V [G] a ne na elementárńı vnořeńı j′ : V [G] → M [G][H1 ×H2]. Nicméně pro
d̊ukaz dané věty nám stač́ı elementárńı vnořeńı j∗. Nav́ıc by se mělo ř́ıct v jakém
modelu elementárńı vnořeńı j′ existuje.

•
”
...and we know that j(κ)V [G] = 2κV [G] and 2ω1V [G] < 2κV [G], which contradicts

|T | = ω1.“: j(κ) typicky neńı kardinál ve V [G] a spor nastává tak, že jsme
ukázali, že ve V [G] má strom T v́ıce než 2ω1 kofinálńıch větv́ı.

5. Důkaz lemmatu 4.8: Struktura d̊ukazu je v pořádku, ale d̊ukaz postrádá detaily, for-
mulace jsou vágńı, např́ıklad:

”
There are < κ ways to select the countable subset

of r and there are < κ elements of Add(ω1, 1), therefore there is A∗ ⊆ A′ such that
all second coordinates of the elements of A∗ are compatible and |A∗| = κ.“. Chyb́ı
detaily, jak takovou množinu A∗ najdeme. Nav́ıc podmı́nky na druhé koordinátě jsou
jen jména a nikoli konkrétńı množiny, a argument by k tomu měl přihlédnout.

6. Důkaz lemmatu 4.9: V d̊ukazu se využ́ıvá, že pokud α < κ je nedosažitelný kardinál,
tak existuje projekce z MSacks(ω, κ) do M(ω, α)Sacks ∗ Add(ω1, 1), což je pravda, ale
v práci to neńı nikde zmı́něno.

7. V práci chyb́ı definice použ́ıvaných pojmů, např.: ω1-tree, branch, cofinal branch, a
normal tree, c.c.c, κ-Knaster, measurable cardinals, weakly compact cardinals, inac-
cessible cardinals, support, amalgamation. Některé z nich jsou základńı, ale některé
jsou komplikovaněǰśı (např́ıklad pojem

”
amalgamation“), a tak pro čtenáře, který

neńı se Sacksovým forcingem dobře seznámen, je práce jen těžko čitelná.

1Podmı́nky p0 a p1 jsou v P a r0s∅⌢j a r1s∅⌢j , pro j < 2 jsou v Sacks(ω, 1)
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8. V práci se objevuje notace, která neńı nikde zavedena, jako např. V P nebo q|s pro
podmı́nku q v Sacksově forcingu a s splituj́ıćı uzel v q. V práci je restrikce značena
třemi r̊uznými zp̊usoby, f ↾ A, f ↾A a f |A, kde f je funkce a A je množina.

9. Na straně 9 jsou fakta 1.12 a 1.13 přisouzena Ungrovi, nicméně sám Unger cituje
článek Magidora.

Seznam překlep̊u a menš́ıch nedostatk̊u:

1. Abstrakt v angličtině:
”
ω2“ mı́sto

”
omega 2“, stejný překlep je i v abstraktu v češtině.

Neńı zřejmé, na co odkazuje slovńı spojeńı
”
these invariants“, protože žádné invarianty

nejsou v abstraktu zmı́něné.

2. strana 6, řádek 7:
”
iteration“ mı́sto

”
Iteration“.

3. strana 7, třet́ı řádek definice 1.1:
”
...the set of all t ∈ T such that...“ mı́sto

”
...the set

of all t <T such that...“.

4. strana 7, patý řádek definice 1.1:
”
...is first ordinal such that...“, pojem

”
first ordinal“

se v literatuře nepouž́ıvá, mělo by být
”
... is the least ordinal such that...“.

5. strana 7, Theorem 1.7:
”
∆-system lemma“ by mělo být v závorce. Neńı řečeno, co je

A.

6. strana 9, řádek 8:
”
...showing that ω1 is not collapsed...“ mı́sto

”
...showing that ω1

does not collapse...“.

7. strana 10, čtvrtý a pátý řádek faktu 2.4:
”
for all α < κ“: Formálně je v práci M(α)

definované jen pro nedosažitelné kardinály.

8. strana 10, Fact 2.6:
”
M(κ− κ′)“ neńı definováno.

9. strana 11, druhý řádek:
”
M(κ)/M(κ′)“ neńı definováno.

10. strana 12, věta 2.17:
”
V Sacks∗(ω,κ)“ mı́sto

”
V Sacks“ a κ by měl být regulárńı kardinál

větš́ı nebo rovno ω2. Nav́ıc věta neńı dokázána, takže by měla být uvedena sṕı̌se jako
fakt obdobně jako předchoźı vlastnosti Sacksova forcingu.

11. strana 14, třet́ı řádek:
”
Kurepa“ mı́sto

”
Kureoa“.

12. strana 14, čtvrtý řádek:
”
consistency“ mı́sto

”
consistecy“.

13. strana 14, kapitola 3.2, druhý řádek:
”
¬wKH“ mı́sto

”
wKH“

14. strana 18, kapitola 3.3, prvńı řádek:
”
the negation of the weak Kurepa hypothesis“

mı́sto
”
the weak Kurepa hypothesis“.

15. strana 20, čtvrtý řádek d̊ukazu věty 4.1:
”
Because Q is ω1-closed...“ mı́sto

”
Because

Q is closed...“

16. strana 20, devátý řádek d̊ukazu věty 4.1:
”
...T has...“ mı́sto

”
...T have...“.

17. strana 20, třináctý řádek d̊ukazu věty 4.1:
”
T“ by mělo být v matematickém prostřed́ı.

18. strana 20, čtvrtý řádek zezdola:
”
p“ by mělo být v matematickém prostřed́ı.

19. strana 22, desátý řádek,
”
q“ by mělo být v matematickém prostřed́ı.

20. strana 23, sedmý řádek zezdola:
”
ω̌“ mı́sto

”
ω̇“.
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21. strana 23, druhý řádek zezdola:
”
l“ by mělo být v matematickém prostřed́ı.

22. strana 24, čtrnáctý řádek:
”
P“ by mělo být v matematickém prostřed́ı.

23. strana 25, čtvrtý a pátý řádek lemmatu 4.6:
”
for all α < κ“: Formálně je v práci

MSacks(ω, α) definovené jen pro měřitelné kardinály.

24. strana 25, prvńı řádek nad lemma 4.7:
”
inaccessible“ mı́sto

”
inaccessinble“ a

”
simul-

taneously“ mı́sto
”
simultaniously“.

25. strana 25, druhý řádek d̊ukazu lemmatu 4.7:
”
ω2“ mı́sto

”
2ω“.

26. strana 26, pátý řádek:
”
inaccessible“ mı́sto

”
innacessible“.
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