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1 Lokalni a globalni optimalizace

Ulohy lokaln{ i globéln{ optimalizace spo¢ivaji v hledéni lokélnich a globalnich
extrémi funkce za danych podminek a (obvykle) za néjakych predpokladii o vy-
settované funkci. V této kapitole budou predstaveny zakladni definice potiebné
k popsani optimaliza¢niho problému a dale budou predstaveny a porovnany lokalni
a globalni optimaliza¢ni tloha. Na ptikladu pak bude ilustrovana tloha globalni
optimalizace.

1.1 Zakladni definice

Zde si nejprve pripomeneme definice lokalniho a globalniho minima a lokalniho
a globalniho maxima.

Definice 1 At B C R", f : B — Rje funkce. Globdlnim minimem funkce f
na B rozumime x € B takové, Ze pro vsechna y € B plati f(z) < f(y).

Definice 2 At B C R", f : B — Rje funkce. Ostrym globdlnim minimem
funkce f na B rozumime x € B takové, Ze pro vsechna y € B;y # x plati

f(x) < f(y).

Definice 3 At B C R", f : B — R je funkce. Lokdlnim minimem funkce f na B
rozumime x € B takové, Ze existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna y € B(x;0) N B

plati f(z) < f(y).

Definice 4 At B C R", f : B — Rje funkce. Ostrgm lokdlnim minimem
funkce f na B rozumime x € B takové, Ze existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna

y € B(x;0) N Byy # x plati f(x) < f(y).
Globalni a lokalni maximum se definuji obdobné, stejné pro globalni ostré
a lokalni ostré maximum.

Poznamka V optimalizac¢nich tlohach obvykle hleddme minimum funkce f. V pri-
padé, ze je tfeba nalézt maximum funkce f, lze vyuzit skutecnosti, ze funkce f
nabyva maxima ve stejném bodé, kde funkce — f nabyva minima.

Ve zbytku prace budeme proto uvazovat tlohu hledani minima.

1.2 Lokalni a globalni optimalizace

Obecné je optimalizacni tloha obvykle zadana nasledovné: At B C R™ . Naleznéte
minimum funkce f : B — R za podminek:

gr(x) <0,k € K; K C Ny, K je konecna.

hi(x) =0;1 € L; L C No, L je kone¢na.
Funkce f se nazyva ucelovd funkce, mnozina

D = {x € Blgx(z) <0,y(x) =0,Vk € K,Vl € L}

se nazyva mnozina pripustnych reseni. Minimum funkce f(x) na D se nazyva
optimdlni resent.



Vsimnéme si, ze v zadani optimalizac¢ni tilohy nebylo rozliseno, zda hledame
globalni, ¢i lokalni minimum. Pravé tento fakt rozdéluje tlohy lokalni a globalni
optimalizace. Pokud hleddme (jakékoli) lokdlni minimum, pak fesime tilohu lokalni
optimalizace. Kdyz hleddme globalni minimum, jde o ulohu globalni optimalizace.

Lokalni optimalizace obvykle predstavuje méné obtizny problém k feseni. Al-
goritmy lokalni optimalizace obvykle pracuji rychle a garantuji nalezeni spravného
cetné narocnéjsi a nalezeni spravného feSeni je garantovano pouze pri splnéni
nékterych predpokladit pro f. Nékteré globalni algoritmy vyuzivaji proces lokalni
optimalizace spustény ve vice bodech najednou k nalezeni vSech lokalnich minim
a z nich nasledné vybiraji globalni minimum.

Pozndmka Za urcitych predpokladii o funkci f mohou tlohy globalni a lokalni
optimalizace splyvat do jedné. Jako priklad pouzijeme funkci f, ktera je na D
konvexni a D je konvexni mnozina. Potom kazdé (obvykle jedno) lokdlni minimum
f na D je i globalni minimum.

1.3 Priklad

Nasledujici priklad ndm predstavi, jak mize vypadat problém globalni optimalizace
v praxi a ukaze nékteré vlastnosti problému globalni optimalizace.

Priklad Letecka spole¢nost planuje novou leteckou trasu. Trasa ¢asteéné povede
dosud nezmapovanym tzemim, kde nejdou k dispozici topograficka data. Spolec-
nost potrebuje uréit nadmorskou vysku nejvyssiho bodu tohoto izemi, aby mohla
stanovit miniméalni letovou hladinu pro sva letadla tak, aby nedoslo k havarii.
Spolecnost mé k dispozici satelit vybaveny technologii LIDAR, ktery muize zmértit
nadmotskou vysku libovolného bodu kdekoli na Zemi.

Matematicka tloha se poté da formulovat nésledovné: Uvazujeme systém
souradnic x = (1; x2) , napt. geografické souradnice. Nasledné oznacme D mnoZinu
pripustnych feseni (tedy dané nezmapované tizemi). Oznacme
f(z) =10 000 — nadmorska vyska v bodé x v metrech, tim ziskdme odpovidajici
ulohu s hleddnim minima.

Nyni bychom chtéli najit souradnice globalntho minima f(z) na D a funkéni
hodnotu v tomto bodé.

Ymin = gé%l f(x)

V praxi se miize stat, ze funkce f ma vice globalnich minim se stejnou funkcni
hodnotou, tedy presnéjsi zapis je:

Mezi dalsi vyznamné informace mohou patrit souradnice a funkéni hodnoty
lokdlnich minim, nebo vyznamné mnoziny maximélnich ptipustnych hodnot (level
sets):

Lq={z € D|f(x) < d}



Jak lze pak takovy problém tesit? O povaze terénu vime velmi mélo, uvazujme
napf. utes, kde funkce f(z) nemusi byt ani spojita. Zda se logické zvolit mnozinu
bodu, které budou rovnomérné rozdéleny po celé mnoziné D a v téchto bodech
provést méreni nadmorské vysky. Nejjednodussi moznosti je pouzit pravoihlou
mriizku, kterd pokryva mnozinu D a provést méfeni v priisecéicich linii této mrizky.
Tim ziskame globalni informaci o topografii D.

V oblastech s velkymi rozdily mezi fukénimi hodnotami se nabizi v dalsim
kroku ,zahustit “mrizku provedenim dalsich méreni. Stejny postup je vhodné
opakovat v okoli bodiu s nizkou funkéni hodnotou. Tim ziskavame dodatecné
lokdlni informace o téchto oblastech. Naopak je nepravdépodobné, ze v okoli bodu
s vysokou funkéni hodnotou se bude nachéazet globalni minimum, tedy zde neni
vhodné provadét dalsi méreni.

Provedeni méreni samoziejmé neni zadarmo, z ¢ehoz plyne, Ze neni vhodné
pouzivat velky pocet méreni. Na druhou stranu s rostoucim hustotou mrizky a tim
rostoucim poctem méreni roste presnost vysledki. I presto nelze ocekavat, ze
osamoceny strom rostouci na vrcholu hory bude algoritmem objeven.

Priklad ukazuje nékteré typické vlastnosti problému globalni optimalizace.
Jedind metoda, jak ziskat informace o f je ziskat jeji funkéni hodnotu v x. Dalsi
informace o f(x), jako hodnoty derivaci nemusi byt k dispozici. Pokud vsak tyto
informace (hladkost funkce, lipschitzovskost, nebo omezenost druhé derivace)
k dispozici jsou, tak lze vyuzit efektivnéjsi algoritmy. Hruba dolni hranice pro f
muze byt zndma (vSimnéte si, ze ve formulaci matematické tlohy ocekavame, ze
nezmapovany terén nebude vyssi nez 10 000 m). Nékdy muze byt uzitecné urcit
kromé globalniho minima i vSechna lokalni minima.

Strategie Teseni spociva ve dvou fazich. V globdalni fazi prohledavame celou
mnozinu pripustnych feseni D. V této fazi je treba povazovat vSechny oblasti D
za stejné dulezité. Jakmile jsou ziskany prvotni informace o f, je mozné néjaké
oblasti D povazovat za vice dilezité. V téchto oblastech je potom provedena lokalni
taze. V lokalni fazi pak dojde ke zlepseni vysledkti v malé oblasti D.



2 Prehled algoritmu globalni
optimalizace

V této kapitole je predstavena jedna z moznosti rozdéleni algoritmii globdlni
optimalizace. Dale jsou v kazdé kategorii ukazany priklady téchto algoritmi. Jsou
diskutovany predpoklady, pravdépodobnost nalezeni spravného teseni, rychlost
konvergence a dalsi vlastnosti téchto algoritmii.

2.1 Rozdéleni algoritmit

Pro tcely této prace budeme pouzivat rozdéleni algoritmi dle [Torn a Zilinskas
1989, s. 19], (v zavorce anglicky ekvivalent ceského nazvu):

1. Metody s garantovanou presnosti (methods with guaranteed accuracy)
(a) Pokryvaci metody (covering methods)
2. Pfimé metody (direct methods)

(a) Metody ndhodného pruzkumu (random search methods)
(b) Metody obecného sestupu (generalized descent methods)

(c) Seskupovaci/klastrovaci metody (clustering methods)
3. Nepiimé metody (indirect methods)

(a) Metody aproximujici maximalni pfipustné hodnoty (methods approxi-
mating level sets)

(b) Metody aproximujici i¢elovou funkei (methods approximating objective
function)

2.2 Pokryvaci metody

Pro praktické problémy je obvyklé, Ze rychlost ristu tcelové funkce je ome-
zend. Af yi, k € N je zatim nejnizsi odhad hodnoty f v globalnim minimu.
Potom omezenost ristu f zarucuje, ze ke kazdému bodu x;;7 € N, ve kterém
je funkéni hodnota f(x) > yy, existuje okoli U;, na kterém se globalni mini-
mum nenachézi. Pokryvaci metody vyuzivaji tato okoli k postupnému vyluco-
vani podmnozin D, ve kterych se globdlni minimum nenachazi. Vznika tak sif
bodu z;;i € {1;2;...;k},k € N a pokryti D C U,en Ui, proto se tyto metody
nazyvaji pokryvaci.

2.2.1 Pijavského-Shubertiuv algoritmus (P-S algoritmus)

Pro pochopeni P-S algoritmu si pripomeneme definici lipschitzovské funkce:



Definice 5 At (X; p); (Y; v) jsou metrické prostory. Funkce f : X — Y se
nazyvad lipschitzovskd, pokud 3K > 0, Ze Vry; 19 € X plati v(f(x1); f(z2)) <
Ku(xy; o).

Poznamka V této praci uvazujeme pouze realné funkce. p je eukleidovska metrika,
tedy absolutni hodnota rozdilu (pro jednorozmérny piipad), nebo norma rozdilu
vektoru (pro vicerozmérny piipad). v je jednorozmérna eukleidovska metrika.

Pro potreby P-S algoritmu pouzitého na f : R — R je vhodnéjsi se na lipschit-
zovskost divat alternativnim pohledem: Zvolme pevné x € R. Diky lipschitzovskosti
f mizeme pro Yy € R urc¢it hodnoty, kterych muze f(y) nabyvat. Tyto hodnoty
jsou omezeny zhora a zdola dvojici ptimek. V grafu tyto ptimky prochazeji bodem
[; f(x)] a maji smérnice K, resp. -K. Dohromady tak déli graf na 4 kuzely, pri-
cemz vzdy 2 tvori oblast, kterou funkce f nemuiize prochazet (Obr. 2.1 nesrafovand
oblast) a 2 tvori oblast, kde se f nachézi (Obr. 2.1 Sikmé Srafy).

Lipshizovskost a pripustné hodnoty f(x)

/
/

o / — f(x)
S 2
b / /
% &
I B

r 17 1T 1T 1T T T
o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-1
I

-3
I

Obrézek 2.1 Lipshitzovsky kuzel pro f(z) = sin(z) — £, K = 2,2 =1.

Poznamka Tato vizualizace funguje i pro f : R — R, zde pak ziskdme 2 kuzely,
ve kterych se f nemize nachdzet a zbytek (uz ne 2 kuzely), kde ano.

P-S algoritmus vyuziva v kazdé iteraci lipschitzovskost tcelové funkce
f i [a;b] = R k vylouceni intervalli, ve kterych f nemuze nabyvat globdlniho
minima. Vysledkem po k iteracich je pak maly interval (nebo intervaly), ve kterych
globalni minimum zarucené lezi.

Predpokladejme, ze tcelova funkce f je lipschitzovska s konstantou K a mame
najit jeji minimum na intervalu [a;b] C R. P-S algoritmus pak provadime nésle-
dovné:
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1. Globalni faze
1.1 Volba pocatec¢nich bodu
2. Lokalni faze

2.1 Vylouceni intervali, kde minimum nelezi
2.2 Volba dalsitho bodu

2.3 Kontrola, zda nebylo nalezeno teseni

Globalni faze

Volba pocatecnich bodti: Pro nastartovani algoritmu je tieba zvolit & € N
pozorovani f. Oznacme tyto body x;; ¢ € {1;2; ...; k} Z téchto pozorovani
ziskdme zatim nejlepsi odhad hodnoty globalntho minima y, = min;<;< f(z;).
Na poctu prvotnich bodu prilis nezalezi, ale pro rychly postup do lokdlni faze
je nejvyhodnéjsi volit co nejméné. Pokud ale zvolime jen jeden bod, vznika pak
problém s implementaci v ¢asti Volba dalstho bodu. Jednou z vhodnych moznosti
je proto (z1; e; 23)" = (a; %52, b)7.
Lokalni faze

Vylouceni intervalii, kde minimum nelezi: Vyuzijeme lipschitzovskosti
f k vylouceni intervali, kde minimum nelezi. Pro V x; totiz mizeme vyloucit mno-
zinu {z|f(x;) — K|z — x;| > yx}, kde nam lipschitzovskost f spolu s jiz znamym
odhadem hodnoty minima vylucuje existenci globdlniho minima (Obr. 2.2 zvyraz-
nénd Cas osy Xx).

Vylouéeni intervalu v P-S algoritmu

o - — f(x)
8 -
Y (\Il_
o AL/ e i (L LT L
T 1T 1 17 1T 1T T 1

o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X
Obrézek 2.2 Vyloudeni mnoziny kolem zy = 7; f(z) = sin(z) — £, K = 2
Dohromady tedy mtzeme vylouc¢it mnozinu
Ap = {z| max (f(z;) — K|z — xi]) > yi} (2.1)
1<i<k
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Volba dalsiho bodu: Pro postup do dalsi iterace volime dalsi bod x,,. Ten
mize byt zvolen libovolné, ale jako intuitivni se zd& nasledujici volba. Za zj4
zvolime bod, kde nam lipschitzovskost f spolu se znamymi hodnotami v z; dava
nejnizsi pripustnou hodnotu f(z):

Tpy1 = arg zren[zr})} max{f(x;) — K|z —z;|;1 <i <k} (2.2)

Kontrola, zda nebylo nalezeno reSeni: V této fazi provedeme kontrolu,
zda nebylo nalezeno feseni s danou presnosti €. To lze provést riiznymi zpusoby,
nastinime nésledujici dva:

Pomoci délky Aj: Nalezeneme celkovou délku Ay, (Ay se obvykle rozpadé na vice
intervalil). Pokud plati délka(Ag) > (b—a)—¢, tak jsme dosahli stanovené presnosti
a muzeme algoritmus ukoncit. Tento pristup lze upravit i pro vicerozmérny pripad
slozité jeji objem urcit. Navic bude mit tento pristup problém s funkci f, ktera
je konstantni kolem svého globdlniho minima. Proto miize byt vyhodné pouzit
druhou metodu.

Pomoci rozdilu f(x;) a f(2r11): Rekneme, 7e feSeni bylo nalezeno, kdy#
wzlepseni“hodnoty odhadu globalniho minima je jiz dostatecné malé, tedy pokud
plati f(zgr1) < f(zg)a f(ze) — f(aryr) < e Tento pristup ale muze algoritmus
ukoncit predcasné, pokud pri volbé xxq1 zvoli bod s funkéni hodnotou blizkou
f(zx). Jako vhodnd modifikace se tedy jevi kontrolovat vice krok zpét, nez jen
Tiy1 & T

Poznamka Ukonceni algorimu nam garantuje pouze nalezeni hodnoty globalniho
minima s danou presnosti. Jeho poloha na [a; b] ale muze byt stéle nejistd. Jako
priklad uvazujme funkei f(z) = sin(zr) — 0 x pro velmi malé § na [0;15]. Pro
velka e zde algoritmus nechéd dvé pripustné oblasti (okoli ?jf a okoli 1}7”) Pokud
toto nastane, je mozné pouzit algorimy lokalni optimalizace na prohledani téchto
pripustnych oblasti a uréeni globalniho minima jako nejmensiho z lokdlnich minim
v téchto oblastech. Pokud zbyde jen jedna souvisla pripustné oblast, je mozné za
globalni minimum oznacit xy1.

P-S algoritmus 1ze snadno modifikovat i pro vicerozmérny pripad, absolutni
hodnota v a je pak nahrazena vicerozmérnou eukleidovskou metrikou.
Nicméné, zptisob volby xp.1 popsany v se pri rostouci dimenzi problému stéava
obtizné tesitelny. Obvykle jsou proto pouzivany jiné metody volby xp,q.

P-S algoritmus u vétsiny funkci garantuje nalezeni globdlniho minima. Jako
protiptiklad lze pouzit lomené funkce, kde P-S algoritmus najde vicero lokalnich
minim, mezi nimi i globalni. Nevyhodou je i pomala konvergence (ukdzano napt.
v [Torn a Zilinskas [1989, s. 175]. Navic hodnota K nen{ obvykle znama. Je teda
tfeba pouzivat algoritmy pro odhad K, které zvysuji pravdépodobnost chyby
a vypocetni narocnost.

2.2.2 Brenttv algoritmus

Brentiiv algoritmus je obdobou P-S algoritmu pro funkce s omezenou druhou
derivaci. Misto lipshitzovskych kuzelt zde pripustné hodnoty f omezuji paraboly.
At pro f : [a;b] — R plati Va|f”(x)] < M; M > 0. Algoritmus pak postupuje
nasledovneé:
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1. Globalni faze
1.1 Volba pocatec¢nich bodu
2. Lokalni faze

2.1 Kontrukce parabol a vylouceni intervalli, kde minimum nelezi
2.2 Volba dalsitho bodu

2.3 Kontrola, zda nebylo nalezeno teseni

Globalni faze

Volba pocatecénich bodi: Volba pocatecnich bodt je obdobna jako u
P-S algoritmu. Oznacme tyto body x;;7 € {1;2; ...;k} tak, Ze plati
T1 < Xy < --- < Tp. Yk je opét zatim nejlepsi odhad hodnoty lokdlniho minima.
Lokalni faze

Kontrukce parabol a vylouc¢eni intervali, kde minimum nelezi: Pro kaz-
dou dvojici po sobé jdoucich bodu z; a x;41, zkonstruujeme parabolu P(x) takovou,
ze P(x;) = f(x;); P(xi41) = f(xi1), P"(x) = M pro Vo € (x;;it1)-

At P(z) = a12® 4 agx + a3, potom plati M = P"(z) = 2ay, tedy a; = M.

Ze zbylych podminek ziskdme nasledujici rovnice:

1
flx;) = P(z;) = §M:1322 + asx; + as

1
f(@ip1) = P(zip) = *Mx?ﬂ + asxiy1 +as
2

Resenim téchto rovnic ziskame:

flrig) — o) — %M(%ZH - %2)

2= Tit1 — Ty
1 1) — flxg) — TM (22, — a2

as = f(x;) — =Mux7 — @) = flz:) = 3 M (i xl):z:i
2 ‘ Tiy1 — X4

Plati, ze P(x) je dolni mezi pro hodnoty f(x) na (z;;x;11). Dikaz je predveden
na konci kapitoly. Oznacme p; = argmingcg,,,,] P(x). pr je tedy minimum
paraboly P(x). Pokud plati P(p;) > vk, pak interval (z;; z;11) neobsahuje globélni
minimum. Pokud ale P(p;) < yx, pak [z;; z;41] mize globdlni minimum obsahovat
a prechazime do dalsiho kroku.
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Vylouéeni intervalu v Brentoveé algoritmu

f
2 -1

-3

o 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Obréazek 2.3 Vylouceni intervalu v Brentové algoritmu pro x1 = 6;x2 = 8; f(x) =
sin(r) — ;K = %

Volba dalsiho bodu: Predpokladejme, ze v predchozim kroku jsme na in-
tervalu (z;;x;11) nevyloudili existenci globdlniho minima. Je tedy tieba inter-
val dale rozdélit na dvé ¢asti a vysettit obé zvlast. Metoda rozdéleni intervalu
se miize riiznit, nejjednodussim fesenim je x4 = “FE4L Jing intuitivnf moznost
je Tri1 = p;. VsSimnéme si, ze zatim jsme provadéli hledani pouze na malém
intervalu (z;;x;11), ne na celém [a; b]. Prizkum celého [a;b] se d& zajistit vhod-
nym stiidanim intervalti, které zrovna prohledavame po zvoleni xy,;. Jednou
moznosti je volit vzdy nejdelsi interval, ktery jesté nebyl vyloucen. Druhou, slozi-
t&jsi moznosti je volit interval, ve kterém je P(py) nejnizsi, tedy obdobné, jako
u P-S algoritmu. Pro provedeni tohoto pristupu vsak musime po globalni fazi
provést kontrukei paraboly P(x) pro vSechny intervaly (z;;x;11);1 € {1;2; ...; k}
a (a;x1); (zr; b).

Kontrola, zda nebylo nalezeno reSeni: Brentiiv algoritmus ukonc¢ujeme
stejnym zpusobem, jako P-S algoritmus, tedy kdyz délka mnoziny, kde se globalni
minimum nemuze nachézet presdhne délku [a;b] — €, nebo jsou funkéni hodnoty
dostatecné blizko: f(xp_1) — f(xx) < €. Nalezend feseni se poté stejné jako
u P-S algoritmu mohou nachazet ve vice riznych intervalech.

Brentiiv algoritmus stejné jako P-S garantuje nalezeni globalniho minima. Podobné
jako P-S algoritmus méa problém s konstantnimi ¢astmi funkci. Pti praktickém
pouziti s odhady K a M, kde je K a M odhadovano pomoci stejného poc¢tu bodi,
je Brentiiv algorimus rychlejsi nez P-S algoritmus, ale pravdépodobnost nalezeni
spravného feseni je nizsi viz [Térn a Zilinskas [1989, s. 175].

Brentuv algoritmus vyuziva predpoklad, ze P(x) je dolni mezi pro hodnoty f(x)

na (z;;z;41). To nyni dokdzeme. K tomu pouzijeme nésledujici lemma (vSimneme
si rozvolnéni podminky na druhou derivaci):
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Lemma 1 At pro f : [a;b] — R plati f € C*(a;b) a M > 0. Potom jsou ndsledujici
ekvivalentni:

(i) Vo € (a;b); f"(x) < M

(ii) Vasy € (a;b);w <y; f'(y) — f'(x) < M(y — x)
(iii) Yu € (a;b) a Yh > 0 dostatecné malé; f(u+h)+ f(u—h) —2f(u) < Mh?
Diikaz. Funkce f je C?(a;b) a [a;b] je omezeny interval, tedy miiZzeme pouZivat
Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté a integrovat druhou, prvni i nultou derivaci.

(77) = (i) Z vlastnosti limity plati

" — lim f/(y) — f’(iL‘)
e = R s v

(1) = (ii) Pouzijeme spor, at (ii) neplati, tedy
dr;y € (a;0);x < y - % > M. Z Lagrangeovy véty plati 3¢ € (z;y) :

% = ["(¢). Z toho ziskdvame

f/(y)_f/($) e c
R =flg<M

Tim ziskavame spor.

(1) = (vit) Zvolime u € (a;b) a najdeme h takové, aby a <u—h <u <u+h <b.
Upravime levou stranu (iii):

Flu 1) = ) = (F) = fu—m) = [ p@yde— [1 e de
= [T r@ - rwdes [1 ) - e [T rade- [
= [ [ rwayars [0 [ ) ayae

(i) puth pzx u U
g/ / Mdyd:c+/ / M dy dx
u u u—h Jx

u+h u
:M/ x—udx—i—M/ u— xdx
U u—nh

= TR — (=) = Mp?

Ve druhém radku jsme do rovnice pridali konstantu f’(u) do obou integrali.
Posledni dva integraly v druhém fadku se navzajem vyrusi.

(791) = (i) Rozvineme f(u + h) a f(u — h) do Taylorova polynomu v f(u) s
Lagrangeovo tvarem zbytku:

Flu+h) = fu) + fll(!“)(um—uH fﬁéfh)<u+h—u)2;ch € (w;u+ h)
f(u—nh) :f(u)—l—fll(!u)(u—h—u)—l—fﬂg!hl)(u—h—u)z;dh € (u—h;u)
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Dosadime toto do (iii) a ziskdme:

M2 > f(u+h) + f(u— h) — 2f(u) = f"gch)ha N f”(zdh)hQ

a4 ; () (2.3)

cn € (u;u+h) ad, € (u— h;u) tedy }llin%)ch = u, }llir%dh =u. [ € C*a;b), z
— —
vlastnosti limity a pak plati:

M > lim f"(en) + f"(dp)
h—0 2

= f"(u)

]

Lemma nam dava vice ekvivalentnich podminek, za kterych je mozné Brenttuv
algoritmus pouzit. Vzorec (iii) nyni pouzijeme k dikazu, ze P(x) je dolni mezi
pro hodnoty f(x) na (x;;x;41). Muzeme také rozvolnit podminku pro druhou
derivaci.

Tvrzeni 2 At pro f: [a;b] — R platiVx € (a;0) : f"(x) < M; M > 0. PoloZme:

(b—=)f(a) + (z —a)f(b)
b—a

1
P(x) = — 5]\/[(1: —a)(b—x). (2.4)
P(z) je stejny polynom jako P(x) definovany na zacdtku této kapitoly. Potom plati
P(x) < f(x)Vx € [z 241] C [a; ).

Diikaz. Preznacime (x;;x;11) = (¢;d) . Polozme g(x) = f(z) — P(x), potom plati
g(c) =g(d) =0; ¢"(z) <0Vzx € (¢;d). Cheeme tedy ukézat, ze

min{g(z)|z € [¢;d]} = y > 0 . Pro spor predpokladejme opak, tedy y < 0.
Ozna¢me u = sup{z € [¢;d]|g(z) = y}. Tedy u je bod, kde g nabyvd minima a
zaroven je z téchto bodu ,nejvice vpravo* na [c;d].

g(u) =y < 0= g(c) = g(d), tedy u # c;u # d. g je navic spojita a tedy
pro dostatecné malé h plati ¢c < u — h < u < u+ h < d. Protoze f nabyva v u
globalniho minima, pak g(u — h) > g(u). A protoze u je ,nejvice vpravo“ z bodi,
kde je nabyvano globélntho minima, tak g(u + h) > g(u). Tedy plati:

glu+h) —g(u) +g(u—h) —g(u)
2
Z predchoziho lemmatu tedy ¢”(x) > 0Vz € (¢;d) Tim ziskdavame spor s vlast-
nostmi g.

>0

O
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2.3 Metody ndhodného prizkumu

Metody ndhodného prizkumu vychéazeji z metod urcenych pro lokalni optimalizaci.
Prvnim krokem obvykle byva pokryti D pomoci mnoziny bodt

{z|k € {1;2;...;m};m € N}. Nésledné je provedena lokalni optimalizace. Pfitom
predpokldadame, ze pokud je pokryti D body dostatecné husté, tak musime najit
vsechna lokalni minima, tedy i globalni minimum.

2.3.1 Algoritmy lokalni optimalizace

Pro potreby zakladnich algoritmi ndhodného prizkumu si nejprve ukazeme dvojici
metod lokalni optimalizace - Newtonuv algoritmus a algoritmus gradientniho/nej-
prudsiho sestupu.

Newtonuv algoritmus

Meé¢jme funkci f : D — R; D € R™ a predpoklddejme, ze f ma spojité parcialni
derivace druhého tadu na D. Déle predpokladejme, ze f je konvexni na D.

Newtontv algoritmus spoc¢iva v aproximaci funkce f v bodé z; pomoci prv-
nich 3 ¢lentt Taylorova polynomu. Algoritmus se poté presune do bodu w1, ktery
je urcen jako globalni minimum této aproximace. Postup Newtonova algoritmu
lze tedy popsat nasledovné:

1. Volba pocatecéniho bodu
2. Konstrukce Taylorova polynomu
3. Nalezeni minima Taylorova polynomu a zj 4

4. Kontrola, zda nebylo nalezeno teSeni

Volba pocatec¢niho bodu: Zvolime z, jako libovolny bod z D C R”.
Konstrukce Taylorova polynomu: Spoc¢teme prvni 3 ¢leny Taylorova poly-
nomu v bodé xy:

fl@) = flae) + V(o) (@ — ap) + ;(SC —a) VA () (x — ) (25)

Pozndmka Prvni a druhé derivace ¢asto nemame k dispozici. V takovém pripadé
je lze nahradit numerickou derivaci:

Of () . flowy.. w405, 5m,) — foas. 5w — 635 2)

Obdobné lze z prvni derivace ziskat i druhou derivaci.

Nalezeni minima Taylorova polynomu a z;.;: Nalezneme x;,; jako
minimum Taylorova polynomu, tedy:

i1 = 2p — (VAf(@1)) 7 - V(@) (2.6)
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Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Kontrolu, zda nebylo nalezeno
reseni l1ze provést porovnanim funkcénich hodnot poslednich krokt, stejné jako u
pokryvacich algoritm. Druhou moznosti je porovnani délky posledniho kroku,
tedy ||zg11 — xk|| < €. Pokud feseni nalezeno nebylo, tak se vracime ke konstrukci
Taylorova polynomu s xy. .

Newtontiv algoritmus ma pro nase potfeby jednu nevyhodu. Jakozto algorit-
mus lokalni optimalizace predpoklada, ze funkce f je na D konvexni. Pokud f
na D konvexni neni, pak Newtontv algoritmus nemusi konvergovat, nebo kon-
verguje k sedlovému bodu, ¢ lokdlnimu maximu [Nocedal a Wright 1999, s. 51].
Proto ukazeme jesté druhou metodu lokalni optimalizace - metodu
gradientniho/nejprudsiho sestupu.

Algoritmus gradientniho/nejprudsiho sestupu

Méjme funkci f : D — R; D € R”, predpokladejme, ze f ma spojity gradient
ve vsech bodech na D.

Tento algoritmus v kazdém kroku urci smér, kde funkéni hodnota f na okoli zy,
klesa nejrychleji. Nasledné se presune v tomto sméru.

1. Volba pocatecniho bodu
2. Urceni sméru nejprudsiho sestupu
3. Urceni délky kroku a provedeni kroku

4. Kontrola, zda nebylo nalezeno teseni

Volba pocatec¢niho bodu: Zvolime z, jako libovolny bod D C R™.

Urceni sméru nejprudsiho sestupu: Méjme bod xj, potom smér, ve kterém
funkce f nejrychleji klesé je urcen jako s, = —V f(xy)

Urceni délky kroku a provedeni kroku: Provedeme krok ve sméru s
o délce i, neboli xx1 1 = xx — WV f(xr). UrCeni v, muze byt ruzné, ukizeme
jednu z nich:

Polozime ~; jako feseni néasledujici pomocné tlohy:
Ve = argmin, o f(zx) — YV f(zx). Neni nutné tuto tlohu vyfesit presné, ale je
dilezité, aby ziskané 4 bylo dostatecné malé, aby algoritmus ,nepreskocil* k ji-
nému lokdlnimu minimu. Je tedy vhodné predem urcit néjakou vhodnou horni
hranici pro 7.

Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Kontrolu, zda nebylo nalezeno feseni
lze opét provést porovnanim funkénich hodnot poslednich kroki, nebo porovnanim
délky posledniho kroku, tedy ||zg+1 — xk|| < €. Pokud feseni nalezeno nebylo, tak
provedeme dalsi krok s xp 1.

Vyhododou gradientniho algoritmu oproti Newtonovu algoritmu je garance, ze na-
jde lokalni minimum pokazdé, nezavisle na z, (pokud plati urcité predpoklady o

f). Nevyhodou je pak pomalejsi konvergence [Nocedal a Wright |1999] s. 51].

Nabizi se pouzit kombinaci téchto dvou algoritmi. Zvolime zy a budeme po-
stupovat pomoci gradientniho algoritmu. Jakmile zjistime, Ze je f v néjakém xy,
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konvexni, tak prepneme na Newtoniv algoritmus. To, zda je f v x; konvexni
ovérime diky nasledujicim ekvivalencim:

f je konvexniv xy, <= Hs(xy) je pozitivné de finitni

< vsechna vlastni ¢isla Hy(xy) jsou kladna

Kde H(xy) je matice druhych derivaci f v xy. Vlastni ¢isla lze urcit napt. QR
algoritmem (vice v [Suchacek 2017, s. 36]). Pro problémy ve vysoké dimenzi miize
byt urcovani konvexity vypocetné narocné. Je tedy mozné konvexitu ovérovat
vzdy jen v kazdém 1-tém kroku, nebo viibec a pouzit jen gradientni algoritmus.

V této praci budeme tento spolecny algoritmus nazyvat Newton-gradientni
algoritmus.

2.3.2 Nahodny vzorek, singlestart, multistart

Nejjednodusimi metodami ndhodného priuzkumu jsou ndhodny vzorek (random
sample), singlestart a multistart. Vsechny zac¢inaji zvolenim m € N
a bodu z;;1 € {1;2;...;m}, které jsou rozlozeny tak, Ze rovnomérné pokryvaji
mnozinu D.
zadna dalsi optimalizace neni provadéna. Singlestart tuto metodu vylepsuje tim,
ze z tohoto nejlepsiho bodu provede lokalni optimalizaci (napt. pomoci
Newton-gradientniho algoritmu). Tim nalezne lokdlni minimum piislusné tomuto
bodu a prohlasi jej za feseni. Multistart provadi lokalni optimalizaci pro vSechny
body z;;i € {1;2;...;m} a nasledné vybere nejnizsi dosazené lokalni minimum.

Vsechny tfi metody pri rostoucim m konverguji ke globalnimu minimu v
pravdépodobnosti. Nejsou vsak prilis efektivni, ndhodny vzorek nevyuziva dat z
vyhodnoceni funkénich hodnot z predchozich bodi. To zplsobuje, ze nahodny
vzorek povazuje vSechny oblasti D za stejné dulezité. Singlestart pouzity s prilis
malym m muze pro provedeni lokalni optimalizace zvolit nevhodny bod z; a skoncit
v lokalnim minimu. Lokélni faze multistartu mize skoncit ve stejném lokalnim
minimu pro rizné pocatecéni body. Diky tomu se zvySuje vypocetni narocnost,
kdy musi probéhnout nékolik lokalnich optimalizaci bez zlepseni vysledku, ktery
byl dosazen pri prvnim nalezeni lokalnitho minima.

I pres jejich zjevné nevyhody jsou tyto algoritmy hojné vyuzivany pro jejich
snadnou implementaci a robustnost. Déle casto slouzi jako zdklad komplexnéjsich
metod, nebo pro porovnani efektivity pokrocilejsich algoritmi.

2.3.3 Adaptabilni algoritmy

Jednou z nevyhod predchozich t¥{ metod je volba zkoumanych bodt pred probéh-
nutim algoritmu, bez moZnosti pouzit nalezené hodnoty f(x;) pro volbu dalsich
bodti v okoli lokdlnich minim. Tento problém fesi dalsi skupina algoritmii, zvana
adaptabilni algoritmy. Ty mohou byt rozdéleny na parametrické a strukturalni.
Strukturalni metody spoc¢ivaji v zménéach pouzivaného algoritmu béhem jeho béhu.
Je tak mozné kombinovat vyhody rtiznych algoritmii v riiznych fazich optimalizace.
Strukturalnimi metodami se tato prace dédle nezabyva.
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Zékladem parametrickych metod je parametrickd funkce, ktera urcuje, jak vo-
lime x;. V kazdém kroku jsou pak parametry této funkce upravovany tak, aby dalsi
body byly rozlozeny hustéji v okoli lokalnich minim. Obvykla volba spocita ve zvo-
leni néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni s hustotou g(x; py), kde py je vektor
parametru. V k-tém kroku pak volime my bodu z rozdéleni urcéeného g(x; px). Po
provedeni jejich vyhodnoceni uré¢ime pi.; a prejdeme do dalsiho kroku.

2.3.3.1 Algoritmy zalozené na normalnim rozdéleni

Tyto algoritmy pouzivaji ke generovani novych bodiu vicerozmérné normaélni
rozdéleni N, (ug; Xg). i je nastaveno jako zatim nejlepsi odhad minima f. Volba
¥) je vice komplikovand. Nejjednodussi je 3, zvolit jako diagonalni matici s o}
zohlednit i jiné body s hodnotou blizkou y; a manipulovat ¥, takovym zptisobem,
aby se vice bodi generovalo mezi p; a témito body.

o? pak lze snizovat, pokud v k-tém kroku doslo k nalezeni lepstho odhadu
minima f a zvysovat, pokud k nalezeni lepsiho odhadu nedoslo. Tento postup ma
své logické opodstatnéni: Pokud se k minimu blizime, tak chceme generovat vice
bodi v jeho okoli, abychom mohli tento odhad upresnit. Pokud se vSak algorimus
dostane
jeho hodnotu, misto toho, aby se presunul jinam. Diky vlivu ndhody na volbu
bodi ve vSech krocich, ale nakonec lokalni minimum opusti a najde globalni
minimum. Lze vidét, Ze sniZovani o7 pii kazdém tsp&$ném kroku ma své nevyhody.
Za urditych podminek proto miize byt vyhodné zvolit i jiny postup, kde se o2
zvysuje i kdyz v k-tém kroku doslo k nalezeni lepsiho odhadu minima f. Lze vidét,
Ze moznosti nastaveni pu; > a dalsich parametr je mnoho. Ukazeme tedy jednu
z nich:

1. Globalni faze
1.1 Volba poc¢atecnich bodu
2. Lokalni faze

2.1 Vyhodnoceni bodii a volba pux; X
2.2 Kontrola, zda nebylo nalezeno teseni

2.3 Vygenerovani novych bodu

Globalni faze

Volba pocatecnich bodi: Zvolme m bodu zg;;i € {1;2;...;m} rovhomérné
rozdélenych na mnoziné D. py = argmin, 1., .{f(20,;)}. 2o zvolime jako di-
agondlni matici s o2 na diagondle. Volba o7 je pak zavisld na velikosti D. Je
tfeba zvolit o2 dostatecné velké, aby rozdéleni v prvnich krocich nebylo piilis
koncentrované do jednoho bodu. Ale pokud je o2 prili§ velké, pak pti generovani
bodt v dalsich krocich vétsina bodi skon¢éi mimo D a bude tfeba je generovat

znovu. Vyuzijeme tedy statistického pravidla 3o a polozime o2 = (%(D))Q.
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Lokalni faze

Vyhodnoceni boda a volba ji; 04: Provedeme vyhodnoceni f ve vSech bo-
dech z; a polozime yi = min;—1.2; . f(xkz> Déle piyy1 = argmind{ f(u); f (k) },
kde @y = argmin;_y.0. _.m{f(2xs)}. Zvolme [ € N. Pokud v poslednich [ krocich
nedoslo ke dostatecnému zlepseni odhadu, tedy plati yx > yr_; — €, tak polozime
ok+1 = 0¢. Pokud k dostatecnému zlepseni odhadu doslo, tak polozime
Ory1 = a* oy, kde a € (0;1).

Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Algoritmus zastavime, pokud v po-
slednich 2/ krocich nedoslo k vyraznému zlepseni vysledku, tedy yx > yx_o1 — €.
Globalnim minimem poté nazveme ;1 s hodnotou yy.

Vygenerovani novych bodi: Vygenerujeme m novych bodi x4, z rozdéleni
Ny (ftg+1; 0k+1). Pokud se néktery bod xy41,; vygeneruje mimo mnozinu D, tak jej
ignorujeme a vygenerujeme misto néj dalsi.

Lze vidét, ze fungovani algoritmu zavisi na volbé velkého mnozstvi parametrii
(m, 09, a, 1) a dalsich rozhodnuti (Kdyz se novy bod vygeneruje mimo D, generuji
misto néj novy?, Pokud se nenajde lepsi bod nez v minulém kroku, pouzivam
frr1 = pi? apod.). Pro jeho implementaci bude obtizné nastavit vSechny parame-
try tak, aby algoritmus fungoval efektivné, pokud o f nemame dalsi informace.
V takovém pripadé je vhodné nastavit algorimus opatrnéji (velké m, [, a) za cenu
vyssi vypocetni naroc¢nosti. Pfi opatrné implementaci pak algoritmus pracuje
dobrte i pro velmi nepravidelné funkce. Pokud vsak mame k dispozici informace
o funkci f dopredu, tak je mozné parametry nastavit zptisobem, ktery zaruci rych-
lejsi konvergenci. Diky vlivu nahody na béh algoritmu plati, ze pravdépodobnost,
ze algoritmus globdlni minimum nenajde, neni nulova.

Proto tento algoritmus muze byt dobfe uplatnén, pokud fesime podobné tlohy
opakované a stac¢i nam najit optimalni feseni ve vétsiné pripadu.

2.3.3.2 Algoritmy se sou¢tovou hustotou

Jinou moznosti, jak vytvorit pravdépodobnostni rozdéleni pro generovani bodi
do dalstho kroku algoritmu, je pritadit ke kazdému bodu vlastni hustotu a vahu,
ktera se odviji od dosazené funkéni hodnoty. Volba hustoty prislusné bodu x; muze
byt rtznd, lze napriklad zvolit hustotu pfislusnou N, (xy.; X,;). Vazeny soucet
téchto hustot pak vytvori celkovou hustotu, ze které generujeme body do dalsiho
kroku. Uvedeme opét jeden z moznych algoritmii:

1. Globélni faze
1.1 Volba poc¢atecnich bodu
2. Lokélni faze

2.1 Vyhodnoceni bodt a vypocet nové hustoty
2.2 Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni
2.3 Vygenerovani novych bodu

Globalni faze

Volba pocatecnich bodi: Zvolme m bodl xg,;4 € {1;2;...;m} rovhomérné
rozdélenych na mnoziné D.
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Lokalni faze

Vyhodnoceni bodt a vypocet nové hustoty: Spocteme
Y = min;_1.0. m{f(2x;)} a uréime t; jako index bodu, ve kterém f nabyvé yy.
At o € (0;1). Urcime vahy cg; pro indexy i # tg:

_ (f(xri) —y) "
Chkii = (1 - O./) m 1
izl;i;étk(f(xk;i) — Ur)
Kde a je védha, kterou pfifazujeme bodu xyy, , tedy o = cpy, -
Dale vytvorime hustoty pro body x:

gkl(x) = #6—%@_“#?2—1@_%%)
(2m)" |3

gri je pak hustota odpovidajici N, (zx.; ). X volime jako diagonaln{ matici s o
na diagondle. 02 miizeme volit stejné jako v pfedchozim algoritmu: o2 = (W)Q.
Tato volba se ale zda zbytecné obecna, protoze se snazi rozlozit body po celém D.
Pro tento algoritmus ale staci, aby gx.; rozlozila body jen v okoli x.;. Tedy mizZeme

vyuzit jinou volbu >:

Volime Yj; jako diagondlni s o, na diagondle, 0., = (%Ig’”)z,

kde Ky, = min{||zy; — 2kl = 1;2;...57 — 1; 5+ 1;...;m}. Tedy kazdy bod
ke spolecné hustoté prispiva hlavné ve svém okoli. Diky tomu se méné bodu
generuje mimo D a vice bodi se generuje v blizkosti zatim nejlepsich zy.;.

Spolec¢nou hustotu nasledné urc¢ime jako:

gk($) = Z Ck;igk;i(l')
=1

Toto opravdu je hustota, protoze:

m

/Qg;Ck;igk;i(m)dm = gck;i /Q gk;i(:v)d:n = ; Chii =
m -1
=a+(1—a) Z m(f(ajk;i)_yk)

=151t i:1;i7étk(f($k;i - yk’)_l

=a+(l—-a)=1

Kontrola, zda nebylo nalezeno feseni: Algoritmus opét ukoncCujeme pri jiz
malych zménach v y;. Zvolme [ € N, pak algoritmus ukonc¢ime pokud yx > yp_; —e€.
Jako globalni minimum oznacime ., .

Vygenerovani novych bodi: Vytvorime m novych bodl xj41,; z rozdéleni
urceného gi(z). Bod xj41.4, ktery se vygeneruje mimo D ignorujeme a vygeneru-
jeme jej znovu.

Stejné jako algoritmus zaloZeny na normalnim rozdéleni je i souc¢tova hustota
zévisld na mnoha parametrech (m, [, ). Pokud predem nemame zddnou informaci
o f, musime algoritmus nastavovat opatrné (velké m, [, malé ).

Pro volbu a < 3 miiZe nastat situace, kdy vaha odpovidajici bodu zy, bude
mensi nez vaha jiného bodu s funkéni hodnotou blizkou y,. Problém také nastava,
pokud je funkce na néjaké mnoziné konstantni. Potom se dva riizné body mohou
vygenerovat v této mnoziné a vznikne problém pii volbé #j a cg. Resenim je
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modifikovat algoritmus tak, Ze nejprve vypocteme vSechny (f(zy.;)—yx) ' a aZ poté
volime «. Pokud je y, dosazeno ve vice bodech, tak lze ,rozdélit“a mezi tyto
body.

I pro algoritmy se souc¢tovou hodnotou plati, zZe jsou robustni a je mozné je
snadno modifikovat podle riznych informaci o f a D. Nalezeni globalniho minima
sice neni garantovano, ale plati, Ze posloupnost feseni x,, k nému konverguje
v pravdépodobnosti. Stejné jako u algoritmu s normalnim rozdélenim muiize byt
tento algoritmus dobfe uplatnén, pokud resime podobné tlohy opakované a staci
nam najit optimalni feseni ve vétsiné pripadi.
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2.4 Metody obecného sestupu

Metody obecného sestupu jsou, obdobné jako metody ndhodného prizkumu,
zalozené na algoritmech urcenych pro lokalni optimalizaci. Jejich zakladem je
modifikace algoritmu lokalni optimalizace tak, aby neuvizl v lokalnim minimu.
Toho lze dosahnout vice zptisoby, dva z nich budou v této kapitole predstaveny.

2.4.1 Metody trajektorii

Metody trajetorii upravuji Newton-gradientni algoritmus tak, aby po nalezeni
lokélniho minima ,,vystoupal“po grafu funkce a prekrocil do oblasti, odkud zase
yklesa“do dalsiho lokalniho minima. Po nalezeni vsech lokalnich minim na D je
urc¢eno globalni minimum.

2.4.1.1 Algoritmus prechodu pres sedlové body

Tento algoritmus po nalezeni lokdlniho minima f stoupa do sedlového bodu,
tim projde a nasledné zase prejde k lokalni optimalizaci a najde dalsi lokalni
minimum.

1. Globélni faze
1.1 Zvoleni startovacich bodu algoritmu
2. Lokalni faze

2.1 Sestup do lokélniho minima

2.2 Kontrola, zda nedochézi k zacykleni
2.3 Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni
2.4 Vystup do sedlového bodu

2.5 Prichod sedlovym bodem

Globalni faze

Zvoleni startovacich bodu algoritmu: Protoze se algorimus mize zacyklit
a postupovat opakované pres stejnych nékolik lokdlnich minim, je tfeba jej startovat
postupné z vice bodi. Vytvofime mfizku prekryvajici mnozinu D. Pruseéiky této
pifmky oznacime jako z};i € {1;2;...;m}. Zvolime z} jako bod pro prvni spusténi
algoritmu.

Lokalni faze

Sestup do lokalniho minima: Budme v bodé x}c, odtud chceme dojit do lo-
kalniho minima, pouzijeme tedy Newton-gradientni algoritmus. Zapamatujeme si
nalezené lokdlni minimum jako xj, a jeho hodnotu jako yj, .

Kontrola, zda nedochazi k zacykleni: Algoritmus se mize po navstévach
nékolika lokalnich minim vratit do minima, které uz bylo predtim nalezeno.
Pripadné také muze byt opétovné spustén z bodu, odkud bude klesat do minima,
co jiz bylo nalezeno. Abychom tak branili zacykleni algoritmu, tak zkontrolujeme,
zda ds;t s < kit <i:xt = x4 (kromé s = k; at = 1). Pokud takové s a t najdeme,
tak algoritmus znovu spustime z x5, V praxi se x* ,netrefi“piesné do X}% Je tedy
lepsi ovétovat ||x% — x4, || < e.
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Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Pokud v predchozim kroku bylo
zjisténo zacykleni a uz nezbyva novy bod z{', odkud by $lo algoritmus spustit
(tedy i = m), tak algoritmus ukoné¢ime. Za globaln{ minimum pak prohldsime y¢,
takové, ze y¢ <yl Vs;t s < kit <.

Vystup do sedlového bodu: Zvolime ¢ > 0 velmi malé. Sedlovy bod lezi
ve sméru vlastniho vektoru v}, Hessovy matice v bodé xj , ktery odpovidé nej-
vys$imu vlastnimu ¢islu AL, Ahae SPOlU S v}, 1ze ziskat napf. pomoci mocninné
metody (viz. [Suchacek 2017, s. 12]). Ndsledné provedeme krok ve sméru v} o e.

Zde opét uréime novy vlastni vektor v2,  odpovidajici nejvyssimu vlastnimu
¢islu A2, .. Takto postupujeme dokud Hessova matice nen{ semi-definitni. Odtud
jiz mizeme pouzit Newtonovu metodu, tim se dostaneme do sedlového bodu s}C

Pritichod sedlovym bodem: Nalezeny sedlovy bod sfﬂ prekondme krokem
ve sméru sj, — x;, 0 €. Tim ziskdme bod zj, ., = s}, + €(s}, — X},). Nésledné
prejdeme opét k sestupu do nového lokalniho minima.

7 popisu algoritmu je zfejmé, ze je velmi vypocetné narocny. Dochazi totiz
k ¢astému vyhodnocovéani funkce f a to jak pri sestupu (Newton-gradientni me-
toda), tak pri vystupu (opakované vypocty Hessovy matice a mocninnd metoda).
Dale muze dojit k opétovnému urceni jednoho stejného lokalniho minima pro kazdy
bod .

Pokud je v globalni fazi mtizka zvolena nedostatecné husté, algoritmus mize
vynechat nékterd lokalni minima a tedy i globalni minimum. Stejné tak volba e je
zéavisla na konkrétnim problému. Prilis nizké € zvysSuje vypocetni narocnost, prilis
vysoké zase miize vést k ,preskoceni® lokalniho minima.

Predpokladejme, ze dokazeme zkontruovat mrizku takovou, ze vzdalenost mezi
dvéma sousednimi pruseciky je h a navic pro kazdé lokalni minimum X}c funkce f
plati: 3l af) : zfy € B(x},; %) Potom se volba € = % zda jako vhodna, nebot mizeme
predpokladat, ze sedlovy bod se bude nachazet pobliz poloviny vzdalenosti mezi
dvojici X};i; XZ 41 a potfebujeme alespoti nékolik krokt vystupu k jeho pfesnému
urceni.

Vyse popsané nevyhody algoritmu prechodu pres sedlové body ukazuji, Ze
neni prilis efektivnim algoritmem. Pokud pouzijeme vhodné predpoklady o f, tak
sice nalezne spravné feseni, ale mnohem pomaleji nez napi. algoritmy ndhodného
prizkumu. Tedy pro praktické vyuziti neni vhodny.

2.4.2 Penalizacni metody

Jednou z nevyhod pouzivani metod lokalni optimalizace pro globalni problém je
opakované urcovani stejného lokalniho minima (jak jiz bylo diskutovdno u multis-
tartu). Penaliza¢ni metody zabranuji urceni stejného lokalniho minima pfifazenim
penalizac¢ni funkce ke kazdému nalezenému lokalnimu minimu. Nésledné je mi-
nimalizovana pomocné funkce sestavajici z tcelové a penalizac¢ni funkce. Tim
ziskdme novy bod, ktery (pfi spravné zvolené pomocné a penaliza¢ni funkci) je
v okoli zatim nenalezeného lokalniho minima. To opét nalezneme pomoci lokalni
optimalizace a algoritmus pokracuje do dalsiho kroku. Jako ukazku pouzijeme
tunelovaci algoritmus:
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2.4.2.1 Tunelovaci algoritmus

Tunelovaci algoritmus je jednoduchym penalizac¢nim algoritmem. Pro jednoduchost
jej popiseme v jednodimenzionalnim pripadé.

1. Globélni faze
1.1 Nalezeni prvniho lokalnitho minima

2. Lokalni faze

2.1 Vytvoreni a minimalizace tunelovaci funkce
2.2 Kontrola, zda bylo nalezeno lepsi lokalni minimum

2.3 Kontrola, zda nebylo nalezeno feseni

Globalni faze

Nalezeni prvniho lokalniho minima: Zvolime néjaky bod x € D. Prove-
deme lokélni optimalizaci (napf. Newtonovym algoritmem) a nalezeme lokalni
minimum ;.
Lokalni faze

Vytvoreni a minimalizace tunelovaci funkce: Predpokladejme, ze jsme

v k-tém kroku a mame lokalni minima z1; zo; .. . ;x5 a = (o301 € {1;2;...;k—1})
Zvolime a4, = 1. Definujeme tunelovaci funkci:

[ (2 — 5)2)

W zde funguje jako penaliza¢ni funkce. T%(x) ndsledné minimali-

i— J
zujenriye.1 Minimalizaci provedeme zvolenim bodu v okoli x; a pouzitim algoritmu
lokalni optimalizace (napf. Newtonova). Ozna¢me nalezené lokalni minimum 7 7.
Kontrola, zda bylo nalezeno lepsi lokalni minimum: Pokud plati
f(@Tiy1) < f(zx) pak se Tp1 nachdzi v okoli zatim nezndmého lokdlniho minima
f. Tedy provedeme lokalni optimalizaci f zapocatou v Tp1 a ziskdme bod xyq
a pokracujeme do dalsi iterace algoritmu.

Pokud plati f(Zx;1) > f(xk), tak neni jasné, zda se Tj;1 nachézi v okoli lepstho
lokélniho minima. MiZzeme dale postupovat dvéma zptsoby: Volba nového bodu,
odkud minimalizujeme T%(z), nebo zvyseni ay.

Volba nového bodu je v jednodimezionalnim ptipadé snadnd: T, se nachazi
mezi stejnou dvojici x;; ;411 € {1;2;...;k — 1} (zde predpokldddme, Ze jsou z;
sefazeny) jako bod, odkud byla spusténa minimalizace T (x). To plati protoze
xlg% TF(z) = o0; Vi € {1;2;...;k — 1}, tedy algoritmus pro lokaln{ optimalizaci
nedokdze ,preskocit“mezi jinou dvojici z;; ;415 j € {1;2;...;k—1}. Pro pokraco-
vani algoritmu tedy staci zvolit bod mezi jinou dvojici z;; 415 j € {1;2;...;k—1},
kde jesté nebyla funkce T (x) minimalizovdna.

Pokud uZ nelze zvolit dalsf bod pro hleddn{ minima T*(z), pak musime pf¥istou-
pit k zvyseni a. Tim snizime vliv penalizaéni funkce na T%(z), zatimco vlastnost

li_>m TF(z) = oo; Vi € {1;2;...;k — 1} zlistane zachovdna. Potom opakujeme po-
T—xT;

stup hledén{ lokalniho minima s novou T%(x). O kolik bude oy, zvySeno je z4vislé
na konkrétnim problému. Postup zdvojnasobit ay se zda prakticky pro vétsinu
problémai.
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Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Pro kontrolu, zda bylo nalezeno
feseni lze pouzit standartni postup s kontrolou f(zx_1)— f(x) < €, pripadné se di-
vat vice krokt zpét. Za globalni minimum je pak prohlaseno x;. Miuze ale nastat
pripad, ze vSechna lokdlni minima f na D byla nalezena a f(zx—1) — f(zx) > €.
Pak miuze dojit k zacykleni algoritmu. Je tedy vhodné stanovit horni limit pro
zvysovani ay. Protoze mame v kazdém kroku konecny pocet moznosti volby bodi,
odkud minimalizujeme T%(z), tak ndm tato podminka zarucuje skonéen{ algoritmu.

Pro vicedimenzionalni ptipad je tieba provést nékolik modifikaci, T (z) je tfeba
upravit takto:

Tk( ) = f(x) — f(zp)
“ [ (2 — )T (2 — )™
Pokud f(zx11) > f(xr) a chceme zvolit novy bod pro lokédlni optimali-
zaci T*(z), pak postup z jednodimenziondlniho pifpadu nejde pouzit. Nabizi
se pouzit mrizku pokryvajici D a postupné pouzit vSechny body na priisecicich
tého mrizky. Dalsi moznost je volit novy bod ndhodné na D, zde je nutné zvolit
néjaky maximalni pocet volenych bodt, jinak mize dojit k zacykleni algoritmu.

Pokud neni lokalni minimum x;, urceno zcela presné, coz je ve vypocetnim softwaru
obvyklé, tak na jedné strané od tohoto minima bude 7 (x) konvergovat do —oco
namisto zamysleného co. To ndm vytvai{f problém, nebot minimalizace T (x) mtze
skoncit opét ve stejném minimu, nebo zkolabovat.

Jako priklad uvazujme D = [-1;1]; f(z) = sin(27x) — §;a = 1. Predpoklé-
dejme, ze jsme nalezli x1 = —0,237, coz je blizko skutecného lokalniho minima.
Potom funkce T*(z) ma nasledujici tvar:

Tunelovaci algoritmus

7] — T
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Obrazek 2.4 Tunelovaci algoritmus s nepresnym lokdlnim minimem pro f(z) =

sin(r) — §

Oprava tohoto problému nenf jednoduché, mtzeme zkusit dat ¢itatele T*(z) do
abs. hodnoty. To musime provést jen na okolf zy, nebot jinak pii optimalizaci T (z)
nenajdeme bod s mensi funéni hodnotou nez z;. Kdyz pouzijeme pouze okoli,
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pak zase T"(z) miZze byt nespojitd. Lepsi moZnosti pak je pii optimalizaci T (x)
kontrolovat vzdalenost od x; a ukondit ji, pokud se blizime zpét do x.

P1i spravné zvolenych parametrech a pouzivaném algoritmu pro lokalni mini-
malizaci dokaze tunelovaci algoritmus nalézt globalni minimum. Efektivita zalezi
predevsim na zvoleném algoritmu lokdlni optimalizace.

Nevyhodou je velky pocet bodti, ve kterych je vyhodnocovana f béhem lokalni
optimalizace. Pokud se pohybujeme v ¢asti D daleko od 0, pak je graf T*(z) je
obvykle skoro plochy. Newton-gradientni algorimus pak postupuje velmi malymi
kroky a zvysuji se numerické chyby.

Funkce f navic mize mit mezi z; a x;,1 vicero lokdlnich minim, z jichz jen
jedno m4 nizsi funkcni hodnotu nez f(xy). Algoritmus pak muze prejit mezi jiné
xj a Ty a toto mozné globalni minimum vynechat.

Tedy spravné nastaveni algoritmu s nedostatecnymi informacemi o f je velmi
obtizné. Pokud tyto informace existuji, pak algoritmus nalezne globalni minimum.
Ale jiny algoritmus muze byt efektivnéjsi pri znalosti téchto informaci o f.
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2.5 Seskupovaci/klastrovaci algoritmy

Klastrovaci algoritmy jsou skupinou algoritmi, které vyuzivaji néjakou klastrovaci
metodu. Méjme body z; € D;i € {1;2;...;m};m € N. Hlavnim uéelem klastrovaci
metody je identifikovat skupiny/klastry bodu, které se nachézeji v okoli stejného
lokalniho minima. Pokud se tento krok podari, pak spustime v kazdém klastru
lokalni optimalizaci, kterd uréi odpovidajici lokalni minimum. Globalni minimum
pak snadno ziskame jako nejmensi z lokalnich minim.

Vyhodou oproti napt. multistartu je pak snizena vypocetni narocnost, protoze
lokalni optimalizace neni provadéna pro kazdy bod, ale jen jednou pro kazdé
lokélni minimum.

Poznamka Doposud jsme terminy algoritmus a metoda zaménovali. V této kapitole
budeme algoritmy globalni optimalizace nazyvat klastrovaci algoritmy. Metody
klastrovani bodi, které jsou potieba pro klastrovaci algoritmy, budeme nazyvat
klastrovaci metody.

2.5.1 Klastrovaci metody

Zacneme struénym tvodem do klastrovacich metod. Klastrovaci metody lze obecné
popsat nasledujicim postupem:

1. Volba pocatec¢nich bodua

2. Seskupeni bodii kolem lokalnich minim

3. Identifikace klastru

Volba poéateénich bodu: Zvolime body z; € D;i € {1;2;...;m};m € N.
To miize byt provedeno jak s pomoci miizky, tak i nahodnym vzorkem.
Seskupeni bodi kolem lokalnich minim: V dalsim kroku je tfeba nechat
body seskupit pobliz lokalnich minim. Jednou moznosti je provést v kazdém z;
nékolik kroku lokalni optimalizace (napt. Newton-gradientnim algoritmem). Jinou
je zvolit 0 < a < 1 a vytadit m - a bodu s nejvyssi f(z;). Tedy zustanou jen body
s nizkou hodnotou f.
Identifikace klastria: Postupy jak identifikovat klastry se rtzni. Lze je vsak
rozdeélit do dvou kategorii - hierarchické (hierarchical) a rozdélovaci (partitional).
Hierarchické metody se daji déle délit na aglomerativni (agglomerative) a délici
(divisive). Aglomerativni zac¢inaji s klastry obsahujicimi po jednom bodu, které
jsou postupné spojovany. Délici metody zacinaji s jednim klastrem obsahujicim
vsechny body, ten je nasledné rozdélovan na mensi klastry. Hierarchické metody
se obvykle v optimalizaci nepouzivaji, proto nebudou dale popisovany.
Rozdélovaci metody zvoli poc¢atecni bod (seed point) a k nému pfidavaji body,
které jsou dostatecné blizko. Kdyz uz nejde dalsi pridat, tak je ze zatim neprida-
nych bodt zvolen novy pocateéni bod. Dvé takové metody budou predstaveny.
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Tornova klastrovaci metoda: Pro potieby Tornova algoritmu ukézeme
Térnovu klastrovaci metodu ([Térn [1977]):

Méjme body z; € D C R™;1 € {1;2;...;m};m € N, které chceme klastrovat.
Jako pocatecni bod zvolime bod z,, kde ma f nejnizsi hodnotu ze vSech bodi,
které zatim nejsou v zadném klastru. Kolem x, nasledné vytvaiime zvétsujici
se koule B(z,;r;) a priddvame vSechny body z;, které jsou v téchto koulich
a nejsou zatim v zadném klastru. Tvorbu kouli ukonéime, pokud je hustota bodt
v B(xp;r;)\B(xp; rj—1) mensi, nez hustota bodi v referen¢nim regionu. Hustotou
bodl v mnoziné A zde myslime p4 definované jako:

NE

=1
pa = —A”(A)

Referencni region by mél obsahovat vsechny body x;. Jeho konstrukce muize byt
slozita, proto pocitame rovnou jeho objem:

V= ﬁ4\/X-
=1

Kde A; jsou vlastni ¢isla kovariancni matice C' = {c;;}7_, pro kterou plati

Ly LSy
Yoom—1 =1 Y m= Z =1 !

Vlastni ¢isla mizeme ziskat napt. QR algoritmem (popsdno napt. v [Suchécek
2017]). Hustota bodt v referenénim regionu je potom p = .
Objem B(x;;r;)\B(xi;1rj-1) je:

V}: n

)(7‘3‘—7“3'—1)

Hustotu bodu v B(z;;7r;)\B(z;;7j-1) poté ziskdme jako

o

Urjo1 < [lzi — 2l < 7]
Vi
Pokud plati p; < p, tak do klastru pfidame vSechny body, které jsou v B(xp;7;_1)

a zatim nejsou v zadném klastru. Potom prejdeme k hledani nového pocatecniho
bodu.

=1

P =

Becker-Lagova klastrovaci metoda: Pro potteby Becker-Lagova algoritmu
predstavime jesté jednu klastrovaci metodu.
Méjme body z;;i € {1;2;...;m};m € N a at jsou tyto body setazené:
f(x1) < f(z2) < -+ < f(x,). Spocteme 7 jako prumérnou vzdélenost bodu
a jeho nejblizsiho souseda a 7y jako primérnou vzdalenost mezi vSemi body:
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Zvolme x7 jako pocatecni bod prvniho klastru. Potom iterujeme nasledujici
postup:

Mé&jme cf = x; jako pocdtecni bod k-tého klastru. Hleddme vSechny body w;,
které zatim nejsou v zadném klastru a lezi v B(ck;ry), neboli ||z; — cf| < ry.
Pokud takové body nalezneme, tak poloZime ¢} jako jejich priimér. Tento postup
opakujeme, dokud cf = cf |, tedy uz nejsou Zadné nové body, které by se nachazely
v B(cf;r1). Potom k-ty klastr obsahuje vSechny body z posledni iterace, neboli
body x; € B(cF;r;), které zdroven nejsou v zaddném jiném klastru.

Nésledné se pokusime najit bod z;, takovy, ze x; lezi mimo B(cf;ry), tedy
|z; — cF|| > ro a zdroveni ma z takovych bodii nejnizsl index (tedy i funkéni
hodnotu, nebot body x; jsou sefazené). Pokud takovy najdeme, tak ho prohlasime
za pocatecni bod nového klastru a prejdeme do dalsi iterace.

Pokud zadné takové z; neni, tak ukonc¢ime algoritmus. Mize se ale stat,
ze zbydou néjaké body x;, které nejsou pritazeny k zadnému klastru. Ty poté
piifadime ke klastru, jehoZ stiedem je cf nejblizsf k z;.

2.5.2 Torntv algoritmus
1. Globalni faze
1.1 Volba pocatecnich bodi
2. Lokalni faze

2.1 Seskupeni bodu kolem lokalnich minim
2.2 Identifikace klastrii

2.3 Kontrola zda nebylo nalezeno reseni
2.4 Redukce poctu bodu v klastrech

Globalni faze

Volba pocatecnich bodu: Pocatecni body jsou voleny ndhodné, zvolime
m bodi.
Lokalni faze

Seskupeni bodt kolem lokalnich minim: Seskupeni bodi je provedeno
provedenim p kroku lokalni optimalizace.

Identiﬁkace klastra: Algoritmus pouziva Toérnovu klastrovaci techniku. Polo-
zime x¥; i € {1;2;.. ., I(k)}; k € {1;2;...; K} jako i-ty bod v k-tém klastru.

Kontrola zda nebylo nalezeno Feseni: Pokud jiz v kazdém klastru zbyva jen
jeden bod, nebo se od predchoziho kroku nezménil pocet klastri, tak ukoncujeme
algoritmus. Z kaZdého klastru pak vybereme z¥ s nejmensi funkéni hodnotou
a provedeme lokalni optimalizaci. Za globalni minimum pak vybereme nejnizsi
ziskané lokalni minimum.
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Redukce poctu bodu v klastrech: V kazdém klastru seradime body dle
funkéni hodnoty a kazdy (N + 1)-ni bod N € {0;1;...} ponechdme, zbylé vyta-
dime. Prejdeme k seskupovani bodu kolem lokalnich minim.

Efektivita Tornova algoritmu zélezi na pouzité metodé lokalni optimalizace.
Oproti multistartu je provedeno méné krok lokalni optimalizace v zavislosti na N.
Kombinace parametrti p a N nam dava moznost kontrolovat vypocetni narocnost
a pravdépodobnost nalezeni spravného reseni.

Rychlost vyrazovani bodua v Térnoveé algoritmu je velmi vysoka. Zvlasté v prv-
nich iteracich je mozné, ze bude vyrazen bod, ktery je v okoli globalniho minima.
Miuzeme tedy modifikovat algoritmus tak, abychom v prvnich iteracich vytazovali
body pomalu a v pozdéjsich rychleji.

2.5.3 Becker-Lagtiv algoritmus

Becker-Lagtuv algoritmus vyuziva Becker-Lagovu klastrovaci techniku, aby nalezl
mnoziny podezrelé z globaniho minima. Nésledné je na téchto mnozinach spustén
znovu k upfesnéni jeho hodnoty. Budeme znacit p = hloubka rekurze algoritmu.

1. Globalni faze

1.1 Volba poc¢atecnich bodu
1.2 Kontrola, zda nebylo nalezeno feseni

1.3 Redukce poc¢tu pocatecénich bodu
2. Lokalni faze

2.1 Identifikace a sefazeni klastri

2.2 Sestaveni podmnozin D

Globalni faze

Volba pocateénich bodt: Pocateéni body jsou voleny ndhodné, zvolime
m bodi.

Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Polozime
Ynin = min{f(z;)|7 € {1;2;...;m} a ab,, = argmin{f(x;)|7 € {1;2;...;m}.
Pokud plati 47, — 4. < e, tak algoritmus v tomto rekurzivnim kroku ukonéime
a za minimum v tomto kroku prohldsime z? , .

Redukce poctu pocatecnich boda: Zvolime N < m a ponechdme N bodi
Lokalni faze

Identifikace a serazeni klastrt: Zbylé body rozdélime pomoci Becker-

vV

hodnoty f(x;) nachazejici se v kazdém klastru.
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Sestaveni podmnozin D: Sestavime podmnoziny Aq; As;...; A, C D, takové,
aby A; obsahovala vsechny body z i-tého klastru. A; muzeme zkonstruovat jako
A; = B(ci, i + 6;) kde ¢; je stfed i-tého klastru,
ri = max{ ||z} — ¢|| | 2 jebodvi — tém klastru} a 6; > 0 je konstanta.

p+1
min; i)

Nasledné na kazdé A; spustime algoritmus znovu. Tim ziskdme x z nich

p+1

poté vybereme ) ;, = argmin{ f(x};,.;)|i € {1;2;...;k} a to prohldsime za Te-

Seni.

Pozndmka Pokud zvolime 9; = 0; tak bude jeden z bodt m; na hranici A;. Potom
mize byt globdlni minimum sice nedaleko z7, ale mimo A;. Tedy ho algoritmus
muze vynechat. Pro d; prilis velké se mohou mnoziny A; navzajem prekryvat,
potom algoritmus bude zbyteéné vyhodnocovat stejnou oblast vicekrat.

Poznamka Pro zlepseni vypocetni narocnosti lze rekurzi algoritmu spoustét pouze
v Ay Aoy Al < Ky tedy v L nejlepsich “klastrech.

Diky tomu, ze Becker-Laguv algoritmus nevyuziva zadny algoritmus lokalni
optimalizace, tak je velmi robustni. Volba ¢;, [ a N dava moznost vyvazovat
vypocetni naro¢nost a pravdépodobnost nalezeni Spatného feseni.

Pokud algoritmus v prvnim rekurzivnim kroku vynechda okoli globalniho mi-
nima, tak zac¢ne hledat v jinych oblastech D a s velkou pravdépodobnosti se
jiz nevrati (pokud nebylo zvoleno ¢; velké). Tedy prvni kroky algoritmu jsou

Vv

rekurze (vysoké m, N, &;, | = k) a volnéji pro vyssi p.
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2.6 Neprimé metody

Neptimé metody misto primého hledani globalniho minima vytvareji zjednoduseny
model tcelové funkce f. Nasledné je nalezeno globalni minimum tohoto modelu
a prohlaseno za globalni minimum f.

Pro tyto metody je typicka obtiznd implemetace, proto nejsou v praxi obvykle
vyuzivany. Ze stejného divodu budou v této praci pouze stucné nastinény.

Metody aproximujici maximalni pripustné hodnoty

Jednim postupem je aproximovat mnoziny maximalnich pripustnych hodnot
Ly = {z € D|f(x) < d}. A nésledné najit bod, ke kterému se tyto mnoziny
zmensuji, kdyz snizujeme d. Snazit se Ly modelovat ptimo z f se ukézalo jako
nepraktické. Proto je f nejprve v.m bodech x; vyhodnocena a nasledné prolozena
jednodussi funkei (obvykle linedrni kombinace ortogonalnich polynomi). U této
funkce je pak urceni Ly jednodussi.

Metody aproximujici ticelovou funkci

Tyto metody pracuji se statistickym modelem tcelové funkce. Obvyklou volbou
je modelovat tucelovou funkei ndhodnym procesem (napt. Wienerovym). To pro-
vedeme tak, ze vyhodnotime funkci v m bodech z; a nasledné predpokladame,
ze trajektorie procesu prochazeji ve vSech bodech x; odpovidajici funkéni hodnotou
f(z;). Nasledné hledame body s vysokou pravdépodobnosti, Ze v nich f mé nizkou
funkéni hodnotu. Tyto body pak pridavame do modelu.
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3 Coupled local minimizers

Zde je predstavena pokrocila metoda globalni optimalizace: Coupled local mini-
mizers (CLM). V této metodé je nejprve zavedena rozsitena Lagrangeova funkce,
kombinujici funkéni hodnoty ve vsech bodech vzorku a informaci o jejich vza-
jemné vzdalenosti. Néasledné je tato funkce minimalizovana pomoci modifikované
Newtonovy metody. S rostoucim poctem provedenych iteraci CLM pak vSechny
body ve vzorku konverguji do globalniho minima.

K popisu CLM algoritmu je potifeba nejprve definovat rozsitenou Lagrangeovu
funkci a princip hledani jejtho minima - Newtonav algoritmus s vérohodnymi
oblastmi (Trust region Newton algorithm).

3.1 Pomocné funkce a algoritmy

Obecna rozsirena Lagrangeova funkce

Definice 6 Uvazujme minimalizaci tucelové funkce f(x) : R™ — R za podminek
hi(x) = 0;i € {1;2;...;1};I € N. Potom rozsirenou Lagrangeovu funkci
definujeme jako:

La(@: ) = () + 3 Aiha(a) + 5 3 hi(a)

Zde N = (A1; Ao ... A1) je vektor Lagrangeovijch multiplikdtori a ~y je penalizacni
parametr.

V k-tém kroku optimalizace chceme L(x; A\¥) minimalizovat v = a ziskat tak
7. Nasledné postoupime do dalsiho kroku nalezenim novych A¥:

Pokud A\ = AF. pak byly nalezeny optimalni Lagrangeovy multiplikdtory
a tedy i minimum L, (z; AF).

Rozsitena Lagrangeova funkce pro CLM

Pro CLM vyuzijeme upravenou verzi rozsitené Lagrangeovy funkce. Uvazujeme
x = (x1;29;...;25)", kde z; jsou body na D. Tyto body doplnime o z ;1 = 1.
Za tcelovou funkei zvolime pramér funkénich hodnot f(z;).

Déle polozime 0 = h;(z) = x; — xj+1. Potom rozsifena Lagrangeova funkce ma
nasledujici tvar:

J J

> ) + ) (s = ) + 5 D llay = @l

Jj=1 J=1 Jj=1

La(z; A) =

<ls

Kde 7 je vaha pro ucelovou funkei a 7y je penaliza¢ni parametr. Spravna volba téchto
konstant ma vliv na spravnost a rychlost konvergence algoritmu. V. CLM algoritmu
pak pomoci Newtonovy metody (doplnéné o vérohodné oblasti) hleddme minimum
La(z; ).
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Newtoniiv algoritmus s vérohodnymi oblastmi (Trust region
Newton algorithm) pro CLM

Poznamka Pro Newtontiv algoritmus s vérohodnymi oblastmi budeme bod, ze
kterého v k-tém kroku provadime optimalizaci, znacit y; misto z,. Diky tomu
pijde tyto body snadnéji odlisit od bodt pouzivanych v CLM algoritmu, které
budeme snacit standartné x,.

Jednoduchy Newtonoviv algoritmus je zaloZeny na aproximaci minimalizované
funkce pomoci Taylorova polynomu druhého fadu v bodé yi. Z toho vychazeji
nasledujici dvé nevyhody: Presnost této aproximace klesa s rostouci vzdalenosti
od y;, a pokud V2f(yx) nenf pozitivné definitni, tak v dalsim kroku nemusi dojit
ke zlepseni vysledku, neboli f(yx+1) > f(yx) (z [Nocedal a Wright [1999, s. 135]).

Tyto nevyhody opravuje pokrocila varianta Newtonova algoritmu, zvand New-
tonav algoritmus s vérohodnymi oblastmi (Trust region Newton algorithm, dale
TRNA).

Vyuzijeme Steihaugovy realizace TRNA (viz [Nocedal a Wright 1999, s. 75]).
Hlavnim rozdilem oproti standartnimu Newtonovu algoritmu je omezeni maximalni
délky kroku, ktery algoritmus mize mezi iteracemi udélat. Navic v kazdém kroku
probiha kontrola, ze nedochézi ke zhorseni vysledku oproti predchozimu kroku.

Predpokadejme, ze mame funkci f(y) : R — R, zndme jeji prvni a druhé
derivace. Dale mame bod y;, odkud chceme udélat krok do yx,;. Tento krok
omezime na vérohodnou oblast danou Ay > 0, neboli ||ygr1 — yk|| < Ag. Volba
Ay bude diskutovana pozdéji v . V kazdém kroku potom fesime pomocnou
optimalizac¢ni ulohu:

minma(p) = £+ (VH) 0+ 0 (VA =plol <80 (32)
Pomocnou tlohu fesime pomoci Steihaugovy realizace TRNA:

1. Volba pocatecniho sméru

2. Kontrola konvexity ve sméru d;

3. Kontrola zda feseni neni mimo vérohodnou oblast

4. Kontrola zda feseni neni jiz dostate¢né presné

Volba pocatecniho sméru: Algoritmus zacneme zvolenim pocatecnich para-
metri. Zvolme € > 0, a polozme py = 0;79 = V f(yr); dy = —70. € je presnost, se
kterou chceme najit feSeni. dy odpovidad sméru nejprudsiho sestupu.

Kontrola konvexity ve sméru d;: Zkontrolujeme, zda je funkce ,konvexni
ve sméru d;“, neboli zda plati d (V?f(yx))d; > 0. Pokud toto neplati, tak fesime
linearni optimaliza¢ni tlohu:

Igleiulalmk(pj +7d;)  zpllp;+Td;l| = Ak

Tato tloha mé jen dvé pripustna feseni a to pruseciky primky prochazejici
pies p; ve sméru d; s kruznici se stfedem v 0 a polomérem Aj. Ty lze najit napt.
pomoci déleni intervali [—2Ay; 0] a [0;2A,]. Ziskame dvojici fesent
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P1 = pj + Tid;; D2 = p2 + Tod;. Za Teseni tlohy pak prohlasime
p = argmin{my(p1); mr(pz)} a ukoncéime algoritmus.
Pokud d (V?f(yx))d; > 0 plati, pak poloZime:

T

Cdf (V2 (),
Pj+1 = pj + ayd;

Qj

Kontrola zda reseni neni mimo vérohodnou oblast: Pokud plati
|lpj+1l] > Ak, neboli dalsi krok je mimo vérohodnou oblast, tak musime FeSeni
,vratit “zpét do vérohodné oblasti. Tedy najdeme 7 > 0 takové, Ze ||p;+7d,|| = Ag.
Opét lze pouzit déleni intervalii. Reseni p = p; + 7d; pak prohldsime za Teseni
ulohy a ukonc¢ime algoritmus.
Pokud ||pj41] < Ak, pak

riv =15+ o5 (V2 f (yr)d;
Kontrola zda reseni neni jiz dostatec¢né presné: Pokud plati
|7541] < €llrol], tak algoritmus ukonéime a za feSeni tlohy prohlasime p = pj1.
Pokud ne, tak polozime:

-
Biyy = Tit1T+1

djp1 = i1 + Bind;

A zahajime novou iteraci algoritmu od kontroly konvexity d;..

Steihaugtv postup navrhne vektor posunu p, resp. novy bod yxi1 = yr + P kam
bychom se méli pfesunout. Nyni mtuzeme ukazat cely TRNA algoritmus, ten
postupuje nasledovneé:

1. Volba pocatecniho bodu a vérohodnostni oblasti
2. Nalezeni feseni pomocné tlohy na vérohodnostni oblasti

3. Kontrola zda bylo nalezeno feseni a urceni nové vérohodnostni oblasti

Volba pocatecéniho bodu a vérohodnostni oblasti: Pocatecni bod y
mtze byt zadany, nebo ho miiZeme zvolit libovolné na D. Zvolime A, neboli
horni hranici pro polomér vérohodné oblasti. Vhodn4 volba A je zavisld na povaze
problému, pokud o funkci f mame dodatecné informace, jako napt. predpokladanou
odchylku my, od f, tak lze A volit 1épe, nez pro obecny piipad. V obecném
piipadé miizeme volit napi. A = idz’am(D). Pokud nechceme algoritmus omezovat
v maximélni velikosti vérohodné oblasti, tak zvolime A = diam(D). Pro spusténi
algoritmu zvolime Ay = A.

Nalezeni reseni pomocné tlohy na vérohodnostni oblasti: Méjme bod v,
vyFesime pomocnou tlohu[3.2) pomoci Steihaugovy realizace TRNA, ziskame vektor
posunu py.
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Kontrola zda bylo nalezeno reseni a urc¢eni nové vérohodnostni oblasti:
Polozime

m(0) — m(Pr)

Citatel tohoto zlomku nazyvame skuteéné redukce, jmenovatel predpokladans
redukce. Na zdkladé hodnoty p, pak ménime velikost Ay:

Pokud p; < %, pak polozime Ay 11 = 1||pg||. Pokud py > 2 a zéroven ||pi| = A,
pak poloZime Ay, = min{2A; A} Pokud nenastane ani jedna z piedchozich, pak
Aps1 = Ay

Déle musime rozhodnout, zda krok yx.1 = yr + Dr prijmeme, nebo ne. Protoze
Dk je vysledkem minimalizace mj; na oblasti obsahujici 0, tak predpokladana
redukce je vzdy nezadporna. Pokud plati p, < 0, tak pomocné tloha nenasla pg
takové, aby doslo k zlepseni vysledku do dalsiho kroku a tedy nechavame yx1 = yx.
Pokud ke zlepseni vysledku doslo, pak yxi1 = yr + Dk

Volby Ay11 a ygi1 pak 1ze shrnout nasledovné: Pokud je zlepSeni vysledku prilis
malé (nebo nedoslo ke zlepseni), pak zmensujeme vérohodnou oblast. Pokud ptitom
nedojde ke zlepSeni (py < 0), tak nepfijmeme k-ty krok a zacindme znovu v yj.
Pokud je naopak zlepseni velké a algoritmus dosel az na kraj vérohodné oblasti, tak
mu v dalsim kroku vérohodnu oblast rozsitime a presuneme se do Y11 = yx + Pk-
V ostatnich ptripadech nechame vérohodnou oblast o stejné velikosti a presouvame
se do Y1 = Yk + Di-

Pozndamka Muze se stat, ze vysledkem feseni pomocné tlohy bude py takové, ze
yr + Pr ¢ D. V takovém piipadé odmitneme krok a zmensime vérohodnou oblast,

neboli yp11 =y & Dp1 = illp?H

Standartni postup ukonc¢eni algoritmu, pokud f(yx) — f(yk+1) < € zde nelze
pouzit, protoze za béhu algoritmu dochazi k odmitani nékterych krokt, tedy
Yr = Yr+1. LepSim postupem je kontrolovat velikost navrhnutého posunuti do dal-
stho kroku, neboli zda py < e.

3.2 CLM algoritmus

V predchozi ¢asti jsme definovali vSechny potifebné funkce a algoritmy. Mtzeme
prejit k popisu CLM algoritmu:

1. Globalni faze
1.1 Volba pocatecnich bodu a L. multiplikatori
2. Lokéalni faze

2.1 Minimalizace L4 (x; \x)
2.2 Nalezeni Mgy

2.3 Kontrola, zda nebylo nalezeno teseni
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Globélni faze

Volba pocateénich boda a L. multiplikatori: Pocateéni body mohou byt
voleny nahodné, nebo s pomoci mrizky. Zvolime J € N bodl z;, polozime
T = (To.1; o2 - - -5 To.y) |- Déle zvolime pocatecni Lagrangeovy multiplikdtory
Ao = (No1; Ao:2; - - -3 Aos) . MitZeme polozit Ag = (0;0;...;0)7, nebo volit Ag.; né-
hodné.
Lokalni faze

Minimalizace La(z;\;): Predpoklddejme, Ze jsme v n-tém kroku algoritmu
a mame T, = (Tp.1;Tn2; ... Tn.g) ', kde x,.; jsou body na D. Ty doplnime
O Tpyo = TpyJ & Tpyjt1 = Tpp1- Méjme Lagrangeovy multiplikdtory
A= (At An2; -« -5 Ang) . Ty doplnime 0 Ao = Ay

Pouzijeme TRNA na La(x; \), s po¢ateénim bodem yy = z,,. Polynom my(p)

v k-tém kroku TRNA konstruujeme néasledovné:

1
me(p) = La(ye; M) + (VLa(yr; \e)) T p + §pT(V2LA(yk§ k)P

Pryvni a druhé derivace VLa(yr; M) = (Vy,, La(r; M) )=
& V2 La(ys M) = (V2 Ll W) siskéme jako

Yk;53Yk;a

Vs La(yn; M) = gvyn;jf(yn) + Ak — A1t

+ Y Wnij = Ynijrr) = VWni1 = Uny) V5 €{1:2;.. 5 T}
v La(Yn; M) = T2 fyn) +27v Vie{l;2;...;J}

Yn;5:Yn;j J Yn;j55Yn;j

\Y%y La(yn: \e) = —y Vi€ {2:3;...;J}

Yn;j3Yn;j—1

Y La(yn; \i) = = Vie{l;2;...;J—1}

Yn;j3Yn;j+1

\V& La(yn; M) =0 Viig ol —il >2

Yn;j3Yn;i

TRNA algoritmus zacneme volbou yy = x;. Vysledek TRNA algoritmu ozna-
¢ime Tpy 1.
Nalezeni )\;.1: Nalezneme nové Lagrangeovy multiplikatory Agiq:

Net1j = Ayj + YR (Tg1)

Kontrola, zda nebylo nalezeno reseni: Zastaveni algoritmu lze provést
nékolika zptsoby: Pouzijeme zptisob vyuzivajici zmény La(zx; Ax). Pokud plati
La(xp; A\e) — La(Tpa1; Ader1) < € pak algoritmus zastavime a za TeSeni prohléd-
sime xp,1 s odpovidajicimi Lagrangeovymi multiplikatory Agiq.

Pti spravném nastaveni parametrii 7 a vy CLM algoritmus konverguje do globéalniho
minima ([A. Teughels a Suykens 2003, s. 5]). Vhodna volba téchto parametri
zavisi na daném problému. Zvolime-li vysokou hodnotu pro v, pak zvySujeme
rychlost konvergence algoritmu, ale také pravdépodobnost, ze algoritmus skon¢i
v lokalnim minimu, které neni globalnim minimem. Vliv 1 na béh algoritmu je
vice slozity, pti zméné jeho hodnoty viic¢i v miize dojit ke zrychleni i zpomaleni
konvergence nebo ke konvergenci k neoptimalnimu teseni (viz. [A. Teughels a
Suykens 2003, s. 5]).

Vyuziti Newtonovy medody déava CLM algoritmu rychlou konvergenci. TRNA
modifikace potom zajistuje, ze v kazdém kroku dochézi ke zlepseni vysledku. Na
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druhou stranu je tfeba znat druhé derivace minimalizované funkce. Implementace
algoritmu ve vypocetnim softwaru je pomérné slozita.
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4 Testovani algoritmiu

4.1 Polynomy v jedné proménné

V této kapitole jsou vybrané algoritmy globalni optimalizace testovany na ndhodné
generovanych polynomech v jedné proménné. Algoritmy jsou porovnavany dle
dosazené tuspésnosti nalezeni reseni a ¢asu béhu algoritmu. Algoritmus je povazovan
za uspésny, pokud se ziskany vysledek lisi od skutec¢ného globalniho minima
o nejvyse 0,1.

Testovaci funkce

Néhodné polynomy jsou generovany nasledujicim zptsobem:

K éislum z; € {—13;—11;...11;13} jsou pritazeny ndhodné funkéni hodnoty
z intervalu (—5;5). Nésledné jsou tyto body prolozeny Lagrangeovym polynomem.
Tim ziskavame polynom s nékolika lokalnimi minimy.

Testovaci polynom p

10

P(X)
0
|

— p(x)

-5
I

-10

Obrazek 4.1 Piiklad testovactho polynomu

Pozndmka Protoze Lagrangeovy polynomy na krajich intervalu, ze kterého jsou
vytvareny casto osciluji, tak minimalizaci provadime pouze na intervalu (—10;10).
Testovani dale ukazalo, ze CLM algoritmus ma problém nalézt globalni minimum,
které se nachazi na hranici intervalu (—10, nebo 10), proto jsou takové polynomy
vytazeny. V praktické aplikaci se tato nevyhoda da opravit porovnanim vysledku
CLM s hodnotami v krajnich bodech.

Testované algoritmy a jejich nastaveni

Algoritmy byly testovany v prostiedi R. Byly porovnavany nasledujici algoritmy:
P-S algoritmus (P-S): Parametr K byl ziskan odhadem pomoci 21 bodu
rovnomeérné rozlozenych po (—10;10).
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Nahodny vzorek (RS): Nahodny vzorek vyuzival 1000 bodu rovnomérné
rozlozenych po (—10;10).

TRNA-multistart (TRNA-MS): Multistart byl spustén ve 20 bodech
rovnomérné rozlozenych na (—10;10). Jako algoritmus lokalni optimalizace byla
pouzita Steinhaugova realizace TRNA.

Souctova hustota (soué. hust.): Algoritmus vyuzivajici souctovou hustotu
vyuziva 200 bodt a parametr o = 0.5.

Toérntv algoritmus (Torn): Toérnav algoritmus vyuziva 3 kroky line-search
Newtonova algoritmu (zajistuje funkéni hodnotu < nez v predchozim kroku).
Algoritmus je spustéch ve 20 ndhodné vybranych bodech na (—10;10).

CLM (CLM): Rizné volby 7, v a J byly testovéany.

4.1.1 Testovani parametri pro CLM:

Pro vhodné nastaveni CLM algoritmu je tfeba urcit spravné parametry J;n;-y.
Autorovi prace neni znamy zadny postup ani intuice, jak tuto volbu provést. Proto
byly testovany rtzné kombinace téchto parametr na 100 ndhodnych polynomech.
Vybrané vysledky jsou predstaveny v nasledujicich tabulkdch (pole v tabulce je
tvaru: Gspésnost v % | prumérna doba béhu v s). Piipady s 40% a vySsi tispéSnosti
jsou zvyraznény.

Pozndamka V pripadé, ze doba béhu algoritmu prekrocila 10 s, byl algoritmus
povazovan za neuspésny a doba jeho béhu byla nastavena na 10 s. Pripady, kde
tato situace nastala alespon jednou, jsou v tabulce oznaceny hvézdickou.

Vysledky testi CLM pro J = 11 a rtzné n;~y

7\ 0,1 0,2 0,5 0,7 1 1,5

0,5 | 31]0,16 35 10,07 16 | 0,38 7* | 0,28* 910,57 1% | 1,47*
1 41 1 0,08 26 | 0,10 20 | 0,09 210,13 | 15%|0,32* | 4* | 0,69*
2 129%10,30% | 270,10 27| 0,06 24| 0,08 26 | 0,15 20 | 0,25
5 370,24 | 41%| 0,42* | 370,08 24 | 0,06 40 | 0,10 230,18
10 | 28% ] 0,58* | 510,25 40 | 0,13 | 34* | 0,28* | 32* | 0,24* | 270,07
15 | 28% | 0,64* | 56 | 0,35 451 0,37 | 41* | 0,41* | 46 | 0,09 27| 0,07
20 | 25% | 0,98* | 35% | 0,58% | 44* | 0,51* | 49* | 0,47* | 41| 0,14 | 32* | 0,30*
25 | 24% | 1,61* | 34*% | 0,59*% | 43* | 0,54* | 43| 0,19 | 49* | 0,45* | 39* | 0,26*
30 | 27% | 1,59*% | 33*% | 0,59* | 47| 0,31 | 56* | 0,54* | 430,30 | 42* | 0,43*

Tabulka 4.1 Vysledky testt CLM pro J = 11 a razné n; vy

Tabulka 4.2 Vysledky testi CLM pro J = 8 a rtizné n;y

Vidime, ze zadna z testovanych kombinaci parametra J;7;y nezarucuje nalezeni
globalniho minima na kazdé testovaci funkci. Pro porovnani s jinymi algoritmy
zvolime nejlepsi kombinaci parametrii z hlediska tspésnosti nalezeni minima.

4.1.2 Porovnani algoritmi:

CLM algoritmus je porovnan s jinymi algoritmy globalni optimalizace. Porovnani
je provedeno na 1000 ndhodnych polynomech. Dvé volby parametric pro CLM
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Vysledky testi CLM pro J = 8 a ruzné n;~y
™y 0,1 0.2 05 0.7 1 1.5
05| 201003 | 25]0,07 | 160,11 | 4%]029% | 2]0,14 | 0*]0,44*
1| 371005 | 28]004 |25%]0,16%| 140,05 6016 | 90,09
2 | 39%0,19% | 35]005 | 370,03 | 21]005 | 24]005 | 18]0,06
5 390023 | 36]0,11 | 32]005 | 30]005 | 27]040 | 28] 0,50
10 | 35% ] 0,56* | 41]0,24 | 36]0,19 | 38]0,05 | 21/005 | 240,04
15 | 40% | 0,99% | 380,37 | 52]017 | 44]0,09 |40*|0,18*% | 280,05
20 | 25% | 0,90% | 32% | 0,63* | 46 | 0,17 | 380,13 | 37% | 0,18* | 310,05
25 | 22% | 1,68* | 47*% | 0,61* | 49* | 0,31* 390,12 | 42*% | 0,20* | 40* | 0,17*
30 | 21% | 1,59*% | 32*% | 0,64* 40 | 0,27 50 | 0,16 451 0,10 34* | 0,21*
jsou pouzity:
C LM, s parametry (J;n;7v) = (8;10;0,3)
C' LM, s parametry (J;n;7v) = (11;15;0,6)
Porovnani algoritmi na ndhodnych polynomech
P-S | RS T%A‘ SN Tom | LM, | CLM,
USPESNOSt | g o 100 100 | 994 | 966 | 462 | 444
(%)
pram.
doba béhu 2,74 0,0067 0,91 0,17 0,99 16,14 34,67
(s-1072%)

Tabulka 4.3 Porovnani vybranych algoritmt na nadhodnych polynomech v jedné
proménné

Kromé CLM je tspésnost algoritmu rovna nebo velmi blizko 100 %. U algoritmu
které 100 % nedosahuji lze tento vysledek vysvétlit vlivem nahody na volbu
parametri (P-S), nebo pri béhu algoritmu (souctova hustota, Torn).

Pro obé nastaveni CLM vykazuje vyrazné horsi uspésnost a (¢asto az o nékolik
radi) delsi dobu béhu. Jednotné nastaveni J;n;y pro vsechny testované funkce se
ukazalo jako nevhodny postup. Pokud by existovala metoda, jak pro danou testo-
vanou funkci parametry uréit (podobné jako napt. odhad K pro P-S algoritmus),
bylo by mozné vysledky CLM zlepsit. Jak jiz bylo feceno, zadna takova metoda
neni autorovi znama.

Volba pouzivané testovaci funkce - polynom jedné proménné vice pomaha al-

vvvvvv

vvvvvv

kapitole.

4.2 Griewankova funkce v rtznych dimenzich

V této kapitole jsou vybrané algoritmy globéalni optimalizace testovany na Griewan-
kové funkci. Tato funkce je definovana pro libovolny pocet proménnych, testy
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jsou provadény pro 3, 5 a 7 proménnych. Algoritmy jsou porovnavany dle dosa-
zené Uspeésnosti nalezeni feseni a ¢asu béhu algoritmu. Algoritmus je povazovan
za uspésny, pokud se ziskany vysledek lisi od skutec¢ného globalniho minima
o nejvyse 0,1 (v odpovidajici eukleidovské normé).

Testovaci funkce

Griewankova funkce v proménnych x1;29;...;x, n € N je definovana jako:

n 7
G(xy; 95 .. 20) 4OOOZ$ —Hcos(\/_>

Pro libovolné n méa Griewankova funkce globalni minimum v bodé (0;0;...;0)
a mnoho lokélnich minim. (viz obrdzek pro n = 1). Derivace jsou snadno odvodi-
telné ze vzorce. Testovani bylo provddéno na mnoziné [—20, 20]™.

Griewankova funkce v jedné proménné

T —— Griewank
— = (xA2)/4000
x B
SR AV | M ___
| | I | |

20 -15  -10 -5 0 5 10 15 20

Obrazek 4.2 Griewankova funkce jedné proménné na okoli 0

Volba bodi, ze kterych spoustime algoritmus

Body, ze kterych jsou algoritmy spoustény volime nasledovné: Nejprve zvolime

k € N, nasledné spocitame r = I’_T“ a vytvorime soufadnice zj, tak, Ze 2y = a + 3;

Zy=21+71;... ;2 = b— 5. Ze vSech moZznych n-tic téchto souradnic pak ziskame

body ;i € {1;2;...;k"}. Tyto body jsou pro stejné k;n;a;b pevné dané, tedy

opakovanym spousténim algoritmu bychom dospéli ke stejnému vysledku. Priddme

tedy vliv ndhody: Ke kazdé souradnici kazdého bodu pricteme c¢;, které bylo
T

zvoleno ndhodné na intervalu (—5, 5)

Testované algoritmy a jejich nastaveni

Pozndmka k bylo voleno tak, aby se doba béhu algoritmu pohybovala fadoveé v de-
sitkdch sekund, ne vzdy vsak byla takova volba mozné (napt. Térnuv algoritmus
v dimenzi 7), pak bylo pouzito mensi k.

Algoritmy byly testovany v prostfedi R. Byly porovnavany nésledujici algoritmy:
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Nahodny vzorek (RS): Byly pouzity nédsledujici hodnoty k:

k pro Nihodny vzorek:
dimenze 3 5 7
k 200 22 9

Tabulka 4.4 Volba k pro Ndhodny vzorek v rtiznych dimenzich

TRNA-multistart (TRNA-MS): Jako algoritmus lokalni optimalizace byla
opét pouzita Steinhaugova realizace TRNA. k bylo voleno nasledovné:

k pro TRNA-multistart:
dimenze 3 5 7
k 10 3 2

Tabulka 4.5 Volba k pro TRNA-multistart v raznych dimenzich

Tornuv algoritmus (Torn): Toérnav algoritmus vyuziva 3 kroky line-search
Newtonova algoritmu (zajistuje funkéni hodnotu < nez v predchozim kroku).
k bylo voleno nasledovné:

k pro Torntv algoritmus:
dimenze 3 5 7
k 10 4 2

Tabulka 4.6 Volba k pro Térntv algoritmus v riznych dimenzich

CLM (CLM): Pro urceni n, v byl proveden test riznych kombinaci podobné
jako pri testovani na ndhodnych polynomech. Kazda kombinace byla testovana
pomoci 10-ti pokusii. Nasledné byla pouzita kombinace 7, v s nejvyssi tispésnosti
a nejnizsim casem.
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Nastaveni parametrta CLM:

dimenze 3 5 7
k 5 2 2
n 10 15 10
0 1 0,5 0,5

Tabulka 4.7 Volba k;n, v pro CLM v riznych dimenzich

4.2.1 Porovnani algoritmi:

Pozndmka V ptipadé, ze doba béhu algoritmu prekrocila 120 s, byl algoritmus
povazovan za neuspésny a doba jeho béhu byla nastavena na 120 s. Pripady, kde
tato situace nastala alespon 10x, jsou v tabulce oznaceny hvézdickou.

Porovnéni algoritmiti v dimenzi 3
RS TRNA-MS Torn CLM
uspésnost (%) 40 76* 87 34%*
prim. doba 41,27 67,04* 21,78 61,97
béhu (s)

Tabulka 4.8 Porovnani algoritmu na Griewankové funkci ve trech proménnych

Porovnéni algoritmiti v dimenzi 5
RS TRNA-MS Torn CLM
uspésnost (%) 0 26 83 60
prim. doba 67,80 36,96 3551 91.28
béhu (s)

Tabulka 4.9 Porovnani algoritmi na Griewankové funkci v péti proménnych

Porovnani algoritmii v dimenzi 7
RS TRNA-MS Torn CLM
tspésnost (%) 0 30 79 T*
prim. doba ) g 17,89 0,77 113,56
béhu (s)

Tabulka 4.10 Porovnani algoritmti na Griewankové funkci v sedmi proménnych

Poznamka Pro n = 7 je mala tspésnost a vysoka doba béhu CLM zptisobena
castym nedodrzenim limitu 120 s. Nicméné neni mozné zvolit mensi £, nebof pro
k =1 by se vygeneroval jediny bod. Pro presnéjsi testy ve vysokych dimenzich
by bylo vhodné vymeénit zplisob generovani x; za néjaky, ktery je schopen vytvorit
N bodi co nejrovnomérnéji rozlozenych po [—20;20]™ misto k" bodu (pfesné)
rovnomérné rozlozenych po [—20; 20]™.
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Vidime, Ze s rostouci dimenzi problému se tspésnost algoritmu (kromé CLM)
snizuje. U CLM lze nahodilost vysledki vysvétlit horsi volbou 7, v pii testovani
pro n = 3, nez pro n = 5. Nahodny vzorek pro n > 5 jiz nebyl schopen najit
spravné Teseni, nebof tvorba dostatecné hustého pokryti by zabrala vice ¢asu, nez
bylo k dispozici.

Torntv algoritmus se ukazuje jako vyhodnéjsi pristup nez CLM. Je vSak zajimavé,
ze CLM ma4 v nékterych ptipadech vétsi dspésnost nez TRNA-MS (navic napt.
pro n = 5 pouzivi TRNA-MS vice bodi a stejné je méné ispésny).

Mohlo by tak byt z nasledujictho divodu: TRNA-MS najde spravné globalni
minimum, ale neni k nému dost blizko, aby byl test povazovan za tspésny. To
se miize stat, nebof k ukonceni algoritmu byl pouzit rozdil funkénih hodnot, ne
délka posunu. Naopak pokud v CLM jsou vSechny body jiz blizko k sobé, tak

J
v L4(x) pievlddne prvni clen 7 ';1 f(z;). V testu je n nastaveno na 10 nebo

15 a k ukonc¢eni CLM je také poiﬁivén rozdil funkénich hodnot. Diky tomu je
poloha globalniho minima uréena mnohem presnéji. Navic jsou na konci vSechny
x; zpriumérovany, ¢imz se poloha jesté zpfesni.

Dtvodem pro¢ vice bodti nezarucuje tspéch miize byt snizujici se pocet dalsich
lokalnich minim Griewankovy funkce pri zvysovani dimenze. Griewankova funkce
v n proménnych mé lokdlni minima v bodech, kde cos($%) = 1 Vi € {1;...;n}.
Pro zvysujici se i ale cos(%%) = 1 dale a dale od sebe (pro i > 11 je na [—20; 20]
resenim pouze x; = 0). Muze tedy nastat situace, kde rozdéleni intervalu na vice
bodt [—20;20]™ jiz nepfinasi zlepSeni tspésnosti algoritmu.

4.3 Testovani algoritmu - zavér

V této kapitole jsme testovali rizné algoritmy globalni optimalizace na dvojici
testovanych funkci. V prvnim testu (ndhodné polynomy jedné proménné) vysel
CLM jako nejhorsi z testovanych algoritmi. V druhém testu (Griewankova funkce)
dokézal porazit algoritmus pouzivajici hrubou silu (ndhodny vzorek) a v nékterych
pripadech i TRNA-multistart.

Nicméné do tohoto vysledku neni zapocitan cas straveny odhadovanim n a ~.
Pokud by tento ¢as mél TRNA-multistart k dispozici, pak by mohl dosdhnout
lepsich vysledkti nez CLM. Toérniv algoritmus pak CLM prekonava pti vSech
testech. Proto se CLM nezda jako zlepseni oproti zavedenym metodam. Shrneme
hlavni davody:

« Spatny koncept algoritmu

» Neexistujici postup urceni 7; vy
« Vypocetni ndroc¢nost L4(x)

o Slozita implementace

Spatny koncept algoritmu: Koncept CLM byl pfedstaven v kapitole 3, hlavni
ideou je kombinace konvergence kazdého bodu do lokalniho minima a zaroven
konvergence bodti k tomu s nejnizsi funkéni hodnotou. Tato koncepce ma ale
nékolik chyb:
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Pokud jeden bod ,preskoci“ do okoli jiného, pak je zbytecné déle vyhodnocovat
oba, nebot oba konverguji k stejnému lokalnimu minimu. Lepsim postupem je
tedy tento bod smazat (jako v Tornové algoritmu), nebo nechat v ptivodni pozici
a pokracovat s pruzkumem zde (jako v TRNA-multistart).

Pokud ma ucelova funkce vice minim s velmi blizkymi funkénimi hodnotami,
tak mize snadno prevladnout vliv konvergence bodi k sobé a body se seskupi
ve Spatném lokalnim minimu.

Neexistujici postup urceni 7;y: Prti testovani polynomi jedné proménné
bylo zminéno, ze neni zndm postup na urceni spravnych parametri n;~v. Tyto
parametry vSak maji klicovy vliv na pravdépodobnost nalezeni spravného reseni.
Jednotna volba béhem testovani polynomi se ukazala jako nevhodna. Navic nelze
zvolit néjaké ,bezpecné® n;~ (viz. [A. Teughels a Suykens 2003, s. 5]), které by
zvysSovaly uspésnost za cenu doby béhu algoritmu. U jinych algoritmi je toto ¢asto
mozné (napf. vyssi K pro P-S algoritmus). Stejné tak neni garantovano zvyseni
uspésnosti s rostoucim poctem pouzitych bodu.

Vypocetni ndrocnost L4(x): Rozsifend Lagrangeova funkce je slozitéjsi

na vypocet nez samotna ucelova funkce f. Pro f, ktera uz sama mize byt vypocetné
narocna je pak CLM pomalejsi nez jiné algoritmy:.
plementaci kvili slozité kontrukei L4(x) a pouziti nékolika pomocnych algoritma.
Tvar L(x) neni snadno predstavitelny i pro jednoduché f a malo bodu, diky
tomu je slozité hledat chyby v implementaci.
Na zékladé téchto argumentii a vysledku testovani nelze doporuc¢it CLM jako
vhodny algoritmus pro feseni problému globalni optimalizace. TRNA-multistart
a Tornav algoritmus se jevi jako vyhodnéjsi ve vétsiné situaci, navic jsou mnohem
vice predvidatelné ve svém chovani.
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Z.aver

V praci byly predstaveny rtzné pristupy k problému globalni optimalizace, véetné
konkrétnich algoritmi. Vyhody a nevyhody algoritmii byly diskutovany. Dikazy,
heuristiky a argumenty pro fungovani algoritmi jsou predvedeny. Néktera mozna
zlepseni algoritmu jsou predstavena.

Algoritmus CLM je podrobné prednesen, véetné pomocnych algoritmi, a rozsitené
Lagrangeovy funkce.

Daéle byly vybrané algoritmy testovany na dvojici ucelovych funkci - ndhodné
volenych polynomech v jedné proménné a Griewankové funkci pro rtizné dimenze.
Algoritmy byly porovnany dle dosazené uspésnosti a doby béhu.
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