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rovnic. Zamérujeme se na paralelni metodu parareal pro tento systém rovnic.
K diskretizaci soustavy ODR je pouzita implicitni Eulerova metoda a k reseni
prislusné nelinedrni soustavy algebraickych rovnic itera¢ni Kacanova metoda.
Zvlastni pozornost vénujeme adaptivni volbé casového kroku. Konkrétni tilohu
pak fesime v jazyce fortran a zamérujeme se na konvergenci paralelniho feseni
k Teseni jemné spoctenému. Pozorujeme také teoretické paralelni zrychleni z po-
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Uvod

Numerické vypocty implementované v pocitacich mohou byt v komplexnéjsich
a mohutnéjsich lohach brzdény malou vypocetni silou procesoru. Tuto bariéru se
snazime dlouhodobé oddalovat a dostat se za hranice nynéjsich moznosti. Avsak
postupné se tyto hranice zdaji byt tézce prostupitelné, ne-li dokonce neprolomi-
telné. Alternativni cestu pokroku skyta pouziti paralelni vypoctové sily. Je tedy
zahodno zkoumat a vyvijet numerické metody uzptisobené pro paralelni poc¢itani.
Oblasti, které se dostalo této pozornosti jen pomalu je napriklad feseni soustavy
obycejnych diferencidlnich rovnic. Vskutku takové problémy jsou ve své podstaté
sekvencni a jejich paralelizace se muze zdat zcestna. My si vsak ukazeme, Ze toto
odveétvi ma mnohé co nabidnout.

V této praci se seznamime s metodou parareal a aplikujeme ji na soustavu
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic, kterou ziskame standardni metodou konec¢nych
prvki z parabolické diferencialni rovnice, konkrétné nelinearni rovnice vedeni
tepla. Zakladni myslenka metody parareal se zaklada nejprve na vyreseni sou-
stavy stabilni numerickou metodou s hrubym ¢asovym krokem. Jedno takové
reseni ndm casovy interval rozdéli na nékolik podoblasti, na kterych pak miizeme
resit prislusné podulohy paralelné, a tedy si mtizeme dovolit presnéjsi a drazsi me-
tody. Mame-li spoctené vsechny casti, provedeme korekturu a muzeme iterovat
do dosazeni pozadované presnosti. K tomu se prirozené nabizi otazky odvozeni
metody, detaily implementace a samotna konvergence a témi se budeme zabyvat.

Metoda parareal je v literatufe popsana na parcidlnich diferencialnich rovni-
cich (Maday a Turinici, 2002; Trindade a Pereiral, 2004)), dale také na obycejnych
diferencidlnich rovnicich (Amodio a Brugnano, 2009). V této praci budeme vy-
chazet predevsim z textu Gandera a Luneta (Gander a Lunet} 2024)). Obsah prace
je nasledujici. V kapitole 1 provedeme formulaci tlohy v silné a nasledné slabé
podobé. V kapitole 2 tilohu diskretizujeme pomoci metody koneénych prvki a re-
kneme si, jak Tesit prislusnou soustavu obycejnych rovnic i s aspektem adaptivni
volby ¢asového kroku. V kapitole 3 odvodime schéma metody parareal a doka-
zeme vztah jejiho feSeni s prislusnym sériovym resicem. V kapitole 4 provedeme
numerické experimenty. Pouzivam implementaci metody parareal mého vedouciho
prace, pricemz ostatni skripty pro analyzu chyb jsou mé vlastni.



1. Formulace ulohy

Pro ilustraci feseni parareal metody si jako testovaci tilohu zvolime nelinearni
rovnici vedeni tepla. Chceme ji diskretizovat metodou konecnych prvka (MKP),
a proto prejdeme klasickym postupem k variac¢ni formulaci. Tu navic upravime do
takového stavu, aby snéze Tesila pripadnou nekonzistenci pocatec¢nich a okrajo-
vych podminek. Pti téchto ipravach zaroven zachovame symetrii ilohy. Budeme
tak mit dvé definice slabého reseni. Nakonec se také podivame na otazku existence
reseni a jeho existence.

1.1 Prostory funkci

Pro praci s funkcemi v nasledujicich sekcich budeme potiebovat zavést nékolik
znaceni a prostori.

Necht a,b € R, a < b, Q = (a,b) a X znaci Banachiv prostor s normou || - || x.
Symbolem X* znac¢ime dudlni prostor k X, tedy prostor vsech spojitych linearnich
funkciondli na X s hodnotami v R. Necht dédle (2, S, ) je méfitelny prostor
s mirou. Pak pro méfitelnou funkeci f : Q@ — [0, 0c] budeme jejim essencidlnim
supremem myslet

esssup f = inf{a € R; u(Q2N (e, 00]) = 0}.
Déle uvazujme prostory funkei:

o L?(Q) ={f: Q — R méFitelnd funkee; || f||12() < oo}, kde

Il = (1)

o L>(Q) ={f:Q — R méfitelnd funkce || f||z~@) < oo} s normou
/1l o< () = esssup|f],

o Soboleviiv prostor H'(2) zna¢i mnozinu vsech funkef z prostoru L?(2), je-
jichZ v8echny parcidlni derivace 1. fddu jsou taktéz v L*(2). Tyto derivace
uvazujeme ve smyslu slabé derivace. Pro funkce f € H'() uvaZujeme
normu

1/2
1y = (1 ey + IV 1) "

kde V f znaci gradient funkce f. Poznamenejme, Ze my se v praci budeme
ve findle zabyvat pouze redlnymi funkcemi jedné proménné, tudiz gradient
bude splyvat s derivaci funkce,

* Bochneriuv prostor L*(a,b; X) = {f : (a,0) — X silné méfFitelnd funkee;
| f12(a,b; x) < 00} s normou

. 1/2
Il = ([ IO @)



« Bochneriv prostor L>(a,b; X) = {f : (a,b) — X siln¢ méfitelna funkce;
| f1] 2o (a,5: x) < 00} s normou

£l o0 0,5 x) = esssup | f|x

Vsechny vyse uvedené prostory funkci uvazujeme klasicky jako tridy ekviva-
lenci. Za tohoto predpokladu pak lze dokazat, ze vSechny zminéné prostory jsou
Uplné vzhledem ke své normé (vice detailt k definicim prostori funkei viz |Bulicek
a kol.| (2018))).

1.2 Silna formulace

Uvazujme nelinearni ¢asové zavislou rovnici vedeni tepla v jedné prostorové
dimenzi, kterou mizeme obecné vyjadrit jako

du(w,t) (k(u)%(%t)) = flat) zeQ tel, (1.1)

ot  Ox Ox
kde

e = (L,R) C R reprezentuje prostorovou oblast,
o [ =(ty,T) C R znaci ¢asovy interval,
o u:Qx I — R jeneznamd funkce pritazujici dvojici (x,t) hodnotu u(z,t),

o k:R — R je Lipschitzovsky spojita funkce zavisla na u, pro kterou existuji
konstanty ko, k1 takové, ze 0 < ko < k(u) < ki Vu € R,

o f:Q x I — R odpovida zdrojové funkci.

Tuto rovnici doplnime pocatecni podminkou
u(z,to) =ure Vr € Q (1.2)
a okrajovymi podminkami
u(L,t) =up, u(R,t)=ugr Vtel. (1.3)

Pod vyse zminénou funkei k(u) spliujici definujici nerovnosti si mizeme pro
a,f,e > 0 predstavit funkci (motivovanou tlohou proudéni vody v poréznim
prostiedi) tvaru:

k(u) =

{a + e, je-li u > 0, (1.4)

a exp(fu) + ¢, je-liu<0.



1.3 Slaba formulace

Nyni budeme prechazet k tzv. slabé formulaci tdlohy, kterd je vhodna pro
numerické metody, jako je MKP. Nejprve si vSak pripomenme, Ze v nasem pripadé
je hranice 9€) dvoubodova mnozina {L, R}, a tedy plati rovnost

[ gte)de = tim gl)— lim o) 15)

x%L.F

Také budeme potiebovat vnéjsi jednotkovou normalu na hranici 0€, jenz ma

1, T
n(zx) = {_1’ )

Necht tedy u € C*(Q2 x I) spliiuje rovnici (I.1]) s poc¢dteéni podminkou (1.2))
a okrajovymi podminkami (|1.3). Pak rovnici ([1.1)) vynasobime testovaci funkei
v Z prostoru

tvar

f" (1.6)

Vo = {ve HY(Q); v(L) = v(R) = 0, ve smyslu stop} (1.7)
a zintegrujeme pres oblast (2:
ou 0 ou
Stvde— [ = (k)" |vde = [ fode. 1.
/Qatv v Q@ﬂ&( (u)8x>v v va v (18)
Druhy integralni ¢len se po aplikaci Greenovy véty rovna
ou Ou Jv
[ vkZinds + [ kw)5istd 1.9
b0 (u)ax" - Q (v) Bz oz (19)

kde ovsem prvni ¢len diky definici prostoru V| prispiva pouze nulou. Dohromady
potom dosazenim do (|1.8)) ziskdvame

ou Ou Qv
/Qavdx—i—/gk(u)a—xa—xdx—/gfvdaz. (1.10)

Pro definici slabého Feseni ((1.1)) budeme pottebovat funkci u* € H'(Q), kterd
navic splnuje okrajové podminky u*(L) = uy a u*(R) = ug. V nasem pripadé
muzeme takovou funkci jednoduse zkonstruovat nasledujicim predpisem:
x—L
R—-L

u*(z) == ur + (ug — ur) (1.11)

vvvvvv

peme okrajové podminky ve smyslu stop.
Pocateéni podminku ((1.2) realizujeme pomoci L? skaldrniho soudinu:

/Qu(-,to)vdx:/gumvd:z:. (1.12)



Nyni mame vSe potfebné pro nasledujici definici feseni:
Definice 1. Rekneme, Ze funkce u(x,t) je slabé feseni rovnice (L.1), pokud plati:
(i) uw € L>(ty, T; L*(Q)) N L%(ty, T; HY(Q)) pro sw.t e,
(ii) 9% € L*(to, T; (H'(Q))*) pro sw.t e,
(iii) (u—u*)(-,t) € Vo prosw.tel,
(iv) u spliuje Yo e Vg, swu.t el
(v) u spliuje Vo € L3(Q).

Budeme-li piedpokladat, ze f € L*(Q2x I), pak lze dokdzat (viz |[Bulicek a kol.,
2018, Véta 7.2.3), ze Teseni dle Definice (1] existuje.

1.4 Slaba formulace s hrani¢ni penalizaci

V dalsi kapitole se budeme zabyvat diskretizaci rovnice ((1.10f), nicméné okra-
jové podminky budeme realizovat pomoci tzv. hranicni penalizace. Vyhodou to-
hoto pristupu je snadna realizace nekonzistentnich okrajovych a pocatecnich pod-
minek. V Definici || pak nebudeme muset uvazovat podminku (7).

Uvazujme tedy v odvozeni slabé formulace testovaci funkei v pouze z prostoru
H'(Q). Potom se zadny ¢len po aplikaci Greenovy véty v nevynuluje. K této
rovnici pfiddme na levou stranu ¢len, ktery predstavuje avizovanou penalizaci.
Chceme vsak, aby byl roven nule pro feseni u splnujici okrajové podminky ,
a proto bude mit nasledujici tvar:

oz/m(u —u")vdS, «a>0, (1.13)

kde integral [, chapeme ve smyslu (1.5]).

Dospéli jsme tim ke tvaru rovnice:

ou Ou v ou .
/Qavdm—i—/ﬁk(u)%%dm—/mvk(u)a—xndS—i—a/m(u—u )Uds_/ﬂj(cffz

Vv

vnice, coz muzeme vytesit prictenim dalsiho ¢lenu k levé strané rovnice, ktery se
pro u splnujici okrajové podminky ((1.3) bude rovnat nule:

ov
o R o (

u—u*)ndsS. (1.15)

Shrnutim vsech pridavki dostdvame nasledujici rovnici:

ou ou Ov ou
/Qavdan/Qk(u)%%dx—/ank(u)%ndS

ov

(1.16)
_/mk;(u)%(u—u*)ndS+oz/8Q(u—u*)vdS:/vadx.



Vsechny uvedené modifikace nas vedou na novou definici slabého feseni:
Definice 2. Rekneme, Ze funkce u(x,t) je slabé feseni rovnice (L.1), pokud plati:
(i) uw € L>(ty, T; L*(Q)) N L%(ty, T; HY(Q)) pro sw.t e,
(ii) 9% € L*(to, T; (H'(Q))*) pro sw.t e,
(7ii) u spliuje Yo e HY(Q), sw.t €1,
(iv) u spliuje Yo € L*(Q).

Existence Feseni dle Definice [2| je mimo rozsah této bakalarké préace (vice viz
Babuska, (1973)).



2. Numerické reseni

Slabé reseni chceme nalézt numericky, je tedy treba prejit z nekonecné dimenze
do konecné. Uéinime tak s pomoci MKP v prostoru ¢imz ziskdme systém ODR.
Ten nasledné diskretizaci v case prevedeme na soustavu algebraickych rovnic,
avSak z povahy ptvodni tlohy bude nelinearni a povede na iterativni proces.
Odvodime si také moznosti volby ¢asového kroku.

2.1 Prostorova semidiskretizace tlohy pomoci
MKP

Interval Q rozdélime na M wzld L = 29 < 71 < ... < zp-1 = R. Potom
prostorové prvky tvori mnozinu 7, = {[x;_1,x;], i=1,..., M—1}, kde uvazujeme
klasické h = max;—y _ p—1|®i_1,2;|. Pfechdzime tedy do prostoru s kone¢nou
dimenzi a feSeni hledame v prostoru

Vi = {v e C(Q): 0|, € Pi(K),YK € To}. (2.1)

Poznamenejme, Ze funkce u* definovand diive v ([1.11)) je v prostoru V},.
Analogicky jako pro slabé tfeseni dle Definice [2| chceme, aby priblizné reseni
uy, splnovalo pro Vv, € V), rovnici

8uh 8uh c%h 8uh
A Evh dx + A k(Uh)%% dx — /8(2 Uhn k(Uh)aixndS

v

(2.2)
- /89 E(up) pe (up, —u*)ndS + a/m(uh —u v, dS = /Qf'uh dx

a aby v pocatecnim ¢ase tq spliiovalo analogicky jako v ((1.12)) poc¢atecni podminku
/ up vy, dor = / urcvpdr Yo, € V. (2.3)
Q Q
Definice 3. Eekneme, e funkce uy(x,t) je piiblizné semi-prostorové fegeni ro-
vnice (1.1)), pokud plati:
(Z) uh<'7t) € Vh<Q)>
(ii) 2(, 1) € (1),
(1i7) up, spliuje (2.2) Vv € V4(Q), Vt € 1,
(i) wn(+to) = W) VEe T, proul » @)

Uvazujme béazové funkce p;(z),i = 0, ..., M —1, prostoru V}, s lokdlnim nosi¢em
spliujici p;(x;) = ;5 Vi,j=0,..., M — 1, kde 9;; je Kroneckerovo delta:

L
5ij:{’ L= (2.4)
0, 2% 7.



Potom priblizné feseni miizeme zapsat ve tvaru

() = Z u; (1), (x) (2.5)

a k ziskani priblizného fesenf u;, nam staci nalézt koeficienty u,(t).

Dosadime-li do rovnice za funkci v, bazové funkce ;, a feseni uy, vyja-
diime tvarem (2.5]), mizeme problém zformulovat maticové. Definujme si nejprve
nasledujici vektory a matice:

o vektor neznamych casové zavislych koeficientt:
u(t) = (up(t), us(t), ..., up—1 ()", tel,
« vektor odpovidajici poc¢atecni podmince:
u? = (ud, ud, ..., ul, )7,
e matice hmotnosti M, kterd je dana jako:

My = [ gipide,  ij =0, M =1,
Q

« matice tuhosti K(u(t)), kterd je definovana jako:

Dpi Do,

Op; 0p; .
k L =0,..M—1,tel
+A (Uh) 6$ a[[’ xz, (ZW] 07 ) , Led,

o vektor pravé strany f(u(t),t), ktery je definovan jako:

i
fi(t) = /em <au*g0¢ — u*k(up)n 5; ) ds

+/f<,0idx, 1=0,..M—1,tel.
Q

Pripomenme, ze s ohledem na (|1.5)) a (1.11]) plati
/ uw p; dS = up @;(R) — ur ¢;(L) Vi=0, .. M—1. (2.6)
o9

Hledani priblizného feseni se tedy redukuje na vyteseni soustavy ODR:

du(t)
Cdt

s pocatecni podminkou

M + K(u(t))u(t) = f(u(t),t), tel, (2.7)

u(ty) = u’. (2.8)

Protoze matici M lze jednoduse invertovat, mizeme (2.7]) zapsat ekvivalentnim
tvarem, ktery se nam bude pozdéji hodit:

du(t)

= =M (), ) — Ku@)u() = g(u®).t), tel.  (29)



2.2 Numericka kvadratura

Integraly definujici M, K a f vyjadfime pomoci numerické kvadratury. Protoze
bazové funkce ¢; jsou po ¢astech linedrni, cleny v integrandu M;; obsahuji nejvyse
kvadratické polynomy, tedy kvadraturni metody druhého fadu by je tesily presné.
Naproti tomu Kj;; a f; uz obsahuji obecné funkce. Pfi implementaci jsme zvolili
Gaussovy kvadraturni vzorce se tremi uzly, coz je dostacujici.

2.3 Casova diskretizace

Soustava ODR patii mezi tzv. ,stiff“ Glohy, a proto je rozumné pouZit
k jejimu reseni implicitni metody. Dalsim divodem je v ivodu zminovana metoda
parareal, kde hruby Tesi¢ typicky vyzaduje volbu dlouhého casového kroku. Zde
pouzijeme implicitni Eulerovu metodu.

Rozdélme interval (to,T) na posloupnost N casovych kroki ty < t; < ty <
o< <ty <ty <..<ty=T. Ozna¢me u"” € RM n =1,2,... jako aproxi-
maci FeSeni u(t,) v téchto bodech, pticemz u® odpovida poc¢atecni podmince .
Déle ozna¢ime casovy krok 7, = t, — t,_1, n = 1,2, ... Potom mtuzeme schéma
zapsat jako:

n _ 4n—1
) K(u™)u" = f(u",t,). (2.10)

n
Tato metoda je prvniho fadu a hlavné je (linedrné) nepodminéné stabilni.
Nevyhodou této implicitni metody je ovSem nutnost vyresit v kazdém casovém
kroku nelinearni soustavu rovnic.

2.4 Reseni nelinearnich algebraickych rovnic

Typickym ptistupem pro feseni nelinedrni soustavy je Newtonova metoda. Ta
vsak vyzaduje hladkost dat a nase funkce k(u) v neméa obecné spojitou prvni
derivaci v u = 0. Pouzijeme proto jiny zptsob linearizace, tzv. Kacanovu metodu
(viz Kachanov}, 1959)).

Hodnoty u”, n =1,..., N ve schématu budeme iterativné aproximovat
hodnotami u™! pro [ = 1, 2, ... nasledujicim zptisobem:

n,l __ yyn,l—1
ME Y R et = (), (2.11)

Tn
ekvivalentné miizeme zapsat jako

Autl = (:M 4 K(u”’l‘1)> wtt = funt ) + :M w b (2.12)
Vztah predstavuje soustavu linearnich algebraickych rovnic, kterou te-
sime pfimo pomoci MUMPS (viz |Amestoy a kol., 2001}, [2019). Pro iniciaci pou-
zijeme u™? = u" 1. Iteraéni proces opakujeme dokud neobdrzime pii uziti eukli-

dovské normy vysledek
H un,l o un,l—l H

[amt

<1072 (2.13)

V takovém piipadé proces zastavime a stanovime u” := u™"'.
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2.5 Adaptivni volba casového kroku

V nésledujici ¢asti uvazujeme rovnici odvozenou difve (2.9) ve tvaru

du(t)
dt

—g(u(t),t), tel. (2.14)

Pti diskretizaci casového intervalu nastava otazka, jaky zvolime ¢asovy krok. Nej-
jednodussi pro implementaci by bylo ekvidistantni, ale to neni optiméalni, protoze
reseni nasi ulohy se vyviji dynamicky. K presnéjsimu zachyceni chovani bychom
mohli zvolit velmi kratké ¢asové kroky 7, ale takové rozhodnuti by bylo neprimeé-
rené drahé. S kratkymi kroky bychom se na druhou stranu mohli vyrazné vzdalit
od presného reseni.

Nabizi se tedy volba adaptivni, ktera pouziva navic informace z aktudlni ca-
sové vrstvy. Protoze pouzita Eulerova metoda je jednokrokova, bude se ndm vybér
krokii lépe tidit. Jeji nepodminéna stabilita ndm navic vyrazné zmensuje riziko
narustu chyb pri zménach ¢asového kroku.

Jednou z moznosti odvozeni optimalniho ¢asového kroku mtze byt srovnani
chyby Eulerovy metody (E) s jinym implicitnim schématem, které je druhého
radu, napt. Crankovo-Nicolsonové (C). Chceme tedy zkoumat rozdil predpist

(E) u"= u" 4 T, g(u", t,),

Tn n n—
(C) wp=u""+ 7 (glu 1) + g0 b)),

kde g(u", t,) je znaceni odpovidajici (2.9). Dostavame tim odhad chyby

(2.15)

Tn n n—
EST; := [u" —ug| = Elg(u ) — g™, )],
P (2.16)
& 7, ESTy = ?"\g(u”,tn) —g(u" ).

Podotknéme, ze hodnota EST; je pocitatelna. Nyni hleddme takovy casovy krok
Topt, Pro ktery bude platit EST; ~ TOL; nebo také 7, EST; ~ 7, TOL; pro
predepsanou toleranci TOL;. Pomoci vztahi (2.16)) odvodime

2 Tn TOL1 TOL1 (2 17)
Topt — = Tn “ . .
& |g(un’ tn) - g(unila tn—1)| ES’I‘l

Provedeme-li vypocet na n-té hladiné s krokem 7, a spocteny odhad EST; je
vétsi nez TOL4, provedeme n-tou iteraci znovu s optimalné volenym krokem 7.
Pokud se rozhodneme pokracovat dale, jako casovy krok 7,,; vezmeme pravé
spocteny optimalni krok 7. Jedna se totiz o nejlepsi aproximaci nadchazejiciho
optimalniho kroku, kterou médme k dispozici. Abychom se v praxi vyvarovali
opakovani vypoctu pri presazeni tolerance pouze o malé ¢islo, nédsobi se vysledny
optimalni ¢asovy krok bezpe¢nostni konstantou, tedy a 7, o € (0,1).
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Dalsi moznosti odvozeni je pomoci odhadu lokalni chyby aproximace, ktera je
u Eulerovy metody pomoci Taylorova rozvoje pro jisté 0 € (0, 1) tvaru

2

o " . . . " . .
Ozna¢me symbolem (u")  approximaci derivace u (t,). Druhou derivaci (u™)
nezname, ale mizeme ji aproximovat pomoci zpétné diference

(un>“ ~ (un)’ - (unil)/ ~ g(un7tn) - g(unilatn—l). (219)

Tn Tn

Definujeme-li

2
Tn n n— Th ”
EST, := 5 lg(u”,t,) —g(u" ' t, )| ~ 5 lu (t,)] = |Lyl, (2.20)

pak pro obdrzeni EST, ~ TOL; chceme, aby platilo

[2TOL, | TOL,
=, = - 2.21
TOpt |u// (tn) | Tn ESTQ ( )

Vidime, ze jsme vzhledem k ptibliznym rovnostem dostali stejny vyraz, jako
pri prvnim postupu odvozeni, protoze EST; = EST,. To je diky provazanosti Eu-
lerovy metody s metodou Crank-Nicolsonové, kterd je esenciadlné pouze primérem
explicitni a implicitni Eulerovy metody.

Volbou implicitni Eulerovy metody mame zaruc¢enu nepodminénou stabilitu
feseni. To vSak neznamend, ze je pri praktickych vypoctech nestabilni chovani
vylouc¢eno. Pokud by takova situace nastala, pak feseni zacne oscilovat, ¢imz
vzrostou také aproximované hodnoty druhé derivace (u™)” a tim i EST,. Tedy
pfi naruseni podminky stability se navrhovany optimalni krok 7, snizi. Timto
zpusobem je pak v adaptivni volbé casového kroku implicitné kontrolovana stabi-
lita. Vice detaili k numerickému reseni ODR lze nalézt napriklad v [Hairer a kol.
(1993)

V nasi implementaci jsme uzili jiny pristup volby adaptivniho kroku zalozeny
na nespojité Galerkinové metodé v ¢ase (vice viz Dolejsi a Feistauer, 2015). Ten
vsak presahuje ramec této prace, a proto ho vynechame.
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3. Paralelni reseni

Odvozenou soustavu ODR chceme Fesit paralelnd, k ¢emuz nam poslouzi
metoda parareal. V nasledujicim si priblizime jeji odvozeni metodou vicenasobné
strelby, ukdzeme si detailni popis algoritmu a prozkoumame teoretické aspekty,
predevsim konvergenci.

3.1 Metoda vicenasobné strelby

Uvazujme soustavu ODR ve tvaru:

dl;ff) =g(u(t),t), te(ty,T], u(ty) =u’, (3.1)
kde u(t) € RM je vektorovd funkce neznamych a g(u(t),t) € RM je vektorovd
funkce pravych stran. Rozdélme interval (to,7] na N podintervali pomoci dé-
leni {t,})_, tak, Ze to < t; < ... < ty = T. Zndme-li presné feSeni u, vy-
hodnotime ho v pravé vytvorenych uzlech, ¢imz dostaneme sadu N parametra
U" = u(t,) € RM, které pouzijeme jako pocatecni podminky. MiZeme tedy
soustavu ekvivalentné zapsat jako N na sebe navazujicich poc¢atecnich tloh

O, (t) = g(u,(t),t) te€ (tn,tns1),n=0,1,.... N — 1,

3.2
u(tn):Un n:O,l,...,]\f—l7 ( )

kde u,(t) € RM je vektorova funkce nezndmych a 9, znaci parcialni derivace podle
casu %. Vsimnéme si, ze zde znacime parcialni derivaci, protoze feseni u,, zavisi
nejen na case, ale také parametrech U, tedy u,(t) = u,(t, U,).

Tim jsme puvodni soustavu sice rozdélili na N mensich soustav, avsak k jejich
vyTeseni potrebujeme znat parametry U,,, které ale vychazi z presného feseni u,,.
Zkusme tedy tyto parametry chytie aproximovat tak, abychom ziskali paralelnost
tlohy. Protoze puvodni feseni u(t) je spojité pro t € (to, T], musi pro parametry
U, platit nasledujici soustava rovnic:

Up= uty) =u’
U= wt)) =uo(ts,Uo),
Uy = w(t) =ty Uy), (3.3)

Uy = uy_i(ty) = un-1(tn, Un—a).

Zavedenim vektoru U := (Ug, Uy, ..., Uy)T € RWHIM 3 odeétenim pravych
stran soustavy (3.3)) od levych dostdvame nasledujici nelinedrni problém

U() — 110
U, —ug(ty1, Uy)
F(U) := U, —uw (2, Ur) | =o. (3.4)

Uny —uy_1(tn, Un_q)
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Na tuto nelinearni soustavu pouzijeme Newtonovu itera¢ni metodu, tedy pro
pocateéni odhad U° hleddme

Uk = UF — (F(UF)'F(U%), k=0,1,2,.., (3.5)

kde F'(U*)) znaéi Jacobiho matici funkce F v bodé U¥, kterd je rovna

1 0 0 0
— g8 (ty, Up) 1 0 0

F (U¥) = 0 — B (ty, UK) - 0 0 [. (3.6)
. . T un s T .
0 0 e = EENEL(y UK ) 1

Diky jednoduchému tvaru matice F'(U*)) miiZeme jednoduse zkonstruovat jeji
inverzi, my vsak misto toho provedeme néasledujici tpravy. Odec¢teme-li od ro-
vnice vektor U* a vyndsobime-li poté celou rovnici zleva matici F'(U¥)),
dostaneme ekvivalentni rovnici

(F'(UR)) (UM —U*) = —F(UY), k=0,1,2,... (3.7)

Vyjadiime-li nyni tadky predchozi rovnosti, dostaneme po drobné upravé pro
k=0,1,2,... tvar metody vicenasobné strelby

k+1 _ .0
Uy™ =u’,
ou,,

Ut =, (tns1, US) + au,

(twyr, UR) (U —U*), n=0,1,...,N —1.
(3.8)

Vyvozené schéma ndm umoznuje fesit zprvu cisté sekvencni ulohu paralelné.
Zbyva pouze aproximovat operatory tak, aby Sly v praxi lépe pouzit.

3.2 Metoda parareal

Vychazime ze schématu metody vicenasobné stielby . Chceme nahradit
derivaci podle parametru jinym vyrazem, k ¢emuz nam pomiize Taylortv rozvoj.
Necht jsoun =0,1,...., N a k= 0,1,2, ... zvolena pevné a feseni jsou dostatecné
hladkd. Potom rozvifime presné feSen{ u,(t,+1, U ;) v bodé U¥

du,,
SO (te, UR) (U U +O(|| UL UL |1,

! (3.9)
Zanedbanim zbytku druhého fadu tedy mtzeme ¢len s parcidlni derivaci aproxi-

movat jako

un(tn+17 Ufﬂrl) = un(t“JFl? UI:L)+

ou,

W(tn+l7 Ufz) (Uﬁ+1 - Ui) ~ un(thrl? UI:L+1) - un<tn+1u Uﬁ) (3-1())

Dosazeni do (3.8)) nds poté vede k definici pfiblizné metody vicendsobné stielby
jako
Uiii ~ Wy (g1, Up) + wp(fny, UZH) — Wy (tns1, Up). (3.11)
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Toto vyjadreni vsak nedava uplny smysl, protoze prvni a treti ¢len pravé strany
se vzajemné odecitaji. Paklize nebudeme uvazovat presna, nybrz ptiblizna reseni,
zadny clen se prakticky neodeCte a my tim ziskdme schéma, které uz lze parale-
lizovat. Konkrétné pro prvni ¢len v pouzijeme jemny Tesi¢ a pro zbylé dva
hruby (viz nésledujici (3.12))).

Vratme se nyni k feseni problému (3.1)). Reknéme, Ze chceme proces konstru-
ovat pro N procesori. Rozlozme ¢asovy interval (fp, 7] na nékolik podintervali
(tn,tns1] s krokem 7 = T]_Vto, kde tg < t; < ... < ty = T. Pfesné hodnoty FeSeni
v uzlech t; aproximujeme u(t,) ~ U, € RM pron =0, ..., N.

Hlavni signaturou metody parareal jsou dva propagac¢ni operatory:

o hrubd aprorimace G(t,41,t,,Uy,) Teseni v Case t,y1 vychazejici z casu t,
a s pocatecni podminkou U,

o jemnd aproximace F(t,i1,tn,U,) Teseni v Case t,41 vychdzejici z ¢asu t,
a s pocatecni podminkou U,.

Potom schéma metody parareal v daném cyklu £ = 0,1, ... a jemu odpovidajici
hodnoté U* lze zapsat nésledujicim zpiisobem:

1. Iniciace: Vypocet prvniho odhadu hrubou metodou U, = G(tn41, tn, UY)
s pocatecni podminkou U? = u® pro n = 0, ..., N. Je nutné pocitat sériové.

iterace k = 0,1, ...

2. Jemny vypod&et: Jemné feSeni F(t,,1,t,, U¥) z uzli ziskanych v piedchozi
iteraci pron =0, ..., N — 1. Tuto cast lze provést paralelne.

3. Korekce: Oprava hrubych uzlt pro dalsi iteraci uzitim (3.11]):

UM = Ftupr, tn, UF) + Gtngr, tn, UF™) — Gltni, ., UF).  (3.12)

n
Zde je nutno opét vést vypocet sériove.

4. Zastavovaci kritérium: Prechod do dalsiho cyklu, pokud nejsou nariisty
hodnot mens{ nez piedepsana tolerance, ergo || UM —U* || < TOLy, n =
0,....N.

Podotknéme, ze korekéni krok algoritmu odpovida diive zminéné aproximaci
predpisu . Metoda parareal je tedy ve své podstaté metoda vicenasobné
stelby se specidlni aproximaci Jacobiho matice z (3.5)).

Mame-li nyni k dispozici paralelni metodu, kterou jsme schopni bez pro-
blému implementovat, je na misté se ptat, jaké ma vlastnosti. Konkrétné jak
je to s konvergenci metody. Protoze uvazovana pocatecni podminka je neménna,
dostaneme v kazdé k iteraci na prvnim podintervalu (to,¢;] stejnou hodnotu,
presndji F(t1,tp,u’). To je ale to samé, jako bychom na (to,t;] Fesili pouze je-
mnym Tesicem. Na podintervalu (¢;,t5] pak pro & > 0 budeme vychdzet pokazdé
ze stejné pocatecni podminky F(t1,ty, u’), tedy jsme opét ve stejné situaci. Toto
pozorovani nas potom vede na nasledujici vétu:
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Véta 1. Pro metodu parareal plati

UF = F(ty, to,u’) k>n, n=0,..,N.

n

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle n.
Pro n = 0 trividlné dostavame

[]éC = 'Llo = F(to,to, 110).

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n a necht k > n + 1. Pak z indukéniho
piedpokladu pro k > n a pro k — 1 > n dostdvame UF = U1 = F(t,,ty,u’). To
muzeme nasledné vyuzit v rozepisu korekéniho kroku
Urlf.;_l = F(thrla tna Uj;il) + G(thrl? tna Urlf) - G(thrla tna U];il)
= F(tn-i-la tna F(tna t07 u0>> + G(tn—f—la tna F(tna t07 uO))
- G(tn—i-ly t?’w F(tna tOJ uo))
= F(thrla tn, F(tnv to, uO))
= F(tn-i—la to, uO)’
coz bylo dokazati.
m

Uvedena véta ndm tedy tikd, Ze po iteraci N zkonvergujeme k feseni daném
jemnym ftesicem F'. Pouziti pararealu v praxi ma vsak smysl, pokud & < N,
protoze jinak bychom mohli tlohu fesit uz od zacatku sekvencéné pouze jemnym
fesicem. Na tento aspekt se podivame pozdéji pri numerickych experimentech.
Lze také dokazat jind tvrzeni o metodé (viz |Gander a Lunet|, 2024), my si zde
vSak postacime s Vétou [I]

Princip metody parareal si graficky znazornime na jednoduché tloze. Uva-
zujme obycejnou stacionarni diferencidlni rovnici v jedné dimenzi

du(z)
dz

= g(u(z)), x€(0,5, u(0)=1u’ (3.13)

kterd vede na feseni u(x) dané sinusoidou. Volbou N = 5 tedy rozdélime inter-
val na 5 podintervalii. Provedeme-li vypocet metodou parareal s uzitim pevného
kroku, mame Vétou (1] zaru¢enu konvergenci v paté iteraci. Podrobné srovnéani
referencniho feseni spocteného jemnym fesicem a FeSeni metody parareal pro
prvni 2 iterace zachycuje Obrazek [3.1] Pfirozené vidime, Ze po prvni iteraci jsou
obé Teseni na prvnim podintervalu totozna. V souladu s Vétou [I| se pak také
po druhé parareal iteraci korekéni feseni v bodé 2 shoduje s referencnim. Toto
chovani by pokracovalo postupné az do finalni paté iterace.
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reference solution
coarse prediction (Gg) ——=
fine solution (F;) ——=
coarse correction (Gy)
fine solution (F,) ——
coarse correction (Gy) ——=

[\

(e}
—
V]
w

Obrézek 3.1: Princip metody parareal na tloze (3.13)).

3.3 Prakticka realizace

Pti samotném vypoctu je tteba zvolit za G(-,-,-) a F(-,-,-) vhodné numerické
metody pro vypocet ODR. Hruby Tesic¢ chceme volit levny, protoze ho budeme po-
uzivat sériove. Zaroven vsak k nému chceme mit dostatecnou diivéru, protoze jeho
vypoctené hodnoty pouzivame jako poc¢ateéni podminku pro vsechna ¢astecéna te-
Seni. Jinymi slovy chceme, aby mél velkou oblast stability, ideadlné nezavislou na
zvoleném casovém kroku. Jak uz bylo zminéno diive, v této praci bude nasi volbou
implicitni Eulerova metoda, ktera je relativné levna a je nepodminéné stabilni.

Jemny Tesi¢ naopak miizeme vybirat drazsi, nebot ho budeme pouzivat para-
lelné. S vyssi presnosti metody budeme mit také presnéjsi vysledné reseni. V na-
sem pripadé je vsak kvuli stiff vlastnosti tlohy za jemny TesSi¢ volena implicitni
metoda, konkrétné opét implicitni Euler, ale s vyrazné kratsim casovym krokem,
presnéji s mensi toleranci TOL; uvazovanou pro volbu adaptivniho kroku.

17



4. Numerické experimenty

V posledni ¢asti prace si ukdzeme chovani metody parareal pri praktickém
po¢itani na uloze (|1.1)), konkrétnéji

%gz,t) _ ai (Mu)a”((;;t)) —0 2€Q=(0,1),tel=(0,80), (41)

s pocatecni podminkou

u(z,0) =—-1 Vxe (0,1), (4.2)
okrajovymi podminkami
uw(0,t) =1, wu(l,t)=—-1 Vte (0,80) (4.3)
a funkci \
hlu) = {2 18_37- exp(du), jii Z ; (())’ (4.4)

fhnkce k(u) ne; intervalu [—1‘,1] —_—

0.005

0.004

—~ 0.003

0.002

0.001

Obréazek 4.1: Funkce k(u) na intervalu [-1, 1].

Poznamenejme, ze tato funkce k(u) nespliuje pivodni podminku odrazeni od
nuly na celé redlné ose. Protoze vsak feSeni u nasi ilohy bude mit omezeny obor
hodnot, je tato volba rozumna.

Vsimnéme si také, ze v takto definované tiloze dochézi k nekonzistenci mezi
pocatecni a okrajovou podminkou. Podminky jsou vynucovany jiz zminénym pii-
danym ¢lenem hraniéni penalizace (viz (1.13)). Reseni tedy hleddme podle Defi-
nice 2
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Implementace byla provedena na linuxovém prostiedi v jazyce Fortran a k vi-
zualizaci vysledkil pouzivame software gnuplot. Nasledujici experimenty se zameé-
fuji na dvé hlavni oblasti:

e porovnani reseni spoc¢teného metodou parareal s referenénim resenim,

 teoretické porovnani ¢asové narocnosti sériového a paralelniho vypoctu.

Referenénim fesenim budeme v textu chapat feseni spoctené ¢isté sériovym je-
mnym Tesicem. Kazdé paralelné spoctené feseni ma tedy prislusné referencni se
stejnymi parametry. Volbu takového srovnani motivuje Véta [I]

Na vstupu kédu mizeme modifikovat nasledujici parametry:

« M= % odpovida poctu vzeslych ODR, kde h je krok prostorové site,
o N obsahuje pocet oblasti z déleni ¢asového intervalu,

o TOL, udava pocateéni ¢asovy krok jemného tesice a predepsanou toleranci
pro jeho naslednou adaptivni volbu.

Protoze prislusny systém ODR chceme fesit paralelné, je vhodné ¢asovy inter-
val [0, 80] rozdélit rovnomérné tak, aby na kazdém podintervalu probéhlo ptiblizné
stejné mnozstvi ¢asovych krokii. Pred zahdjenim hlavniho vypoctu tedy nejprve
jednou hrubé sériové predpocitame feseni adaptivné s toleranci 25- TOL;. Obdr-
Zime tak jistou posloupnost ¢asovych uzli {Z; };Litoep , kde nstep je hromadny pocet
provedenych casovych krokt. Nyni chceme vytvofit mensi posloupnost {t,}Y_,
kterou nasledné pouzijeme k hlavnimu vypoctu. Okrajové body nastavime na
okrajové body Teseného intervalu, tedy to = 0 a t, = 80. Vnitini body urc¢ime
nasledujicim zpisobem pron=1,.... N —1:

Jrat = 3 + nsteps — obecné necelociselné,

J = |jrat] € N, znadi dolni celou ¢ast ¢isla jqr,

Jrest = (Jrat — J) € (0, 1), neceloc¢iselna ¢ast indexu 7,

tn =1 + jrest - (tj+1 — 1;) — prislusny casovy krok s korekei.

Abychom mohli jednoduseji porovnavat rizna feseni, predevsim paralelni se
sériovymi, budeme vysledky vypisovat v pevné specifikovanych casovych hladi-
nach 0, 10, ..., 80 a pro kazdou z nich pak M hodnot ptislusnych prostorové diskre-
tizaci. Takové hodnoty budou pravdépodobné neshodné s délenim z predchoziho
odstavce, a proto vyuzijeme interpolaci pomoci vedlejsich hodnot.
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Obrazek 4.2: Porovnani feseni s parametry M = 25, N = 5 TOL; = 1072 re-
ferencntho feseni (vlevo nahofe), parareal iterace 0 (vpravo nahoie), parareal
iterace 1 (vlevo dole) a parareal iterace 2 (vpravo dole).

4.1 Konvergence metody parareal

V predchozi sekci jsme si dokazali, ze parareal méa zarucenou konvergenci
k referenénimu reseni po N iteracich. Prakticky bychom vsak chtéli, aby tole-
rovana konvergence probéhla mnohem drive. Tuto odchylku budeme tedy vzdy
porovnavat v posledni casové vrstvé ¢ = 80, protoze je nejdale od pocatecniho
casu. Pro kompaktnéjsi zapis si zavedeme v této casové vrstvé znaceni chyby
& =1u;—uk,i=0,..,M—1, kde u; je hodnota referen¢niho fesen{ v prostorovém
uzlu z; a uf je spoctené feseni pararealu v iteraci k v prostorovém uzlu x;. Pro
nase experimenty jsme pro zastaveni prechodu do dalsi iterace pararealu volili
méfeni euklidovskou normou a toleranci jsme stanovili na 107°, tedy vypocet se
ukonéi, pokud nastane || u*™ —u* || < 107°, kde u® = (uf, ..., uk, ).

Podivejme se na porovnani grafi pti volbé parametri M = 25, N = 5, TOL; =
1072, Oc¢ekavame tedy, ze k referenénimu feseni zkonvergujeme nejvyse po 5 ite-
racich. Uz na takto malé tiloze vidime pozitivni jev, ktery se konzistentné opakuje
i pro jiné volby parametru a to konkrétné blizka konvergence uz v prvnich dvou
iteracich (viz Obrézek [1.2). Podotknéme, Ze vizualni nehladkost tohoto FeSent je
zpusobena ¢isté malou prostorovou diskretizaci (viz srovnani s M = 250, N =

5, TOL; = 1072 na Obrazku [4.3).
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Obrazek 4.3: Porovnani feseni s parametry M = 250, N = 5 TOL;, = 1072
referenéniho feseni (vlevo nahote), parareal iterace 0 (vpravo nahote), parareal
iterace 1 (vlevo dole) a parareal iterace 2 (vpravo dole).

Neméd velky smysl vysledky déale porovnavat pouhym pohledem na vizualizace
feseni samotnych, a proto si pravé zkoumanou chybu ve smyslu L? normy pomoci
pravidel Trapezoid a Simpson. Odhady chyb poté budou mit nasledujici tvar:

(= mim) g
etrap(k> = Z f <61,2 + 6?—1)7 (45>
i=1
M-1 ~ ~k 2
T — Tj— - e+ e 5
esimps(k) - Z (61) 612 + 4 Tl + 67,2—1 . (46)
=1

Tyto aproximace Teseni v casové hladiné ¢ = 80 zobrazime v zavislosti na
iteracich k od 0 az do posledni spoctené iterace pred splnénim tolerance (Obra-
zek .

Abychom dosahli nizsiho fadu chyby, je treba zvolit jemnéjsi prostorovou
diskretizaci. Spocteme-li naptiklad chybu feseni s parametry M = 500, N =
10, TOL; = 1072 (Obrazek , vidime, Ze se dokdZeme dostat pod tirovenn 1075.
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Obréazek 4.5: Konvergence odhadu chyby pro M = 500, N = 10, TOL; = 1072
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Velkou roli pti vypoctu hraje adaptivni volba ¢asového kroku, kterd pouziva
informace z predchoziho vypoctu. Srovnejme nyni feseni pararealu napiiklad s pa-
rametry M = 25, N = 8 TOL; = 5- 107! s adaptivnim krokem (Obrazek
a poté stejné Feseni, ale s pevnym casovym krokem (Obrézek . Reseni s malym
pevnym ¢asovym krokem 5-10~! dokonverguje v piedposledni iteraci k referencni-
mu TeSeni na drovni 107%. Na tomto konkrétnim piipadé je vidét, jak se presnosti
radoveé zvysuje s kazdou iteraci, za ¢imz stoji postupna konvergence jemnych te-
Si¢u na podoblastech tak, jak popisuje Véta [ Naopak u FeSeni s adaptivnim
krokem nam Véta [1] zddnou garanci konvergence k referenénimu feseni nedava
a v tomto pifpadé se pohybujeme pouze kolem trovné 1073. Do této chyby se
muze podepsat také zminéna chyba interpolace v c¢asovém uzlu. I presto vsak
toto adaptivni feseni dosahuje pozoruhodnych vysledki. Jiz v nulté iteraci dosa-
huje chyby stejného radu, jako feSeni s pevnym krokem po iteraci tieti.
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Obréazek 4.7: Konvergence odhadu chyby pro M = 25N = 8 s pevnym kro-
kem TOL; =5-1071.
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4.2 Teoretické zrychleni paralelizace

V této sekci se budeme teoreticky zabyvat otéazkou casového zrychleni me-
tody parareal na tloze (4.1]), konkrétné z pohledu provedenych ¢asovych krokd.
Hlubsi analyza obsahujici vSechny zavislosti a komunikaci mezi procesory by byla
mimo rozsah této prace. Pozorovani casovych kroki volime proto, ze pravé v této
dimenzi provadime paralelizaci.

Uvazujme situaci, kdy mame stejny pocet procesort, jako je pocet ¢asovych
oblasti N. Sériovy referencéni fesi¢ projde cely interval [0,80] na jeden prichod
s adaptivni volbou ¢asového kroku a za cely vypocet provede celkem Ty caso-
vych krokt. Naproti tomu paralelni fesi¢ projde nejprve prvni iteraci & = 0
hrubym feSicem (coarse) a na kazdé oblasti n = 1,..., N provede néjaky pocet
krokii steps,. Nasleduje iteracni proces k = 1,2, ..., kdy kazdy procesor prochazi
svoji prislusnou oblast jemnym fesi¢em (fine) a kdyz maji vSechny procesory do-
pocteno, provede se jeden korekéni sekvenéni priichod opét s hrubou strukturou
(coarse). Iteracni proces zastavime predepsanym kritériem, nebo napevno zvole-
nym maximalnim poc¢tem iteraci k... Abychom ziskali konecny pocet ¢asovych
krokt metody parareal Tp, musime vSechny provedené kroky prislusné coarse ¢a-
stem secist a pro kazdou iteraci k = 1,2, ... k této sumé pricist maximalni pocet
provedenych kroki z paralelné provadénych fine sekci. V souvislosti se znacenim
v nadchézejicich tabulkach tedy hledame

k’mag; N kmuz
Suma = steps,, (k, coarse) + max steps,(k, fine 4.7
2> e om0, 1

Takto zapsand Suma odpovida vyrazu Tp, ovsem v tabulkich bude pouzita obe-
cnéji jako c¢astecny kumulativni soucet pro dany resi¢. Nasim cilem pak je, aby
Tp < Ts.

Zkoumany vyraz Tp se minimalizuje pravé tehdy, kdyz je pocet kroku v kazdé
oblasti skoro stejny. Toho se snazime dosdhnout adaptivnim rozdélenim ¢asového
intervalu. Jako indikator neefektivity rozdéleni mizeme vzit pro danou iteraci k
naptiklad relativni hodnotu

max,—1, . n steps, (k) —min,—; _ n steps, (k)

Neefektivita = (4.8)

maxn—1,.. n stepsp(k)

Vyse uvedené odstavce popisuji presné Tabulky [£.1]a[d.2] kde uvazujeme feseni

s parametry M = 25 N = 5, TOL; = 1072, pficemz Tabulka obsahuje vy-
sledky s optimalnim délenim c¢asového intervalu a Tabulka (4 obsahuJe vysledky
s intervalem délenym uniformné. 7 indikatoru neefektivity Vldlme, ze adaptivni
déleni je efektivnéjsi nez déleni uniformni. Pro tento konkrétni priklad dostavame
v pripadé adaptivniho déleni Tpr = 403 < 460 = Tp. Kdybychom navic trochu
upustili od pozadované presnosti a vypocet ukoncili uz po druhé iteraci, dostali
bychom Tp = 278 < 460 = Tp, coz uz je vyrazné zrychleni. Pokud bychom uvazo-
vali v procentech podﬂ Ip tedy kolik procent z vypocetniho ¢asu sériového Tesice
Stejnou dvojici vysledku, ale pro M = 250,N = 5,TOL; = 1072, tedy pro
jemnéjsi prostorové déleni muzeme vidét na Tabulkdch [4.3) a[4.4] Dochézime zde
podobnych zaveért, jako v predchozim prikladu, tedy pii uvazovani pouze prvnich
dvou iteracich pararealu dostavame TP = 62 %. Avsak protoze si adaptivni volba
casového kroku vynutila mnohem vice kroku , je zde absolutni zrychleni vyraznéjsi.
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Oblast

1 9 3 4 Suma Neefektivita

k=0: coarse 4 6 6 6 6 28 0,333
k=1: fine 8 94 96 97 96 125 0,113
k=1: coarse 4 6 6 6 6 153 0,333
k=2: fine 8 94 96 97 96 250 0,113
k=2: coarse 4 6 6 6 6 278 0,333
k=3: fine 8 94 96 97 96 375 0,113
k=3: coarse 4 6 6 6 6 403 0,333
serial - - - = = 460 -

Tabulka 4.1: Pocty operaci pro feSeni s adaptivnim délenim casové oblasti s pa-
rametry M =25, N =5 TOL; = 1072,

1 9 (:)))blasi Suma Neefektivita

k=0: coarse 9 6 5 5 4 29 0,556
k=1: fine 189 92 72 62 bH4 218 0,714
k=1: coarse 9 6 5) 5) 4 247 0,556
k=2: fine 189 92 72 62 H4 436 0,714
k=2: coarse 9 6 5) 5) 4 465 0,556
k=3: fine 189 92 72 62 54 654 0,714
k=3: coarse 9 6 5) 5) 4 683 0,556
serial - - - = = 460 -

Tabulka 4.2: Pocty operaci pro feseni s uniformnim délenim c¢asové oblasti s pa-
rametry M =25, N =5 TOL; = 1072,
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Oblast

1 9 3 4 5 Suma Neefektivita

k=0: coarse 25 16 11 11 11 74 0,560
k=1: fine 221 215 214 215 209 295 0,054
k=1: coarse 25 16 11 11 11 369 0,560
k=2: fine 221 214 214 215 209 590 0,054
k=2: coarse 25 16 11 11 11 664 0,560
k=3: fine 221 214 214 215 209 885 0,054
k=3: coarse 25 16 11 11 11 959 0,560
serial - - - = = 1065 -

Tabulka 4.3: Poc¢ty operaci pro Teseni s adaptivnim délenim ¢asové oblasti s pa-
rametry M = 250, N =5, TOL; = 1072,

1 9 (:)))blasi 5 Suma Neefektivita

k=0: coarse 43 10 8 7 7 75 0,837
k=1: fine 477 200 153 130 115 552 0,759
k=1: coarse 43 10 8 7 7 627 0,837
k=2: fine 477 199 153 130 114 1104 0,761
k=2: coarse 43 10 8 7 7 1179 0,837
k=3: fine 477 199 153 130 114 1656 0,761
k=3: coarse 43 10 8 7 7 1731 0,837
serial - - - - - 1065 -

Tabulka 4.4: Pocty operaci pro feseni s uniformnim délenim c¢asové oblasti s pa-
rametry M = 250, N =5, TOL; = 1072,
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Z.aver

Na zacatku prace v Kapitole [1| jsme nejprve uvedli formulaci lohy nelinearni
rovnice vedeni tepla v jedné prostorové a jedné casové dimenzi. Nasledné jsme
presli ke slabé formulaci a zavedli prvni definici slabého feseni této tlohy. Kapi-
tolu jsme zakoncili pridanim ¢lenu hrani¢ni penalizace spolu s ¢leny zachovavajici
symetrii linedrni ¢asti tlohy a zavedli jsme prislusnou definici slabého Teseni.

V Kapitole [2| jsme modifikovanou rovnici prevedli pomoci MKP v prostoru
na nelinedrni systém ODR. Ten jsme dale diskretizovali v case, coz vedlo na
nelinearni systém algebraickych rovnic, pro ktery jsme navrhli itera¢ni metodu,
jenz problém redukuje na linearni systém algebraickych rovnic. Nakonec jsme
uvedli dva mozné pristupy k adaptivni volbé casovych kroka.

Celou Kapitolu [3| jsme vénovali odvozeni metody parareal pomoci metody
vicenasobné strelby, dale popisu samotného parareal algoritmu a dikazu Véty
pojednavajici o konvergenci metody.

V posledni Kapitole 4] jsme se vénovali numerickym aspektim reSeni konkrétni
ulohy a to zejména konvergenci parareal feseni k feseni spocteném sériové v sou-
vislosti s Vétou [T} Z praktickych vypocti jsme na zkoumané tloze vypozorovali,
ze s uzitim adaptivniho ¢asového kroku dava metoda parareal z hlediska konver-
gence rozumné vysledky uz po prvnich dvou iteracich, coz miize urychlit vypocet.
Také jsme experimentalné ovérili, ze tato adaptivni volba nema podle Véty |1 za-
ruku konvergence k referenénimu teSeni. Na konec jsme uvedli data k popisu
teoretického zrychleni pararealu pro paralelni vypocet. Pti pouziti chytie zvole-
ného déleni ¢asového intervalu je pak mozné zrychleni dosahnout. Je treba brat
zhorsit.

Metoda parareal ma tedy mnohé co nabidnout, zvlast ve spojeni s vhodnymi
nastroji, jako je napriklad adaptivni volba kroku a déleni ¢asového intervalu.
Ukazuje nam, ze i problémy, které se na prvni pohled mohou zdéat jako nevhodné
k paralelnimu zpracovani, ma smysl paralelizovat.

28



Seznam pouzité literatury

AMESTOY, P., DUFF, I. S., KOSTER, J. a L’EXCELLENT, J.-Y. (2001). A fully
asynchronous multifrontal solver using distributed dynamic scheduling. STAM
Journal on Matriz Analysis and Applications, 23(1), 15-41.

AMESTOY, P., BuTTARI, A., L’EXCELLENT, J.-Y. a MARY, T. (2019). Per-
formance and Scalability of the Block Low-Rank Multifrontal Factorization on
Multicore Architectures. ACM Transactions on Mathematical Software, 45,
2:1-2:26.

AMobl1o, P. a BRUGNANO, L. (2009). Parallel solution in time of odes:
some achievements and perspectives. Applied Numerical Mathematics, 59
(3-4), 424-435. ISSN 0168-9274. doi: 10.1016/j.apnum.2008.03.024. URL
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2008.03.024.

BABUSKA, I. (1973). The finite element method with penalty. Mathematics
of Computation, 27(122), 221-228. ISSN 00255718, 10886842. URL http:
//www.jstor.org/stable/2005611.

BuLiCek, M., CERNY, R., JouN, O., MALEK, J., POKORNY, M., ROKYTA,
M. a STARA, J. (2018). Uvod do moderni teorie parcidlnich diferencidlnich
rovnic. URL https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pokorny/LectureNotes/
moderni_teorie_color.pdf.

DoLEJSI, V. a FEISTAUER, M. (2015). Discontinuous Galerkin Method: Ana-
lysis and Applications to Compressible Flow. Springer International Pub-
lishing. ISBN 9783319192673. doi: 10.1007/978-3-319-19267-3. URL http:
//dx.doi.org/10.1007/978-3-319-19267-3.

GANDER, M. J. a LUNET, T. (2024). Time Parallel Time Integration. Society
for Industrial and Applied Mathematics. ISBN 9781611978025. doi: 10.1137/
1.9781611978025. URL http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611978025.

HAIRER, E., WANNER, G. a N@RSETT, P. S. (1993). Solving Ordinary Di-
fferential Equations: Nonstiff Problems. Springer Berlin Heidelberg. ISBN
9783540788621. doi: 10.1007/978-3-540-78862-1. URL http://dx.doi.org/
10.1007/978-3-540-78862-1.

KacHANOv, L. (1959). Variational methods of solution of plasticity problems.
Journal of Applied Mathematics and Mechanics, 23(3), 880-883. ISSN 0021-
8928. doi: https://doi.org/10.1016/0021-8928(59)90184-4. URL https://www.
sciencedirect.com/science/article/pii/0021892859901844.

MADAY, Y. a TURINICI, G. (2002). A parareal in time procedure for the control
of partial differential equations. Comptes Rendus. Mathématique, 335(4),
387-392. ISSN 1778-3569. doi: 10.1016/s1631-073x(02)02467-6. URL http:
//dx.doi.org/10.1016/S1631-073X(02)02467-6.

29


http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2008.03.024
http://www.jstor.org/stable/2005611
http://www.jstor.org/stable/2005611
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pokorny/LectureNotes/moderni_teorie_color.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pokorny/LectureNotes/moderni_teorie_color.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-19267-3
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-19267-3
http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611978025
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-78862-1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-78862-1
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0021892859901844
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0021892859901844
http://dx.doi.org/10.1016/S1631-073X(02)02467-6
http://dx.doi.org/10.1016/S1631-073X(02)02467-6

TRINDADE, J. M. F. a PEREIRA, J. C. F. (2004). Parallel-in-time simulation

of the unsteady navier—stokes equations for incompressible flow. International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 45(10), 1123-1136. ISSN 1097-0363.
doi: 10.1002/fld.732. URL http://dx.doi.org/10.1002/£1d.732.

30


http://dx.doi.org/10.1002/fld.732

Seznam obrazku

(3.1 Princip metody parareal na tloze (3.13). . . . . . ... ... ... 17
4.1  Funkce k(u) na intervalu -1, 1]) . . . ... ... o000 18
4.2  Porovnani feSeni s parametry M = 25, N = 5, TOL; = 10~2 refe- |
renc¢niho reseni (vlevo nahore), parareal iterace 0 (vpravo nahore), |
parareal iterace 1 (vlevo dole) a parareal iterace 2 (vpravo dole).|. 20
4.3 Porovndni reseni s parametry M = 250, N = 5, TOL; = 10~ refe- |
rencniho reseni (vlevo nahore), parareal iterace 0 (vpravo nahore), |
parareal iterace 1 (vlevo dole) a parareal iterace 2 (vpravo dole)|. 21
4.4  Konvergence odhadu chyby pro M =25, N =5, TOL; = 1072 . . 22
4.5 Konvergence odhadu chyby pro M = 500, N = 10, TOL; =107~ . 22
4.6 Konvergence odhadu chyby pro M = 25, N = 8 TOL; = 5-10"" |
s adaptivnim krokem. . . . . . ... ..o 24
4.7  Konvergence odhadu chyby pro M = 25, N = 8 s pevnym kro- |
kem TOL; =5-10"1. . . . . .. . 24

31



Seznam tabulek

[4.1 Pocty operaci pro reseni s adaptivnim délenim casové oblasti s pa- [

rametry M =25, N =5 TOL; =1072| . . . . . . ... ... ... 26
[4.2  Pocty operaci pro reseni s unitformnim délenim casoveé oblasti s pa- |
rametry M =25, N =5 TOL; =1072| . . . . .. ... ... ... 26
[4.3  Pocty operaci pro reseni s adaptivnim délenim casove oblasti s pa- |
rametry M =250, N =5 TOL; =102 . . ... ... ... ... 27
[4.4  Pocty operaci pro reseni s unitformnim delenim casove oblasti s pa- |
rametry M =250, N =5 TOL; =102 . . ... ... ... ... 27

32



	Úvod
	Formulace úlohy
	Prostory funkcí
	Silná formulace
	Slabá formulace
	Slabá formulace s hraniční penalizací

	Numerické řešení
	Prostorová semidiskretizace úlohy pomocí MKP
	Numerická kvadratura
	Časová diskretizace
	Řešení nelineárních algebraických rovnic
	Adaptivní volba časového kroku

	Paralelní řešení
	Metoda vícenásobné střelby
	Metoda parareal
	Praktická realizace

	Numerické experimenty
	Konvergence metody parareal
	Teoretické zrychlení paralelizace

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam obrázků
	Seznam tabulek

