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Uvod

Pravdépodobnostni rozdéleni hraji v matematické statistice klicovou roli. V této
bakalarské praci se budeme konkrétné zabyvat méné znamym, avsak stdle velmi
uziteCnym rozdélenim, tzv. Skellamovym rozdélenim, které popisuje rozdéleni
rozdilu dvou nezavislych nahodnych veli¢in, z nichz kazda ma Poissonovo rozdéleni.

I kdyz Skellamovo rozdéleni nepatii k nejcastéji zminovanym pravdépodobnost-
nim rozdélenim, jeho vyuziti je prekvapivé siroké — saha od sportovni analyzy, kde
muzeme porovnavat skére dvou tymii, az po spravu call centra, kde se zamérujeme
na rozdil mezi poc¢tem prichozich hovoru v urcitych ¢asovych obdobich. V oblasti
financi muze Skellamovo rozdéleni pomoci analyzovat rozdil mezi nakupnimi a pro-
dejnimi prikazy na trzich. Tento pristup poskytuje cenny nahled do dynamiky
nabidky a poptavky a umoznuje identifikovat mozné trzni nerovnovahy.

V prvni kapitole se zamérime na Poissonovo rozdéleni, které hraje klicovou
roli pri definovani Skellamova rozdéleni. Soucasné si pripomeneme jeho zakladni
vlastnosti, které jsou nezbytné pro spravné pochopeni zbytku prace.

Ve druhé kapitole prejdeme k samotnému Skellamovu rozdéleni, kde se po-
drobné podivame na jeho pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkci. Déle si zde
odvodime momenty tohoto rozdéleni a prozkoumame dalsi praktické vlastnosti
Skellamova rozdéleni.

Treti kapitola bude vénovana metodam odhadu parametri Skellamova rozdeé-
leni. Konkrétné se zamérime na odhady pomoci momentové metody a metody
maximalni vérohodnosti, pricemz si rozebereme dalsi vlastnosti takto ziskanych
odhadi.

Ve c¢tvrté kapitole se budeme vénovat simulacni studii, jejimz cilem bude
analyza vlastnosti odhad parametri Skellamova rozdéleni odvozenych ve tfeti
kapitole. Tato studie ndm umozni 1épe pochopit, jak se jednotlivé metody chovaji
pri riznych velikostech vzorkid a pro rtzné dvojice odhadovanych parametri
)\1 a )\2.

Piinos této prace spociva zejména v doplnéni formalnich ditkazl k vlastnostem
Skellamova rozdéleni, které jsou v odborné literatute ¢asto uvadény bez jakéhokoliv
odvozeni. Déle je zde predstaven alternativni zptisob odvozeni pravdépodobnostni
funkce, ktery se odlisuje od puvodniho postupu z ¢lanku [Skellam| (1946). Soucasti
prace je také simulacni studie zamérend na ovéreni vlastnosti odhadii parametri
tohoto rozdéleni, jejiz vysledky doplnuji a podporuji teoretické zavéry ze treti
kapitoly.



1 Poissonovo rozdeleni

V této kapitole se budeme zabyvat Poissonovym rozdélenim, které nasledné
vyuzijeme pti konstrukci Skellamova rozdéleni. Uvedeme také nékolik vlastnosti
Poissonova rozdéleni, které pozdéji v této praci vyuzijeme. V této kapitole budeme
predevsim vychézet ze skript [Zichova (2021) a knihy [Dupaé¢ a Huskovd| (2013)).

1.1 Limitni prechod k Poissonovu rozdéleni

Binomické rozdéleni je interpretovano jako pocet tispécht v sérii n nezavis-
Iych pokust, kde v kazdém takovém pokusu tispéch nastane s pravdépodobnosti
p € (0,1) a netispéch nastane s pravdépodobnosti (1 — p). Uvazujme ndhodnou
veli¢inu Y, ~ Bi(n, p,) s parametry n € N a p, € (0,1). Predpoklddejme nyni,
ze n — 00, pricemz p, — 0 takové, ze n - p, — A > 0. Pak vyuzitim limitniho
prechodu z binomického rozdéleni dostaneme Poissonovo rozdéleni nasledovné

lim P[Y, = k] = lim (") Pl —pa)" "

n— 0o n—oo \ k

— lim nn—1)(n—k+1) <A>k<1_/\>n_k

= —e pro k € Ny.

Timto zpiisobem dostaneme pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni s pa-
rametrem A\ > 0.

Podivejme se nyni, o jaky typ konvergence se v tomto pripadé jedna. Mame
posloupnost ndhodnych veli¢in {Y;,}5°_; s odpovidajici posloupnosti distribu¢nich
funkei {F},}>°_ ;. Rekneme, 7e posloupnost {Y;,}2°_, konverguje v distribuci k né-
hodné veli¢iné Y s distribuc¢ni funkeci F', jestlize plati nlli% F,(x) = F(x) ve vSech
bodech spojitosti distribuéni funkce F'(z). Jedna se tedy presné o nas pripad.

Rekneme, 7e ndhodna veli¢ina X mé Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0,
znacime X ~ Po()\), pokud pro k= 0, 1, 2,... plati, ze

Xy

Poissonovo rozdéleni 1ze naptiklad vyuzit k vyjadieni poc¢tu vyskytt jevi,
které se stavaji pomérné ziidka a to v urcitém casovém, prostorovém nebo jiném
tseku (napf. pocet aut projizdéjicich kiizovatkou za hodinu, pocet zakazniki
vstupujicich do obchodu nebo pocet prichozich hovorti na zdkaznickou linku
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za den). K takovym udalostem dochazi ndhodné, jednotlivé a vzajemné nezavisle.
Nahodnost znamena, ze udalosti nastavaji bez néjakého pravidelného vzoru. Vyskyt
jedné udalosti neovliviiuje vyskyt jiné udélosti. Napriklad, pokud se béhem jedné
hodiny v restauraci objevi pét zdkaznikli, neznamena to, ze se béhem néasledujici
hodiny objevi pét zakazniki znovu. V tomto pripadé predstavuje parametr A
stfedni hodnotou poctu vyskytl jevll v ¢asovém, prostorovém nebo jiném tseku.
Parametr A nazveme intenzitou vyskytu udalosti.

1.2 Momentova vytvorujici funkce a jeji uziti

V této podkapitole odvodime momentovou vytvorujici funkei Poissonova rozdé-
leni, kterou vyuzijeme pro vypocet k-tych momentt tohoto rozdéleni, coz nasledné
v dalsi kapitole vyuzijeme k pocitani momentti Skellamova rozdéleni.

Definice 1 (Momentova vytvorujici funkce).

Necht X je redlnd nahodnd velicina, pak momentovou vytvorujici funkci ro-
zumime funkci Mx(t) : R — [—o0, 00|, kterd je definovina jako Mx(t) = E[e!¥]
prot € R.

Pro tcely této bakalarské prace se nam bude hodit nasledujici véta o nezavislosti
a momentové vytvorujici funkei, kterou v dalsich ¢astech hojné vyuzijeme.

Véta 1 (Momentova vytvorujici funkee nezavislych ndhodnych velicin).

Necht Xy, ..., X, jsou nezdvislé nahodné veliciny, kde Mx,(t) je momentovd
vytvdrejici funkce ndhodné veliciny X; proi=1,2,...,n. Potom ndhodnd velicina
S =Y X; md momentovou vytvorujici funkci

Diikaz.
Vyuzitim vlastnosti exponencialni funkce dostaneme

Ms(t) = B[] = E [ 2/ X —E[eZIL%] —E [ﬁ em} |

i=1
Nyni pouzijeme vztah pro stfedni hodnotu pri nezavislosti n nahodnych veli¢in
E[[T", Xi] = 1", E[X,] a ziskdme tak

n

E [ﬁ etXi] = ﬁ E (o] = ] Mx,(b),

i=1 i=1 i=1
¢imz je dikaz hotov. O

Nyni spoc¢itdme momentovou vytvorujici funkci pro vsechna t € R ndhodné
velic¢iny X ~ Po()).

Véta 2 (Momentova vytvorujici funkce Poissonova rozdéleni).
Méjme ndhodnou velicinu X ~ Po()\), pak momentovd vytvorujici funkce je
rovna
Mx(t) =1 vt e R,

8



Diikaz.
Piimym vypoctem ziskdme

) Ak o (\el k . ,
My(t) =E [etX} _ Z otk . ﬁef,\ — o). Z ( Z') — oA Ao —1)7
k=0 : k=0 M

kde v prvni rovnosti jsme nejdrive vysli z definice momentové vytvorujici funkce
(Definice , a poté postupnymi tpravami dostali vyraz eMe =1 Ve ¢tvrté rovnosti
jsme pouzili Taylorovu fadu funkce e*®'. O

Vzhledem k tomu, ze jiz zndme momentovou vytvorujici funkci Poissonova
rozdéleni, mizeme se nyni podivat na rozdéleni nahodné veli¢iny, ktera je dana
jako soucet nékolika nezavislych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim
a riznymi parametry. Tato véta se nam bude pozdéji hodit pti zkoumani vlastnosti
nahodnych veli¢in se Skellamovym rozdélenim, které budeme definovat ve druhé
kapitole.

Véta 3 (Soucet nékolika nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim).

Méjme posloupnost nezavislych nahodnych velicin Xy, ..., Xy, pro které plati
X; ~Po(\) a) >0proi=1,.... k. Pak pro nihodnou velicinu souctu ¥F_ | X;
plati

k k
i=1 i=1
Diikaz.

Vyuzijeme faktu, ze momentova vytvorujici funkce jednoznacné urcuje rozdéleni
nahodné veli¢iny. Podivame se tedy na momentovou vytvorujici funkci nahodné
veliciny S-F_ | X; a ukdzeme, Ze se jednd o momentovou vytvoiujici funkei nAhodné
veli¢iny s Poissonovym rozdélenim s parametrem Zle A

Spoctéme tedy momentovou vytvorujici funkci ndhodné veliciny SF_, X;
vyuzitim Véty [1] jako

k & \
sy = ] My (1) = [] M) = eZmanle =),
= i=1 i=1

coz odpovidd momentové vytvorujici funkci nahodné veli¢iny s Poissonovym

rozdélenim s parametrem Zle A;. Tim je dikaz hotov. O

Nyni vyslovime vétu, kterou budeme vyuzivat pro vypocet jednotlivych mo-
menti pomoci jiz zminéné momentové vytvorujici funkce.

Véta 4 (Vypocet vyssich momenti pomoci momentové vytvorujici funkce).

UvazZujme redlnou ndhodnou velicinu X, kterd md momentovou vytvorujici
funkei Mx(t) < oo pro viechnat € (—b,b) pro néjaké b > 0. Pak plati E[| X |*] < oo
pro vsechna k > 0 a zdroven lze k-ty moment spocitat nasledovné

E[X*] = M{(0),

kde k € N a M)((k) (t) je k-td derivace momentové vytvorujici funkce Mx ().

Diikaz.
Viz véta 2.12 v ucebnim textu Dupac¢ a Huskova (2013)). [
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Vyuzitim Véty [ 1ze ziskat vSechny momenty ndhodné veli¢iny X, a to deri-
vovanim jeji momentové vytvorujici funkce My (t). Tuto vétu vyuzijeme jiz nyni
u Poissonova rozdéleni a spocitame prvni dva momenty, které vyuzijeme pro
vypocet rozptylu.

Véta 5 (Stredni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni).
Méjme ndhodnou velicinu X ~ Po(X), pak stredni hodnota a rozptyl jsou rovny

E[X] = A, Var[X]= A\

Dikaz.
Uvazujme ndhodnou veli¢inu X ~ Po(\), pak momentova vytvorujici funkce je
2z Véty [2 rovna My (t) = X =1 pro viechna t € R. Spocteme prvni derivaci jako

Mi(t) = <e)\(et1))/ et e )

Po dosazeni t = 0 ziskdme prvni moment (stfedni hodnotu), jak je uvedeno
ve Vété [4, ndsledovné
E[X] = M- M) = ),

Nyni spoc¢teme druhy moment nahodné velic¢iny X stejnym zptisobem jako
v predchozim odstavci. Vypoc¢teme druhou derivaci momentové vytvorujici funkee,
a to opétovnym zderivovanim vyrazu Ae! - e} 1) jako

!/

M}'((t) _ ()\et ) e)\(etl)>
= Ae' - (eA<et_1)> + Ae' - ()\et : eA(et*))
— et M) a2t e 1)

_ (}\et + )\26215) . e)\(et—l). (12)

Pak podle Véty 4| dosazenim ¢ = 0 do vyrazu (1.2) dostaneme druhy moment
Poissonova rozdéleni, ktery je roven

E {Xﬂ = ()\eo + )\2e2'0> M) a2
Zname prvni dva momenty Poissonova rozdéleni a mtzeme diky tomu spocitat

rozptyl ndhodné veli¢iny X nésledujicim zpiisobem Var[X] = E[X?] — (E[X])*.
Poté dosadime do vyrazu a mame presné to, co jsme chtéli dokazat

Var[X] = A+ 2 — (V)2 = \.
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1.3 Vyssi momenty Poissonova rozdéleni

Postupy uvedené v predchozi podkapitole se zdaji byt neefektivni pro vypocet
vyssich momentti, a tak si v této podkapitole odvodime jesté jiny zptisob na
pocitani vyssich momentii pomoci kumulantové vytvorujici funkce a z ni spoc¢tenych
kumulant. Kumulanty jsou efektivnim nastrojem pro zjisténi charakteristik
rozdéleni, jako jsou naptiklad sikmost a spicatost. Veskera odvozeni a vztahy mezi
kumulanty a momenty byly pfevzaty z ¢lanku Pielaszkiewicz a kol.| (2014)).

Definice 2 (Kumulantova vytvorujici funkce).

Necht X je redlnd ndhodnd velicina a Mx(t) je jeji momentovd vytvorujici
funkce, pak kumulantovou vytvorujici funkci Kx(t) : R — [—o0, 00| definujeme
jako Kx(t) =log[Mx(t)] prot € R.

Takto definovana kumulantova vytvorujici funkce bude vzdy dobre definovana,
a to pravé diky vlastnosti momentové vytvorujici funkce, kterd nabyva pouze
kladnych hodnot.

Definice 3 (Kumulanty).

Necht X je redlnd ndhodnd veli¢ina a Kx(t) je jeji kumulantovd vytvorujici
funkce a necht k € N, pak k-ty kumulant budeme definovat jako k-tou derivaci
kumulantové vytvorujici funkce v bodée t = 0, tj.

ke = KW(0).

Pomoci takto nové zavedenych terminti miizeme odvozovat k-té momenty
nahodnych veli¢in z kumulanti a naopak. Existuji i vztahy, které umoznuji pomoci
kumulantt spocitat k-té centralni momenty. Tyto vztahy budou uvedeny pozdéji
v této podkapitole.

Véta 6 (Vztah mezi momenty a kumulanty).

Necht X je redlnd ndhodnd velicina, jeZ spliuje E[| X |¥] < oo prok € N, pak Ize
k-ty moment E {Xk} napsat jako polynom k-tého stupné v pronich k kumulantech.
Konkrétne plati

E[X] = K1,
E [X?] = ky + K3,

E [X?] = k3 + 3rok; + K2,

E[XY] = ks + 4rkzky + 3K5 + GkrokT + KT,

E {Xﬂ = K5 + dKkak1 + 10K3K0 + 10113&% + 15&%&1 + 10&2%;‘;’ + Ii?.

Diikaz.
Prvni kumulant vypocteme piimo z Definice [3] jako x; = K’%(0). Nejdiive
spoc¢teme prvni derivaci kumulantové vytvorujici funkce jako

K (t) = log[Mx(t)]' = M) M (t).

11



Po dosazeni t = 0 a vyuziti Véty [ dostédvame

B 1
~ Mx(0)

51 = KL (0) MY (0) = 1- MY (0) = B[X].
Vyuzili jsme faktu, Ze My (0) = E[e®*] = E[1] = 1. Tim jsme ziskali poZzadovany
vysledek k1 = E[X].

Druhy kumulant vypocteme opét jako ke = K’%(0). Nejdiive vypocteme
prislusnou derivaci

1 T IML ) Mt
40 = (370 M40) = D+ o
Stejné jako u prvniho kumulantu dosadime ¢ = 0 a vyuzijeme Vétu [4f nasledovné
— [My ()] | M%(0)
[Mx(0)]>  Mx(0)
Odkud dokazeme jiz vyjadiit E[X?] = kg + (E[X])* = Ky + k2.
Pro vyssi kumulanty by se postupovalo analogicky, avSak takovy postup je

jiz. znacné netrivialni. Alternativni odvozeni této véty, véetné dikazi pro vyssi
kumulanty, lze nalézt v ¢lanku Pielaszkiewicz a kol.| (2014). O]

ke = K3 (0) = — — (E[X])* + E[X?.

Jak jiz bylo zminéno, tak pomoci kumulantové vytvorujici funkce mtizeme
téz odvodit k-té centralni momenty nahodnych veli¢in. Tento fakt mizeme ziskat
jako piimy dusledek Véty [6] Dusledek nyni zformulujeme pro budouci prehlednost
textu.

Disledek 1.
Necht X je redlnd ndhodnd wvelicina, jez spliiuje B[] X |°] < oo, pak pro
centralni momenty plati

E[(X — E[X])] = 0,

E

(X —E[X])?] = ke,
E[(X — E[X))*] = ks,

E [(X —E[X))*] = k4 + 3x2,

E [(X — E[X]))®] = x5 + 10k3ks.

Z Véty [0] a Dusledku [1] mizeme ¥ici, ze prvni kumulant je roven stiedni
hodnoté rozdéleni nahodné veliciny. Druhy kumulant je roven rozptylu. Treti
a ¢tvrty kumulant jsou rovny tfetimu a ¢tvrtému centralnimu momentu. O vyssich
kumulantech nic podobného vyrknout nemtizeme, jelikoz se nejednd ani o momenty,
ani o centralni momenty. Pravé druhy, treti a ¢tvrty kumulant budeme vyuzivat
i ve Skellamové rozdéleni pro vypocet sikmosti a Spicatosti.

Véta 7 (Kumulantova vytvorujici funkce Poissonova rozdélent).
Necht X ~ Po(\), pak kumulantovd vytvorujici funkce je rovna

Kx(t)=A(e' = 1), VteR.
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Diikaz.
Ve Vété [2] jsme odvodili momentovou vytvorujici funkci Poissonova rozdéleni
jako Mx(t) = e =1 pak kumulantovou vytvotujici odvodime nésledovné

Kx(t) =log(Mx(t)) = A (' = 1), Vt € R.

]

Pomoci kumulantové vytvorujici funkce pro Poissonovo rozdéleni bude jedno-
duss{ spocitat vyssi momenty tohoto rozdéleni. Funkce z Véty [7] se ndm bude lépe
derivovat nez funkce z Véty 2| pro ucely ziskani vyssich moment.

Véta 8 (Vyssi momenty Poissonova rozdéleni).
Necht X ~ Po()), pak plati

E[X?] =\ + )2,

E[X?] = N +3) + ),

E[XY = A+ 60% + 7TA% + )\,

E[X°] = A% + 10A" + 250% + 150 + .
Pro centralni momenty plati

E[(X - E[X])] =0,

Diikaz.
Nejprve spoéteme k-tou derivaci kumulantové vytvorujici funkce

k
KO0 = A (e 1) = e

Poté dosazenim t = 0 do vyrazu Ae' dostaneme k-ty kumulant Poissonova rozdélent
R = )\e0 =\

Nyni staci jen aplikovat Vétu[6]a Dusledek [1} ¢imz dostaneme pozadovany vysledek.
L]
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1.4 Sikmost a Spi¢atost Poissonova rozdéleni

Mezi diilezité charakteristiky pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny
patii také Sikmost a Spicatost. Pomoci téchto charakteristik mtizeme posoudit,
do jaké miry se rozdéleni podoba normalnimu rozdéleni, pripadné jak se od néj
odlisuje. K jejich vypoctu budeme potiebovat druhy, treti a ctvrty centralni
moment. Tyto centralni momenty jsme jiz vSechny spocetli pomoci kumulanta
v predchozi podkapitole.

Definice 4 (Sikmost a $picatost).
Necht X je ndhodnd wvelicina, jeZ spliuje E[X?*] < oo a Var[X] > 0. Pak
definujeme

i) Sikmost, danou predpisem

E|(X —E[X])*]
BT T Naxp
it) $picatost, danou predpisem
| E[(xX —Ex])
T T Var[x

Koeficient sikmosti 73 je charakteristika, kterd nam urcuje miru asymetri¢nosti
pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodné velic¢iny, tj. jakym smérem je hustota
rozdéleni pravdépodobnosti dané ndhodné veli¢iny zeSikmend. RozlisSujeme mezi
nasledujicimi pripady, kdy pro 73 > 0 je hustota zeSikmena doprava a vétsina
ziskanych hodnot se nachazi nad stredni hodnotou. Pro 73 < 0 je hustota zesikmena
doleva a vétsina ziskanych hodnot se nachazi pod stiedni hodnotou. Pro y3 = 0 je
hustota symetricka, stejné jako u normélniho rozdéleni.

Koeficient spicatosti 74 je charakteristika, kterd vyjadiuje miru koncentrace
pravdépodobnosti v blizkosti stfedni hodnoty a v krajnich hodnotéch. Rozlisujeme
mezi nasledujicimi piipady, kdy pro 4 > 3 je hustota Spicata (s vyssi frekvenci ex-
trémnich hodnot). Pro v4 € (0,3) je hustota zplostéla (s méné Castymi extrémnimi
hodnotami). Pro 74 = 3 mé rozdéleni stejny koeficient Spicatosti jako normélni
rozdéleni.

V tuto chvili mizeme spocitat koeficienty sikmosti a Spicatosti pro pravdé-
podobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny X ~ Po()). Hustotou z minulych dvou
odstaveclt budeme pro diskrétni ndhodnou veli¢inu chapat jako pravdépodobnostni
funkci pravdépodobnostniho rozdéleni takové ndhodné veli¢iny.

Véta 9 (Sikmost a $picatost Poissonova rozdéleni).
Necht X ~ Po()), pak

i) Sikmost je rovna
1
V3 = ﬁ;
it) Spicatost je rovna

1
’)/4:X—|‘3.
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Dukaz.
Druhy, treti a ¢tvrty centralni moment Poissonova rozdéleni mame z Véty
a tak muzeme vyjit primo z Definice 4] Nejprve spoc¢teme Sikmost nasledovné

Bl BTN _
’ Var[X]2

)
-

Pro spicatost se budeme drzet stejného postupu

CB[(X—EX)Y] A+3)2 1
V3 = Var[XP = \2 = X + 3.

]

U Poissonova rozdéleni je parametr A > 0, proto pro koeficient Sikmosti plati
v3 > 0 a pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni je v takovém ptipadé
vzdy zesikmena doprava.

Stejné jako v predchozim odstavci mame A > 0, proto bude koeficient Spicatosti
Poissonova rozdéleni v4 > 3 pro libovolnou volbu parametru A.

Na Obrézku [I.1]1ze vidét nékolik grafi pravdépodobnostnich funkei Poissonova
rozdéleni v zavislosti na parametru A. Tento graf vizudlné podporuje zavéry
o Sikmosti a Spicatosti, které byly uvedeny v této podkapitole.

Poissonovo rozdéleni pro riizné hodnoty parametru lambda

A=05 A=1
0.6-
0.3-
0.4-
0.2-
0.2-
% 0.1-
(o]
c
Qo
[e]
B oo- ¢ 0.0- re
& 0 10 20 30 0 10 20 30
©
(% A=5 A=15
—
o 0.100-
=
o 0.15
[72]
(@] 0.075-
0.10-
0.050-
0-05- 0.025- | ’
000_ 0000_ __.IIII IIIIII.__
0 10 20 30 0 10 20 30

Obrazek 1.1 Pravdépodobnostni funkce nékolika Poissonovych rozdéleni
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2 Skellamovo rozdéleni

V této kapitole se podrobné seznamime se Skellamovym rozdélenim, které
popisuje rozdéleni rozdilu dvou nezavislych nahodnych veli¢in, z nichz kazda ma
Poissonovo rozdéleni. Skellamovo rozdéleni je pojmenovano podle J. G. Skellama,
ktery v roce 1946 toto rozdéleni popsal. Tento ¢lanek Skellam| (1946) se stal
klicovym zdrojem pro studium tohoto rozdéleni. Nejprve odvodime pravdépodob-
nostni a distribucéni funkci tohoto rozdéleni, nasledné se zamérime na vypocet
jeho zakladnich charakteristik.

2.1 Odvozeni Skellamova rozdéleni

Na zacatku této podkapitoly musime zavést teoretické zazemi pro budouci
odvozeni Skellamova rozdéleni. Toto rozdéleni odvodime jinym zpiisobem nez to
udeélal Skellam| (1946). Skellam ono pravdépodobnostni rozdéleni odvodil z momen-
tové vytvorujici funkce. Timto postupem se nebudeme zabyvat. Ke stejnému zavéru
jako autor dospéjeme pomoci véty o transformaci dvou diskrétnich rozdéleni.

Véta 10 (Rozdéleni rozdilu dvou diskrétnich ndhodnych velicin).

Necht X a'Y jsou mezavislé diskrétni nahodné veliciny. Méjme pravdépodob-
nostni funkci rozdéleni nahodné veliciny X jako P[X = z] pro x € Sx a pravdé-
podobnostni funkci rozdéleni nahodné veliciny Y jako P[Y = y| proy € Sy, kde
Sx, Sy C Z jsou nosice techto velicin. Potom rozdéleni ndahodné veliciny rozdilu
Z =X =Y smnosicem Sy ={x—y |z € Sx,y € Sy} md pravdépodobnostni
funkci danou vztahem

PZ==z= > PX=ua PY =z-—72]

r€Sx

= > PX=z+y]-PY =y pro z € Sy.
yESy
Diikaz.
Dukaz provedeme primym vypoctem P[Z = z] = P[X — Y = z| nasledovné

PX-Y=z=P| | X=z,Y=0-2)|= ) PX=2zY=z-—2

€ Sx T €Sy

= ) PX=u]-PY=z-2],
r€Sx
kde ve treti rovnosti jsme vyuzili faktu, ze ndhodné veliciny X a Y jsou nezavislé.
Druhé vyjadreni ma diikaz analogicky. [

Nez pristoupime k samotnému odvozeni pravdépodobnostni funkce Skellamova
rozdéleni, bude vhodné nejprve zavést jeden dulezity matematicky pojem, ktery
v této souvislosti sehrava klicovou roli. Jedna se o modifikovanou Besselovu funkci
prviniho druhu radu n. Tuto funkci budeme definovat v souladu s vykladem
uvedenym ve 3. kapitole dila Watson| (1944). Modifikovand Besselova funkce
prvniho druhu fadu n je nedilnou soucasti vyjadieni pravdépodobnostni funkce
Skellamova rozdéleni, jak si ukazeme v nasledujicich ¢astech této kapitoly.
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Definice 5 (Modifikovana Besselova funkce prvniho druhu).
Modifikovanou Besselovu funkci pruvniho druhu vadu n pro n € 7Z budeme
definovat jako sumu nekonecné rady

z

o0 1
m=0 m!IT(n+m+1) \2

2m—n
La(2) = S50 s (3) n <0,

kde z € C a T" je gama funkce.

)2m+n n207

I.(2) =

Nize predstavime nékolik dilezitych vlastnosti modifikované Besselovy funkce
prvniho druhu fadu n, které se nam budou pozdéji hodit napriklad pii vypoctu
pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce Skellamova rozdéleni. Pro stru¢nost uve-
deme nasledujici vétu bez diikazu, pricemz budeme vychéazet z vysledk uvedenych
v knize Watson| ((1944)).

Véta 11 (Vlastnosti modifikované Besselovy funkce prvniho radu).
Necht 1,,(z) je modifikovand Besselova funkce pruniho druhu ridu n pron € Z
a z € C, pak plati ndasledujici vlastnosti

i) 1a(2) = L(2),
i) Lr(2) = La(2) = 2 L (2),
i) T(2) = § (1 1(2) + L (2)],
i) I)(2) = Lia(2) — 21, (2),

U) I?”L(Z) - %In(z) + ]n—l-l(z)'

Nyni se zamérime na Skellamovo rozdéleni. Nejprve jej forméalné definujeme
a poté odvodime pravdépodobnostni funkci tohoto rozdéleni. Tvar pravdépodob-
nostni funkce tohoto rozdéleni si dokazeme jinym zplisobem, nez jaky pouzil

Skellam| (1946)).

Definice 6 (Skellamovo rozdéleni).

Méjme dvé nezdvislé nahodné veliciny X ~ Po(A) a Y ~ Po(\y) s parametry
A1, Ao > 0. Pak definujeme Skellamovo rozdeleni jako rozdil dvou mezavislych
ndhodnych velicin, z nichz kazdd md Poissonovo rozdélent, tj. S =X — Y. Toto
rozdéleni budeme znacit S ~ Skellam(Aq, A2).

Véta 12 (Pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdéleni).
Necht S ~ Skellam(Aq, A\2), pak pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdéleni
vypadd ndsledovné

NS
P[S = n] = o~ rH%) (;) I, (2\/)\1>\2) pron € Z.
2
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Diikaz.

Uvazujme dvé nezavislé ndhodné velic¢iny, které maji Poissonovo rozdéleni
X ~ Po(\;) s parametrem A; > 0 a Y ~ Po()\y) s parametrem Ay > 0. Oznac¢me
ndhodnou veli¢inu S = X — Y, kterd ma dle Definice [f] Skellamovo rozdéleni. K od-
vozeni pravdépodobnostni funkce rozdéleni rozdilu vyuzijeme Vétu (10| a pocitame
nasledovné

P[S—n]=PX Y =n]= > B[X = k- Y = k—n]

prok>0ak—n>0,kde k € Ngan € Z. Tim ziskdme spodni mez pro k nasle-
dovné k > 0 a k > n, coz lze napsat jako k£ > max(0,n).

Néahodné veliciny X a Y maji Poissonova rozdéleni s pravdépodobnostnimi
funkcemi P[X = k] = /\/,C—Il!ge*’\1 aPlYy =k = %%e*)o pro k € Ny, a tak mtizeme
pokracovat v odvozovani dale

i PX =k]-PlY =k —n] = i )\—]fe_’\l Le—Az
k=0 k =max(0,n) k! (k - n)‘

V tuto chvili by bylo ptihodné zavést substituci & = m + n, kde pro pripome-
nuti m = k —n > 0, pak bude ziskdme

S k k—n ) m-+n m
ﬁ -1 )\2 —do __ )\1 A1, 72 =X

2 e k—n)° _Z(m+n)!e ml

k=max(0,n) m=0

Vytkneme-li ze sumy vSechny vyrazy, které nezavisi na sc¢itacim indexu m, pak
ziskame

o m m

e~ (A1tA2) \n Z Y . )\72

1 .

(m + n)l m!

m=0

(2.1)

Dospéli jsme k bodu, kde vyuzijeme modifikovanou Besselovu funkeci prvniho
druhu f4du n z Definice [f|a bodu ) z Véty [L1] Jesté si mizeme uvédomit, Ze za
nasich podminek (m € No,n € Z a k =m + n > 0), lze vyuzit vlastnosti gama
funkce I'(m +n + 1) = (m + n)! a pfepsat modifikovanou Besselovu funkei do

2m+n
nasledujiciho tvaru I,(z) = >0 _ m (%) . Odtud dosazenim hodnoty

2z = /A1 Ay do nasi funkce snadno ziskame nasledujici vysledek

L (2 = 3 VA) g 5 Gk

m!(m + n)! =oml(m + n)!’

m=0
coz uz se témér podoba sumé ve vyrazu (2.1).
Vyraz (2.1) mizeme upravit do podoby

_ L D Y A2 n s (MA)™
(AM1+A2) yn M2 (a2 _\AMA2)
¢ D (m + n)! ml ¢ <A2> (Aira)® D m!(m + n)l’

To je presné ten pozadovany vysledek, k némuz jsme se chtéli dostat, a ktery
ziskal i |Skellam| (1946)). Rozdéleni ndhodné veliciny S tak mé pravdépodobnostni
funkci ve tvaru

)\ 2
P[S = n| = e~ M1+22) (A;) I, (2\/)\1)\2) pron € Z.
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Zvazme nyni situaci, kdy mame X ~ Po(A;) a Y ~ Po(\y) s parametry
A1 = Ay = A > 0. Jedna se o specialni pripad rozdéleni, které jiz popsal J. O. Irwin
ve svém c¢lanku [Irwin| (1937)). V takovém pripadé pravdépodobnostni funkce
z Véty [12] vypada nésledovné

P[S = n] = e 2, (2\) pro n € Z.

Toto rozdéleni se nékdy téz nazyva symetrické Skellamovo rozdéleni. Lze jednoduse
ukazat, ze opravdu symetrické je. Pro symetrické Skellamovo rozdéleni plati
P[S = n] = P[S = —n], coz vyplyvd z Véty [L1] bodu 7). Takové rozdéleni budeme
znacit S ~ SSkellam(\).

2.2 Distribuc¢ni funkce Skellamova rozdéleni

V této casti se podivame na distribuc¢ni funkci Skellamova rozdéleni. Jiz
standardné budeme uvazovat nahodnou veli¢inu S ~ Skellam (A1, A2). Z predeslé
podkapitoly z Véty (12| si pripomeneme tvar pravdépodobnostni funkce

S
PS5 = n] = ¢~ 1 t2) (;) I, (2«/)\1)\2) pron € Z,

2

kde I, (x) je modifikovana Besselova funkce prvniho druhu fadu n.

Tento vztah ukazuje, ze pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdéleni je
uzce propojena s modifikovanymi Besselovymi funkcemi prvniho druhu, coz zpt-
sobuje urcita uskali pri vypoctu distribuc¢ni funkce. Ta je definovana jako suma
pravdépodobnosti

PSS <z] = zm: P[S = n] pro z € Z.

n=-—0oo

Vypocet distribu¢ni funkce Skellamova rozdéleni je komplikovany jak z teore-
tického, tak z numerického hlediska. Hlavnim problémem je nekonecéna sumace
pravdépodobnostni funkce, ktera obsahuje modifikované Besselovy funkce. Tyto
funkce maji slozité chovani, coz mize vést k problémtm pii jejich numerickém
sCitani. Z toho divodu sumu nelze efektivné upravit do jednodussi nebo kom-
paktnéjsi podoby. Navic, vypocet jednotlivych pravdépodobnosti vyzaduje praci
s faktorialy a mocninami, coz mize byt vypocetné narocné, zejména pro velké
hodnoty parametri rozdéleni.

Existuje nékolik metod, jak se tomuto problému vyhnout, a my se v této
praci podivAme na jednu z nich. Jednd se o mozné vyuZiti necentralnfho y?
rozdéleni, které disponuje dobie prozkoumanymi vlastnostmi a pro jeho distribuc¢ni
funkci existuji efektivni numerické metody vypoctu. Pokud by se nam podaftilo
nalézt vhodnou transformaci parametri Skellamova rozdéleni tak, aby odpovidaly
parametrim necentrdlniho y? rozdéleni, bylo by mozné vyuzit tyto numerické
metody k aproximaci distribu¢ni funkce Skellamova rozdéleni. Tento pristup
jiz byl zpracovan v ¢lanku [Johnson| (1959). Pro strucnost néasledujiciho textu
nyni definujeme necentralni y? rozdéleni. P¥i jeho formulaci vychézime opét
z ¢lanku |[Johnson| (1959)).
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Definice 7 (necentralni x? rozdélenf).

Méime v € N a nahodny vybér Zy, ..., 7, z normdlniho rozdéleni se stredni
hodnotou nula a smerodatnou odchylkou rovnou jedné, a necht aq,...,a, jsou
konstanty, pro které plati

r=Y a2,
i=1
pak
Q - Z(ZZ + ai)2a
i=1
je ndhodnd velicina s necentrdlnim x*(v,T) rozdélenim, kde v je pocet stupnii
volnosti a T je parametr necentrality.

Podivejme se nyni na vztah mezi Skellamovym rozdélenim a necentralnim y?
rozdélenim, ktery je uveden v ¢lanku Johnson| (1959)). V ¢lanku je pfimym vypo-
¢tem pro ndhodnou veli¢inu Q ~ x?(v, 7) ukdzano, Ze

PlQ <y] =P[A— B> i/ pro y > 0, (2.1)

kde A ~ Po(3y) a B ~ Po(37) jsou nezévislé. Uvédomme si také, ze vzhledem
k tomu, ze @ je spojitd ndhodné veli¢ina, tak plati P[Q < y] = P[Q < y].

Diky tomuto vztahu mizeme distribu¢ni funkeci Skellamova rozdéleni vyjadrit
pomoci necentralniho y? rozdéleni, jak je rovnéz uvedeno v élanku [Weil a Zhu
(2024)). Tento ¢lanek vsak uvadi pouze samotny vztah pro distribuéni funkei,
aniz by poskytl formalni dikaz. Pti vlastnim odvozeni jsme dospéli k mirné
odlisnému vysledku — konkrétné jsme zjistili, Ze v ¢lanku maji drobnou nepresnost,
kdy distribuc¢ni funkce v bodé 0 neni dle jejich tvrzeni dobte definovana. Nyni
zformulujeme zavéry o distribu¢ni funkci v nésledujici vété, radné ji dokazeme
a vyse zminénou nepresnost opravime.

Véta 13 (Distribu¢ni funkce Skellamova rozdéleni).
Necht S ~ Skellam(Ay, Ay) je ndhodnd velicina ze Skellamova rozdélent, potom
jeji distribucni funkce pro x € Z je ve tvaru

P[Q1 < 2)9] pro Q1 ~ x*(—2x,2)\), jestlize v < 0,
P[S <z] =

1—P[Qy <2\1] pro Qa ~ X*(2(z +1),2)g),  jestlize x > 0.

Diikaz.

Z Definice [5| vime, Zze ndhodnou veli¢inu nabyvajici Skellamova rozdéleni lze
vyjadrit jako rozdil dvou nezavislych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim,
tj. S = X — Y ~ Skellam(A;, \2) pro nezavislé ndhodné veli¢iny X ~ Po()\;)
a'Y ~ Po()q). Tuto skutecnost lze vyuzit k odvozeni distribuéni funkce Skellamova
rozdéleni.

V pripadé, kdy x < 0, tak pro nahodnou veli¢cinu S = X — Y plati, ze

PS<z]=PX-Y <z]=PY - X > —zx].

Nyni aplikujeme vztah (2.1), ¢imz ziskame P[@Q; < y] = P[Y — X >
ve znadeni této prace lze prepsat nasledovné A =Y ~ Po(\y) a B = X ~ Po()\;).
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7 toho poté plyne, ze y = 2Xy, 7 = 2)\; a v = —2x. Distribu¢ni funkce v tomto
pripadé pak vypada nasledovné

P[S < 2] =P[Q1 < 2),] pro  Q; ~ x*(—2x,2\,).

V pripadé, kdy x > 0, tak ditkaz provedeme analogicky. Nejdiive si uvédomime,
ze pro diskrétni ndhodnou veli¢inu S plati, ze P[S > z] = P[S > x + 1], odkud
vyplyva

PS<z]=1-P[S>z]=1-PX-Y >z+1].
Opét aplikujeme vztah (2.1), ¢imz ziskdme 1 —P[Q2 < y] =1 -P[X -Y >z +1],
coz ve znaceni této prace lze prepsat jako A = X ~ Po(\) a B =Y ~ Po(\y).
Z toho poté plyne, ze y = 2\, 7 = 2Ay a v = 2(x + 1). Distribucni funkce v tomto
pripadé pak vypada nasledovné

PS <z]=1-P[Q2 < 2] pro Qs ~ x2(2(z +1),2)\,).
Tim je ditkaz hotov. O

Pro lepsi pochopeni se nyni podivame na to, jak vypada distribu¢ni funkce
Skellamova rozdéleni, ktera je zobrazena na Obrazku [2.1] Tento graf ndm nazorné
ukazuje, jak se kumulativni pravdépodobnosti méni v zavislosti na hodnotach
nahodné veli¢iny, a zaroven umoznuje sledovat, jaky vliv maji rizné hodnoty
parametri na celkovy tvar této funkce.

Distribu¢ni funkce Skellamova rozdéleni

Parametry (A1, A2) M=1,A2=1 =0= M=1,A2=3 =@ M=2A2=05 M=5A2=1
M=1,A2=1 M=1,A2=3
1.00 1.00 —8—0—0—0—0—0—0—0—0
=0
0.75 0.75 =0
=0
0.50 0.50
=—0
0.25 0.25
-0

0.00 0.00 0—0—0—0—8_0

-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10

M=2,A2=05 M=5A2=1
1.00

|

Kumulativni pravdépodobnost P[X < x]

)

075 —0 075

0.50 o 0.50

0.25 =0 0.25
)

000 O=O=P—O—0—0—0—0—8"° 0.00

Obrazek 2.1 Distribu¢ni funkce nékolika Skellamovych rozdéleni
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2.3 Momenty Skellamova rozdéleni

V této podkapitole odvodime momentovou vytvorujici funkci Skellamova
rozdéleni. Vypocitame prvni moment tohoto rozdéleni a fekneme, pro¢ vyssi
momenty takto poc¢itat nebudeme. Na zavér spoc¢teme stredni hodnotu a rozptyl.

Pro vypocet momentové vytvorujici funkce nahodné velic¢iny se Skellamovym
rozdélenim vyuzijeme Vétu [l Vse formalné sepiSe v nasledujicim tvrzeni.

Véta 14 (Momentova vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny se Skellamovym rozdé-
lenim).
Necht S ~ Skellam(Aq, A2), pak momentovd vytvorujici funkce je rovna

Mg(t) = e~ Matre)Fhiel+dee™ yy o o

Diikaz.

Necht S ~ Skellam(Aq, A2), pak podle Definice 6| miizeme psét S = X — Y pro
X ~ Po(A)aY ~ Po(\y), kde X a Y jsou nezavislé. Momentovou vytvorujic
funkci nahodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim jsme jiz odvodili ve Vété [2]
proto nyni sta¢i aplikovat Vétu[[|na rozdil S = X —Y. Pfitom si musime uvédomit,
ze vytvorujici funkce rozdéleni ndhodné veli¢iny —Y je ddna vztahem My (—t).
Pak stac¢i postupovat nasledovné

Malt) = Max(t) - My (1) = (1)l 1) (e 1) onfert )

coz nam po roznasobeni a secteni da presné pozadovany vysledek. O

Vyuziti Véty {d| pro vypocet moment pomoci momentové vytvorujici funkce
Skellamova rozdéleni neni tplné vhodna volba. Tento fakt se ukaze byt nevhodnym
jiz u sttedni hodnoty. Nejdifve spoc¢teme prvni derivaci funkce z Véty [I14 nasledovné

Mé(t) = (e_()\1+/\2)+/\1~et+)\2.e*t)/ _ (Alet . )\2€_t> . e_()\1+/\2)+/\1~et+)\2~e*t‘
Pro vypocet stiedni hodnoty staci pouzit E[S] = M{(0), coz je rovno
]E[S} = Mé(()) = ()\1@0 — )\ZQ_O) . e—()\1+)\2)+)\1~eo+)\2~e*0 =\ — N

Tento postup je jiz pracny i pro prvni moment a ziskani vyssich momentt touto
cestou neni tplné efektivni, proto diikaz pro stfedni hodnotu a rozptyl provedeme
primocareji. Vysledek vypoctu stfedni hodnoty a rozptylu Skellamova rozdéleni
zformulujeme do nasledujici véty.

Véta 15 (Stfedni hodnota a rozptyl Skellamova rozdéleni).
Necht S ~ Skellam(A1,\z), pak stredni hodnota a rozptyl jsou po radé rovny

E[S] = /\1 - /\2, V&I‘[S] = )\1 + )\2.

Diikaz.

Pro ndhodnou veli¢inu se Skellamovym rozdélenim, tj. S ~ Skellam(Aq, A2),
plati dle Definice[6] Ze se d4 napsat jako S = X =Y, kde X ~ Po()1) a Y ~ Po()s)
jsou nezavislé. Z Véty [5| si pripomeneme stfedni hodnotu Poissonova rozdéleni
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a diky linearité stfednich hodnot pro stfedni hodnotu Skellamova rozdéleni plati,
ze
E[S]=E[X - Y] =E[X] -E[Y] =X\ — Xa.

Pro rozptyl vyuzijeme nezavislosti X a Y, odkud dostaneme vztah Var| X —Y| =
Var[X] + Var[Y]. Z Véty |5 si pfipomeneme rozptyl Poissonova rozdéleni, a poté
nam nic nebrani spocitat rozptyl Skellamova rozdéleni jako

Var[S] = Var[X — Y| = Var[X| + Var[Y]| = A\ + \a.

2.4 Sikmost a Spi¢atost Skellamova rozdéleni

V predeslé podkapitole jsme se zabyvali vypoctem stfedni hodnoty a rozptylu
pomoci momentové vytvorujici funkce, coz nebylo ptilis efektivni. V této podka-
pitole si odvodime kumulantovou vytvorujici funkci Skellamova rozdéleni a s ni
vypocteme vyssi momenty, coz se ukaze byt daleko jednodussi cesta. Pomoci takto
vypocitanych momentti spocitame Sikmost a Spicatost Skellamova rozdéleni.

Véta 16 (Kumulantova vytvorujici funkce Skellamova rozdéleni).
Necht S ~ Skellam(Aq,\2), pak kumulantovd vytvorujici funkce je rovna

Ks(t) = —(A1 + A2) + Aef + Moe ™", VEER.

Diikaz.
Staci vzit momentovou vytvorujici funkei Skellamova rozdéleni z Véty
a pocitat presné podle Definice [2| nasledovné

Ks(t) = log [Ms(t)] = log [e_(A1+A2)+’\16t+’\26_t} = —(A1 + A2) + A’ + dge
[

Véta 17 (Vyssi momenty Skellamova rozdéleni).
Necht S ~ Skellam(A1, A2), pak plati

E[S] = A\ — Ao,
E[S?] = A + Ag + (A1 — A\g)?,
E[S?] = A\l — Ao +3(A1 4+ A2) (A1 — X)) + (A1 — Xo)?,

E[S*] = A 4 Ag + (AL — X2)?[4 4+ 6(A1 + X2)] +3(A1 + X2)? + (A — M)
Pro centralni momenty plati

E[(S - E[S])] =0,
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Diikaz.
Nejdrive spoc¢teme sudé a liché derivace kumulantové vytvorujici funkce
z Véty [16] Pro pfirozené n > 1 mame

.. d2n71
KE" () = T (—n+da) + hie! 4+ dae ™) = el = e
2n

~ qin (_()‘1 + A2) + Ae’ + >\2€7t) = Aef 4+ dge ™",

Poté dosazenim ¢ = 0 dostaneme sudy a lichy kumulant Skellamova rozdéleni
nasledovné

0 -0
Kopn—1 = A1€ — Age = = A\; — Ag,

Ron = /\160 + )\2670 = >\1 + )\2.

Nyni jiz jen staci aplikovat Vétu [6] s Dusledkem [I] a lehce upravit vyrazy. Tim
dostavame presné pozadovany vysledek. [

Vyhodou tohoto postupu oproti tomu z minulé kapitoly je to, ze pokud
zname vztah mezi momenty a kumulanty, pak mizeme momenty spocitat daleko
efektivnéji. Staci nam pouze vypocitat derivace kumulantové vytvorujici funkce
a z toho spocitat kumulanty. V tomto konkrétnim ptipadé je tento proces daleko
jednodussi nez derivovani momentové vytvorujici funkce, jak jiz bylo ukazano
drive.

Nyni jiz zname vSechny potiebné centralni momenty k tomu, abychom mohli
vypocitat sikmost a Spicatost Skellamova rozdéleni.

Véta 18 (Sikmost a Spicatost Skellamova rozdélenf).
Necht S ~ Skellam(Aq,\z), pak

i) Sikmost je rovna

Al — Ao
Y3 = )
(M + Ao)2
it) Spicatost je rovna
1
- 43
00+ )

Diikaz.

K vypoctu sikmosti a Spicatosti potfebujeme druhy, treti a ¢tvrty centralni
moment Skellamova rozdéleni, coz jiz zname z Véty a tak muzeme vyjit pfimo
z Definice [4] Nejprve spoéteme Sikmost ndsledovné

E[(S—E[S)Y _ M-

BT T VasE utae)d
Pro spic¢atost se budeme drzet stejného postupu
o E[(S—E[SDY] (M +A) +3(A+X)* 1 +3
o Var[S]? (A1 +A2)? (A +22)
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Skellamovo rozdéleni je uréeno dvéma parametry, a to Ay > 0 a Ay > 0, pricemz
nastava nékolik zajimavych pripadi. Pokud A = Ag, pak je rozdéleni symetrické
kolem nuly a sikmost je tedy nulova. Jestlize \; > \q, pak je Sikmost kladna
a pravdépodobnostni funkce je zesikmené doprava, tedy pravdépodobnost vyskytu
kladnych hodnot je vyssi nez pravdépodobnost vyskytu zapornych hodnot. Naopak
pri A1 < Ag je sikmost zaporna a pravdépodobnostni funkce je zesikmena doleva,
coz znamena vyssi pravdépodobnost vyskytu zapornych hodnot oproti kladnym.

Stejné jako drive plati A\ > 0 a Ay > 0, z ¢ehoz vyplyva, ze koeficient Spicatosti
Skellamova rozdéleni je vzdy 4 > 3 bez ohledu na konkrétni volbé parametri.

Na Obrazku zobrazime nékolik grafi pravdépodobnostnich funkci Skella-
mova rozdéleni, vzdy pro rizné hodnoty parametrii A; a A\g. Tyto grafy vizualné
podporuji zavéry o sikmosti a Spicatosti, které byly uvedeny v této podkapitole.

Skellamovo rozdélenf pro rlizné parametry
Parametry (A1, A2) AM=1,A2=1 @ A1=1,A2=3 @ A\ =2,)2=05 AM=5,A2=1
Al=1,A2=1 M=1,A2=3

®
03 0.20
®

0.2

0.1
0.05

. Mo...rT[ [To.......

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

A =2,A2=05 A =5,A2=1
®

0.15
®

Osy y: Pravdépodobnost

0.2

0.1
0.05

00 .......o?l IT,-... 000

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X

Obrazek 2.2 Pravdépodobnostni funkce nékolika Skellamovych rozdéleni

2.5 Vlastnosti Skellamova rozdéleni

V této podkapitole se zamérime na vybrané vlastnosti Skellamova rozdéleni.
Konkrétné se zamérime na vlastnosti souc¢tu a rozdilu nékolika ndhodnych veli¢in
se Skellamovym rozdélenim s riiznymi parametry a prozkouméame, jak se tyto
operace projevi v charakteristikach vysledného rozdéleni.
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Véta 19 (Soucet dvou nahodnych velic¢in se Skellamovym rozdélenim).
Méjme dvé nezdvislé ndahodné veliciny se Skellamovym rozdélenim s ruznymi
parametry, tj. S; ~ Skellam(A11, Aa1) a Sy ~ Skellam( A2, Ag2). Pak plati

2 2
Sy + Sy ~ Skellam (Z AMis Y )\Qi> .
i=1 i=1
Diikaz.

Skellamovo rozdéleni podle Definice [6] miZeme reprezentovat jako rozdil
dvou nezavislych ndhodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim. Oznac¢me si nyni
Sl = XH - X21 ~ Skellam()\n,)\m) a SQ = X12 - X22 ~ Ske”am()\lg,)\gg), kde
Xi1,..., X9 jsou ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim a prislusnym para-
metrem \;; pro i,j € {1,2}. Zaroven nahodné veli¢iny Xiy,. .., X9 jsou navzajem
nezavislé z Definice [0 a pfedpokladu nezavislosti nahodnych velic¢in S; a Sp. Pak
uz si jen staci uvédomit, ze plati

S1+ 52 = (X11 — Xo1) + (X2 — Xoo) = (X171 + X12) — (Xa1 + Xa2),

kde podle Véty [3| maji soucty Xi; + X12 a Xo1 + Xoo opét Poissonovo rozdéleni,
pf‘esnéji X11 + X12 ~ PO<)\11 + )\12) a X21 + X22 ~ PO(>\21 + )\22). Pak dﬂ{y
nezavislosti a Definici [0 tj. definici Skellamova rozdéleni, plati

Sl + 52 = (XH + X12) — (X21 + X22) ~ Skellam(Au + /\12, )\21 + )\22),

coz je pozadovany vysledek. [

Tuto vétu lze jednoduse rozsitit na soucet k nezavislych nahodnych velic¢in se
Skellamovym rozdélenim s raznymi parametry. Jedna se o jednoduchy dusledek,
ktery nyni zformulujeme.

Ddsledek 2.
Meéjme posloupnost nezdvislych nahodnyjch velicin Sy, ..., Sk, pro které plati
S; ~ Skellam(Aq;, Ao;) pro i =1,..., k. Pak plati

k k k
Z Sz ~ Skellam (Z >\1i7 Z )\21> .

i=1 =1 1=1

Jesté se podivame na chovani rozdilu dvou ndhodnych veli¢in se Skellamovym
rozdélenim s rliznymi parametry.

Véta 20 (Rozdil dvou ndhodnych veli¢in se Skellamovym rozdélenim).
Méjme dvé nezdvislé ndhodné veliciny se Skellamovym rozdélenim s ruznymi
parametry, tj. S; ~ Skellam(A11, Aa1) a Sy ~ Skellam( A2, Ag2). Pak plati

Sl — SQ ~ Skellam ()\11 + )\22, )\12 -+ )\21) .

Diikaz.

V dikazu budeme postupovat obdobné jako v dukazu Véty [19} Opét si oznacme
Sl = X11 - X21 ~ Skellam(/\u,)\gl) a SQ = X12 - X22 ~ Ske”am(/\lg,/\gg), kde
X1, ..., X9 jsou ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim a prislusnym para-
metrem \;; pro i,j € {1,2}. Zarovenl nahodné veli¢iny X, ..., X9 jsou navzijem
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nezavislé z Definice [f] a predpokladu nezdvislosti ndhodnych veli¢in S; a S. Pak uz
si jen staci uvédomit, ze plati

S1— S = (X1 — Xo1) — (Xi2 — Xoo) = (Xq1 + X)) — (X2 + Xo1),

kde podle Vétyméme X11 —|—X22 ~ PO(>\11 +/\22) a X12 —|—X21 ~ PO()\12—|—)\21). Poté
diky nezéavislosti a reprezentaci Skellamova rozdéleni jako rozdilu dvou nezavislych
ndhodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim ziskame

Sl — SQ = (X11 —+ X22) — (X12 + Xgl) ~ Skellam()\11 + )\22, )\12 + )\21),

¢imz je dikaz hotov. ]

Jesté v zavéru této podkapitoly se mizeme podivat na nékolik vlastnosti
pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdéleni. Tyto vlastnosti zformulujeme
v nasledujici véte.

Véta 21 (Vlastnosti pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdélent).
Necht S ~ Skellam(Aq, A\2), pak plati ndsledujici vztahy

Upw:—m:<tyﬁw:m,

iUPan+H:(2>MS:n—H—(n)MS:M pron € Z.

Duikaz.

V ditkazu vyjdeme ptrimo z Véty [12| o pravdépodobnostni funkci Skellamova
rozdéleni a z vlastnosti modifikované Besselovy funkce prvniho druhu radu n,
které mame zformulované ve Vété [11l

i) Vyuzijeme tedy primo Vétu (12| a piSeme

kde ve druhé rovnosti jsme vyuzili bodu i) Véty ktery se tyka symetric-
kych vlastnosti modifikované Besselovy funkce prvniho druhu radu n.
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ii) Opét vyuzijeme Vétu [12a piseme

n+1
A\ 2 n
== (39) o (35 (43

A2

MY o (M) 7
— <)\2> o~ (tA) <)\2> I, 1 (24/)\1)\2)
(&) T () )

Ao Mo A2

A2 Ay
kde v prvni rovnosti jsme vyuzili bodu iz) Véty |11} ktery se tyka rekurentnich
vlastnosti modifikované Besselovy funkce prvniho druhu tadu n.

:<M>Ms:n—u—<")mszm pro n € Z,

]
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3 Odhadovani parametra a jejich
testovani

V této kapitole budeme uvazovat ndhodny vybér X, ... X, ze Skellamova roz-
déleni s neznamymi parametry Ay, Ay > 0, které v této kapitole budeme odhadovat.
Konkrétné budeme odhadovat pomoci momentové metody a metody maximalni veé-
rohodnosti. Clanki, zabyvajicich se odhadovanim parametrii Skellamova rozdélent,
existuje rovnou nékolik. V této praci budeme vychéazet z ¢lanku Alzaid a Omair
(2010), kde se autofi vénuji jak momentové metodé, tak maximéalné vérohodnému
odhadu. Poznatky o odhadech ziskanych momentovou metodou z vyse zminéného
clanku dale rozsitime, pricemz se konkrétné zamérime na jejich konzistenci, ne-
strannost a asymptotické rozdéleni. Veskeré znalosti z oblasti statistiky budeme
cerpat ze skript Kulich| (2014]).

3.1 Momentova metoda

V této podkapitole se zamérime na odhadovani parametri ze Skellamova
rozdéleni pomoci momentové metody. Zakladni myslenka spociva v porovnani
teoretickych momentti rozdéleni s jejich empirickymi protéjsky, které lze vypocitat
z dostupnych dat — konkrétné v nagem ptipadé vybérového priméru X, a vybéro-
vého rozptylu S2. U Skellamova rozdéleni je tento postup vesmés primocary.

Z Véty [15] plati E[X;] = A1 — X2 a Var[X;] = A\ + A pro vSechna i € {1,...,n}.
Vyuzitim momentové metody polozime do rovnosti tyto teoretické momenty
s momenty empirickymi a ziskdme

_ - - g = N
Xn=Aus, —Aun, & S, = Aum, + A,

kde X,, = % "_, X; predstavuje vybérovy pramér a S? = ﬁ Sro(X - X,)?
vybérovy rozptyl daného ndhodného vybéru. Mame tak dvé rovnice o dvou
neznamych a z toho jiz jednoduse dokazeme vyjadrit odhady parametri A\; a .
Takové odhady jsou ve tvaru

Je dobré si povs§imnout, ze pokud S? — |X,| < 0, pak mohou momentové odhady
Y My, & Y M, nabyvat zdpornych hodnot, ¢imz se dostavaji mimo parametrickou
mnozinu predpokladajici kladnost obou parametri. Tato situace mize nastat
zejména pri malém rozsahu ndhodného vybéru. Asymptoticky vsak k této situ-
aci nedochazi, nebot podle zdkona velkych &isel plati, Ze vybérovy primér X,
konverguje ke stiedni hodnoté E[X;] = A\; — Ay a vybérovy rozptyl S? konverguje
k rozptylu Var[X;] = A; + Ag. Jelikoz pro vSechna kladnd A;, Ay plati nerovnost
A1+ A2 > |\ — Ag|, pak bude pro dostatecné velké rozsahy n platit i S2 > |X,,],
a tedy oba momentové odhady ztstanou kladné s pravdépodobnosti jdouci k 1.

Zaméfme se nyni na zakladni vlastnosti odhadt ziskanych momentovou me-
todou. Nejprve se budeme vénovat jejich nestrannosti, nasledné se podivame na
konzistenci.
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Véta 22 (Nestrannost odhadd Apaz, a Aaras, )-
Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér ze Skellamova rozdéleni s parametry
A1, Ag > 0. Potom jsou momentové odhady Aarar, @ Ayra, nestranné.

Duikaz.

Pripomenme, ze odhad parametru A; je nestranny, pokud plati E[X MMy = A1
Podobné pro Ayag,. Z Véty a vlastnosti vybérového priméru a vybérového
rozptylu vime, ze E [Yn} = E[X;] = A1 — Ay a Var[S?] = Var[X;] = \; + Ay, proto

BRuan) = E 5 (824 X0)] = (0 + %)+ (= 2)) =

E[ ] = E [; (52 - Xn)} _ ;((Al +20) = (i = Ag)) = ho.

Tim je dukaz hotov [

Véta 23 (Konzistence odhadit Ayas, & Aysag,)-

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér ze Skellamova rozdéleni s parametry
A1, Ao > 0, pricemz rozsah vybéru n roste do nekonecna. Potom jsou momentové
odhady S\MM1 a S\MM2 konzistentny.

Dukaz.

Pripomenme, Ze odhad je konzistentni, pokud plati At M ﬁ A1. Podobné
pro S\MMT Vime, Ze plati X, ﬁ) EX;] =X —XaS? ﬁ) Var[X;] = A1+ X\
pro vsechna i € {1,...,n}, kde n roste do nekonecna. Tento fakt vyplyva ze zakona

velkych ¢éisel a Véty [15] JelikoZ konvergence po slozkdch v pravdépodobnosti
implikuje konvergenci vektoru v pravdépodobnosti, pak v nasem pripadé plyne,

v % P
ze (Xna STQL)T m) ()\1 — )\2, Al + )\2)T. ~ R
Nyni pouzijme vétu o spojité transformaci na momentové odhady Apsas, a A, -
T
Budeme uvazovat spojitou funkei g(z1,z2) = (%(Iz + x1), 5(22 — xl)) , ¢fmz po

— — — ~ ~ T
dosazeni ziskdme g(X,,52) = (3(S2+X,),3(S2 = X)) = (Manan s Manans)
z ¢ehoz nasledné dostaneme

X\ p (M Mon\  p (M
2 = b\ '
Sn n— o0 /\1+>\2 >\MM2 n— 00 /\2
Tim jsme ukéazali, Ze momentové odhady A MM, & Py MM, jsou konzistentni. O

3.2 Asymptotické rozdéleni odhada ziskanych
momentovou metodou

V této c¢asti se podivame na asymptotické rozdéleni odhadu ziskanych v predeslé
podkapitole, tj. odhadu ziskanych momentovou metodou. Abychom tak mohli
udinit, nejdifve potiebujeme znat asymptotické rozdéleni vybérového priméru X,
a vybérového rozptylu S2. Takové tvrzeni si uvedeme bez dikazu v nasledujici
veté, kde vychazime ze skript Kulich) (2014)).
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Véta 24 (Asymptotické rozdéleni vybérového prumeéru a rozptylu).
Necht Xy, ..., X, je nadhodny vybér z rozdeéleni se stredni hodnotou p, rozpty-
lem o2 a konecnym cturtym momentem, pak plati

e

o2

kde 3 = 5 . , kde v3 a 74 jsou Sikmost a Spicatost ndahodné
o’y oty —1)

veliciny X .

vn

V tuto chvili si mizeme také polozit otdzku, jak vypadéa asymptotické rozdélent
dvojice odhadt P\ MM, & )\MM2 Pomoci znamé metody, tzv. delta metody, takové
rozdéleni budeme schopni popsat v nasledujici véte.

Véta 25 (Asymptotické rozdéleni odhadtt Ayas, & Aaras,)-
Necht X1,...,X, je ndhodny vybér ze Skellamova rozdeleni s parametry
A1, Ao > 0. Potom plati

X]\4]\41 )\1 D
v || - - — No(0,Xmn ),
)\MMQ )\2 n — 0o ( )

2
Lu+ M) 222+ i+ 2)?)
Diikaz.

7 Véty [15[zname stredni hodnotu a rozptyl a z Véty [18| zase Sikmost a Spicatost
Skellamova rozdéleni. Aplikace Véty [24] nam poté umoznuje odvodit asymptotické
rozdéleni vybérového priméru a vybérového rozptylu pro ndhodny vybér ze
Skellamova rozdéleni nasledovneé

X, AL — A
S2 AL+ Ao

)\1 + )\2 )\1 - )\2
M= 200+ X2+ M+ X))

vn

LN, (0 25kellam>

n — 00

kde 2.S'k:ella,rn = (

Vzhledem k asymptotické normalité vybérového priuméru a vybérového rozptylu
muzeme nyni vyuzit delta metodu pro ziskani asymptotického rozdéleni libovolné
hladké funkce téchto charakteristik. Uvazujme spojité diferencovatelnou funkci
g : R? — R? s matici prvnich parcidlnich derivaci rovnou

gm (71,22) %(fﬁ,@)

D =
o) 0% (w1, m2) G2 (a1, 22)
1 1,42 Oz 1,42

Pak podle delta metody plati
vn (9 (7n7 SZ) —g (A — Ao, AL+ )\2)> ﬁ Ny (0> Dg - Ysketiam D9T> )
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kde Dg = Dg()\l — )\2, /\1 + )\2)

Pro spojitou funkci g(xy, z2) = (%(xg + 1), %(:1:2 — xl))T dostévame
— 1 — 1 —\\ ' ~ - T
(55 = (351050 L (5 -T0) = (G )

1 1 T
g\, Ag) = <2()\2+>\1+>\1—>\2) ,2(>\2—>\1+/\1+/\2)> — Onuh)T

Matice prvnich parcidlnich derivaci je v bodé (A — A2, \; + A2) rovna

1/2  1/2
Dg = / / .
~1/2 1/2
Spojenim vsech predchozich informaci ziskdme nasledujici asymptotické vyjadireni

XJ\J]Wl A1
\/ﬁ{( ) - ( )] L>N2(07Dg'25kellam'DgT)a

3 n— 0o
)\MMQ /\2

kde matice Dg - Egrestam - Dg' je rovna

172 1/2) (A + A A= o 1/2 —1/2
~1/2 1/2) =2 200+ 02+ M+ 0] \1/2 172 )

Po upravé dojdeme k pozadované podobé kovarianéni matice
% (2M1 4+ (M + A2)?) %(/\1 + A2)?
Xmm = 1 2 1 2y |
(A1 +Ag) 5 (222 4 (A1 + X2)?)
Tim je ditkaz hotov. [

7, Véty [25 mizeme jednoduse odvodit test na rovnost parametrii Skellamova
rozdéleni, tj. A\ = Ay. Budeme tak moci testovat hypotézu

HDI>\1:)\2

proti alternativni hypotéze
Hl : )\1 7£ )\2.

Tento test ziskdme vhodnou transformaci pomoci delta metody, pticemz uvazujeme
spojitou funkci g(x1, x2) = 7 — z5. Dostaneme tak

g (XMMN 5\MMQ) = XMMI - XMM2 =X,

9()\17)\2) =\ — Ao

Vektor prvnich parcidlnich derivaci v bodé (w1, z2) je pak roven Vg = (1, — 1)T.
Z predchozich poznatki tak plyne

Vit [Xn = (= 29)] =2 N(0,VgT - Saras - V).
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kde Vg' - Xprar - Vg je rovno

I M= A 1)
(1 -1)- ()\1 — o 200 N2+ (M + >\2)> | (-1) =Mt

Stejny vysledek bychom také ziskali aplikaci centralni limitni véty na ndhodny
vybér Xi, ..., X, ze Skellamova rozdéleni s neznamymi parametry A; a As.
Za platnosti nulové hypotézy Hy : A\ = Ao plati

Vi X, —— N(0, +X2).

Jelikoz vsak rozptyl A1 + A2 je neznamy, tak jej odhadneme pomoci vybérového
rozptylu S? a pouzijeme Cramérovo-Slutského vétu, ¢imz ziskdme

T D N(0,1),

\/STQL n— oo

3.3 Metoda maximalni vérohodnosti

vn -

V této podkapitole nejprve sestrojime vérohodnostni funkci, respektive logarit-
mickou vérohodnostni funkci. Nasledné najdeme hodnoty parametri, které tuto
funkci maximalizuji. Shrneme také poznatky z ¢lanku |Alzaid a Omair (2010)), kde
se autofi maximalné vérohodnym odhadem Skellamova rozdéleni jiz zabyvali.

Diky Vété[12] vime, jak vypadd pravdépodobnostni funkce Skellamova rozdéleni,
pak jiz neni tézké ukazat, jak bude vypadat vérohodnostni funkce. Ta bude ve
tvaru

n

Xi
)\ 2
L) = [ e (Al) I, (2«/)\1/\2>
2

i=1

Logaritmickou vérohodnostni funkci z toho ziskdme jednoduchym zlogaritmovanim,
tj.

s 1, (2/002))

=1

1 A "
ln(Ar, A2) = —n (A + Ag) + 5 10%(;) > Xi+
27 4=1

Na Obréazku mizeme vidét jednu konkrétni podobu takové logaritmické
vérohodnostni funkce, a to konkrétné logaritmickou vérohodnostni funkci pro
nahodny vybér ze Skellamova rozdéleni s parametry Ay = 6 a Ay = 4 o rozsahu 100.
Pro lepsi vizudlni predstavu jesté pridame Obrazek [3.2] kde je mozné vidét ez
logaritmické vérohodnostni funkce z Obrazku pro fixni parametr A\; = 6.
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Obrazek 3.1 Logaritmicka vérohodnostni funkce ndhodného vybéru ze Skellamova
rozdéleni s parametry A\; = 6 a A2 = 4 o rozsahu 100

(M, A2)

-260

-270

-280

-290

-300

-310

-320

-330

A

Obrazek 3.2 Rez logaritmické vérohodnostni funkce z Obrazku pro fixni \; =6
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Maximéalné vérohodné odhady Ayre, a Ayre, pak ziskdme maximalizaci
logaritmické vérohodnostni funkce, tj.

(AMLEU >\MLE2) = arg max Vn(/\l,)\g)} s
(A1 A2) €A

kde A = (0,00) x (0,00) predstavuje parametricky prostor nezndmych parametri A
a /\2.

Nyni by ndm stacilo spocitat parcidlni derivace funkce £, (A1,A2) podle Ay,
a poté podle Ay a polozit je rovny nule. Tim ziskdme soustavu vérohodnostnich
rovnic a jejim vyfresenim maximalné vérohodné odhady h\ MLE, & h\ MLE,- To vSak
plati pouze za predpokladu, kdy Hessova matice funkce £, (A1, A2) je negativné
definitni, coz z povahy druhych parcialnich derivaci nebude tplné jednoduché urcit
vzhledem k vyskytu modifikovanych Besselovych funkei prvniho druhu fadu X;.

Podivejme se nyni na to, jak vypadaji vérohodnostni rovnice, pficemz jednotlivé
kroky preskoc¢ime a pro vice informaci se odkazeme na clanek Alzaid a Omair
(2010). Spolecné s tim si piipomenme vztahy pro derivovani modifikované Besselovy
funkce prvniho druhu fddu X;, které jsme zformulovali ve Vété [11] Vérohodnostni
rovnice pak vypadaji nasledovné

n

—n 4+ ; . Z X+ j\MLE2 . n Ix; 41 (2\/>‘MLE1 ')‘MLE2> _
AMLE, i=1 \/XMLEI .XMLE2 i=1 Ix, (2\/5\MLE1 'S\MLE2>

(3.1)

j\MLEl n Ix, 11 (2\/>\MLE1 ')\MLEQ)

—N A+ = = : = =
\//\MLE1 “Amre, i=1 Iy, <2\/>\MLE1 : )\MLE2>

=0. (32

Maximalné vérohodné odhady Ayng, a Aypg, ziskdme vyfesenim dvou neline-
arnich rovnic (3.1) a (3.2). Avsak kvuli pfitomnosti modifikovanych Besselovych
funkci prvniho druhu radu Xj;, respektive jejich derivaci, nelze odhady na prvni
pohled jednoduse vyjadrit analyticky. Bud mtizeme fesit numericky ptimo soustavu
nelinearnich rovnic nebo si problém néjak vhodné ulehcit.

Lze napriklad prevést problém na numerické feseni jedné rovnice o jedné
nezndmé tak, Ze rovnici (3.1) vynasobime odhadem Ay, a rovnici (3.2) odha-
dem \ MLE,, & hasledné je od sebe odecteme. Tim ziskdme nasledujici vztah

_nXMLEl + TLXMLEQ + Z X; =0,
i=1

z kterého si mizeme vyjadrit jeden z odhadu jako
/A\MLE1 = XMLEQ + X (3.3)

Nyni dosazenim vztahu (3.3) do rovnice (3.2) ziskame

(:\MLEQ + Yn) n Ix, 41 (2\/(5\MLE2 + yn) : XMLEQ>

\/(XMLEz + Yn) . XMLEQ i=1 [, <2\/(5\MLE2 + Yn) . XMLEQ)

-n +
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Z vyrazu (3.2) lze numerickymi metodami ziskat odhad At By, ktery po do-
sazeni do (3.1) umozni uré¢it odpovidajici dvojici odhadu ) MLE, & A MLE,- Dalsi
mozny pristup k numerickému vypoctu odhadi spoé¢iva v dosazeni vztahu (3.3),
respektive A\; = Ay + X,,, pfimo do logaritmické vérohodnostni funkce ln(A1, Ag).
Tim ziskdame funkci zavislou pouze na jedné proménné, coz vyrazné usnadni
néslednou optimalizaéni lohu. Pak jiz jednoduse muzeme pomoci vztahu (3.3)
dopocitat odhad XMLEl.

Na zavér této podkapitoly jesté uvedme, ze jsou-li splnény podminky regularity
pro maximalné vérohodné odhady, ziskavaji tyto odhady uzitecné asymptotické
vlastnosti — konkrétné konzistenci, asymptotickou nestrannost a asymptotickou
normalitu — jak je uvedeno ve skriptech Kulich| (2014). K ovéfeni téchto podminek
regularity by vsak byla potfeba podrobnéjsi analyza vlastnosti funkci z Definice
avsak vzhledem k rozsahu této problematiky ji v praci ponechame pouze jako
zajimavou, avsak nezbytnou poznamku pro studium asymptotickych vlastnosti
maximalné vérohodnych odhadt parametrti ze Skellamova rozdéleni.
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4 Simulac¢ni studie

Cilem této kapitoly je predstavit vysledky simula¢ni studie zamérené na odhady
parametri Skellamova rozdéleni pomoci metody momentii a metody maximalni
vérohodnosti, které byly popsany v predchozi kapitole.

Pri odhadu parametri metodou maximalni vérohodnosti byly vyzkouseny
rizné numerické pristupy uvedené ve tieti kapitole. Vsechny tyto metody vedly
ke stejnym vysledkim, kde pouhd odlisSnost mezi nimi byla v dobé vypoctu
a vypocetni narocnosti. Tyto rozdily vsak nebyly natolik vyrazné, aby mély
zasadni vyznam a zasluhovaly podrobnéjsi rozbor. S ohledem na prehlednost textu
proto uvadime pouze vysledky ziskané metodou primé maximalizace logaritmické
vérohodnostni funkce. Z tohoto divodu nejsou jednotlivé vysledky dosazené
alternativnimi metodami nijak uvadény.

Veskeré simulace byly provedeny ve vypocetnim programu Wolfram Mathe-
matica od |Wolfram Research, Inc.| (2022), a to pro ruzné rozsahy n ndhodnych
vybértu. Konkrétné jsme zde uvazovali rozsahy n = {50, 100, 250, 500, 1000} a pro
rizné kombinace parametrii A\; a A\g. Kazdy experiment byl opakovan 500krat pro
kazdou kombinaci parametru a kazdy rozsah vybéru, aby bylo mozné adekvatné
posoudit chovani jednotlivych metod odhadu parametrii.

Pro hodnoceni kvality odhadt budeme pro kazdou hodnotu n pocitat klicové
vybérové charakteristiky takovych odhadu, tj. vychyleni odhadu (BIAS), jeho
vybérovy rozptyl (VAR) a odmocninu stiedni kvadratické chyby (RMSE).

Uvazujme odhad \; neznamého parametru \;, pak pro 500 opakovani nasich
simulaci budeme vychyleni a vybérovy rozptyl pocitat nasledovné

R 1 500
BIAS [)\ } =0 ]z_:l ()\ A) ,
1 500

VAR[\| = mﬂ(&-j—xi)2,

kde odhad Xij predstavuje odhad neznamého parametru \; v j-té simulaci pro

je{l,...,500} a \; = ﬁ 2]50_01 )‘u je vybérovy prameér odhadu ze vSech simulaci.

Odmocninu stiedni kvadratické chyby (RMSE) pak snadno spoc¢teme jako

RMSE \/ VAR BIAS [A D

Podivejme se nyni na jednotlivé hodnoty takovych statistickych charakteristik
pro hodnoceni kvality odhadii, kde v Tabulce vidime hodnoty pro odhady
parametru A\; a v Tabulce zase hodnoty pro odhady parametru \y. Dvojice
parametrii A\; a Ay byly zdmérné voleny tak, aby zahrnovaly sSiroké spektrum
potencidlnich scénari, tj. malé, velké, blizké i vzdalené hodnoty obou parametrii.
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A | Ae n BIAS BIAS VAR VAR RMSE RMSE
AM M, AMLE; AMy AMLE; ANy AMLE;

0.1 1] 5 50 0.0085 0.0714 0.2525 0.0738 0.5025 0.2808
01| 5 100 0.0010 0.0391 0.1260 0.0363 0.3549 0.1944
011] 5 250 —0.0055 0.0058 0.0572 0.0197 0.2392 0.1406
01| 5 500 0.0087 0.0035 0.0240 0.0091 0.1552 0.0953
0.1 | 5 | 1000 0.0008 —0.0050 0.0134 0.0053 0.1158 0.0728
1 5 50 —0.0550 —0.1204 0.3252 0.2782 0.5729 0.5410
1 ) 100 —0.0068 —0.0372 0.1846 0.1489 0.4297 0.3877
1 5 250 —0.0173 —0.0226 0.0819 0.0705 0.2867 0.2665
1 5 500 0.0196 0.0153 0.0352 0.0287 0.1888 0.1702
1 5 | 1000 0.0020 —0.0003 0.0186 0.0153 0.1362 0.1237
10 ) 50 —0.0196 —0.0165 2.5871 2.4214 1.5996 2.5648
10 5 100 0.0328 —0.0475 1.2178 1.1834 1.1041 1.0889
10 5 250 —0.0232 —0.0542 0.5376 0.5196 0.7336 0.7229
10 5 500 0.0549 0.0382 0.2448 0.2422 0.4978 0.4936
10 5 | 1000 0.0089 0.0027 0.1207 0.1189 0.3475 0.3448
53 [ 5.1 50 0.0146 —0.0786 1.1148 1.0610 1.0559 1.0331
5.3 | 5.1 | 100 —0.0056 —0.0528 0.6472 0.6394 0.8045 0.8014
5.3 | 5.1 | 250 —0.0231 —0.0428 0.2601 0.2545 0.5105 0.5063
5.3 | 5.1 | 500 0.0426 0.0314 0.1176 0.1176 0.3456 0.3443
5.3 | 5.1 | 1000 0.0060 0.0023 0.0585 0.0574 0.2419 0.2396
7 7 50 —0.0527 —0.1785 1.9151 1.8751 1.3849 1.3609
7 7 100 —0.0186 —0.0826 1.1653 1.1286 1.0797 1.0700
7 7 250 —0.0266 —0.0525 0.4680 0.4616 0.6846 0.6811
7 7 500 0.0440 0.0292 0.2057 0.1963 0.4557 0.4541
7 7 | 1000 0.0042 —0.0016 0.1039 0.1029 0.3223 0.3207
23 3 50 0.0330 —0.1049 7.0479 5.5765 2.6550 2.3638
23 3 100 —0.0471 —0.1701 3.6276 3.3425 1.9052 1.8362
23 3 250 0.0018 —0.0624 1.5778 1.5051 1.2561 1.2284
23 3 500 0.0636 0.0259 0.7772 0.7382 0.8839 0.8596
23 3 | 1000 0.0118 —0.0045 0.3737 0.3577 0.6114 0.5981
55 | 45 50 0.1951 —0.7958 105.9970 101.6750 10.2973 10.1147
55 | 45 | 100 0.0220 —0.4744 53.6457 52.5594 7.3244 7.2653
55 | 45 | 250 —0.2200 —0.4178 22.6002 22.3725 4.7591 4.7484
55 | 45 | 500 0.2943 0.0192 9.9565 9.9346 3.1691 3.1578
55 | 45 | 1000 0.0214 —0.0263 5.1896 5.1805 2.2782 2.2762
101 | 37 50 0.2045 —1.1138 195.4300 186.1880 13.9811 13.6905
101 | 37 | 100 —0.0610 —0.7791 100.6680 98.0093 10.0335 9.9306
101 | 37 | 250 —0.2153 —0.4953 43.0909 42.5903 6.5679 6.5449
101 | 37 | 500 0.3601 0.2101 19.8682 19.8112 4.4719 4.4559
101 | 37 | 1000 0.0446 —0.0217 9.9531 9.9418 3.1552 3.1531
101 | 97 50 0.4413 —1.5366  456.6330  438.8070 21.3735 21.0040
101 | 97 | 100 0.3848 —0.5963  206.8840  202.7710 14.3886 14.2522
101 | 97 | 250 —0.4363 —0.8280 87.9428 87.2137 9.3879 9.3755
101 | 97 | 500 0.5713 0.3717 38.4218 38.2797 6.2248 6.1982
101 | 97 | 1000 0.0547 —0.0428 20.0285 19.9746 4.4757 4.4695

Tabulka 4.1 Zékladni charakteristiky odhadtt Ayaz, & Ay,
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A A n BIAS BIAS VAR VAR RMSE RMSE
AM M, AMLE, AM, AMLE, AM, AMLE,

01| 5 50 0.0111 0.0739 0.3274 0.1540 0.5723 0.3994
01| 5 | 100 0.0005 0.0385 0.1826 0.0935 0.4273 0.3082
0.1 5 | 250 —0.0028 0.0085 0.0770 0.0416 0.2774 0.2042
01| 5 | 500 0.0011 —0.0041 0.0297 0.0177 0.1722 0.1331
0.1 | 5 | 1000 0.0065 —0.0050 0.0178 0.0093 0.1335 0.0966
1 ) 50 —0.0765 —0.1418 0.3836 0.3510 0.6241 0.6092
1 5 | 100 —0.0064 —0.0368 0.2310 0.1962 0.4807 0.4444
1 5 | 250 —0.0165 —0.0218 0.0984 0.0880 0.3141 0.2974
1 5 | 500 0.0100 0.0057 0.0383 0.0335 0.1959 0.1831
1 5 | 1000 0.0073 0.0050 0.0225 0.0189 0.1501 0.1376
10 | 5 50 —0.0265 —0.1721 2.4823 2.3144 1.5757 1.5310
10 | 5 | 100 0.0439 —0.0364 1.1557 1.1198 1.0759 1.0588
10 | 5 | 250 —0.0267  —0.0578 0.5200 0.5003 0.7216 0.7097
10 | 5 | 500 0.0418 0.0250 0.2319 0.2274 0.4833 0.4776
10 | 5 | 1000 0.0155 0.0093 0.1239 0.1218 0.3523 0.3490
5.3 | 51| 50 0.0192 —0.0739 1.1373 1.0815 1.0666 1.0426
5.3 | 5.1 | 100 0.0168 —0.0304 0.6303 0.6208 0.7941 0.7885
5.3 | 5.1 250 —0.0230 —0.0426 0.2572 0.2517 0.5076 0.5035
5.3 | 5.1 | 500 0.0308 0.0195 0.1118 0.1118 0.3358 0.3350
5.3 | 5.1 | 1000 0.0119 0.0083 0.0630 0.0619 0.2513 0.2489
7 7 50 —0.0487 —0.1745 1.9694 1.8751 1.4042 1.3804
7 7 | 100 0.0098 —0.0739 1.1525 1.1286 1.0736 1.0649
7 7 | 250 —0.0258 —0.5170 0.4683 0.4616 0.6848 0.6814
7 7 | 500 0.0334 0.0186 0.1963 0.1963 0.4443 0.4435
7 7 11000 0.0125 0.0067 0.1107 0.1096 0.3330 0.3310
23 | 3 50 0.0253 —0.1125 6.7971 5.3577 2.7978 2.3174
23 | 3 | 100 —0.0297 —0.1526 3.5152 3.2175 1.8751 1.8002
23 | 3 | 250 —0.0031 —0.0672 1.5153 1.4389 1.2310 1.2014
23 | 3 | 500 0.0520 0.0143 0.7399 0.6903 0.8617 0.8309
23 | 3 | 1000 0.0187 0.0024 0.3741 0.3545 0.6119 0.5954
95 | 45 | 50 0.1594 —0.8316  108.0990  103.7840 10.3983 10.2214
55 | 45 | 100 0.0241 —0.4723 52.5034 51.4311 7.2460 7.1871
95 | 45 | 250 —0.2205 —0.4184 22.6504 224171 4.7644 4.7531
55 | 45 | 500 0.2639 0.1615 9.7817 9.7571 3.1387 3.1278
55 | 45 | 1000 0.0430 —0.0047 5.2951 5.2858 2.3015 2.2991
101 | 37 | 50 0.1769 —1.1413  194.2160  185.1520 13.9373 13.6549
101 | 37 | 100 —0.0763 —0.7944 99.9728 97.3646 9.9989 9.8993
101 | 37 | 250 —0.2201 —0.5001 42.9719 42.4578 6.5590 6.5351
101 | 37 | 500 0.3265 0.1764 19.6409 19.5541 4.4438 4.4255
101 | 37 | 1000 0.0654 —0.0008 10.1182 10.1000 3.1816 3.1781
101 | 97 | 50 0.4263 —1.5516  453.7640  435.9680 21.3060 20.9374
101 | 97 | 100 0.3832 —0.0598  208.5030  204.3360 14.4447 14.3082
101 | 97 | 250 —0.4347 —0.8263 88.2245 87.4934 9.4029 9.3902
101 | 97 | 500 0.5265 0.3269 37.9274 37.7886 6.1810 6.1559
101 | 97 | 1000 0.0864 —0.0112 20.3301 20.7560 4.5097 4.5028

Tabulka 4.2 Zékladni charakteristiky odhadt Ayaz, a A,
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Z obou tabulek je patrné, ze odhady ziskané metodou maximalni vérohodnosti
vykazuji nizsi hodnoty RMSE ve srovnani s odhady ziskanymi momentovou
metodou. Tento rozdil vsak neni vyrazny, a pri vétsim rozsahu vybéru se obé
metody ve smyslu hodnoceni pomoci RMSE prakticky nelisi, pricemz rozdily se
pohybuji pouze v fadu setin ¢i tisicin.

Na obrazcich a muzeme sledovat, jak se odmocnina stfedni kvadratické
chyby (RMSE) odhadi pro jednotlivé metody meéni v zavislosti na rozsahu vybéru,
coz nam umoznuje lépe posoudit presnost diive ziskanych odhadii.

AM=01aA2=5
RMSE

04l

— RMSE MLE
— RMSE MM

03f
02f

0.1+

—

— - - L Rozsahy
50 100 250 500 1000

Obrazek 4.1 RMSE odhadu A; pomoci metody momenti (MM) a metody maximéalni
vérohodnosti (MLE) pro rtizné velikosti vzorkt, kdyz Ay = 0.1 a Ao =5

AM=23aA2=3
RMSE

25F

2.0}
i — RMSE MLE
150 — RMSE MM

L ! ! L Rozsahy
50 100 250 500 1000

Obrazek 4.2 RMSE odhadu Ay pomoci metody momentit (MM) a metody maximalni
vérohodnosti (MLE) pro rtizné velikosti vzorkt, kdyz Ay =23 a Ay = 3
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7, teorie maximalné vérohodnych odhadi vime, ze odhady ziskané touto
metodou (MLE odhady) maji mensi rozptyl nez odhady ziskané jinymi metodami.
Tento zaver potvrzuji i vysledky nasi simulace. Zaroven lze pozorovat, ze rozptyly
odhadt zustavaji relativné malé, pokud odhadujeme parametry A; a Ay pro
hodnoty mensi nez 10. Se zvysujici se hodnotou téchto parametri se rozptyl odhadt
prirozené zvétsuje, pricemz metoda maximalni vérohodnosti stéle poskytuje odhady
s mensim rozptylem. Nicméné s rostoucim rozsahem vybéru se rozdil mezi rozptyly
odhadii ziskanych rtiznymi metodami postupné vyrazné zmensuje.

Z hlediska vychyleni (BIAS) poskytuje momentova metoda presnéjsi odhady
nez metoda maximalni vérohodnosti, jelikoz momentové odhady jsou nestranné,
jak bylo prokazano ve Vété Tabulkové vysledky ukazuji, ze tato vlastnost plati
pro vSechny odhady pfi rozsahu vybéru do 250 pozorovani véetné. S rostoucim
rozsahem vybéru se vsak vychyleni maximalné vérohodnych odhadt postupné
snizuje, az nakonec dosahuje nizsich hodnot nez u momentové metody. Tim se
kvalita maximéalné vérohodnych odhadi z hlediska vychyleni dale zlepsuje a pri
dostatecné velkém rozsahu vzorku se metoda maximalni vérohodnosti stava lepsi
volbou z hlediska nestrannosti.

Na obrazcich a muzeme nahlédnout na to, jak se vychyleni (BIAS)
odhadt pro jednotlivé metody méni v zavislosti na rozsahu vybéru, ¢imz lze
podporit zavéry nasich poznatkl z predchoziho odstavce.
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Obrazek 4.3 BIAS odhadu Ay pomoci metody momentit (MM) a metody maximélni
veérohodnosti (MLE) pro rtzné velikosti vzorkd, kdyz Ay =1 a Ay =5
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Obrazek 4.4 BIAS odhadu A; pomoci metody momentit (MM) a metody maximéalni
vérohodnosti (MLE) pro rtzné velikosti vzorkt, kdyz \y =7 a A =7

Jak bylo zminéno ve tteti kapitole, tak odhady ziskané metodou momentii,
nemusi vzdy lezet v parametrické (pfipustné) mnoziné. Pti simulaci momentovych
odhadii parametri A\; a Ay se ojedinéle vyskytly pripady, kdy odhad nabyl zaporné
hodnoty, a tedy lezel mimo parametrickou mnozinu definovanou podminkou A\; > 0
a Ao > 0. Tyto nevalidni vysledky byly ve zpracovani korektné oSetreny — nebyly
zahrnuty do vypoctu stredni hodnoty pri hodnoceni nestrannosti odhadu (BIAS),
jelikoz neodpovidaji teoreticky platnym hodnotam parametru.

Frekvence vyskytu takto nevalidnich odhadt byla navic shora omezena a v cel-
kovém hodnoceni nehrdla nijak vyznamnou roli. Pro rozsah vybéru n = 50 se
jejich podil pohyboval do 5% z celkového poc¢tu simulaci, pro n = 100 jiz pouze
v Tadu setin procenta (ptiblizné 0,2% az 1%), a pri vétsich rozsazich se tyto
pripady jiz nevyskytovaly viibec. Tento problém byl v ramci simula¢ni studie zo-
hlednén a odpovidajicim zpisobem zpracovan. Vysledky proto reflektuji vlastnosti
momentového odhadu pouze na mnoziné platnych realizaci a zaroven ilustruji
rostouci stabilitu metody s nartstajicim rozsahem vybéru.

Je mozné, ze metoda momentt mize byt v nékterych ohledech vyhodnéjsi nez
metoda maximélni vérohodnosti, zejména diky své jednodussi a priméjsi vypocetni
narocnosti. Metoda maximélni vérohodnosti naopak vyzaduje numerické vypocty,
pripadech vést k horsim vysledktim, protoze numerické metody jsou citlivéjsi na
chyby a casto vyzaduji peclivou optimalizaci. Pti vybéru metody bychom proto
méli tento aspekt zvazit.

Na zaver této kapitoly je vhodné zminit, Ze k ilustraci rozdéleni odhadi, jejich
variability a pripadné pritomnosti odlehlych hodnot bylo mozné vyuzit grafické
znézornéni pomoci boxploti (krabicovych diagramu). Vzhledem k tomu, ze bo-
xploty pro odhady ziskané obéma metodami vykazovaly témér totozny pribéh
a vizualné byly jen obtizné rozlisitelné, nebyly do prace nakonec zahrnuty. Pozo-
rovana podobnost se pritom projevovala, jak pri malych, tak i velkych rozsazich
vybéru. Vysledky tedy naznacuji, ze i pres obecnou vyhodu maximalné vérohod-
nych odhadi z hlediska teoretické efektivity mutze byt v tomto konkrétnim pripadé
metoda moment vhodnou alternativou, kterda poskytuje srovnatelné vysledky pti
podstatné nizsi vypocetni naroc¢nosti.
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Zaver

Tato prace se zaméruje na Skellamovo rozdéleni, jeho teoretické vlastnosti
a metody odhadu jeho parametri. Mezi hlavni prinosy patii doplnéni formalnich
dikazl k casto pouze uvadénym tvrzenim a predstaveni alternativniho zptsobu
odvozeni pravdépodobnostni funkce takového rozdéleni. Déle je odvozen predpis
pro distribu¢ni funkci Skellamova rozdéleni pomoci distribuéni funkce x? rozdélent,
ktery byl v literature dosud uvadén bez formalniho dikazu. V rdmci vlastniho
odvozeni byla zaroven opravena drobna nepfesnost, ktera se ve zminéném zdroji
vyskytla.

Daéle jsme se vénovali analyze vlastnosti momentovych i maximalné vérohod-
nych odhadl, a to jak z teoretického hlediska, tak prostrednictvim simulacni
studie. Vysledky téchto simulaci podporily teoretické zavéry a nabidly prakticky
pohled na chovani téchto odhadt v riznych situacich.

Celkove tato prace prispéla k lepsimu pochopeni Skellamova rozdéleni, jeho
matematickych vlastnosti a praktickych aplikaci. Ukézali jsme, jak mutze toto
rozdéleni slouzit jako efektivni nastroj pro analyzu rozdild mezi nezavislymi
Poissonovymi procesy a jaké metody odhadu parametru lze vyuzit pro realna
data.
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