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Abstrakt: Tato bakalarska prace se zabyva zakladnim typem vétvicich procest,
konkrétné Galtonovymi-Watsonovymi (G.-W.) procesy, a jejich aplikacemi v bio-
logii. Cilem prace je srozumitelné predstavit koncept G.-W. procesii, formulovat
a Tesit typické problémy s nimi spojené a ilustrovat teoretické vysledky pomoci
simulaci. Prace definuje zakladni pojmy a podrobné se vénuje problému vyhynuti
procesu a ukazuje, jak stfedni hodnota poétu potomku (subkritické, kritické a
superkritické procesy) ovliviiuje dlouhodobé chovani populace. V zévérecné ¢asti
jsou diskutovany asymptotické vlastnosti procest. Pro subkritické a kritické pro-
cesy je zkoumana podminéna stredni hodnota za predpokladu, Ze proces jesté ne-
vyhynul. Pro superkritické procesy je definovan normalizovany proces a zminéna
jeho konvergence. Teoretické poznatky jsou pribézné ovérovany pomoci simulaci,
které potvrzuji platnost odvozenych vzorci.
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Abstract: This bachelor’s thesis focuses on a fundamental type of branching pro-
cesses, specifically Galton—-Watson (G.-W.) processes, and their applications in
biology. The aim of the thesis is to clearly present the concept of G.-W. pro-
cesses, formulate and solve typical problems associated with them, and illustrate
theoretical results through simulations. The thesis defines the basic concepts and
examines the extinction problem in detail and demonstrates how the mean num-
ber of offspring (in subcritical, critical, and supercritical processes) influences the
long-term behavior of a population. In the final part, the asymptotic properties
of the processes are discussed. For subcritical and critical processes, the condi-
tional mean value given survival is explored, while for supercritical processes, a
normalized process is defined and its convergence is addressed. Theoretical results
are continuously verified through simulations, which confirm the validity of the
derived formulas.
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Uvod

Vétvici procesy jsou stochastické modely popisujici vyvoj populaci, jejichz ¢as-
tice na konci svého zivota, ktery je nahodné dlouhy, vyprodukuji nahodny pocet
potomki, Fidici se predepsanym pravdépodobnostnim rozdélenim. Tyto ¢astice
mohou predstavovat rakovinné bunky, bakterie nebo dokonce muzské potomky
vzneseného rodu, u kterého mtzeme naptiklad pocitat pravdépodobnost, ze vy-
mie po meci.

V této praci se zamérime na zakladni typ veétvicich procest, znamy jako
Galtonovy-Watsonovy procesy, a prozkoumame jejich klicové vlastnosti a ur-
¢ité jejich modifikace. Predstavime matematické vzorce potiebné k jejich popisu,
véetné pravdépodobnostnich vytvorujicich funkei, které jsou zadsadnim néastrojem
pro popis téchto procesii.

Cilem této prace neni podavat dikazy vsech prezentovanych vét tykajicich se
vétvicich procesi. Hlavnim zamérem je srozumitelné predstavit koncept G.-W.
procest a formulovat a vytesit nékolik typickych problémi s nimi spojenych. Di-
raz je kladen také na praktickou ilustraci teoretickych vysledkl a ovéreni platnosti
odvozenych vzorci pomoci simulaci. V praci budou popsany zakladni vlastnosti
a typy Galtonovych - Watsonovych procesii, véetné procest subkritickych, kritic-
kych a superkritickych.



1. Galtonovy-Watsonovy procesy

Jednim z nejjednodussich modelt zrodu a zaniku je Galtonoviv-Watsoniv
proces. Jeho jednoduchost spoc¢iva v tom, ze kazda bunka zije pravé jednu jed-
notku ¢asu a ve chvili svého zaniku vytvori ndhodny pocet potomki, ktery se ridi
predepsanym pravdépodobnostnim rozdélenim. Z toho divodu miizeme zapsat
cas jako diskrétni proménnou, coz bude zaroven i ¢islo generace procesu. Takové
nastaveni v readlném svété mize odpovidat napriklad mnozeni jepic. Tato kapitola
bere za zaklad kapitolu 3 z Kimmel a Axelrod| (2015)).

Jeden ze zpusobi, jak popsat Galtontv-Watsoniiv proces, je pomoci zpétné
rovnice. Jejim zakladnim principem je, Ze jsme si schopni rozdélit proces na jed-
notlivé podprocesy, jejichz novou pocatecéni bunikou bude jeden z potomkt prvni
generace. Celkovy proces pak bude sjednocenim téchto podprocesti, coz lze vidét
na [Tl

Nejdiive si vytvorime prehlednou tabulku znaceni, které se budou v praci
opakované objevovat.

Proménna Definice
Ln Pocet jedinci v generaci n
) Pocet jedinci v generaci n + 1, ktefi jsou potomky
Zl,n+1

bunky j z prvni generace

Pravdépodobnostni vytvorujici funkce rozdéleni poctu
potomki jednoho jedince

Pravdépodobnostni vytvorujici funkce generace n

m Stiedni hodnota poc¢tu potomki jednoho jedince
e Pravdépodobnost vyhynuti procesu
e* Kofen rovnice f(s) = s, ktery neni roven 1

Tabulka 1.1: Tabulka nejpouzivanéjsich proménnych

Definovali jsme si Z,, jako pocet bunék v n-té generaci a Z{j% 41 jako pocet bu-
nék v n + 1 generaci, které vzesly z j-té pocatecéni bunky prvni generace. Celkovy
pocet bunék v n 4 1 generaci lze tedy vyjadrit nasledovné

g At 20, el 2> 0,
" 0, jeli Z, =0,

nebo alternativné p
1 .
Zn+1 = Z Z:E‘??’)L-‘rl
j=1

Ukazku téchto vzorct lze pozorovat na nésledujicim schématu, kde vidime
rozvoj bunky j z prvni generace.
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Obréazek 1.1: Schéma zpétného vzorce

1.1 Momenty

Ke zjisténi moment1i téchto procest pouzijeme alternativni postup a to pomoci
pravdépodobnostnich vytvorujich funkci. Ty jsme si jiz pro prvni a n-tou oznacili

v tabulce [L.1] jako f(s) a fu(s).

Definice 1. Pravdépodobnostni vytvorugjici funkci f(s) dikrétni ndhodné veliciny
Z definujeme jako f(s) :=E[s?] =X, s'P|Z =i, pro Z € {0,1,---}.

Predpokladejme, Zze proces vzesel z jediné bunky, tudiz
fo(s) =s

a dle \Grimmet a Stirzaker| (2001)) 5.4.1 plati nasledujici

fu(s) = F(FC-- f(f(s) ), (1.1)

n krat

foi1(8) = fAilfu(8)] = fLfn(s)]- (1.2)

Jak by ale vypadala pravdépodobnostni vytvorujici funkce v n-té generaci, pokud
by proces zac¢inal s ndhodnym poc¢tem bunék, danym pomoci pravdépodobnostni
vytvorujici funkce g(s)? Ta bude nyni vystupovat misto fy(s) = s. Zavedeme si
hn(s) jako pravdépodobnostni funkci generace n tohoto procesu. Poté bude platit
podle vzorce [1.2

hn(s) = J(f(--- Flg(s) -+ ).

n krat

Jelikoz jiz zndme pravdépodobnostni vytvorujici funkce, mizeme vyuzit vlast-
nosti, ze jejich derivace v bodé 1 zleva udava jejich momenty. Definovali jsme m
jako prumérny pocet potomku jedné bunky,

m =E(Z)) = f'(1-)
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E(Z0) = £4(1-) = fir (1) f/(1=) = - = ",
kde f’(1—) znadi derivaci funkce f v bodé 1 zleva. Stejnym zptisobem miiZzeme
odvodit i rozptyl

m—1 ’

2

a?mm 1 (m"—1) co-li 1
var(Z,) = jem 7
no-, je-lim =1,

kde o2 znali var(Z;). Tento vzorec ziskdme dvojim derivovanim f,,(s) v bodé 1
fi(=) = f1 A=) f, (A=) + f/(1=) f 1 (1-)
coz poté dosadime do vzorce pro rozptyl

E[Z}] - E[Z:])?
2,2, — 1] + Z] — E|Z,
[

var|[Z,|

E ]
E[Z[Z) — 1]] + E[Z)] — E[Z,]?
=)+ f'(1=) = f'(1-)>

Ukazeme, jakou interpretaci mohou pravdépodobnostni vytvorujici funkce
mit.

1) f(s) = ps? + ¢s - buiika se rozdéli na dvé s pravdépodobnosti p a preZije
do dalsiho kroku s pravdépodobnosti q.

2) f(s) = ps® + ¢ - builka se rozdéli na dvé s pravdépodobnosti p a zemie
s pravdépodobnosti ¢.

3) f(s) = ps® +qs+r - builka se rozdéli na dvé s pravdépodobnosti p, pieZije
do dalsiho kroku s pravdépodobnosti q a zemfe s pravdépodobnosti 7.

Pokud bychom vsak iterovali takovéto funkce, rychle bychom se dostali k velice
slozitym tvartim funkci. Naptiklad kdybychom chtéli popsat teprve tieti generaci
tfeti moznosti vyse, ziskali bychom tvar

fs(s) =p (p (82p+ 5q +7’)2 +4q <52p+ 5q +7~) +7«)2

—l—q(p(52p+3q+r)2+q(32p+sq—|—r)—|—7“)—|—r

Existuji ale i netrivialni funkce, pro které lze jejich iterace vypocitat explicitné.
Nazveme je linearné-lomené.

Zavedeme
1—b—
=" L=t ENp e (01),b e (0),
kde py znaci pravdépodobnost, ze bunka bude vyprodukuje k potomkiu. Pak plati
b bs
—1—

coz pri volbé parametru b na hodnotu 1 — p odpovida geometrickému rozdéleni
posunutému v nule. Pro n-tou iteraci plati

fuls) = L—m"(ots) + 1_(";1;{_“2);, pro m # 1,

np—(nptp—1)s
1—p+np—mps ?’



kde
b

(1—p)?
a e* je vypocteno jako ten koren funkce rovnice f(s) = s, ktery neni roven 1, coz je
pri m > 1 pravdépodobnost vymfteni procesu. To ovSem probereme podrobnéji az
v nasledujici kapitole. Dokazeme si pripad, kdy je stfedni hodnota poc¢tu potomki
jedné bunky rovna jedné pomoci matematické indukce.

Pro n =1 plati

m =

—(p+p—1)s + 5 —2ps b bs
fi(s) =2 (P+p—1s _p ps _ N ‘
l—p+p—ps 1—ps 1—p 1—ps

Prepokladejme, ze fi(s) plati pro néjaké k& € N. N&as indukéni krok tedy bude
fr(s) = frr1(s), tim ziskdme

frr1(s) = f(fi(s))
_ (kfp— (kp+p— 1)8)
1—p—+kp—kps
) (1—2p) (kpf(karp*l)s) +p

1—p+kp—kps

kp—(kp+p—1)s
1 —p( L—p+kp—kps )

_ ptkp+s—2ps—kps

1+ kp—ps+kps
_plk+1)—s(pt+kp+p—1)
B 1+ kp—ps— kps
_pk+1)—s[(k+1)p+p—1]
C l—p+(k+1p—(k+1)ps’

¢imz jsme vzorec dokazali. S nim jsme nyni schopni vypocitat rozdéleni. Staci
vyuzit vzorec pro soucet geometrické rady.

np — (np+p—1)s
fls)="4
—p+np—nps

_np—(np%—p—l)s‘ 1
I =
np—(np+p—1)s & nps b
N L—p+np 'k:0<1—p+np>
_3 (np — (np +p — 1)s)(nps)"*
=0 (1 —p+np)ktt

00 (nkflpkfl _ 2nk71pk + nk*lpk+1)sk

:L_FZ

l—p+np = (1 —p+np)k+!




7 této sumy nyni mizeme ziskat zpét vzorec pro rozdéleni poc¢tu potomki v ge-
neraci n.

P(X = ):L,

1—p+np

k=1 k=1 _ 9 k—1,k k=1, k+1
P(X:k;):n L A i A , k=12,....

(1 —p+np)kt!
Ovérime platnost vzorce pro 3. generaci pri volbé parametri b = 0,25 a p =
0,5. Provedeme simulaci 10 000 procesii a simulované pravdépodobnosti nejprve
porovname s témi napoc¢tenymi v tabulce pro £ < 10 a nasledné také na grafu.

k | P(X =k) | Simulované P(X = k)
0 0,75 0,7448
1 0,0625 0,0640
2 0,0469 0,0462
3 0,0352 0,0340
4 0,0264 0,0302
) 0,0198 0,0181
6 0,0148 0,0168
7 0,0111 0,0105
8 0,00834 0,0085
9 0,00626 0,0076
10 | 0,00469 0,0052

Tabulka 1.2: Teoretické porovnani teoretické a simulované pravdépodobnosti ve-

likosti populace ve 3. generaci pii p = 0,5

08—

06 -

04 -

02

1 m.ﬂ——.—

0 2 4 6 8 10

Obréazek 1.2: Porovnani simulovaného rozdéleni s teoretickym. Cervené tecky zné-
zornuji vypocitané pravdépodobnosti, modré obdélniky odpovidaji odhadtim pri-
slusnych pravdépodobnosti z 10 000 simulaci.

Vidime, ze ¢ervené tecky znacici teoretické pravdépodobnosti jsou témeér sho-
dné s témi namérenymi pomoci simulaci.
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1.2 Vyhynuti

V této kapitole je tieba si zavést tii nové terminy, které se budou odvijet od
stfedni hodnoty poctu potomku jedné bunky m.

Definice 2. O vétvicim procesu rekneme, Ze je subkriticky, pokud m < 1.
O wvétvicim procesu rekneme, Ze je kriticky, pokud m = 1.
O wvétvicim procesu rekneme, Ze je superkriticky, pokud m > 1.

Pro vypocet vyhynuti procesu musime nejdiiv uré¢it matematické vlastnosti
pravdépodobnostni vytvorujici funkce f(s).

Véta 1. Necht s je redlné cislo a m = E[Z,], pak f(s) je dle deﬁm’ce mocninnd
rada s nezdpornymi koeficienty py splnujicimi po + p1 < 1 a plati

(1) f(s) je rostouct ryze konvezni a rostouci na [0,1],

(i1) £(0) = pos (1) = 1,

(1ii) pokud je m < 1, pak f(s) > s pro s € [0,1),

(iv) pokud m > 1, pak f(s) = s md jednoznacny koren na [0,1).

Tato véta nam tikd, Ze existuje nejmensi kofen rovnice f(s) = s pro s €
[0,1]. Ten jsme si oznacili si jako e a nize ukdzeme, Ze se jedna o jiz zavedenou
pravdépodobnost vymreni procesu.

Véta 2. Pokud je m <1, pake=1.
Pokud je m > 1, pak e < 1.

Tvrzeni obou vét jsou snadno pochopitelnd, pokud nakreslime grafy pravdé-
podobnostnich vytvorujicich funkei.
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Obrazek 1.3: m = 0,7, f(s) = 0,65 + 0,355

f(s)
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Obrazek 1.4: m =1, f(s) = 0,5 + 0,55

f(s)

0.8

06

0.2

Obrézek 1.5: m = 2, f(s) = s*

Obrézek 1.6: Porovnani pravdépodobnostnich vytvorujicich funkei subkritického,
kritického a superkritického procesu g(s) = s.

Véta 3. Pokud s € [0,e], pak fn.(s) 1 e pron — oc.
Pokud s € (e,1), pak f,(s) | e pron — co.
Pokud s = e nebo 1, pak f,(s) = s pro vsechna n.



Specidlni piipad této véty, kdy f,(0) T ¢, ndm odhali vice. Ziskame

lim f,(0) = lim P[Z, = 0]

n—oo n—oo

= lim P[Z; =0 pro néjaké 1 < i < n

n—oo
=P[Fi>1:2=0]
= P[lim Z, = 0],
n—oo
coz je dle definice pravdépodobnost, ze proces Z, ve svém prubéhu vyhyne.

Vsechny tyto informace nam nyni davaji moznost vytvorit vétu o pravdépodob-
nosti vyhynuti procesu.

Véta 4. Pravdépodobnost vyhynuti procesu Z, je nejmensi nezdaporny koren rov-
nice f(s) = s. Je rovna 1, pokud m <1 a je mensi nez jedna, pokud m > 1.

Cely dikaz je zpracovan v |Grimmet a Stirzaker (2001)) 5.4.5. Ukazuje se, ze i
kritické procesy s jistotou vyhynou, coz lze pozorovat i na grafu zobrazujicim 100
kritickych procesii a pocet jedinct v prvnich 40 generacich. Vidime, Ze pouze 7 z
nich po tomto milniku nevyhynulo. To plati samoztejmeé i pro procesy subkritické.

70

60

50

40

30

20
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Obréazek 1.7: Simulace kritickych procesii

Superkritické procesy pak s pravdépodobnosti e vyhynou a pravdépodobnosti 1—e
se budou rozmnozovat neomezeneé.

1.2.1 Integrovany Galtoniv-Watsoniiv proces

Definujme si Y,, jako soucet bunék ze vsech generaci do n, tedy

Yn:ZZ’L

n
=0

10



a k tomu i jeji pravdépodobnostni vytvorujici funkci F,(s). Y, tedy zna¢i pocet
vsech bunek, které byly v procesu do generace n.
Podivame se, jaky tvar bude mit funkce F),(s). Opét predpokladédme, ze proces

zacal z jediné bunky,

Fo(s) = fo(s) = s.
Pro ziskéni funkce dalsi generace ji musime vlozit do pravdépodobnostni funkce
f(s) a jesté ji prenasobit pomoci s. Plati totiz

Fyia(s) = E[s™*]
=E |:51+ZJZ11 Y’Sj)]

[ Z1 ~-(9)
=s-E szjzly" ]

r Z1 ~,(9)
=s-E|E {szj—ly"

e[ (o))

=5 E [(Fu(s))”]
= s f(F(s)

Foyi(s) = sf(Fu(s))-

Podrobnéjsi diukaz je zpracovan v Feller| (1968)) 12.1.4.
F(s) pak bude znacit pravdépodobnostni vytvorujici funkei celkového poétu
bunék celého procesu. Spocita se jako

dl

lim F,(s),

n—o0

ktera bude konecna, pokud nebude proces superkriticky a plati pro ni

Pokusime se ji explicitné spocitat v pripadé linearnich zlomkii,
b bF(s) )

_.|_
—p  1-—pF(s)

to vede na kvadratickou rovnici se dvéma fesenimi. Vybereme to, pro které plati
F(1) = 1. Ziskame

F(s>:s<1—1

F(s) mps — \/(—mps+ms—ps— 1)2 —4p(mps —ms +s) —ms +ps+ 1
S) = .
2p

11



1.3 Geometrické vétveni

Vsechny dosud ziskané znalosti nyni zkusime aplikovat na pifkladu. Reknéme,
7e se pocet potomki jedné butiky ¥df geometrickym rozdélenim P[Z = k] = ¢p*,
pricemz plati p = 1 — ¢. Pravdépodobnostni vytvorujici funkce pak bude mit tvar
f(s) = q(1—ps)~'. Pomoci indukce pak mtizeme snadno zjistit i jeji n-tou iteraci.

n=(n-l)s lati-lip=gq=1
fn(s) — { n+l—-ns ’ B P p q 2 (13>

q[pniqnips(pn liqn—l)]

Pl _gnHl_pa(pi—qn) plati-li p # ¢.

Pro tento proces nyni muzeme pouzit véty o vyhynuti. Pravdépodobnost, ze
proces bude vyhynuly v n-té generaci ¢ini:

rEn plati-lip =¢q¢ =1,
PlZ, =0] = ;(—;"—qn) lati-li ’
Serignit,  Plati-li p # q.

Pokud ptijde n limitné k nekonecnu, ziskdame kyzenou pravdépodobnost vymreni
procesu.
_ 1, plati-li p <g,
Plvymfeni| = . o
{p, plati-li p > q.
Nyni mizeme spocitat, jakd bude pravdépodobnost toho, Ze proces vyhyne pravé
v n-té generaci. Definujme si ndhodnou veli¢inu T=min{n : Z, = 0}, coz bude
znacit ¢islo prvni generace, kdy v procesu jiz nebyl zadny jedinec. Zajiméa nas
tedy jaka bude pravdépodobnost P[T' = n|. Ta bude stejné, jako kdyby byl pocet
jedinct v generaci n roven nule, ale pocet jedinct v generaci o jednu mensi bude
nenulovy.
Cili s pouzitim vyse uvedeného vzorce ziskdme:
1 s 1
P[T =n] = P[Z,=0]— P[Z,., =0] = {"<"+,}>1 plati-lip=g.

N 4)2 , 1.
(pnfqn)gp7§flg;n+l)7 platl_h p 7é q

Nyni aplikujme tyto vzorce na jeden specificky priklad. Nastavme si parametr p na
hodnotu 0,45. Parametr ¢ poté bude samoziejmé 0,55. Pokusime se ovérit vzorec
pro vypocet pravdépodobnosti délky procesu. Vygenerujeme si deset tisic simulaci
a jejich délky zaznamename do tabulky a porovname s hodnotami napoc¢tenymi
podle vzorce v grafu. Vzhledem k tomu, Ze je parametr p mensi nez parametr g,
budou vSechny procesy konecné.
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n | P(T'=n) | Simulované P(T = n)
1 0,5500 0,5672
2 0,1809 0,1823
3 0,0887 0,0875
4 0,0518 0,0531
d 0,0334 0,0322
6 0,0229 0,0231
7 0,0164 0,0167
8 0,0121 0,0128
9 | 0,0092 0,0095
10| 0,0071 0,0075
11| 0,0055 0,0053
12 0,0043 0,0045
13 0,0034 0,0034
14 | 0,0027 0,0026

Tabulka 1.3: Teoretické a simulované pravdépodobnosti doby preziti populace pti

p=0,45

0.5

0.3
0.2
01

0

2

4 6

Obréazek 1.8: Porovnani simulované pravdépodobnosti délky procesu (modré
sloupce) s teoretickou (Cervené tecky).

Vidime, zZe teoretické pravdépodobnosti koresponduji s témi namérenymi. Po-
kud plati predpoklad, ze ma rozdéleni poctu potomkt jednotlivé bunky geomet-
rickou pravdépodobnost, mtizeme provést odhad parametru ¢ pomoci momentové
metody. Ten oznacime g,, a vybérovy primér nahodného vybéru Z,, z geometric-
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kého rozdéleni oznaéime Z,,.

1_
E[Z] = — 2
q
o
T TIVE[Z
1
qn _1+7n

Pokud bychom provedli odhad pomoci metody maximéalni vérohodnosti, vysel
by totozné.

Nyni se pokusime ovérit pravdépodobnost vyhynuti. Aby nebyla pravdépo-
dobnost trividlni, musime si zvolit parametr p vétsi, nez parametr ¢g. V nasem
pripadé zvolime 2/3 a 1/3. Teoretickd pravdépodobnost bude podilem ¢ a p, ¢ili
1/2. Ovérit toto ¢islo je ovSem nemozné, jelikoz jsme schopni generovat pouze pro-
cesy do konecné generace. Je vSak mozné stanovit si jakousi dolni mez pro tuto
hodnotu, protoze at je proces jakkoliv velky, mize stale vyhynout. Vygenerujme
si 10 000 procest a porovnejme, jakd cast drive prevysi hranici 10 000 jedinct
v jedné generaci a jakd Cast vyhyne. Zjistime, ze 49,2 % procesu vyhynulo pred
dosazenim tohoto milniku, coz je velice blizko nasi teoretické pravdépodobnosti.

S geometrickym vétvenim se poji jesté jedna zajimava vlastnost. Definujme si
nejprve charakteristickou funkci ndhodné velic¢iny Z.

Definice 3. Necht i = /—1, Charakteristickou funkci ndhodné veliciny Z ¢ (1) :
R — C definujeme jako ¢z(t) = E(e'?).

Pomoci této funkce ukdzeme, ze podminéné rozdéleni nahodné veliciny Z,,/m”"
za podminky Z, > 0 konverguje pii n — oo k exponencidlnimu rozdéleni s
parametrem 1 — m™!, kde m opét znadi stfedni hodnotu poétu potomki jedné
bunky

P

q

Podminéna charakteristické funkce procesu Z,/m™ je dle definice

fa(e™™) — £a(0)
1- fn(o) '

Nyn{ muzeme preformulovat vyraz [I.3] pomoci m abychom ziskali rovnici

E[e*Z/™" | Z, > 0] = (1.4)

m" —1—ms(m" ! —1)
m*tl —1 —ms(m® — 1)’

fa(s) =

kterou nyni dosadime do [I.4] a ziskdme

. n —1
E[ei*%/m"|Z, > 0] — ———~
m—1— mit

coz je charakteristickd funkce exponencidlniho rozdéleni s parametrem 1 — m=!.

14



2. Asymptotické vlastnosti

V této kapitole probereme asymptotické vlastnosti Galtonovych Watsono-
vych procesii. Ty se budou lisit podle toho, zda se bude jednat o subkritické,
kritické, nebo superkritické. U téch, které s jistotou vyhynou, budeme zkoumat
jejich stfedni hodnotu za podminky, ze je proces stale aktivni, coz dava u téchto
procesii daleko lepsi infomaci o jejich chovani nez samotna stiedni hodnota. U
téch, které vyhynout nemusi, budeme naopak zkoumat, zda se limitné blizi k
né¢jakému nasobku jejich sttedni hodnoty.

2.1 Subkritické procesy

Vime, ze pravdépodobnost, ze proces bude vyhynuly v generaci n je f,(0) ¢ili
pravdépodobnost, Ze proces v této generaci bude stale aktivni, bude 1 — f,(0).
Vypocitame pak podminénou stredni hodnotu jako

E(Z,) = m"
1= fa(0) 1= fu(0)

Ukazeme to na opét na prikladu linedrné-lomeného rozdéleni a vypocteme i limitu
pro n jdouci k nekonecénu,

E(Z, | Zy > 0) =

L= fu) = (- =),

mn — e*

a tedy

m

E(Z,| Z,>0) = T oo oo
Ovérime tento vzorec na simulaci. Zvolime parametr b = 0,24 a parametr p = 0,5,
¢imz ziskdme m = 0,96 a e* = 1,04, coz nam d& limitu podminéné stiedni hodnoty
26. Vytvorime simulaci 100 000 procestu a podivame se, zda namérené hodnoty
koresponduji s témi napocitanymi.
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Obréazek 2.1: Porovnani simulované stfedni hodnoty s teoretickou. Cervené ¢ara
znazornuje teoretickou stfedni hodnotu pro danou generaci, modra ¢ara odpovida
podminéné vybérové stredni hodnoté z 100 000 procest, oranzova cara odpovida
teoretické limité podminéné sttedné hodnoty.

Vidime, Ze zprvu namérené hodnoty koresponduji s témi teoretickymi témer
dokonale, pozdéji se ale odchylky zvétsuji. Pricina tohoto jevu je, ze i presto, ze
mame nadstandardni mnozstvi simulaci, jen malo procest prezije az do osmdesaté
generace a vybérové sttedni hodnoty jsou vypocteny z malého mnozstvi dat.

2.2 Kritické procesy

Kritické procesy se mohou zdat velmi podobné tém subkritickym, ale vzorce
popisujici jejich chovani jsou naprosto odlisné. Zaroven jsou ale vice specifické,
coz vyuzijeme v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2.1 Pokud m = E(Z;) =1 a 0% = Var(Z;) < oo, pak

nmll ! ! ]:02 (2.1)

rovnomerné pro 0 < t < 1. Dikaz tohoto lemmatu je zpracovan v |Athreya a
Ney! (2004) 1.9.1. Diky nému muzeme vypocitat pravdépodobnost, zZe je proces v
generaci n stale aktivni. Stac¢i dosadit t = 0. Ziskame

P(Z,>0)=1- f,(0) ~ n — oo,

;
no?

diky ¢emuz muzeme vypocitat opét i podminénou stfedni hodnotu

m 1 no?
E(Z, | Zy > 0) = - ~ 1
Gl 2> 0= 57 =5 " Pz s0) " 20 "

a nasledné vytvorit limitni vétu pro normalizovany proces.

16



Véta 2.2 Pokud m =1 a 0% < oo, pak

. Ln 2z
nll_{goP(n >zZn>0> = exp (—02) ., z2>0. (2.2)
Diikaz vety 2.2 Ukazeme, ze
. _oZn 1
hm]E{e “n Zn>0}— o (2.3)
n—0o00 1 ao”

2

coz je postacujici, protoze prava strana (2.3 je Laplaceova transformace pravé
strany ([2.2]). Podminéna stfedni hodnota ve vztahu (2.3) se rovna

() = 10) 1 )

= —. (2.4)
L= a(0) {nll = fule )]}
Podle lemmatu ([2.1]) plati
1 o2

lim —————— = — 2.5
Rl (0] 2 29

a (pouzitim stejnomérné konvergence)

1 o? o 1

[ - + 1 [ - — _|_ Ty 26
nvoon[l— fae ®)] 2 atmp(l_en) 2 a (26)

coz spolu s implikuje (2.3) a tim i tvrzeni véty.

Ukazeme si simulaci na zakladé této véty. Mame opét 100 000 simulaci kritic-
kého procesu s linearné-lomenym rozdélenim s parametry b = 0,25 a p = 0,5 pri
zvoleném z = 1. Rozptyl je tedy 0? = 2 a podminéné pravdépodobnost by méla
konvergovat k exp(—1).
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Obréazek 2.2: Porovnani simulovanych podminénych pravdépodobnosti(modra
¢ara) s jejich teoretickou limitou (oranzova ¢éra).

Vidime, ze namérend podminénd pravdépodobnost kolisa kolem své teoretické
limity:.

2.3 Superkritické procesy

Superkritické procesy se lisi od zbylych tim, Ze nemusi s jistotou viibec vyhy-
nout, cili se bude lisit cely proces vypoctu jejich limitnich vét. Zacneme definici

nového procesu

Zn
Wn =

mn
u kterého nas bude zajimat jeho limita, pokud néjakou ma. Za¢neme tim, ze se
presvédéime, zZe se jednd o martingal.
Definice 2.3 Posloupnost ndhodnijch velicin {X,,n > 0} se nazgvd mar-
tingal, pokud E(|Xo|) < oo a plati

E(Xni1 | Xo, X1, -, Xy, Xo) = X,
Vime, ze E(W,) =1 a také, ze
E(Wpi1 | W,) =m "VE(Z,41 | Z,) = m~ "z, =W,
a vzhledem k tomu, ze Galtontiv-Watsoniiv proces je Markoviv fetézec, pak
E(Zps1 | Zny Znry- - 20, Zo) = EB(Zpia | Zn).
coz analogicky plati i pro proces {W,,}
EWpi | Wo, Whoq, ..., Wi, W) = E(W,pq | Wh).

Diky tomu muZeme pouzit ¢ast (i) z nasledujici véty:

Véta 2.4 Pokud {X,,n > 0} je nekladny martingal takovy, ze E(X,) < oo
pro vSechna n, pak existuje nadhodna proménna X s konecnou stredni hodnotou
takova, ze:

18



(i)
nlgrolo X, =X, skoro jisté.
(ii) Pokud je martingal omezen v L?, tj. pokud sup,, E(X?) < oo, pak konver-
gence nastava také ve smyslu L?. Potom plati Var(X) = lim,, ., Var(X,,).

Pokud navic budeme mit koneény rozptyl, plati
Véta 2.5 Pokud m > 1, 02 < 0o a Zy = 1, pak plati:

lim E(W,, — W)? = 0.

n—oo

(iii)
P{W =0} = q = P{Z, = 0 pro néjaké n}.

Obé véty jsou dokazany v Neveu (1975). K tomu, abychom se dostali primo k
limitnfm vzorctim, musime pouzit Laplaceovu transformaci ¢(v) = E(e™") v €
R, rozdéleni W, kterd muze byt vyjadiena funkéni rovnici

o) = 1o ()], 27)

ktera je znama jako Abelova rovnice. Vztah (|1.1]) 1ze prepsat pomoci Laplaceovych
transformaci jako ¢, (u) = Elexp(—uZ,)] = fulexp(—u)], kde u > 0 je symbolicky
argument

pni1(u) = flon(u)]. (2.8)

Protoze Laplaceova transformace rozdéleni W, je dana jako

u
On(v) = Elexp(—uW,,)] = E [exp (—ngnﬂ = @p(u/m"), (2.9)
plati i opacny vztah ¢, (u) = ¢, (um™). Dosazenim do rovnice (2.8 ziskdme

Fns1(um™™) = fln(um™)]. (2.10)

Po zméné proménné v = um™*! dostdvame

v
ni1(v) = n |l — - 2.11
bun(©) = 1 00 ()] (211)
Protoze plati W, LS W, plati také ¢, (v) — ¢(v). Limita (kterd odpovida Lapla-
ceové transformaci rozdéleni W) pak spliuje Abelovu rovnici (2.7)).
Pokusime se vypocitat hustotu rozdéleni W pro linedarné-lomenné rozdéleni.
Nejprve musime vytesit funkéni rovnici 2.9

0= 1[0 (7)] = 1- 75+ 15 gy
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Tim ziskdme
(1—e)?

v+ (1—e)
Nyni uz zbyva jen pouzit zpétnou Laplaceovu transformaci, ¢imz dojdeme k vy-
sledku

o) = ¢ +

fw(w) =€*6(0) + (1 — e*)Qe_(l_e*)“’, w >0,

kde d(w) je Diracova delta, funkce reprezentujici pravdépodobnostni hmotu e* v
bodé w = 0. To ukazuje, ze W mé smiSené rozdéleni s atomem v nule a exponen-
cialnim rozdélenim pro w > 0 podminéno tim, Ze je proces stale aktivni.

Ovérime si tuto hustotu na simulaci 10 000 procesii s parametry b = 0,26,
p = 0,5. Tim padem bude parametr e* roven 0,96. Ukazeme pouze rozdéleni
podminéné tim, ze proces nevyhynul, ¢ili rozdéleni, které je v nasem pripadé
tvorené jen 376 procesy. Je také nutné zminit, Ze tato hustota plati pouze pokud
n — o0o. Pro nase ucely vezmeme pouze stou generaci, tedy n = 100.

0.04 -

003 \
002 \
0.01 \

N

N

0 50 100 150

Obrazek 2.3: Porovnani simulované hustoty nahodné veliciny W s teoretickou
na 10 000 simulacich. Modré slopce znaci pozorovanou hustotu a cervena cara
teoretickou.

Opét vidime, Ze teoretickd pravdépodobnost koresponduje s tou namérenou.
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Z.aver

Tato bakalarskd prace se vénovala studiu zakladniho typu vétvicich procest,
a to Galtonovych-Watsonovych procest. V tivodni éasti byly definovany zakladni
pojmy a predstaveny pravdépodobnostni vytvorujici funkce jako klicovy nastroj
pro jejich popis, z nichz pak bylo odvozeno rozdéleni poc¢tu jedincii generace n.

Prace se podrobné zabyvala problematikou vyhynuti procesu. Bylo ukézano,
jak stfedni hodnota poctu potomku jedné castice zasadné ovliviiuje dlouhodobé
chovani procesu. Déle byl kratce zminén koncept integrovaného G.-W. procesu.

Jako konkrétni priklad byl analyzovan proces s geometrickym rozdélenim po-
¢tu potomku, pro ktery byly explicitné odvozeny vytvorujici funkce a pravdépo-
dobnosti vyhynuti.

V posledni kapitole byly diskutovany asymptotické vlastnosti procest. Pro
subkritické a kritické procesy byla zkoumana podminéna stredni hodnota za pred-
pokladu, ze proces jesté nevyhynul. Pro superkritické procesy byl definovan nor-
malizovany proces a byla zminéna jeho konvergence.

Teoretické poznatky a odvozené vzorce byly v pribéhu prace ovérovany po-
moci simulaci. Bylo naptiklad demonstrovano rozdéleni pocétu jedincti v dané ge-
neraci, doba do vyhynuti procesu nebo asymptotické chovani podminéné stredni
hodnoty a podminéné pravdépodobnosti. Tyto simulace potvrdily platnost teore-
tickych vysledkt a poskytly ndzornéjsi predstavu o chovani studovanych procest.

Préace tak splnila sviij cil: predstavila teorii G.-W. procesti, vytesila nékolik
souvisejicich problémi a demonstrovala platnost teoretickych vzorcii na simula-
cich.
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