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ABSTRAKT

Tato prace je vénovana vysokoskolskym metoddm fesSeni soustav linedrnich rovnic. Cilem
prace je vysvétlit Ctenari zaklady linedrni algebry pomoci stiedoskolské latky a predstavit
rozdily mezi sttedoSkolskymi a vysokoskolskymi postupy, véetn¢ jejich vyhod a nevyhod.
Cilem je také poukdzat na efektivitu pouziti rGznych postupli u riiznych typti tloh. Na
zacatku kazdé kapitoly je uvedena potfebna teorie k dané latce, kde predpokladem je, ze
Ctenaf zna zakladni metody feSeni linearnich rovnic. Prvni kapitola se vénuje Gaussove
elimina¢ni metodé a maticovému zapisu soustav a je ¢lenéna do 3 podkapitol. Prvni kapitola
je zaméfena na vysvétleni Gaussovy eliminace na slovnich ulohach. Druhd podkapitola je
vénovana piikladiim z redlného zivota, kde pro feSeni téchto loh je potiteba znalost feSeni
soustav linearnich rovnic. Tteti podkapitola je vénovéna ptikladim bez jednozna¢ného
feSeni. Druhd kapitola se vénuje nevyhodam maticového zapisu, je rozdélena do dvou
podkapitol. Prvni podkapitola se vénuje metodé postupného dosazovani, kterou nelze
provadét v maticovém zapisu. Druha podkapitola ukazuje alternativni postup pro specifické
ptiklady symetrickych soustav. Tteti kapitola je vénovéana specidlnim postuptim pro feSeni
regularnich soustav, je rozdélena do dvou podkapitol. Prvni podkapitola je vénovana
Cramerovu pravidlu a vypoctu determinantu. Druha podkapitola je vénovana feSeni soustavy

pomoci inverzni matice a zpusobu, jak inverzni matici najit.
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ABSTRACT

This thesis is dedicated to university-level methods for solving systems of linear equations.
The aim of the thesis is to explain the fundamentals of linear algebra to the reader using high
school-level material and to present the differences between high school and university
approaches, including their advantages and disadvantages. Another objective is to highlight
the efficiency of various methods for different types of problems. At the beginning of each
chapter, the necessary theoretical background is provided, assuming that the reader is
familiar with the basic methods for solving systems of linear equations. The first chapter
focuses on the Gaussian elimination method and the matrix representation of systems and is
divided into three subchapters. The first subchapter explains Gaussian elimination using
word problems. The second subchapter deals with real-life examples that require knowledge
of systems of linear equations for their solution. The third subchapter focuses on examples
without a unique solution.The second chapter addresses the disadvantages of matrix
representation and is divided into two subchapters. The first subchapter discusses the method
of back-substitution, which cannot be directly applied within matrix representation. The
second subchapter presents an alternative approach for specific examples involving
symmetric systems. The third chapter is devoted to special methods for solving regular
systems and is divided into two subchapters. The first subchapter deals with Cramer's rule
and the calculation of the determinant. The second subchapter focuses on solving systems

using the inverse matrix and explains how to find the inverse matrix.
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Uvod

Soustavy linearnich rovnic doprovazeji zaky jiz od druhého stupné az po vysokou skolu.
Cilem této prace je vytvorit dokument, ktery Ize vyuzivat k vyuce linearni algebry studentim
a zékim se znalostmi na urovni stfednich Skol. Motivaci pro vytvofeni této prace bylo

usnadnéni prfechodu mezi sttedoskolskou matikou a matikou na vysokych skoléach.

Tato bakalarska prace je urCena piedevSim pro zaky nastupujici na vysokou Skolu se
zaméfenim na matematiku, ale také muze slouzit jako uzite¢ny material na seminaie
vysokoskolské matematiky na stiednich Skolach. V této praci naleznete nékteré zakladni

definice, k tomuto tcelu jsem primarné vyuzivat skripta (Barto & Tama, 2023).

Linearni algebra je velice obsahlé téma, proto v této praci se zaméfim pouze na feSeni
soustav linearnich rovnic, kde z linearni algebry se bude vénovat pouze maticovému zapisu,
Gaussovo elimina¢ni metodé, Guassovo-Jordanovo eliminaéni metodé¢ a Cramerovu
pravidlu. V zahrani¢ni publikaci (Lee & Park, 2021), kterd je cilena obtiZznosti na zaky

sttednich $kol, jsou rozebirdna i dalsi témata linearni algebry.

Na prvni pohled nemusi byt zfejmé vyuziti soustav linearnich rovnic, ale vyuziti je opravdu
pestré. Soustavy linedrnich rovnic miizeme najit nejen v mnoha oblastech matematiky
a chemie, ale celkové linedrni algebra ma pestrd vyuZziti, o kterych je moZné se docist
v bakalatské praci (Hrizova, 2018). Ptiklady v moji bakalafské praci jsou proto vice
zaméfeny na redlné vyuZziti. Dalsi piiklady na redlné pouziti linedrni algebry rozebira

zahrani¢ni publikace (Henn & Filler, 2015).

Prvni kapitola je vénovana Gaussové elimina¢ni metodé¢ a maticovému zapisu. Zamérné
u nekterych piikladi budou uvedeny dva postupy, aby Ctenai dokazal porovnat efektivitu
kazdého zptisobu zvlast. Dale budeme vyuzivat i ptiklady historické, kde ptivodni postup

sice uveden nebude, ale muzete ho najit v publikacich (Bec¢var, 2007; Fibonacci, c2002).



Druhé kapitola je vénovana nevyhodam Gaussovy eliminace, kde si naopak ukazeme typy
prikladii, kde Gaussova eliminace neni tak efektivni jako ostatni metody feSeni soustav
linearnich rovni. Ukézeme si 1 jak tyto pfiklady rozpoznat, k tomuto ucelu si piedstavime
nékteré pojmy, ale bude se jednat o pojmy s nejasnou definici nebo s definici, ktera se napiic¢

obory miize ménit.

Tieti kapitola se vénuje specidlnim postuptim pro feSeni regularnich soustav. Kapitola se
¢leni do dvou podkapitol v prvni z nich se budeme vénovat Cramerovu pravidlu a vypoctu
determinantu. Druha podkapitola se vénuje feseni regularnich soustav pies inverzni matice.

vvvvvv

se k determinantu a inverznimu zobrazeni vaze.

V této préci naleznete nékteré zakladni definice, k tomuto Gcelu jsem priméarné vyuzivat
skripta (Barto & Tima, 2023). Ptiklady v této praci jsou z ¢asti historické, a to z publikaci
(Becvar, 2007; Fibonacci, c2002; Hudecek, 2008). K vybéru vhodnych ptikladl jsem také
Cerpal ze statni maturitni zkousky, nékteré mi poskytl vedouci mé prace, které se pouzivaji

na fakulté k vyuce pfedmétu Linearni algebra a geometrie, zbylé ptiklady jsem vytvarel sam.



1 Univerzalni postup: Gaussova eliminace

V této kapitole si predstavime Gaussovo eliminacni metodu a Gaussovo-Jordanovu

eliminaéni metodu. Uvodem kapitoly si predstavime nékteré pojmy a definice, které budeme

vyuzivat. UkdZzeme si maticovy zdpis, ktery bude naS primarni zpisob zapisu soustav

linearnich rovnic v této praci.

Definice 1.1: Matici (nad R) typu m X n rozumime obdélnikové schéma realnych cisel s
m fadky a n sloupci. Zapis A = (a;;)mxn ZnNamena, Ze A je matice typum X n,
ktera ma na pozici (i,j), tj. v i-tém fadku a j-tém sloupci, Cislo ay;.

(Barto & Ttima, 2023, s. 49)

Definice 1.2: Matici soustavy

ai1X1 + A12X2 + - +a1nxn = b1
ar1X1 + AyrXy + - +a2nxn = b2
Am1X1 + 2%y + - +aunX, = by

rozumime matici koeficientll u neznamych:

a1 Qg2 0 Qe

A1 Az -+ Oz
A = (a;j)mxn = : : . :

Am1 Amz2 " Qmn

Vektor pravych stran je vektor b = (by, by,..., by,)T a rozsifena matice soustavy

je matice typum X (n+1)

a1 Q2 Qqp| by
Az1 QAzp ° Qb
(Alb) = : : . : ;2
An1 Amz2  *° Onun bm

(Barto & Ttima, 2023, s. 49)

Matice je pouze jind reprezentace soustavy linedrnich rovnic. Kazdy fadek reprezentuje
jednu rovnici a kazdy sloupec na levé stran¢ matice reprezentuje pravé koeficienty jedné

nezname, zatimco prava strana obsahuje koeficienty ¢lenti bez neznamé.
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Matici o stejném poctu fadki a sloupcti oznacujeme jako ctvercovou matici.

a;; Q12 0 Qan
a1 Qpp - Ay
p1 Qpz - Qpp

Definice 1.3: Matice C = (¢;j )mxn j€ Vv Fadkove odstupfiovaném tvaru, pokud existuje celé
¢islor € {0,1,...,m} takové, ze tadky r + 1,...,m jsou nulové, fadky 1,...,r
jsou nenulové, a plati k; < k, <--- < k,, kde k; je index sloupce, ve kterém je
prvni nenulové &islo v i-tém fadku (tedy plati ¢;;y =¢j =+ =c¢yp,-1 =0 a

Cik, # 0; jeSte jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}). (Barto & Tiima, 2023, s. 53)

ZjednoduSen¢ feceno, matice v odstupfiovaném tvaru je takovd, kde kazdy nasledujici

nenulovy fadek mé na poc¢atku vice nul nez tadek predchozi.
Nyni si pfedstavime obecnou metodu pro feSeni soustavy linearnich rovnic.
Elementarni Gipravy soustavy linedrnich rovnic jsou
i.  prohozeni dvou rovnic,
il.  vynasobeni n¢jaké rovnice nenulovym cCislem t,
iii.  pficteni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici
(Barto & Ttma, 2023, s. 52)

Gaussova eliminace pievadi kazdou matici A = (a;; )mxn do odstupfiovaného tvaru

posloupnosti elementarnich fddkovych tprav. (Barto & Tiima, 2023, s. 54)



1.1 Soustavy s jednozna¢nym FeSenim

V této kapitole budeme pracovat s ptiklady, které maji jednoznacné feSeni a budou nam
slouzit pro pochopeni maticového zapisu. Jedna se o ptiklady uméle vytvotrené a nemaji za
sebou zadné redlné vyuziti, kvili jednoduchosti zadani jsou pro ilustraci vhodné. Piiklady

v této kapitole budou tvofeny i z historickych.

1.1.1  Uvodni alohy

Ptiklad 1.1: je bez slovniho zaddni. Na tomto ptikladé si budeme podrobné ilustrovat
pfechod od standardniho zdpisu soustavy linedrnich rovnic, béZného na zakladni a stfedni
Skole, k maticovému zapisu, se kterym se pak dale pracuje ve vysokoskolské linearni
algebre. Tento priklad budeme fesit jak pomoci Gaussovy eliminace a zpétného dosazeni,

tak 1 pomoci Gaussovo-Jordanovy eliminace.

Ptiklad 1.2: je vybran ze statni maturitni zkousky, z tohoto ma vhodnou obtiznost. Také se

jedna o prvni priklad zadéan jako slovni uloha.

Priklad 1.3: je z 13. stoleti z Italie. Tento ptiklad je do této kapitoly zatfazen, abychom si
ukézali, Ze nékteré soustavu musime upravit do vhodného tvaru, pokud je chceme zapsat

pomoci matice.
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Priklad 1.1: Vyfeste soustavu rovnic:

1M x + y + z = 24
2 x + 2y = 25
(3) 2y + 3z = 12

Na tomto piikladu si budeme ilustrovat v prvnim casti (Reseni 1) si budeme ukazovat rozdil
mezi béznym zapisem soustavy linearnich rovnic a maticovym zapisem. V druhé Casti
prikladu (Reseni 2) si ukazeme Cist€¢ maticové feSeni pomoci Gaussovo-Jordanovy

eliminace.

Reseni 1: Od druhého radku soustavy odecteme prvni fadek, timto se eliminujeme neznamou

x z druhého fadku.

1D x + v + z = 24
(2) y — z = 1
(3) 2y + 3z = 12

Od tretiho fadku odecteme dvojnasobek druhého radku.

1D x + y + z = 24
(2) y — z =1
3) 5z = 10

Soustavu jsme upravili do odstupiiovaného tvaru: to v tomto piipadé znamend, Ze treti
rovnice ma pouze jednu neznamou z, kdyz ji spocteme a dosadime do druhé rovnice, ...,

takZe je pfipravena ke zpétnému dosazovani.

(3)5z=10 2Q)y—-2=1 (Dx+3+2=24
z=2 y=3 x =19
Ukéazeme si stejny postup zapsan maticove.

1 1 1|24 1 1 1124 1 1 1124
1 2 0]25)~|10 1 -111 |~({0 1 -1|1
12 0 2 3112 0 0 5110

0 2 3
Vysledek tedy je x = 19, y = 3, z = 2. Pro ptehlednost jej mlizeme zapsat také vektorove,
tj. jako uspotadanou trojici (x,y, z) = (19, 3,2).

Zkousku spravnosti provedeme dosazenim vysledku do plivodni soustavy; presnéji
dosazujeme do levé strany rovnic a kontrolujeme, zda vysledky odpovidaji pravé strané:

11



1 19 + 3 + 2 = 24
2) 19 + 2-3 25
(3) 23 + 3:2 = 12

Zkousku muzeme provést také v maticovém zapisu. Dosazovat vysledek odpovida
prenasobovanim koeficientll fadkli matice a vektoru naseho vysledku. Teorie je znacné

vvvvvv

v publikaci (Barto & Ttuma, 2023) presnéji v kapitole 4.22 Soucin matic.

1 1 1\ /19 1-19+1-3+1-2 19+3+2 24\ v
0 2 3/\2 2 2 12/ v

Reseni 2: Pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace:

1 1 1|24 1 1 1124 1 1 1124
1 2 0|25)~(0 1 -1|1 |~{0 1 -1f1 |~
0 2 3112 0 2 3112 0O 0 5110
1 1 1124 1 1 0]22 1 0 0]19
~{0 1 -1|1 |]~{0 1 0|3 |J~(0 1 0]3
0O 0 112 0 0 112 0 0 112
x =19
y=3
z=2

Gaussovo-Jordanova eliminace se pfevazné vyuZziva pii hledani inverznich zobrazeni, které
nejsou obsahem této prace, a proto ji nadale nebudeme pouzivat. Vyhodou této metody je

absence zpétného dosazovani, z tohoto divodu miizeme celé feSeni zapisovat maticove.
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Priklad 1.2: Na stole jsou dvé¢ hromadky minci. Obé obsahuji pouze pétikorunové
a dvoukorunové mince. Prvni hromadka s 32 mincemi obsahuje pétinu vSech
petikorunovych minci a polovinu vSech dvoukorunovych minci. Druhd hromédka

obsahuje 68 minci. Jaka je hodnota vS§ech minci dohromady? (Cermat, 2017, uloha 15)

Reseni 1: PiepiSeme zadani do soustavy linearnich rovnic. Oznafime neznamé:

p_-predstavuje celkovy pocet pétikorun a d celkovy pocet dvoukorun.

W ip+lia=32
sPT3%7

@) 2 tid=es
sPT3%7

Soustavu si prepiseme do maticového tvaru a pomoci ekvivalentnich uprav prevedeme na

odstupiiovany tvar.

(1/5 1/2 32)~<1/5 1/2 32)

4/5 1/268 0 —3/2|-60
3 1
(2) —5d =60 (1) gp +20 =32
d = 40 p = 60

Reseni 2: MiiZeme si povSimnout, Ze bychom taky mohli eliminovat druhou neznamou. Pak

by postup probihal takto:
(1/5 1/2 32) (1/5 1/2 32)

4/5 1/2l68) ~\3/5 0 I36
3 1
@ zp=36 (D12 +5d =32

Miizeme pozorovat, ze 1 matice, kterd neni v odstupfiovaném tvaru, nas muize dovést

k vysledku.
Soustavu rovnic jsme vyfiesili, ale v zaddni se nés ptaji na celkovou hodnotu:

2d +5p=2-40+5-60 = 380

13



Zkouska:

1 1
(1) z-60+540=32

4 1
(2)§-60+§-40=68\/

Odpoved’: Hodnota vSech minci je 380 korun.

Priklad 1.3: Da-li prvni druhému denar, budou mit oba stejné€. Da-1i druhy prvnimu denar,

bude mit prvni desetkrat tolik. (Fibonacci, 2002, s. 290)
Reseni: Zapiseme si zadani do soustavy linearnich rovnic a pfipravime ji na maticovy zapis.
Mx—-1=y+1
(2)x+y=10(y - 1)
Soustavu upravime do tvaru vhodny pro maticovy zapis.

@D x - vy = 2
2) x — 10y = -11

ZapiSeme soustavu linearnich rovnic pomoci matice. Matici pfevedeme na odstupiiovany

tvar.
(1 —_110 —211) - ((1) :é —213)

Zpétné€ z matice dosadime.

13 31
y = 9 X = 3
Zkouska:
n B,
9 9 B
(2) 31 10 L 11
9 9

Odpoved’: Tento piiklad nam vySel v oboru redlnych ¢isel, ale pokud se zamyslime nad
kontextem zadani, tak vysledky by mély byt v oboru piirozenych ¢isel, kde bychom feseni

nenasli.
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1.1.2  Cinské historické iilohy

Piiklady v této kapitole jsou historickd zadani ze starovéké Ciny. Tyto piiklady se
samoziejm¢ v tehdejsi dobé netesily pomoci pro nas dnes béznych algebraickych uprav,
natozpak v maticovém zapisu. Vedle jejich historické zajimavosti je zde uvadime proto, ze
se u nich postupné¢ navysuji pocty neznamych a soustav rovnic, a to od tfech rovnic o tfech
neznamych az po pét rovnic o péti neznamych. S tim roste pocetni narocnost vypoctu
(a samoziejmé také riziko chyby), nicméné pouzit¢ metody se neméni, coz také doklada

univerzalnost Gaussovy eliminace.

Piiklad 1.4: M¢jme 3 snopy lepsiho obili, 2 snopy stiedniho obili a 1 snop horsiho obili,
obsah je [celkem] 39 dou. Mé&jme 2 snopy lepsiho, 3 snopy stiedniho a 1 snop horsiho,
obsah je 34 dou. Mé&me 1 snop lepSiho, 2 snopy stfedniho a 3 snopy horsiho, obsah je
26 dou. Ptame se, kolik je obsah 1 snopu lepSiho, stfedniho a horS§iho obili?

(Hudecek, 2008, s. 187)

Kontext: Dou (t€Z dou) je ¢inska jednotka objemu. Jeji velikost se pribéhem cCasu ménila, a

to v rozmezi 2 az 11 litrii. Momentalné jeji hodnota je stanovena na ptesnych 10 litrt.
Reseni: Nejprve si piepiSeme zadani do soustavy linedrnich rovnic. Ozna¢me nezndmé:

d ... cena jednoho snopu dobré urody,
p ... cena jednoho snopu primérné urody,

s ... cena jednoho snopu $patné urody.

1 3d + 2p + s = 39
(2 2d + 3p + s 34
B d + 2p + 3s 26

Tuto soustavu rovnic zapiSeme pomoci matice a upravime matici do odstupiiovaného tvaru.

3 2 1|39 1 2 3|26 1 2 3|26 1 2 3|26
2 3 134 |~(2 3 1|34 )~{0 1 5118 |~{0 1 5]18
26 3 21 33

1 2 3 39 0 —4 -81-39 0 0 12
Matice je v odstupfiovaném tvaru, staci uz jen zpétné€ dosadit.
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(3)12s =33 s=—=

(2)p+5s=18 p=18-2 p="
(1) d + 2p + 3s = 26 d=26-2-%2 g=%
4 4 4
Zkouska:

37 17 11

(1) ST + ZT + T = 39
37 17 11

(2) ZT + 37 + T = 34 v
37 17 11

L p r 37 o w1
Odpoved'’: Za snop dobré trody dostaneme ” dou zrna, za snop primérné trody dostaneme

17 y L 11
” dou zrna a za snop Spatné urody dostaneme ” dou zrna.
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Priklad 1.5: M¢&jme 5 ovci, 4 psy, 3 kutata a 2 kraliky, ktefi maji hodnotu 1496 med’aku.

4 ovce, 2 psi, 6 kutat a 3 kralici maji hodnotu 1175 méd’aki. 3 ovce, 1 pes, 7 kutat a 5

kraliki ma hodnotu 958 méd’aka. 2 ovce, 3 psi, 5 kufat a 1 kralik maji hodnotu 861.

Ptame se, kolik je cena ovce, psa, kufete a kralika? (Hudecek, 2008, s. 202)

Reseni: Zadani ptepiSeme do soustavy linearnich rovnic. Dostaneme soustavu Ctyf rovnic o

Ctyfech neznamych, které vyjadiuji hodnotu zvirat v méd’acich. Neznadmé pojmenujeme

X ... cena jedné ovce,

y ... cena jednoho psa,

Z ... cena jednoho kuftete,

v ... cena jednoho krélika.

Oznaceni podle pocatecnich pismen zvifat zde neni praktické z divodu pfitomnosti kuiete

1 kralika.

(1)
(2)
(3)
(4)

5 + 4y + 3z +
4x + 2y + 6z +
3x + y + 7z +
2x + 3y + 5z +

2v 1496
3v = 1175
5v = 958
v = 861

Soustavu pfevedeme do maticového zapisu a pfevedeme na odstupiiovany tvar.

5 4 3 2(1496\ /2 3 5 1| 861
4 2 6 301175 _[5 4 3 2[1496
3 1 7 5958 4 2 6 3[1175
2 3 5 1l861 3 1 7 5958
2 3 5 1]861 2
(0o 7 19 1f1313) [0

0 0 48 111423 |0

0 0 18 81646 0

2 3 5 1] 861
0 7 19 1|1313
0 —4 -4 1|-547
0 -7 -1 71-667

3 5 1]861

7 19 1]1313

0 48 11|1423

0 0 311899

Matice je jiz v odstupfiovaném tvaru, staci jiz jen zpétné dosadit.

(4) 31v = 899
v=29

(3) 48z + 11 - 29 = 1423

z =23
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(2) 7y + 19-23 4+ 29 = 1313
y =121

(1)2x+3-121+5-23+29 =861

x =177



Vysledek lze také zapsat vektorove: (x,y,z,v) = (29, 23,121,177).

Zkouska:
(1) 5-177 + 4-121 + 3:23 + 2:29 = 1496
2 4-177 + 2-121 + 6-23 + 3-29 = 1175
(3) 3-177 + 121 + 7-23 4+ 5-29 = 958 /
4 2-177 + 3-121 + 5-23 + 29 = 861

Odpoved’: Cena ovce je 177 méd’akil, cena psa 121 méd’aka, kute stoji 23 méd’akt a kralik

29 me&daki.
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Priklad 1.6: M¢jme 9 dou konopi, 7 dou pSenice, 3 dou séji, 2 dou bobii a 5 dou prosa, to
ma hodnotu 140 méd’aka. 7 dou konopi, 6 dou pSenice, 4 dou s6ji, S dou bobt a 3 dou
prosa ma hodnotu 128 méd’ak. 3 dou konopi, 5 dou psenice, 7 dou s6ji, 6 dou bobii a 4
dou prosa mé hodnotu 116 méd’aka. 2 dou konopi, 5 dou pSenice, 3 dou sdji, 9 dou bobti
a 4 dou prosa ma hodnotu 112 méd’aka. 1 dou konopi, 3 dou pSenice, 2 dou s6ji, 8 dou
bobti a 5 dou prosa mé hodnotu 95 méd’akti. Ptame se, kolik mé& hodnotu 1 dou kazdého?

(Hudegek, 2008, s. 202)

Reseni: PiepiSeme si zadani do soustavy linearnich rovnic. Dostaneme pét rovnic o péti
neznamych, které vyjadiuji hodnotu v méd’acich za jeden dou dané plodiny. Neznamé
pojmenujeme

X ... cena za dou konopi,

y ... cena za dou pSenice,

Z ... cena za dou sdji,

v ... cena za dou bobu,

w... cena za dou prosa.

Oznaceni podle pocatecnich pismen zde neni praktické z diivodu pfitomnosti pSenice 1 prosa.

(1D)9x+ 7y +3z+ 2v + 5w =140
(2)7x+ 6y +4z+5v + 3w =128
(3)3x+5y+7z+6v+4w =116
(4)2x +5y + 62+ 9v + 4w = 112
(5)1x+3y+2z+8v+5w =295

Soustavu si zapiSeme pomoci matice. Miizeme si pov§imnout, ze u vétSich soustav maticovy

zapis ndm usnadni dost préce.

9 7 3 2 5140 1 3 2 8 5195 1 3 2 8 51 95
7 6 4 5 3|128 2 5 3 9 4|112 0 1 1 7 6 | 78
3 57 6 4116 |~(3 5 7 6 4|116 |~|0 -4 1 -18 -11|-169
2 5 3 9 4|112 7 6 4 5 3[128 0 -15 -10 -51 -—-32|-537
1 3 2 8 5195 9 7 3 2 51140 0 -20 -15 -70 -—40!-715
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8 5195
7 6|78
10 13(143
54 58|633
14 16!169

l
coocoRr
cCooRr Ww
R UluUl Rk N

~

SO OO

OO Ok, W

O R RN

0

8 51 95

7 6 | 78

14 16 | 169 |~
—16 —22|-212
—-60 —-671-702

1
0
0
0
0

S OO r W

SO R, EFEN

8
7
14
8
0

5195
6|78
16(169
111106
311186

Na tomto piikladu lze hezky v prvnim kroku vidét dulezitost prohazovani fadku. Matice je

v odstupnovaném tvaru, zpétn¢ dosadime a dopocitame:

w=6 v=>5

Zkouska:
(19
2)7-
3)3-
4)2-
B)1-

7+7-
7+6-
7+5"
7+5:-
7+3:

4+3-
4+ 4-
4+7-
4+6-
4+ 2-

z=13 y=4
Vysledek taky lze zapsat: (x,y,z,v,w) = (7,4, 3,5, 6).

3+2:54+5-6=140
3+5:54+3-6=128
3+6:5+4-6=116 /
3+9:5+4-6=112 /
3+8:5+5:6=95 /

Odpoved’: Jeden dou konopi stoji 7 meéd’akt, pSenice 4 médaky, soji 3 méd’aky, pSenice 5

méd’akl a prosa 6 méd’aki.
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1.2 Realné ulohy

V této kapitole nalezneme slovni ulohy, které maji jednoznacné feSeni a vychazeji z realnych
situaci. Ukézeme si, ze umét efektivné fesit soustavy linearnich rovnic neni dilezité pouze
pro studium matematiky, ale existuji situace nebo dokonce i odvétvi prumyslu, kde se bez
znalosti fesit linedrni rovnice neobejdeme. Kapitola je rozd€lena do tfi podkapitol, kterymi
jsou smési, slitiny a spolecna prace. Slitiny se sice daji povazovat za smési kovt, ale v této
préci jsou rozdéleny do dvou kapitol, nebot’ zadani slitin je odlisné a Casto se zde uvadi

hustota.

1.2.1 Smési
V této podkapitole se budeme vénovat ptikladim na téma smési. Tato kapitola se zamétuje

na slovni ulohy, kde michdme vice riznych smési do jedné.

Priklad 1.7: je zadan jak v poméru, tak i v procentech, na tomto piiklade si ukazeme jak

procenta i pomeér zapisovat pomoci soustav linearnich rovnic.

Oje zajimavi svoji slozitosti zadani, kde na prvni pohled neni zfejmé piepis zadani do
soustavy dvou rovnic.

0 je slozity v ¢asti piepisu zadani na soustavu dvou rovnic o tfech nezndmych a v tomto
ptikladu je zadani v procentech.

Ptiklad 1.10: je jiz na soustavu tfi rovnic o tfech neznamych, kde po nas chtéji zjistit pomér
tii riznych smési. Stimto piikladem se setkdme 1 v kapitole 1.3 Soustavy bez

jednoznacného feseni, kde si ukdZeme parametrické feSeni. Zpisob, kterym budeme v této

kapitole ptiklad fesit neni Gipln¢ spravny, ale tento zptisob je vice pfimocary a jednodussi.
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Priklad 1.7: 'V obchod¢ prodavali dva druhy mletych smési. Prvni druh obsahoval 70 %
hovéziho a 30 % veptfového masa a stal 160 K¢/kg, druhy byl namichan v poméru 2 : 3
a stal 130 K¢&/kg. Kolik korun by mél stat kilogram cistého hovéziho a kolik korun
kilogram cistého vepiového?
Reseni: Zadani si ptepiseme do soustavy linearnich rovnic. DilleZité je si uvédomit, ze 2 : 3
je jinymi slovy 40 % a 60 %.
(1) 0,7h+ 0,3v = 160
(2) 0,4h + 0,6v =130
Soustavu linearnich rovnic si zapiSeme pomoci matice.

(o oehs)~( e ~G %)

Zpétn¢ dosadime.

5h =950 380 + 3v = 650
h =190 v =90
Zkouska:
(1)0,7-190+0,3-90 = 160 v/

(2)0,4-190+0,6-90 = 130 v/

Odpoved'’: Kilogram veptového masa stoji 90 K¢ a kilogram hovéziho masa stoji 190 K¢.
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Priklad 1.8: Ze dvou druht ¢aje v cené 1500 K¢ a 2100 K¢ za 1 kg se mé ptipravit 20 kg
smési v cené 1650 K¢ za 1 kg. Kolik kilogramii kazdého druhu ¢aje bude tieba smichat?
(Priklady z matematiky, 2025)

Reseni: Zadéani si ptepiSeme do soustavy linearnich rovnic, kde neznadmé reprezentuji podet

kilogrami ve smési.

(1D x + y = 20
(2) 1500x + 2100y = 33000

Prvni rovnici jsme vytvoftili pomoci znalosti, ze finalni smési bude 20 kg. Druhou rovnici
jsme vytvofili pomoci znalosti o celkové cen¢ za piredpokladu, ze méame 20 kg findlni smési,

kde kazdy kg této smési stoji 1650 K¢.
Ptevedeme na maticovy zépis.
( 1 1 20 )~(1 1 20)~(1 120)
1500 2100133000 15 211330 0 6130

Zpétne dosadime.

y — 5 X = 15
Zkouska:
(D 15 + 5 = 20 v
(2) 1500-15 + 2100:5 = 33000 vV

Odpovéd’: Na namichani dvaceti kilové smési budeme potiebovat 15 kilo prvniho druhu
¢aje a 5 kilo druhého druhu caje.
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Priklad 1.9: Kolik gram@ 80 % roztoku a kolik gramt 48 % roztoku je tieba k vytvoteni
100 gramt 60 % roztoku?
Reseni: Zadani si pfepiseme do soustavy linearnich rovnic.

D x + y = 100
(2) 08x + 048y = 60

Soustavu upravime do vhodného tvaru.

1) x + y = 100
(2) 80x + 48y = 6000

Tuto soustavu si zapiSeme do matice a pomoci Gaussovy elimina¢ni metody ji upravime do

odstupiiovaného tvaru.

(810 418 6100000)~((1) —éz —;(())(())0)

Matice je v odstupiiovaném tvaru, zpétné dosadime.

_2000 _
Y =3 T

x = 37,5

Odpoved’: Bude potieba 37,5 gramt 80 % roztoku a 62,5 grami 48 % roztoku.
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Priklad 1.10: Mame tfi smési ofechti pod nazvy:

1. Student, kterd obsahuje 50 % keSu ofechti a 50 % liskovych ofechil,
2. Turista, kterd obsahuje 20 % keSu ofechi, 40 % liskovych ofechii a 40 %

mandli,

3. Orient, ktera obsahuje 50 % kesSu ofechu a 50 % mandli.
—_ . . , , ot N T
V jakém poméru tyto 3 smési musime namichat, abychom ziskali smés mix, kde je 3 kesu
v o1e 1o , v e 1 .
ofecht, 3 liskovych ofechti a 3 mandli?
ReSeni: Zadani si ptepiSeme do soustavy linedrnich rovnic.
Rovnice pro obsah kesu ofisky, pro liskové ofisky, pro mandle:

Poznamka: Ptiklad nebudeme fesit upln¢ korektné nebot’ si priklad zjednodusime, tim ze se
budeme ptat kolik kg riznych smési ofechil je potieba k vytvofeni jednoho kilogramu smési
mix, poté si vysledek pfevedeme na pomeér. Tento piiklad budeme feSit znovu v kapitole

Soustavy bez jednozna¢ného feseni, kde hmotnost smési mix nebudeme brat jako konstantu.

(1)1+1t+1_1
2° 5 2% T 3
(2)1+2t 1
2° 5 -3
(3) 2t+1—1

5 2% T 3

Maticové zapiSeme a pievedeme do odstupniovaného tvaru.

1 1 141 1 1 11 1 1 191
2 5 2|3 2 5 2|3 2 5 2|3
1 2 1 1 1 1 1
- - 0l=[~]10 = —= ~10 = —=
2 5 3 5 2 (1) 5 2 (1)
2 1|1 2 1 3
0 - -|= 0 - =13 0 0 =13
5 213 5 2 2
Matice je v odstupniovaném tvaru, zpétné dosadime.
2 5 2
0== t=— 0=~=
9 9 9
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Zkouska:

(1)12+15+ 2_1/
29 59 9 3
(2)12+25 _1/
29 5 9 3
3) 25+ 2_1/
59 9 3

. .

Odpoved’: Smési je potieba namichat v poméru Student : Turista : Orient,

O IN
NN N

2 .
=, neboli
9

2:5:2.
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1.2.2 Slitiny
V této podkapitole se budeme vénovat ptikladim na téma slitiny. Tato kapitola se zaméiuje
na slovni ulohy. Oproti kapitole 1.2.1 v této kapitole budeme pracovat se skutecnymi

hustotami kovi a z tohoto diivodu ndm vétSinou nebudou vychazet celociselné vysledky.

Priklad 1.11: je zamé&fen na pocitani ryzosti zlata. Tento piiklad je pocetné jednoduchy a tim

je vhodny na uvod této kapitoly.

Ptiklad 1.12: budeme vypocitavat potiebnou hmotnost médi a zinku na vyrobu jednoho
metru ¢tvereéniho mosazi. Budeme pocitat s redlnymi hustotami kovl a z tohoto diivodu

bude piiklad pocetné slozity.

Ptiklad 1.13: budeme vypocitavat potiebny pomér tii druhi slitin mosaze na vyrobu ¢tvrtého
druhu. Pouzijeme zde opét trik, kde misto poméru si zvolime hmotnost vysledné slitiny jako
konstantu a zpétné vysledky ddme do poméru. Tento ptiklad by Sel feSit bez pouziti tohoto
triku i1 v kapitole Soustavy bez jednozna¢ného fesSeni, z divodu naro¢nosti tohoto ho ale

v této kapitole znovu nebudeme fesit.

27



Piiklad 1.11: Ve zlatnictvi jsme si koupili prsten, ktery by udajné mél mit 18 karati. Doma
jsme naméfili, Ze vazi 10 gramii a ma objem 0,7 cm?’. Kolik karatli ma prsten podle
naSeho méteni? Pocitejme, Ze hustoty kovii jsou Au 19,3 g/cm? a Cu 8,9 g/cm?.

Kontext: Karat je historicka jednotka hmotnosti, ktera odpovidala hmotnosti jednoho plodu

Rohovniku obecného pod nazvem karob, pozdé€ji tato hmotnost byla definovana na 0,2

gramti. Pomoci této jednotky se pocitala ryzost zlata, kterd ma maximalni hodnotu 24 karatt,

jedna se o systém pomeéru hmotnosti Cistého zlata a celkové hmotnosti slitiny.

Reseni: Zadani si zapiSeme pomoci soustavy linearnich rovnic, prvni rovnice bude
reprezentovat informaci o celkové hmotnosti slitiny, kterd se sklad4d z hmotnosti zlata a a
hmotnosti médi c. Druha rovnice bude o objemu této slitiny. Objem vypocitdme jako podil

hmotnosti a hustoty.

(1) a + c = 10
(2) a/193 + ¢/89 = 07

Soustavu zapiSeme pomoci maticového zapisu.

1 1
a c
193 89

Dosadime a vypocitdme ptibliznou hodnotu.

32) - (8?9 1;,3 123,339) - (é 13,4 31?2039)

¢ = 3,003 75 a = 6,996 25
Zkouska:
(D 6,996 25 + 3,003 75 = 10 V/
(2) 6,99625/19,3 + 3,00375/89 = 0,7

Odpoved’: Hmotnost zlata je pfiblizn€ 7/10 celkové hmotnosti, coz odpovida 16,8/24

celkové hmotnosti neboli 16,8 karata.
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Priklad 1.12: Mame slitinu mosaze o hustoté 8 600 kg/m?, vime Ze se skladd z mé&di 8 930
kg/m? a zinku 7 130 kg/m>. Kolik kilo médi a zinku je potieba na vyrobu jednoho m?
této smesi? V jakém poméru smisit?

Reseni: Zadani si zapiSeme pomoci soustavy linearnich rovnic.

(D m + z = 8600
(2) m/8930 + 2z/7130 = 1

Upravime rovnice na tvar bez zlomkd.

8 600
6367 090

(1) m + z
(2) 713m + 893z

ZapiSeme maticove.

(1 1 8 600 )~(1 1 8600)
713 89316 367 090 0 1801235290

Dopocitame neznamé.

23529 13072
=718 ~ ’
131271 72928
M= T~
Zkouska:
0 131271 N 23529 6600
18 18 -
131271 23529
(2) 8930 7130

Odpoved’: Mé&di je potieba pfiblizné 7292,8 kg a zinku je potieba pfiblizné 1307,2 kg.
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Priklad 1.13: Vytvoite druh mosaze pakfong neboli také nazyvané nové stiibro. Pakfong
obsahuje 60 % médi, 26 % zinku a 14 % niklu. K vytvofeni této slitiny mizeme vyuzit

pouze tyto tfi slitiny mosaze:

1. konstantan, ktery obsahuje 55 % meédi a 45 % zinku,
2. alpaka, ktera obsahuje 65 % médi, 17 % zinku a 18 % niklu,
3. nikelin, ktery obsahuje 56 % médi, 14 % zinku a 30 % niklu.

V jakém poméru potfebujeme namichat tyto tfi slitiny?

ReSeni: Zadani zapiSeme do soustavy rovnic, kde kazda rovnice ndm znazornuje potiebnou

koncentraci daného kovu ve sliting.

(1) 055k + 065a + 056n = 06
(2) 045k + 0,17a 0,14n = 0,26
(3) 0,18a + 03n = 0,14

Tyto tfi rovnice zapiSeme pomoci matice, kterou dostaneme do odstupiiovaného tvaru.

0,55 0,65 0,56 0,6 55 65 56|60 55 65 56 | 60
0,45 0,17 0,14[0,26 |~|45 17 14|26 |~|—-495 —187 —154|-286 ]|~
0 018 031014 0 18 30l14 0 18 30 | 14
55 65 56|60 55 65 56|60 55 65 56 60
~( 0 398 350[254)]~[0 18 30|14 |~| 0 18 30 14
0 18 30114 0 398 3501254 0 0 —28201-500
Dopocitame vSechny neznameé.
25 _ 68 L 16
=1 T 1 =47
Zkouska:
(1) 0,55 16 + 0,65 68 + 0,56 25 _ 0,6
47 Y141 141
(2) 045 16 + 0,17 68 0,14 25 _ 026
Y47 7141 o141 7
(3) 0,18 68 + 03 25 _ 014
7141 141

e T . ., 16 68 _ 25
Odpoved'’: Slitiny konstantanu, alpaky a nikelinu je tfeba namichat v poméru, v Tal Tar

neboli 48 : 68 : 25.
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1.2.3 Spole¢na prace

Posledni Casti zaméfené na redlné ulohy se zaméifime na spolecnou praci, kterd vyse
uvedenych témat na vytvoreni spravné soustavy ta nejslozitéjsi. V této kapitole jsou sice
uvedeny pouze dva ptiklady, ale v kapitola 1.3 Soustavy bez jednoznac¢ného feSeni mizete

najit tfeti piiklad na toto téma, tentokrat s parametrickym feSenim.

Ptiklad 1.14: ukazeme si nejprve nespravné feseni, které je ale velice Casté, poté si ukazeme
spravné feseni, ve kterém si pomoci substituce veskeré informace ze zadani pfevedeme na

odvedenou praci za jednu hodinu.

Priklad 1.15: na tomto ptiklad¢ si ukdzeme pouze spravné feseni. Tento piiklad je zde
zatazen kvili svému neobvyklému vysledku a jedna se o vhodny piiklad na ktery se da

navazat kapitola 1.3 Soustavy bez jednoznaéného feSeni.
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Priklad 1.14: Do bazénu se napousti voda 3 pritoky. Pokud se napousti 1. a 2. pfitokem,
trva cely bazén napustit 10 hodin. Pokud se napousti 2. a 3. pfitokem, trva cely bazén
napustit 12 hodin. Pokud se napousti 1. a 3. ptitokem, trva cely bazén napustit 15 hodin.

Za jak dlouho se bazén napusti

(a) jednotlivymi piitoky,

(b) vSemi naraz?
Na uvod si ukazeme feSeni, které neni spravné, ale je to velice Casta chyba pfi feSeni téchto
prikladu.

Nespravné reseni: Zadani zapiSeme do soustavy rovnic

1 x + vy = 10
(2) y + z = 12
3) «x + z = 15
1 1 0[10 1 1 0]10 1 1 0[10
(0 1 112>~(0 1 112)~<0 1 112)
1 0 1l15 0 -1 1ls5 0 0 217
(3)z=85 (2)y =35 (Dx =65
Zkouska:
(1) 65 + 35 = 10
(2) 35 + 85 = 12
(3) 65 + 85 = 15

Nespravna odpoveéd’ a: Prvni pfitokem napustime bazén za 6,5 hodiny, druhym za 3,5 hodiny

a tfetim za 8,5 hodiny.

Pokud se zamyslime nad zadanim a nad tim, Ze vSechny pfitoky si navzdjem pomahaji
napustit bazén, neni mozné, abychom dostali delSi ¢as napousténi bazénu dvéma pritoky

nez kazdym z téchto dvou ptitokl zvIast'.

Reseni: Tato slovni iloha je na nepfimou umérnost, takze nejprve si zadani prevedeme na

odvedenou celkovou préci za jednu hodinu.
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1
Wz +y = 10
1 1 1
@ y 2T 1
1 1
® 7 T T

Tento tvar nelze prevést na maticovy zapis, nebot’ neznama je ve jmenovateli. Jedna z metod
prevadéni rovnice na tvar bez zlomku je pomoci vynasobeni jmenovatelii. Z této metody
ziskame tvar, kde mame soucin dvou neznamych, takze by soustava rovnic nebyla linearni.
Dalsi metodou, jak pievést soustavu na tvar bez zlomki je pomoci substituce, kde kazdému

zlomku pfifadime jednu nezndmou.

1 1 1
—=a —=b -=c
X y z
Po této substituci ziskame soustavu:

(1) + b = .
@ = 10
(2) b + = !
¢ T 12
3) Fo o= =
@ T

Po této substituci soustavu zapiSeme pomoci matice.

1 1 o|1/10 10 10 0]1 10 10 O
0 1 11/12)~{ 0 12 1211 |~ 0 12 12

1 0 111/15 15 0 1511 0 =30 30

1 10 10 O
1 |~{0 12 12

-1 0 0 120

1
1
3

Matice je v odstupfiovaném tvaru. Zpétné dosadime.

1 7 1
C=E bzm a=ﬁ
Zkouska:
1 7 1
D 2% * 1 =10 7
7 1 1
(2) m + E = E \/
1 1 1
&) % TR
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Vime, jakou ¢ast bazénu nam kazdy piitok za hodinu naplni. Nezndmé x, y, z opét ziskdme

pomoci stejné substituce.

1 1 1
—=a —=b -=c
x y z

1 1 17 1_1
;=ﬁ y_120 z 40
X = 24 y = 120/7 z =40

Odpoved’ a: Prvnim piitokem se bazén napusti za 24 hodin, druhym za 120/7 hodiny a
ttetim za 40 hodin.

V zadéni se nas jeste ptaji, kolik hodin bude trvat v§emi zaroven.

1 7 1
atbte=gt0t 2
1

a+b+c=§

Za hodinu se ndm napusti osmina bazénu, takze za 8 hodin se bazén napusti cely.

Odpoved’ b: Bazén se vSemi pfitoky zaroven napusti za 8 hodin.
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Priklad 1.15: Nadrz plna vody ma tfi odtoky. Za jak dlouho se vypusti kazdym odtokem

zvlast? Zname nasledujici informace: odtokem 1 a 2 soucasné za 10 hodin, odtokem 2 a

3 soucasn¢ se nadrz vypusti za 5 hodin, odtokem 1 a 3 soucasn¢ se nadrz vypusti za 2

hodiny.

Reseni: Zadani zapiSeme do soustavy rovnic.

1L n
(2)
3) v

+ v,

v, + v3
+ v3

10
5
= 2

Rovnice jsou zapotiebi pfevést na vykonanou préci za jednu hodinu. Vykonanou praci

odtoku v; pojmenujeme x, v, pojmenujeme y a vz pojmenujeme Z.

(1)
(2)
(3)

Soustavu zapiSeme pomoci matice.

)

1 1 0]0,1 10 10 O
0 1 1102~ 0 5 5
1 0 110,5 2 0 2
3
z=—
10
Zkouska:
1 -
5
@)
@) -
5

Provedeme zpétnou substituci.

U1:5

X

X

_.|_

+
+

2 0 2
0 5 5
10 10 O

172 == _10

z =
Z

)

1/10
1/5
1/2
2 0 2
0 5 5
0 10 —10
1/10 v
1/5
1/2

3

X =

V3 =

1
5

10

3

Odtok 2 nam tik4, Ze se nadrz vypusti za —10 hodin, jedna se tim padem o pfitok.

2 0 2
0 5 5
0 0 20

Odpoved': Prvnim ptitokem se napusti za 3 hodiny a 20 minut, druhy se nenapusti nikdy a

tietim za 5 hodin.
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1.3 Soustavy bez jednozna¢ného FeSeni
V této kapitole se zaméfime na soustavy linearnich rovnic, které nemaji jednoznacné feSeni.
Tato kapitola se sklada ze slovnich uloh, se kteryma se mlizeme potkat v bézném zivoté i

kdyz pomoci soustavy rovnic bychom je asi netesili.

0 jsme si jiz ukazali v kapitole 1.2.1 Smési a v této kapitole si ukazeme druhy postup, jak
tfesit ulohy na pomér. Tento piiklad je vhodny na tvod této kapitoly, nebot’ zadani jiz znamé
a miZzeme se pln¢ zaméfit na to co se stane, kdyz nam soustava nevyjde jednoznacné. Také

tento ptiklad ma na pravé stran¢ vSech rovnic nulu, takze feseni vyjde Cisté parametrické.

Ptiklad 1.17: nam ukdaZe, ze i kdyZ na prvni pohled vypad4, ze bude mit jednozna¢né feseni,
protoze ma 4 rovnice o 4 neznamych, tak i tento typ ptikladi ndm miize vyjit parametricky.
Tento ptiklad budeme feSit alternativnim postupem i v kapitole 2.2 Vyuziti symetrie

soustavy.

Ptiklad 1.18: je podobny jako pfedchozi ptiklad, a i tento pfiklad budeme fesit alternativnim

postupem 1 v kapitole 2.2 VyuZiti symetrie soustavy.

Priklad 1.19: nam ukaze posledni mozné feseni se kterym se u linedrnich soustav mizeme

setkat, ptfiklad nebude mit zadné teSeni.

Piiklad 1.20: je zamé&fen na vypocet chemické rovnice, kde ndm vyjde parametrické feSeni.
Tento piiklad je vhodny ukazat jako posledni, nebot’ postup bude podobny u jakékoli
chemické rovnice a tim ndm otevira dal$i vyuziti soustav a moznost, jak jednoduse hledat

dalsi zadani na procviceni.
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Priklad 1.16: Mame tfi smési ofechti pod nazvy:

1. Student, ktera obsahuje 50 % keSu ofechii a 50 % liskovych ofech,
2. Turista, ktera obsahuje 20 % keSu ofechti, 40 % liskovych ofecht a 40 %

mandli,
3. Orient, kterd obsahuje 50 % kesu ofechu a 50 % mandli.
i . " , , e L1,
V jakém poméru tyto 3 smési musime namichat, abychom ziskali smés Mix, kde je 3 kesu
v o1e 1o , v e 1 .
ofecht, 3 liskovych ofechti a 3 mandli?
Reseni: Zadani si pfepiSeme do soustavy linedrnich rovnic. Rovnice nam budou znézoriiovat

celkovou hmotnost daného ofisku, kde vime, Ze pokud od hmotnosti smési student, turista

a -orient ode¢teme hmotnost smési mix, tak nam vyjde 0.

Rovnice pro hmotnosti kesu ofisktl, pro hmotnost liskovych ofiskil, pro hmotnost mandli:

1

(1) L L
2° 5 2 ¢ 3™ =

2) 1+ %, L = o
2° 5 3™ =

3) 2t + ! ! = 0
5 2° 3™m =

Soustavu tii rovnic o ¢tyfech neznamych zapiSeme pomoci matice.

111 _1ijg\ /t 1 1 _no\ /11 1 _19
2 5 2 3 2 5 2 3 2 5 2 3
1 2 1 1 1 1

EEO_EONOE_E OO~OE_E 00
2 1 1 2 3 1
05z ~3lo/ \O 5 7z —3lo/ \V 0 3 —slo

Matice mame v odstupniovaném tvaru, ale feSeni nam vyjde parametrické, nebot’ mame tii
9 9

nenulové rovnice o ¢tyfech neznamych.

(#)m=d (Z)tzgd

(3)0=§d 2
(1)S:§d
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Zkouska:

(1)12d+15d+12d 1d—O/
29 59 29 3 -
(2)12d+25d 1d—0/
2 9 59 3 N
3) 25d+12d 1d—O/

59 29 3 -

L < y . y . : 2,5, 2
Odpoved’: Smési je potfeba namichat v poméru student : turista : orient, ;d : ;d : ;d,

neboli 2 : 5: 2.

Priklad 1.17: Chcete vyrazit na ptiblizné tydenni dovolenou a hledate nejlevnéjsi zpatecni
letenky. Do srovnavace cen jste zadali jeden vikend jako termin odletu a nasledujici
vikend jako termin navratu. Vysledky vyhledavani cen zpateCnich letenek shrnuje
tabulka. Zkuste ur€it ceny jednosmérnych letenek v jednotlivych dnech.
Predpoklddejme, Ze cena zpateéni letenky je souctem cen piisluSnych dvou

jednosmérnych letenek. Ceny zpate¢nich letenek naleznete v tabulce 1.

Tabulka 1
Ceny zpatecnich letenek
zpét / tam s0 29. 6. ne 30. 6.
50 6.7. 3600 K¢ 3 100 K¢
ne7.7. 4 400 K¢ 3900 K¢

Reseni: Nejprve si informace ze zadani prepiSeme do soustavy linedrnich rovnic, kde kazda

rovnice piedstavuje jednu celkovou cestu.

1) x + X3 = 3600
2) x + x, = 4400
3) X + X3 = 3100
(4) Xy + x, = 3900

Soustavu si zapiSeme pomoci matice.

1 0 1 0]3600 1 0 1 0]3600
1 0 0 1j4400) (0 0O -1 1}800
0 1 1 0J3100 0 1 1 03100
0 1 0 113900 0 1 0 113900
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1 0 1 0]3600 1 0 1 0]3600 1 0 1 0]3600
[0 0 -1 1[800 0 0 -1 1/800 0 1 1 0)3100
0 1 1 0}3100 0 1 1 0/3100 0 0 -1 1800
0 0 -1 11800 0 0 0 Ol O 0 0 0 Ol O
Zpétn¢ dosadime.
X4 =1 x3 = —800+t¢t X, = 3900 — ¢ X, = 4400 — ¢

Odpoved': Ptesné ceny letenek nelze zjistit. Za piredpokladu, Ze letenka stala nejméné 0, tak

ziskame, Ze parametr je v intervalu od 800 az 3900.

Zkouska:
(1) 4400 —t¢ + —-800+t¢ = 3600 V
(2) 4400 -t 4+ t = 4400 V
(3) 3900—t 4+ —-800+t¢t = 3100 V
4 3900 — ¢ + t = 3900 V

Priklad 1.18: V hotelu nabizi 4 stravovaci moznosti.

1. Snidanég, obéd a veceti za 500 K¢.
2. Obeéd, svacinu a velefi za 450 K¢&.
3. Snidani a svacinu za 250 K¢.
4

Snidani, obéd, svacinu a veceii za 600 K¢.
Kolik stoji kazdé jidlo?

Reseni: Informace ze zadani pfepiSeme do soustavy linearnich rovnic, kde kazda neznama

nam urcuje cenu dané¢ho jidla.
X1 ... cena snidané

X, ... cena obéda

X3 ... cena svadiny

X, ... cena vecefe

1D x + x + x, = 500
(2) X, + x3 + x4, = 450
3) x + X3 = 250
4) x + x, + x3 + x, = 600

39



Soustavu linearnich rovnic zapiSeme pomoci matice.

1 1 0 1500\ /1 1 0 1]500
0 1 1 1[450) [0 1 1 1450
1 0 1 0250) |0 -1 1 —1|-250
1 1 1 tleoo/ \o 0o 1 ol100
1 1 0 1500\ /1 1 0 1]500
o 1 1 1/450) (0 1 1 1]450
0 0 2 o0f200) {0 o 2 o0]200
0 0o 1 oltoo/ \o o o olo

Matice je v odstupiiovaném tvaru, takze muzeme dosazovat, protoze mame pouze 3

nenulové rovnice na 4 neznamé, tak za jednu nezndmou budeme muset dosadit parametr t.
X4:t X3:100 X2:350_t X1:200

Reseni zapsat 1 vektorové (xq, x5, x3,x4) = (200,350 — ¢, 100, t)
Odpovéd’: Snidané stoji 200 K¢, svacina 100 K¢. U obé&da a vecete nelze ceny jednozna¢né
urcit; zaviseji na sobé tak, ze jejich soucet je 350 K¢. Za ptedpokladu, Ze jedno jidlo stoji

nejméné 0 K¢, tak ziskame, Ze parametr je v intervalu (0, 350).

Zkouska:
(1) 200 + 350-—t¢ 4+ t = 500 V
(2) 350—t + 100 + t = 450
(3) 200 + 100 = 250 V
(4) 200 + 350—-t + 100 + t = 600 Vv
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Priklad 1.19: Nadrz plna vody ma ¢tyti odtoky. Za jak dlouho se vypusti kazdym odtokem,

pokud vime nasledujici informace?

1. odtokem 1 a 2 soucasn¢, se nadrz vypusti za 5 hodin,
2. odtokem 2 a 3 soucasné, se naddrz vypusti za 6 hodin,
3. odtokem 3 a 4 soucasné, se nadrz vypusti za 8 hodin,
4

. odtokem 1 a 4 soucasn¢, se nadrz vypusti za 4 hodin.

Reseni: Informace ze zadani prepiSeme do soustavy linedrnich rovnic.

Rovnice je zapotiebi prevést na vykonanou préci za jednu hodinu.

1

(1)x+y=g (1)5x+5y=1
(2)y+z=% (2)6y+6z=1
(3)Z+W=% (3)8z+8w =1
(4)x+w=§ (4) 4x + 4w = 1

Upravenou soustavu linearnich rovnic zapiSeme pomoci matice.

5 5 0 0]1 5 5 0 o0 55 0 0]1

0 6 6 01y (0 6 6 0f1}) [0 6 6 0|1

0 0 8 8|1 0 0 8 8]1 0 0 8 8|1

4 0 0 401 0 -20 0 20I1 0 0 60 60114
Ow # 13

Odpoved'’: Tato soustava linearnich rovnic nema feSeni. Z hlediska slovni ulohy to

znamena, ze takova situace realn¢ nemitize nastat.
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Priklad 1.20: VyfesSte chemickou rovnici vyroby trinitrotoluenu:

X C7H8 + y " HN03 —> Z* C7H506N3 +v- Hzo
Reseni: Nejprve si pfepiseme chemickou rovnici do rovnic danych prvki. Vime, ze kvuli
zakonu zachovani hmotnosti, ob¢ strany rovnice musi mit stejny pocet prvki.

(C)7x =7z
(H)8x+y=5z+2v
(N)y =3z
(0)3y=6z+v

Soustavu rovnic upravime do tvaru vhodny na maticovy zapis.

) «x - z = 0
(H) 8 + y — 5z — 2v = 0
(N) y — 3z = 0
(0) 3y — 6z — v = 0
Soustavu pfevedeme do maticového zapisu.
1 0 -1 0|0 1 0 -1 0]0 1 0 =1 0]0
8 1 -5 =210 _(0 1 3 =20} _(0 1 3 =2]0)_
0 1 -3 010 0 1 -3 010 0 0 -6 210
0 3 -6 -1I0 0 3 -6 -1I0 0 0 —-15 510
1 0 -1 0]0 1 0 -1 0]0
/01 3 =210} (0 1 3 -=2/0
0 0 =3 110 0 0 =3 110
0 0 =3 110 0 0 O 010
Matici mame v odstupniovaném tvaru, takze sta¢i jen uz dosadit.
v=t 1 y=t 1
73 ¥=3
Zkouska:
©) ! t . t = 0 v
3 3 B
8 5
(H) 3t + t - gt - 2t = 0 V
(N) t — t = 0 Vv
(0) 3t — 2t — t = 0 V
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Nezndmé mame vyteseny. Dosadime do ptivodni chemické rovnice.

1 1
§'C7H8 + 1'HN03 _>§'C7H506N3 + 1'H20

Ziskali jsme matematické feseni této rovnice, ale v chemické rovnici nelze timto zptisobem
rozebirat molekuly. VSechny molekuly do chemické rovnice ptiddvame pouze v oboru
pfirozenych cisel, takze za parametr dosadime nejmensi ¢islo takové, aby nam vychazela

pouze prirozena ¢isla bez nuly.
t=3

OdeVéd’.' 1- C7H8 + 3 HN03 -1 C7H506N3 + 3 H20
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2 Specialni postupy

V této kapitole si ukdzeme, Ze ackoliv Gaussova eliminace je univerzalni postup, ktery nas
dovede k vysledku u jakékoliv soustavy linearnich rovnic, miizeme narazit na ptipady, kdy

se vyplati vyuzit jiné, specidlni postupy.

Tyto piipady nastavaji asto u specialnich typt soustav: fidkych, binarnich a symetrickych.

Tim rozumime nasledujici:
soustavu nazveme 7idkou, pokud velka ¢ast koeficientt je nula,
soustavu nazveme bindrni, pokud koeficienty nabyvaji pouze hodnot 1 nebo 0,

soustavu nazveme soustava symetrickych rovnic, pokud pro kazdou rovnici plati, ze

permutace nezndmych rovnice nezméni ptedpis rovnice.
Naptiklad rovnice ax + by + cz = d bude symetricka, pokud a = b = c.
Pro lepsi pochopeni si ukdzeme ptiklady téchto matic.

Ridk4 vs. nefidka.

2 0 0 31 2 5 1 31
5 3 0 0]2 vs 5 3 1 8|2
1 0 0 1{8 \1 12 7 1|8
0 0 1 11 2 1 1 111
Binarni vs. nebinarni.
1 1 0 1)1 4 1 0 7|1
1 1 1 02 Vs 1 3 1 02
1 0 0 11 8 0 0 11
0 0 1 114 0 0 5 114
Symetricka vs. nesymetricka.
1 1 0 0|18 1 2 0 0|18
1 0 0 1f23 Vs 1 0 0 1§23
0 1 1 0)47 (0 1 3 0}]47
0 0 1 1152 0 0 1 1152

44



Lze i kombinovat: napf. symetrické a binarni, ale ne fidka:

1 x + vy = 1/10
(2) y + z = 1/12
3) «x + z 1/15

Nebo binarni a fidk4, ale ne symetrickd — Vennovy diagramy.

Zamérn¢ toto neuvadime jako definici, protoze: z¢asti vagni (fidkd, symetrickd), zaroven i

v literatufe nejednoznacné definice napiiklad definice bindrni matice se lisi.

V prvnim podkapitole 2.1 Postupné dosazovani budeme pracovat se soustavou fidkou

a prevazné bindrni, z tohoto divodu je velice efektivni Cisté dosazovaci postup. V druhé

podkapitole 2.2 Vyuziti symetrie soustavy budeme pracovat se soustavou symetrickych

rovnic.
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2.1 Postupné dosazovani

V této kapitole si na specifickych ptikladech porovname metodu postupného dosazovani
s Gaussovou elimina¢ni metodou. Ptiklady v této kapitole jsou vybrany tak aby metoda
postupného dosazovani byla vice efektivni nez Gaussova eliminace. Do této kategorie
spadaji ptiklady, kde po zapsani zadani do matice nam vznikne soustava fidka nebo soustava
fidka binarni.

Veskeré priklady v této kapitole jsou zaméfeny na latku Vennovy diagramy tfi mnozZin,
protoze typicky se jedna o matice fidké a na stfednich Skolach se vétSinou berou spolec¢né
s vyrokovou logikou, kterd ndm da binarni matici. Do této kapitoly by se ale dali naptiklad

zafadit i1 ptiklady na chemické rovnice.

Ptiklad 2.1: je Venniiv diagram vedouci na soustavu osmi rovnic o osmi nezndmych. Jedna
se o priklad soustavy fidké binarni. Tento ptiklad budeme fesit dvéma zpisoby: prvni zpisob

pomoci Gaussovy eliminace a zpétného dosazeni, druhy zplisob pomoci dosazovaci metody.

Ptiklad 2.2: podobné jako ptfedchozi piiklad, tak se jednd Vennlv diagram vedouci na
soustavu osmi rovnic o osmi neznamych. Také se jedna se o piiklad soustavy fidké binérni.
Tento ptiklad budeme opét fesit dvéma zplisoby: prvni zptisob pomoci Gaussovy eliminace
a zpétného dosazeni, druhy zpiisob pomoci dosazovaci metody. Oproti ptredchozimu
ptikladu je tento ptiklad zajimavy tim, ze za podminky vysledkid v oboru celych
nezapornych ¢isel 1ze ptiklad fesit bez pouZiti jedné rovnice a tim se dostaneme na soustavu

sedmi rovnic o 8 neznamych s jednoznacnym feSenim v daném ciselném oboru.

Piiklad 2.3: je Vennliv diagram vedouci na soustavu osmi rovnic o 8 nezndmych. V tomto
ptikladu se jednd o soustavu fidkou nebinarni, z tohoto diivodu dosazovaci metoda tak
efektivni. V feSeni budeme pouZzivat metodu dosazovaci, tim si zmenSime soustavu a poté

vyuzijeme Gaussovu eliminaci.
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Priklad 2.1: Ve tiid¢ pfi Ctvrtletni pisemné praci z matematiky byly zadany tfi ptiklady.
Trteti piiklad vytesilo 17 zakl a kazdy ze zbyvajicich priklada vyiesilo 19 zakl. Dva zaci
ze tfidy nevyftesili zadny ptiklad, vSechny tii piiklady vyfeSilo 8 zaka. Prvni 1 druhy
ptiklad vyftesilo 13 zaku, prvni i tfeti ptiklad 10 zaka. Druhy nebo tieti ptiklad vytesilo
22 zakl. Vypoctéte:

a) Kolik zaki vyiesilo druhy 1 tfeti priklad?
b) Kolik zaki psalo ¢tvrtletni praci?

¢) Kolik zakii mélo vytfeSeny pouze jeden piiklad?

Na tomto ptikladu si porovname dvé z moznych feseni této soustavy. V prvni feseni
budeme pouzivat Gaussovu elimina¢ni metodu a zpétné dosazovani. V druhém feseni
budeme pouZzivat pouze dosazovaci metodu. Nejprve si pomoci Vennova diagramu ur¢ime,

co dané neznadma reprezentuje. (viz obr. 1)

Obrazek 1: Vennilv diagram pro ujasnéni reprezentace neznamych

—

Reseni 1: Zadani si zapiSeme pomoci soustavy linearnich rovnic.

1) a + b + ¢ + d = 19
(2) b + ¢ + e + f = 19
3) c + d + f + g = 17
(4) h = 2
(5) c = 8
(6) b + ¢ = 13
(7) c + d = 10
(8) b + ¢ + d + e + f + g = 22
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Soustavu linearnich rovnic si zapiSeme maticové a upravime na odstupfiovany tvar.

SRR
O OO OO OO
SO —H OO OO
O = OO O OC
O = O O O OO
O OO O
o O
o O O OO
O O OO O OO
R
S OO H OO OO
OO+ OO OO
SO O OO
S —H OO O OO
O O OO
o e O v e
OO O O
— O O O OO OO

SR oE[mown
Sococococo o
cooco OO
ocHOoOOHAO HO
o-HoooOoHO
0O A A HO O
- O OO
~——Hooococoo
—“—ococoococoo
AT o RS«
Soococococ o«
co-Hoo oo
0101_AOlOO
0101_AOOOO
O OO H O
OO ™ O
“—Hooocooo
—“—ocococococoo

ST o~ — O~
Socococooc oA
cooco-w—HOO
cHoo—-Ho—HoO
oc-Hoocoo o
oo -HoooOo
" Hooocoo
o ooocoo
—“—ooooocoo
S lowanuomon T onor~ N
SocococococoH SCoocoocoo o o
CoocoHHOO CoOO0O0O-H—HO
OCHoOoOHO—HO O-HOoOOHA—OO
OCHoO0O0OO0OHO OHOOHOOO
00O HHHOO HOoOOHOOOO
- HHOO0OO00O HHHOOOOO
A HOO0OO0O000O HHOOOOOO
0000000 WoOOoOOoOOOOO

Matice je v odstupfiovaném tvaru. Zpétné dosadime.

5)e+6=6 (2)b+8+6=19

(8)h=2

(2)b=5

(5)e=0

Mg=1

(Da+5+8+2=19

(4)d=2
(1D a

6 f+1=7

=4

(3)c=8

6)f=6
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Reseni 2:

1 a + b + ¢ + d = 19
(2) b + ¢ + e + f = 19
3) c + d + f + g = 17
4 h = 2
(5) c = 8
(6) b + ¢ = 13
(7) c + d = 10
(8) b + ¢c +d + e + f + g = 22

Ze zadani mame vyteSenou 4. a 5. rovnici, mizeme si taky v§imnou, ze 6. a 7. dvé nezname,
kde jedna z nich je nezndmou c, ktera je jiz vyfeSena v 5. rovnici. Po dosazeni hodnoty nezna

¢, ziskame 1 hodnoty nezndmé b a d.

4 h=2 (5)c=8
(6)b+c=13 (6)b+8=13 (6)b=5
(MDc+d=10 (7)d+8=10 (7)d =2

Postupnym dosazovanim ziskame i zbylé neznamé.

MDa+b+c+d=19 (Da+5+8+2=19 1a=4
B)c+d+f+g=17 B)f+g+8+2=17 G f+g=7
8)b+c+d+e+f+g=22 (8)5+8+2+e+7=22 (8)e=0
(Q)b+c+e+f=19 (2)f+5+8+0=19 ) f=6
B)c+d+f+g=17 (3)6+g+8+2=17 3)g=1
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Veskeré vysledky zapiSeme pomoci Vennova diagramu. (viz obr. 2)

1.
2
2. 3.
Obrazek 2: Vysledky zapsané do Vennova diagramu
Zkouska:
M 4 + 5 + 8 + 2 = 19
(2) 5 + 8 + 0 + 6 = 19
(3) 8 + 2 + 6 + 1 = 17
4 2 = 2
(6) 5 + 8 = 13
(7) 8 + 2 = 10
(8) 5 + 8 + 2 + 0 4+ 6 + 1 = 22
Odpoved’:

a) Kolik 4kt vyfesilo druhy i treti piiklad?
c+f=8+6=14

b) Kolik zaki psalo ctvrtletni praci?
at+b+c+d+e+f+g+h=4+5+8+2+0+6+1+2=28

¢) Kolik zaki mélo vyteseny pouze jeden piiklad?

ate+g=4+0+1=5
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Priklad 2.2: Triicet Sest studentli bylo dotazovdno ohledné¢ znalosti francouzstiny,
Spanélstiny a némciny. Zjistili jste, Zze: Jedenadvacet studenti ovlada pouze jeden jazyk,
pravé dva jazyky pak 11 studenti. Ctrnact umi némecky, ale Zadny z nich neumi
souCasn¢ i Spanélsky. Pouze Span€lsky mluvi ¢tyfi studenti. Ani némecky ani
francouzsky neumi 8 lidi. Alespoil jednim romanskym jazykem se domluvi 23 osob.
Urcete pocty studentll v kazdé kombinaci téchto 3 jazykid. VyfeSte soustavu, ktera

reprezentuje zadani.

Na tomto ptikladu si porovname dvé z moznych feSeni této soustavy. V prvni feseni
budeme pouzivat Gaussovu elimina¢ni metodu a zpétné dosazovani. V druhém feseni
budeme pouzivat pouze dosazovaci metodu. Nejprve si pomoci Vennova diagramu ur¢ime,

co dané neznadma reprezentuje. (viz obr. 3)

Francouzsky

Spanélsky N&mecky

Obrazek 3: Vennilv diagram pro ujasnéni reprezentace neznamych

Reseni 1: Zadani si zapiSeme pomoci soustavy linearnich rovnic.

1 a + b + ¢c +d + e + f + g + h = 36
2 a + b + = 21
(3) d + e + f = 11
(4) c + e = 14
(5) f + g = 0
(6) b = 4
(7) b + h = 8
B8 a + b + d + e + f + g = 23
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Soustavu linearnich rovnic si zapiSeme maticové a upravime na odstupfiovany tvar.

1111111138 ,»A1 1 1 1 1 1 136
111000001y 00 0 -1 -1 -1 -1 -1[-15
0001110011 |00 0 1 1 1 0 of11
001010004 |00 1 0 1 0 0 0|14 |_
0000011 00 00 0 0 0 1 1 o0fo0
0100000 04 01 0 0 0 0 0 O0f4
0100000 18 o1 0 0 0 0 0 18
1101111022 %o -10 0o o o -1-13
11 1 1111 136 1111111 136
00 0 1111 1][15 000111 1 115
00 0 1110 011 0000O0O0T1 1[4
oo 1 0100 0|14 [00 10100 o0f14]_
00 0 0011 0[O0 00000T1T1 0]0
01 0 0000 Of4 0100000 0|4
00 0 0000 14 000010 0 —11
00 -10000 -1-13 Y 000000 14
1111111 136
0100000 0|4
0010100 0|4
Jooo 1111 115
000010 0 —11
00000T1T1 0]0
00000O0T1 1|4
000000O0TO0 14

Béhem postupu bylo provedeno vice krokti béhem jedné Gpravy. Zde je jejich vypis.
V prvni upravé od 2. fadku a 8. fadku odecteme 1. fadek.

V druhé tpravé 2. fadek vynésobime- —1 a od 7. fadku odecteme 6. fadek.

V tieti Gprave od 3. fadku odecteme druhy fadek, pak treti fadek vynasobime —1, k 8. fadku

pfi¢teme fadek 4. a nakonec prohodime 7. a 8. fadek.

V ¢tvrté Gpraveé jsme pomoci prohazovani fadk matici upravili do odstupfiovaného tvaru.
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Matice je v odstupiiovaném tvaru. Zpétné dosadime.

B8)h=4

() g=0

6 f=0

5)e=1+4
e=5

(4)d=15-5—-4
d=6

3)c=14-5
c=9

2)b=4

(1)a=36—-4—-9-6-5—-4
a=8

Poznamka: Z divodu prohazovani tadkil, se potadi rovnic v soustavé oproti potadi fadki

matice 1i8i. Cislovani odpovida fadkiim matice.

ReSeni 2:
1D a + b + ¢c +d + e + f + g + h = 36
2) a + b + = 21
(3) d + e + f = 11
(4) c + e = 14
(5) f+ g = 0
(6) b = 4
(7) b + h = 8
B8 a + b + d + e + f + g = 23

Pokud bereme v potaz, Ze se jedna o slovni tlohu, kde nezndmé jsou v oboru nezapornych
celych Cisel, tak z paté rovnice mizeme vypocitat rovnou dvé hodnoty neznamych. Z Sesté
rovnice jiZz zndme hodnotu neznamé b. Po dosazeni hodnoty nezndmé b Lehce 1ze dopocitat

1 sedmou rovnici.

G)f=0
(5)g=0
(6) b =4
(Dh=4

Do zbylych rovnic tyto hodnoty neznamych dosadime.
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1) a + b + ¢ + d + e = 32

(2) a + c = 17
(3) d + e = 11
4) c + e = 14
(8) a + d + e = 19

Muzeme si vSimnout, Ze pokud odecteme tfeti fddek od osmého, tak dostaneme rovnou

neznamou a.

Ba+d+e=19 4)c+e=14
a=17 e=4
2)a+c=17 B)d+e=11
c=10 d=7

V celém postupu jsme nepouzili prvni rovnice, u které si mizeme povSimnout, Ze po
dosazeni vysledkli ndm v ni vyjde 32 = 32, ¢imz potvrzuje spravnost vysledku. Mizeme si
klast otazku co by se stalo, kdyby tato rovnice nebyla v zadani. V tomto piipadé by se
jednalo o soustavu sedmi rovnic o 8 nezndmych, kde by nam vyslo parametrické feseni, ale
v oboru celych nezépornych ¢isel by bylo mozné pouze jedno feSeni.

Zkouska:

() 7 + 4 + 10 + 7 + 4 + 0 + 0 + 4 = 36
2 7 + 4 + 10 = 21 /
(3) 7 + 4 + 0 = 11 v
4) 10 + 4 = 14 v
(5) 0 + 0 = 0 v
(6) 4 = 4 v
(7) 4 + 4 = 8
8 7 + 4 + 7 + 4 4+ 0 4+ 0 = 23 /

54



Piiklad 2.3: Tricet studentll bylo dotazovano ohledné znalosti francouzstiny, anglictiny
anémciny. Zjistili jste, ze: Pravé jeden jazyk ovlada 16 student. Pravé dva jazyky
ovlada 9 studentli. Vice nez jeden jazyk ovlada 11 studenti. 12 studentd neumi anglicky
ani francouzsky. Pouze francouzsky umi stejné lidi jako tfemi jazyky. Némecky umi
dvakrat tolik co anglicky. Francouzsky neumi dvakrat tolik studentd, nez francouzsky
umi. Urcete pocty studentti v kazdé kombinaci téchto 3 jazyka. Vyfeste soustavu, ktera

reprezentuje zadani.

Reseni: Nejprve si pomoci Vennova diagramu ur¢ime, co dand neznama reprezentuje.

(viz obr. 4)

Anglicky h

NE""ECK Francouzsky

Obrazek 4: Vennilv diagram pro ujasnéni reprezentace neznamych

Zadani si zapiSeme pomoci soustavy linearnich rovnic.

(Da+b+c+d+e+f+g+h=30
2)a+b+c=16
B)d+e+f=9
4d+e+f+g=11
B)b+h=12
6)g=c
(7)2a+2d+2g+e=b+d+f+g
8)2c+2e+2f+29g=a+b+d+h

55



Soustavu upravime na tvar vhodny pro maticovy zapis.

1 a +
2 a +
(3)
(4)
(5)
(6)
(7) 2a -
8 —-a -

Prestoze tento piiklad je na Vennovy diagramy, tak v této uloze se nejedna o soustavu
binarni, ani to neni soustava n¢jak vyznamné fidka. Piesto u téchto velkych soustav je
vhodné se kouknout na fadky, které obsahuji podobnou sadu neznamych naptiklad ze tietiho

a ¢tvrtého radku, 1ze jednoduse zjistit neznamou g, pomoci které pak jednoduse zjistime i

neznamou

C.

b
b

+
_.|_

+ 2c

c

+ d +

d +
d +

+ d +
—d + 2e

Hodnoty dosadime do zbylych rovnic,

(1)
(2)
(3)
(5)
(7)
(8)

a
a

_.|_
+

ZapiSeme pomoci matice.

N O O

OO OO O

R O R O R

e

e

(4)g =2
(6)c=2
b + d + e
b
d + e
b
b + d + e
b — d + 2e
1 1726 1
0 0|14 0
1 0|9 | |0
0 1(12 1
1 0]-2 2
2 -—1!-8 -1
0 0714 1
0 1112 0
1 019 [_|O
1 112 0
1 0]-30 0
2 -1l 6 0
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Matice je v odstupiiovaném tvaru, budeme pokracovat dosazovaci metodou. Cislovani

OO OO O

~

S O O

SO OO KK

0
0

[l e R )

[N eNel =)
Woor oo

SO O R
SO R OO

0 0 O

WE= o= Oo

-1

W ook oo

W= O = O

7

)\

(=N elNololl

S OO R

0

S OO Rr OO

SO Ok, OO

o R OO

wWo ok oo

W o oo

0

W= o = 0o

N W o —m O

1

14
12
9
3
-3
15
14
12
9
-3

21/
3

rovnic opét nebude odpovidat ocislovani ze zadani, protoZe jsem prohazovali fadky.

Zkouska:

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

O

+ 2
+ 2

2
+ 2-2

(6)h=3
G)f=0
4)e=6
3)d=3
2)b=9
(1)a=5
+ 6
+ 6
+ 6
+ 6
+ 2-6
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2.2 VyuZziti symetrie soustavy

V této kapitole budeme pracovat se symetrickymi rovnicemi. U téchto soustav si miizeme
vypocet Casto zjednodusit pomoci secteni vSech koeficientli. Pokud se jedna o soustavu
bindrni a soucty vSech koeficientld jsou si rovny, tak muizeme jednoduse zjistil zbylé
nezname.

V lineérni algebie se mlzete potkat s pojmem symetrickd matice tento pojem je ale odlisSny
od pojmu soustava symetrickych rovnic v této praci se s pojmem symetricky matice

nesetkame.

Ptiklad 2.4: je zaméfen na s€itaci arithmogony a je vhodny uvést jako prvni ptiklad, nebot’
postup Ize aplikovat na libovolné velky arithmogon a tim se stdva univerzalnim rychlim
postupem pro feseni téchto piikladi. Uvedeme si zde dva postupy, abychom mohli porovnat
Gaussovu eliminaci s postupem vyuZiti symetrie. ZkouSku nebudeme provadét béznym

zpisobem, ale po doplnéni hodnot arithmogonu zkouska spravnosti je pomérné jasna.

Priklad 2.5: je z kapitoly 1.2.3 Spole¢na prace. Jedna se o priklad na vypousténi bazénu.
V tomto piikladé si uvedeme pouze postup vyuzivajici symetrie a zkouSky spravnosti

ptikladu.

Ptiklad 2.6: je zkapitoly 1.3 Soustavy bez jednoznacného teSeni. Jedna se o piiklad
zametujici na vypocet cen letenek, kde vysledkem je parametrické feSeni. V tomto ptiklade
si uvedeme pouze postup vyuzivajici symetrie a zkousky spravnosti vysledkil zde jiz
Ptiklad 2.7: je zkapitoly 1.3 Soustavy bez jednoznacného teSeni. Jedna se o piiklad

zamétujici na vypocet cen jidel v hotelu, kde vysledek je parametricky, ale pouze dvé

neznamé mame zavislé na parametru. V tomto ptikladé si uvedeme pouze postup vyuzivajici

P

v pfechozim postupu tohoto piikladu.
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Priklad 2.4: Vyfeste nasledujici arithmogony. (viz obr. 5)

Ky b 5D P
fao  bad Bud

Obrazek 5: Zadani arithmogont

a) Arithmogon lze reprezentovat pomoci soustavy:

1) a + b = 38
(2) b + ¢ = 21
(3) a + ¢ = 63
Reseni 1 Prevedeme na maticovy zapis.
1 1 0/38 1 1 0]38 1 1 0/38 1 1 0|38
1 0 1/63)~({0 -1 1|25]~10 -1 1f25|~(0 -1 1|25
0 1 121 0 1 121 0 0 2l46 0 0 1123

DofteSime soustavu pomoci zpétného dosazeni.

(3) ¢ = 23
(2)b = —2
(1) a =40

ReSeni 2: Nyni se zaméFime na koeficienty danych neznamych a miizeme si povsimnout, Ze
v soustavé je kazda neznama praveé dvakrat, takze po secteni vSech rovnic ziskdme rovnici:
2a+2b+ 2c =122

Rovnice 1ze upravit do tvaru:

a+b+c=61
Sice nezndme hodnoty 74dné z nezndmych, ale zndme hodnotu vSech souctl dvou
neznamych. Kdyz tyto soucty odecteme od rovnice a + b + ¢ = 61, tak zjistime hodnotu
zbylé neznamé.

(3)c =23 (2)b=-2 (1) a = 40
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b) Arithmogon lze reprezentovat pomoci soustavy:

() a + b = 18
(2) b + ¢ = 23
(3) c + d = 52
4) a + d 47

Reseni 1: Pfevedeme na maticovy zapis.

1 1 0 0|18 1 1 0 0]18 1 1 0 0}]18 1 1 0 0]18
100 1123} (0 -1 0 15} _(0 -1 0 15| (1 0 0 1)23
0 1 1 0}47 0 1 1 047 0 0 1 1|52 0 0 1 1j|52
0 0 1 1152 0 0 1 1152 0 0 1 1I52 0O 0 0 010

4)d=t

(3)c=52—-t

2)b=t-5

(Da=23-t

Reseni 2: Nyni se zaméfime na koeficienty danych neznamych a mizeme si povSimnout,
ze v soustave je kazda neznama praveé dvakrat, takze po secteni vSech rovnic a ziskame

rovnici:
2a+ 2b + 2c + 2d = 140

Rovnice lze upravit do tvaru:

a+b+c+d=70

Tento ptiklad ale bude vychéazet parametricky, protoZe opét zname soucet dvojic po sobé
jdoucich nezndmych, ale neznadme soucet Zadné trojice. Pokud, ale za jednu z neznamych

dosadime parametr, tak ziskame tvar:

d=t
a+b+c=70—-t

Nyni se jedna o podobny pfiklad jako u piechoziho arithmogonu. Stejnym postupem

dokézeme dopocitat zbylé nezndmé:

c=52—-t b=t—-5 a=23—-t
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¢) Arithmogon lze reprezentovat pomoci soustavy:

1 a + b = -5
(2) b + ¢ = —4
3) c + d = =2
4 d + e = —-10
(5) a + e 1
Reseni 1: Pievedeme na maticovy zapis.
1 1 0 0 0]-5 1 1 0 0 07-5 1 1 0 0 07-5
1 0 0 0 1] 1 0 -1 0 0 1] 6 0 -1 0 0 1] 6
0110 0—-4(f~l0 1 1 0 O0-41|~]0 0 1 0 12 [~
\00110—2 00110—2/\00110—2/
0 0 0 1 1l-10 0 0 0 1 1!-10 0 0 0 1 1'-10
1 1 0 0 0775 1 1 0 0 05 1 1 0 0 O
0 -1 0 0 1| 6 0 -1 0 0 1|6 0 -1 0 0 1
~fo 0 10 1|2 |~l0 O 1 0 1|2 |~|0 0 1 0 1
\0001—1—4/ 0001—1—4/ \0001—1
0 0 0 1 1!-10 0 0 0 0 2I-6 0 0 0 0 1
Dotesime soustavu pomoci zpétného dosazeni.
(5)e=-3 2)b=-9
4)d=-7 (Da=4

(3)c=5
Reseni 2: Nyni se zamé&fime na koeficienty danych nezndmych a mliZeme si povSimnout,
ze v soustave je kazda neznama praveé dvakrat, takZe po secteni vSech rovnic a ziskame

rovnici:
2a+2b+ 2c+ 2d + 2e = —20

Rovnice lze upravit do tvaru:

a+b+c+d+e=-10

Sice v tomto piiklade opét zndme pouze soucty dvou nezndmych, ale pokud tuto hodnotu
dosadime do nasi rovnice, tak ziskdme rovnici o tfech neznamych, kde stejné jako
v prvnim arithmogonu mizeme dal§im dosazenim ziskat hodnotu pravé jedné nezndmé,

pokud toto provedeme u vSech neznamych, tak dostaneme vysledky.
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e=-3
= -7
c=
=-9
a=4
Poznamka: Mzeme si povSimnout, ze toto plati u vSech arithmogonti, které maji lichy pocet

neznamych.

Odpoved’: Vysledky zapiseme do arithmogonu. (viz obr. 6)

©

10 23;5, 18 1\5-5 1 -5

Q
63 38 23 47

-10 -4

Obrazek 6: Vysledky arithmogont
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Priklad 2.5: Nadrz plna vody ma tfi odtoky. Za jak dlouho se vypusti kazdym odtokem
zv1ast? Zname nasledujici informace: odtokem 1 a 2 soucasné za 10 hodin, odtokem 2 a
3 soucasné se nadrz vypusti za 5 hodin, odtokem 1 a 3 soucasn¢ se nadrz vypusti za 2

hodiny.

Reseni: Zadani si pfevedeme na vykonanou préci za jednu hodinu a zapiseme ji do soustavy

rovnic.
1 x + y = 01
(2) y + z = 02
3) «x + z = 05

Po secteni a Gipraveé vSech rovnic lze ziskat tvar:
x+y+z=04

Podobné jako u arithmogonli zname soucty hodnot kazdé mozné dvojice neznamych.

Z tohoto ziskame:

pii odecteni prvni rovnice  z = 0,3,

pii odecteni druhé rovnice x = 0,2,

pfi odecteni tfeti rovnice y =-0,1.

Vysledky pievedeme z vykonané prace za jednu hodinu zpét na dobu napusténi celého

bazénu.

= = — 10
v; =5 12 10 by = »

Odpoveéd'’: Prvnim ptitokem se napusti za 3 hodiny a 20 minut, druhy se nenapusti nikdy a

tietim za 5 hodin.

63



Priklad 2.6: Chcete vyrazit na piiblizné€ tydenni dovolenou a hledate nejlevnéjsi zpatecni
letenky. Do srovnavace cen jste zadali jeden vikend jako termin odletu a nasledujici
vikend jako termin ndvratu. Vysledky vyhledavani cen zpatecnich letenek shrnuje
tabulka. Zkuste wurCit ceny jednosmérnych letenek v jednotlivych dnech.
Predpokladejme, Ze cena zpatecni letenky je souftem cen piislusSnych dvou

jednosmérnych letenek. Ceny zpateCnich letenek naleznete v tabulce 2.

Tabulka 2

Ceny zpatecnich letenek

Zpét / tam s0 29. 6. ne 30. 6.
0 6.7. 3600 K¢ 3 100 K¢
ne7.7. 4 400 K¢ 3900 K¢

Reseni: Nejprve si informace ze zadani pfepiSeme do soustavy linearnich rovnic, kde kazda

rovnice pfedstavuje jednu celkovou cestu.

1) x + X3 = 3600
2) x + x, = 4400
3) X + X3 = 3100
(4) Xy + x, = 3900

Po secteni a Gprave vSech rovnic lze ziskat tvar:
X1 + x5 + x3 + x4 = 7500

Znadme hodnoty souctu Ctyt dvojit neznamych, ale vZzdycky ndm dvé neznamé zbydou.

Dosadime za jednu nezndmou parametr t.
x1+x2+X3 = 7500_t
Zname soulty x4 + x3 = 3600, x, + x3 = 3100

x, = 4400 —t x, = 3900 — t

Hodnoty dosadime do rovnice a dopocitame posledni neznamou.

X3 = 800 — ¢
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Odpoved'’: Ptesné ceny letenek nelze zjistit. Za ptredpokladu, ze letenka stala nejméné 0, tak

ziskame, Ze parametr je v intervalu od 800 az 3900.
Priklad 2.7: 'V hotelu nabizi 4 stravovaci moZznosti.
1. Snidanég, obéd a vecefi za 500 korun.
2. Obeéd, svacinu a velefi za 450 korun.
3. Snidani a svacinu za 250 korun.
4. Snidani, obéd, svacinu a veceii za 600 korun.
Kolik stoji kazd¢ jidlo?

Reseni: Zadani si zapiSeme pomoci soustavy rovnic

1 x + vy + u = 500
(2) y + z + u = 450
3) «x + z = 250
4 x + v + z + u = 600

Pii seéteni vSech rovnic ziskame tvar:

3x + 3y + 3z + 3u = 1800
Tento tvar lze upravit na tvar:

x+y+z+u=600

Po odeéteni 1. a 2. rovnice ziskame neznamé
z =100
x = 150

Po dosazeni hodnot téchto dvou neznamych do rovnic ziskdvdme soustavu:

1 y + u = 350
2 y + u = 350
(3) 0 = 0

4 y + u = 350

Soustava se sklada ze 3 stejnych rovnic a jedné nulové rovnice. Tato soustava mé pouze

jednu rovnici s informaéni hodnotou, z tohoto divodu budeme muset dosadit parametr.

u=t
y=350—-t¢t
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Odpoved’: Ptesné ceny obéda a vecete nelze zjistit. Za predpokladu, ze jedno jidlo stalo
nejméne 0, tak ziskame, ze parametr je v intervalu (0, 350), snidan¢ stala 200 K¢ a svacina

stala 100 K¢.
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3 Specialni postupy pro reSeni reguliarnich soustav

V této kapitole si piedstavime dva specidlni vysokoskolské postupy pro feSeni regularnich
soustav neboli soustav o stejném poctu rovnic a neznamych s pravé jednim feSenim. Tyto
postupy nam ptedstavi dulezité pojmy jako je determinant a inverzni matice. Teorie, které

aplikaci.

Tato kapitola je rozdélend do dvou podkapitol. V prvni podkapitole se budeme vénovat
Cramerovu pravidlu a vypoctu determinantu pro ¢tvercové matice o 2 a 3 rovnicich, pro vétsi
soustavy je vypocet determinantu az moc slozity k efektivnimu feSeni soustav linedrnich
rovnic. V druhé podkapitole se budeme vénovat postupu feseni soustav pomoci inverzni
matice. Uk4zeme si, jak najit inverzni matici a jak pomoci inverzni matice zjistit vysledek

soustavy.
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3.1 Cramerovo pravidlo

V této kapitole si nejprve pokusime najit obecné feSeni ¢tvercové matice o dvou neznamych,
bez pouziti determinantu a poté ho porovname se vzorcem Cramerovo pravidlo pro
¢tvercovou matici o dvou neznamych. Uk4azeme si metodu pro vypocet determinantu pro

matici o dvou neznamych a matici o tfech neznamych, pro matice o ¢tyfech neznamych a

vvvvvv

V této kapitole si taky ukazeme, jak aplikovat Cramerovo pravidlo na ptikladech. S ptiklady
v této kapitole jsem se jiz setkali v pfechozich kapitolach z tohoto ditvodu zde jiz nebudeme

provadét zkousku spravnosti.

Piiklad 3.1: naleznete i v kapitole 1.1.1 Uvodni tlohy. Tento piiklad ze statni maturitni
zkousky budeme fesit vysokoskolskym zptisobem. Na uvod této kapitoly je vhodny svoji

jednoduchosti, nebot’ se jedna o soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych.

Piiklad 3.2: naleznete 1 v kapitole 1.2.1 Smési. Pfiklad zaméfen na zjisténi ceny masa.

Ptiklad je na soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

Ptiklad 3.3: naleznete i v kapitole 1.2.1 Smési. Piiklad zamétfen na michani riznych smési
ofiskl k vytvoreni nové smési. Na tomto ptiklad¢ aplikujeme Sarrusovo pravidlo, nebot’ se

jedna o soustavu tif rovnic o tfech neznamych.
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Nejprve se zamyslime nad obecnym feSenim ¢tvercové matice o dvou neznamych. Abychom

v matici nemuseli poté zpétn¢ dosazovat, pouzijeme Gaussovo-Jordanovu metodu.

1 aiz| kg 1 a2 kq
a1n Qg2 kl . a11)|Qa1 | aiy ai .
a1 Axlk, 1 %221k 0 %zz2_%az2({kp; ki
az1lazq azi ai1lazq aq
k
a1z i 1 ai; k4
1 == — —_—
ai
~ aiq ~ a1 Ay ~

kaaq11—kq1az1
S —— 0 ay1a;; —aq2a21lkya., — kyay,
A11022—012021

ki a1z kaaii1—kKiap; k1a35—Kza45

- 1 Ofau 11 411022~ 012021 | 1 Ofaiiaz2—aizaz1
0 1 kzai11—kiaz1 0 1| k2011—K1a21
a11a22—0A12021 a11022—0A12021

kiaz; — kyaq,

X1 =
110323 — Q1203

k;aq1 — kiay,

A11Q22 — Q12021
Nyni si ukdzeme definici Cramerova pravidla a vypocet determinantu pro matici o dvou
neznamych.
Definice 3.1. Necht A = (al]...|an) je regularni matice fadunaj € {1,2,...,n}. Pak
Jj-ta slozka vektoru feSeni x = (xq,X,,...,Xxy) soustavy Ax = b je

det(4))
X;i = ,
7 det(A4)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-t¢ho sloupce vektorem b, tj. 4; =

(aq]az| ... |laj_1|b|aji1] ... |ay). (Barto & Tima, 2023, s. 232)

R ST S | )
Pokud mame obecnou soustavu (A|b) = a:21 a:ZZ a?n b,z
n1 Qpz  *° Qnplb,
Qi1 0 Qgj-1 Qg5 Qgj41 0 i
det(A) = a:21 aZ{—l a:Zj a2{+1 a?n
An1 = Qpj—1 Qnj Qpjy1 *° Apn
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Pro vypocet det(4;), tak nahradime j-ty fadek pravou stranou této soustavy.

ai; o Qgj-1 b, A1j41 0 QAip

Azr = Qzj_1 by azjy  a
det(Aj ) =1 . J . J . o

An1  ** Qnj—1 bn Anj+1 " Ann

Pokud ma neznama x; prave jedno feSeni, tak vypoctem determinantu dostaneme jeji
ptesnou hodnotu.

det(Aj)
det(4)’

Ze vzorecku, presngji z Casti x; = muzeme vidét, ze ve jmenovateli mame

determinant matice, ktery se nesmi rovnat nule. Z tohoto vypliva, ze Cramerovo pravidlo

muzeme pouzit pouze u matic, kde det(4) # 0.

Ctvercova matice je regularni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0. (Barto & Tama, 2023, s. 236)
Matice A je regularni praveé kdyz soustava Ax = b ma prave jedno feseni pro kazdou pravou

stranu b. (Barto & Ttima, 2023, s. 124)

Z odvozeni obecné soustavy pro matici o dvou neznamych jiz vime, ze feSeni vypada

nasledovné.
kiaz, — kpaq,
X1 =
A11022 — Q12021
. , . det(4;) . .
Z Cramerova pravidla taky vime, Ze x; = deta) takze det(4) = a,,a,, — a,,a,4, neboli

vynasobena hlavni diagonaéla, od které¢ odecteme vyndsobenou vedlejsi diagonalu.

Jesté si ukaZeme Sarrusovo pravidlo, které 1ze vyuZit k jednoduchému vypoctu determinantu

pro ¢tvercovou matici o tfech neznamych bez znalosti definice determinantu.

Pro ¢tvercovou matici o tfech nezndmych determinant Ize vypocitdme nasledovné:

a;; Aaqp Qi3
A=|az1 0ap; Qs
asz; dzz; dsz

a1 Q12 Qg3
det(A) = |21 Az2 ag3| =
az; dszp dasz

= Q11032033 T 021032013 T A31012023 — A13022031 — A23032011 — A33012021
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Pro lepsi ptredstavu tvorby téchto souctii si ukdZzeme obrazek, ktery Sarrusovo pravidlo

znazornuje.
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Priklad 3.1: Na stole jsou dvé hromadky minci. Obé obsahuji pouze pétikorunové a
dvoukorunové mince. Prvni hromadka s 32 mincemi obsahuje pétinu vSech
petikorunovych minci a polovinu vSech dvoukorunovych minci. Druhd hromédka

obsahuje 68 minci. Jaka je hodnota vSech minci dohromady?

Reseni: PrepiSeme zadani do soustavy linearnich rovnic. Ozna¢ime nezndmé: x; piedstavuje

celkovy pocet pétikorun a x, celkovy pocet dvoukorun.

W iprlia=32
sPT3%7

@) 2 tid=es
sPT3%7

Zapiseme pomoci matice.

(S, I,

Nyni budeme vypocitavat hodnoty neznamych pomoci Cramerova pravidla.

_ det(4;)
1= et(4)
_ det(4,)
*2 = Get(4)

Jak jsme si jiz v kapitole Chyba! Nenalezen zdroj odkazii. Chyba! Nenalezen zdroj od
kazi. nastinili, tak budeme potiebovat vytvofit matice A; a A,. Tyto matice vytvoiime

pomoci zdmény sloupce pravé strany se sloupcem nezndmé, které chceme zjistit hodnotu.

32

ul|l v U1 =
N| RN -
~
=Y
Il
N =N =

68

Ul B Ul| =

Vypocteme determinanty téchto tfi matic.
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1 1
T 5 11 41 3
5 2
1
32 5 1 1
det(4,) = 1|=32-5-68-5=-18
68 —
2
1
s 32 1 4
det(4z) = [} = 68-2-32=-12
z 68

Nyni dopocitame hodnoty neznamych x; a x,.

_det(a) _ 18 _
1T et T 2
10
det(4d,) —12
27 Get(a) T _ 2

10

Mame 60 pétikorun a 40 dvoukorun.

60-5+40-2 =380
Odpoved’: Celkova hodnota minci je 380 korun.
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Priklad 3.2: 'V obchod¢ prodavali dva druhy mletych smési. Prvni druh obsahoval 70 %
hovéziho a 30 % vepfového masa a stal 160 K¢/kg, druhy byl namichan v poméru 2 ku

3 a stal 130 Kc¢/kg. Kolik korun by mél stat kilogram ¢istého hovéziho a kolik korun

kilogram ¢istého veptového?

ResSeni: Zadani si piepiseme do soustavy linearnich rovnic. Diilezité je si uvédomit, ze 2 : 3
je jinymi slovy 40 % a 60 %.

.(1) 0,7x; + 0,3x, = 160
(2) 0,4x1 + 0,6x2 =130
Tuto soustavu pifevedeme na maticovy zapis.

(o 0eliso)

Nyni budeme vypocitavat hodnoty nezndmych pomoci Cramerova pravidla.

_ det(4;)
1= et(4)
_ det(4y)
*2 = det(4)

Vypocitame si hodnoty vSech tfi determinanti.

0,7

det(4) = |,y 8'2| =0,7-0,6—04-0,3=0,3

det(4,) = Hgg 8’2| =160-0,6 — 130 0,3 = 57

det(4,) = |g'é7L 1gg| =0,7-130 — 0,4 - 160 = 27

Dosadime do vzorce.

_der(Ay) 57 _
1= Get(a) 03
det(A 27
_dettd) 27

*2 = Get(A) ~ 0,3

Odpoved'’: Kilogram veptového masa stoji 90 K¢ a kilogram hovéziho masa stoji 190 K¢.
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Priklad 3.3: Mame tfi smési ofechll po nazvy:
1. Student, kterd obsahuje 50 % keSu ofecht a 50 % liskovych ofechil,
2. Turista, kterd obsahuje 20 % kesu ofechii, 40 % liskovych ofechti a 40 % mandli,

3. Orient, kterd obsahuje 50 % kesu ofechu a 50 % mandli.

V jakém poméru tyto 3 smési musime namichat, abychom ziskali smés mix, kde je g
v oy o 1., , ¥ o 1 ;

kesu ofechd, 3 liskovych ofechi a 3 mandli?

ReSeni: Zadani si ptepiSeme do soustavy linedrnich rovnic.

Rovnice pro obsah kesu ofisky, pro liskové ofisky, pro mandle:

) 1 N 1 - 1 1
2° T 5 2° T 3
@ 1 N 2 . 1
2° T 5 -3
3) 2 t + 1o = 1
5 2% T 3
Soustavu zapiSeme pomoci matice.
1112
2 5 23
1oz
2 5 3
o 2 1t
5 213
VypiSeme si vzorecky pro vSechny tfi nezndmé.
_ det(4,) _ det(4,) _ det(43)
1= Get(4) *2 = Get(a) ¥ = det(4)

Vypocteme hodnoty determinantii pomoci Sarrusova pravidla.
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O N FRrN| -

det(4) =
1
3
1
1
3
1
2
1

det(Az) = E
0
1
2
1
0

Tyto hodnoty dosadime do vzorecku pro Cramerovo pravidlo a dopocitame hodnotu

neznamych.
_ det(4;)
17 Geta)

[S2U N NSNS R N NSNS I
Nl © Nk

(S U SN U NSNS T
NI, © N|F

WP Wk, W] -
N, © N

vl N U N Ul e
Wl Wl kW] =

N | o|w
olwlol"‘
O N

_ det(4;)
*2 = Get(a)
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2 2
111 2

__________ 0-=
53 2 5

0111 10
322 2
1 1 1 2

0 ____________
5 3 2 5

_ det(43)
3= det(d)

Slwlg]-
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3.2 ReSeni soustavy pomoci inverzni matice

V této podkapitole si ukazeme dal$i mozny postup pii feseni linearnich soustav. Nasledujici
postup je velice uziteény, pokud koeficienty soustavy zlstavaji stejné a méni se pouze prava
strana, nevyhoda tohoto postupu je omezeni pouze na regularni matice. Teorie, ktera se vaze
k této metod¢ je pomérné slozitd a muzete se ji docCist v publikaci (Barto & Tuma, 2023),
z tohoto diivodu se v této kapitole budeme vénovat pouze jeji aplikaci na ptikladech. Cilem
této kapitoly tedy bude si ukazat na ptikladech, jak hledat inverzni matici a jak pomoci ni

vyftesit regularni soustavu.

Piiklad 3.4: je z kapitoly 1.2.1 Smési. Na tomto piikladé si nejprve ukdZeme zavislost
nezndmych na vysledcich rovnic, tim zjistime, jak vypadé inverzni matice. Poté si postup

ukazeme zapsany maticove.

Piiklad 3.5: je z kapitoly 1.2.1 Smési. Tento piiklad zde byl vybran svoji jednoduchosti pro

provedeni Gaussovo-Jordanovy eliminace.

Priklad 3.6: je z kapitoly 1.2.1 Smési. Tento ptiklad vede na soustavu tfech rovnic o tfech
neznamych. Do této kapitoly byl vybran, z toho diivodu, ze ptiklad jsme fesili jiz nékolika

riznymi metodami a tim padem muizeme tyto postupy jednoduse porovnat.
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Priklad 3.4: V obchod¢ prodavali dva druhy mletych smési. Prvni druh obsahoval 70 %
hovéziho a 30 % veptfového masa a stal 160 K¢/kg, druhy byl namichan v poméru 2 : 3
a stal 130 K¢&/kg. Kolik korun by mél stat kilogram cistého hovéziho a kolik korun

kilogram cistého vepiového?
Reseni: Zadani si prepiseme do soustavy.
(1) 0,7h+ 0,3v = 160
(2) 0,4h + 0,6v =130
Jak jsme na zacatku této kapitoly zminovali, tak postup, kterym budeme tento ptiklad pocitat
je uziteCny, pokud se nam prava soustava rovnic bude Casto ménit. Z tohoto divodu si

nejprve zjistime zdvislost nezndmych na libovolnych cenach smésich, tyto ceny nazveme

xay.
(1)0,7h+ 0,3v =x
(2)0,4h +0,6v =1y

Vyjadiime si nejprve neznamou /4 v zavislosti na x a y.

(1) 7h + 3v = 10x
(2) 4h + 6v = 10y
(1) 7h + 3v = 10x
(2) 30v = —40x + 70y
Z druhé rovnice nam vypliva.

_ 4T
vET3xTgY

Dosadime do prvni rovnice.

7h+3( L )—10
3¥T3Y) = X

7h =14x -7y
h=2x-y
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Vysledkim tedy odpovida nésledujici soustava.

(D2x—y=nh
4 7
(2) —§x+—y=v

3
h
v

<2 -1
_r 7
3 3

Pti jedné ze zkousSek spravnosti vysledka Piiklad 1.1: jsme se setkali, ze vysledek lze také

Zapsano maticove.

zjistit, kdyz vynasobime levou stranu matice s hodnotami neznamych dostaneme pravou

stranu matice.
2 -1
4 7 (= (h
(2 7)6)-0)

I pokud se ceny smési mas (x a y) budou ménit dokdZzeme vyndsobenim matice a vektoru
ziskat vzdy spravny vysledek. Tato matice se nazyva inverzni a nyni si na$ postup ukdzeme

znovu ale zapsan maticové.
Soustavu rovnic Ize zapsat nasledovné.

(1)0,7h + 0,3v = 1x + Oy
(2)0,4h + 0,6v = 0x + 1y

Soustavu zapiSeme pomoci matice lze zapsat nasledovné.

(o oo 1)

Provedeme stejné Upravy jako v pfedchozim postupu

(8:471 822(1) 2)~(Z 2100 1Oo)~((7) 330|_40 70
~<7 3
0 1

10 O 10 O 14 -7 2 -1
3 3 0 1j73 3 0 1|73 3 0 1j73 3

2 -1 2-160 — 130
(_g g )Ggg) = (-%- 160 +; 130) - (19900) - (ﬁ)

10 0)~

NN

Odpoved'’: Kilogram veptového masa stoji 90 K¢ a kilogram hovéziho masa stoji 190 K¢.
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Shrnuti: Pti hledani inverzni matice pouzijeme Gaussovo-Jordanovu eliminaci na matici,
kde leva strana matice odpovida koeficientim soustavy a na prava strana je jednotkova

matice.

Priklad 3.5: Ze dvou druht ¢aje v cené 1500 K¢ a 2100 K¢ za 1 kg se mé ptipravit 20 kg

smési v cené 1650 K¢ za 1 kg. Kolik kilogramt kazdého druhu ¢aje bude tfeba smichat?
(Piiklady z matematiky, 2025)

Reseni: Zadani si piepiseme do soustavy linearnich rovnic, kde neznamé reprezentuji podet
kilogramil ve smési.

(1) X + y = 20
(2) 1500x + 2100y = 33000

Soustavu zapiSeme maticove.

1 1 20
(1 500 2100133 000)

K této matici budeme pomoci Gaussovo-Jordanovy eliminace hledat inverzni matici.

( 1 111 o)~(1 1| 1 0)~
1500 2100l0 1/~ \o 600/—1500
1
(o1t 0y 10|35 5
0 1(—25 — 0 1

600 Il—2,5 200

Inverzni matici vynasobime s vektorem pravé strany soustavy.

1 1
3,5 ~ %00 ( 20 ) 20-3,5—33000-—% (15)

-2,5 33000

1
0-(—2,5)+ 33000 500

Odpoved’: Na namichani dvaceti kilové smési budeme potiebovat 15 kilo prvniho druhu
¢aje a 5 kilo druhého druhu ¢aje.

80



Priklad 3.6: Mame tfi smési ofechll po nazvy:
4. Student, kterd obsahuje 50 % keSu ofechti a 50 % liskovych ofechd,
5. Turista, kterd obsahuje 20 % kesu ofechii, 40 % liskovych ofechti a 40 % mandli,

6. Orient, ktera obsahuje 50 % keSu ofechu a 50 % mandli.

V jakém poméru tyto 3 smési musime namichat, abychom ziskali smés mix, kde je g
v oy o 1., , ¥ o 1 ;

kesu ofechd, 3 liskovych ofechi a 3 mandli?

ReSeni: Zadani si ptepiSeme do soustavy linedrnich rovnic.

Rovnice pro obsah kesu ofisky, pro liskové ofisky, pro mandle:

(1)1+1t+1_1
2° 5 2% T 3
(2)1+2t 1
2° 5 -3
(3) 2.0+ 1, 21

5 2% T 3

Soustavu zapiSeme pomoci matice.

O NIR N[
[ 0 I NSRS, B I OIS, B
NlRr O NIR
WP Wk, W]k

K této matici budeme pomoci Gaussovo-Jordanovy eliminace hledat inverzni matici.

1111 00 1 2 112 0 0 1 2 112 00

2 5 2 5 5

1 2 4 2

2 1 2 1 2

0 - 3lo o 1 0 - slo o 1 0 - Zlo o0 1

2 2 2 4 2
151 00 1%120 1%033 3
~lo 2 —1l-2 2 o]~ 2 - > ez oz 2
5 - 0 = —-1|-2 2 0 0 = 0”3 3 3

3 5 4 _4 2 5 4 4 2
00 Sl2 —2 1 00 1l3 73 3 00 1f; -3 =
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1 0 Op4 2 4 10 Oop2 2 _*
3 3 3 3 3 3

2 2 2 5 5 5

o8 IR I TS Y IR R
4 4 2 4 42

0 0 13 3 0 0 1!s 3 3

Inverzni matici vynasobime s vektorem pravé strany soustavy.

4 2 1 2
3 3 3\(3 9
5 5 5 11 |5
3 3 3 3 9
4 4 2 1 2
3 3 3 3 9
Odpoved’: Smési je potieba namichat v poméru Student : Turista : Orient, g : g : §= neboli

2:5:2.
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Zavér

Cilem této prace bylo predstavit zdkladni metody v linearni algebfe pro feseni soustav
linedrnich rovnic a ukazat jejich vyhody i nevyhody na ptikladech pfevazné z redlné¢ho
zivota. Také bylo cilem ukazat si i rozdil mezi stfedoskolskymi zplisoby feSeni linedrnich

rovnic a vysokoskolskymi zpusoby a tim vytvofit vhodny dokument pro zéky a studenty,

ktefi se s predmétem linedrni algebra jesté nesetkali.

V pribéhu mé prace jsem se pokusil prostudovat a zorientovat v dostupnych zdrojich
vénujici se této problematice. Pivodné jsem planoval §irSi tematicky zabér, nicméné z
divodu obsahlosti linearni algebry jsem se rozhodl okruh zredukovat na vySe uvedena
témata. Zjistil jsem, ze zdroji vénujici se linearni algebte je dostatek, nicméné v téchto
zdrojich je linearni algebra vysvétlovana prevazné akademickym zptisobem. Myslim Ze
pfechod mezi sttedoskolskou latkou a témito zdroji mize byt proto velice komplikovany.
V této praci jsem se snazil pomyslnou propast zmirnit. Domnivam se, Ze cil mé prace se mi

podarilo splnit.

V budoucnu by pak bylo vhodné praci rozsifit napiiklad o geometrickou reprezentaci

linedrni algebry, zobrazeni, vlastni ¢isla, vlastni vektory a jejich vyuZiti.
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Vyjadreni k vyuziti nastroji umélé inteligence

Pti tvorbé bakaléiské prace jsem vyuzil nastroji umeélé inteligence pouze k predkladani
z némeckého jazyka do ¢eského, a to presnéji pfi reSersi zahrani¢niho zdroje

(Henn & Filler, 2015). Z tohoto zdroje jsem ve své bakalarské praci konkrétni tllohy jiz
necerpal.
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