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Uvod

Jednim ze zakladnich problému pri studiu matematiky, se kterym se setkame,
je Teseni soustav linedrnich rovnic. S timto se spojuje pojem nulového prostoru
matice A, coz je mnozina nenulovych vektort x takovych, ze Ax = 0. Tuto mno-
zinu znacime N (A). Klicovou vlastnosti nulového prostoru je, ze pokud Tesime
ulohu Az = b pro libovolnou pravou stranu b a zname partikuldrni feseni x, tak
mnozinu vsech feseni této soustavy lze vyjadrit mnozinou

{x+y:yeN(A)}.

Diky této vlastnosti se nulovy prostor matice vyuziva v metodach pro feseni
mnoha tloh, které maji aplikace v riiznych oborech.

Napriklad pro tlohy s grafy mtzeme znazornit pojem nulového prostoru po-
moci matice incidence tak, ze dimenze nulového prostoru téchto matic odpovida
poc¢tu komponent grafu a nulové vektory reprezentuji jednotlivé komponenty.
Uvazujme nasledujici orientovany graf.

Obrézek 1: Orientovany graf G s Sesti vrcholy

Pro orientovany graf G z [l matici incidence A definujeme nasledovné:
» Sloupce matice reprezentuji jednotlivé vrcholy
« Ré4dky matice reprezentuji jednotlivé hrany grafu

e Pro prvky radku prislusné hrany plati, ze prvek je roven —1, pokud v ném
hrana zacina, nebo je roven 1, pokud do néj hrana vede. Jinak je prvek
roven 0.

Dostavame nésledujici matici

a b ¢ d e f

abf—1 1 0 0 0 O
acl—=1 0 1 0 0 O
A=0bdl 0O -1 0 1 0 0
ecdl O 0 -1 1 0 O
efAO 0 0 0 —1 1



Vypoctem nulového prostoru matice A dostavame

N(A) - {tl + t2 : tl,tz € R}, dzm(N(A)) =2.

O O =
_——_—0 O O O

Vidime tedy, ze dimenze nulového prostoru skutecné odpovida poc¢tu komponent
grafu a jednotlivé vektory nulového prostoru nam davaji informaci o tom, které
vrcholy do komponenty patii nebo nepatii podle toho, jestli jsou jejich prislusné
prvky nenulové. Toto se da ukazat i forméalné. Samozrejmeé, pro nas jednoduchy
priklad toto vidime hned, ale v pripadé, kdybychom méli komplikovanéjsi graf,
tak uvedeny postup s matici incidence by mohl byt uziteény zpiisob pro zjisténi
téchto informaci. Poznamenejme ale, ze i nulové prostory této jednoduché matice
se vyskytuji v praktickych tlohach.

Zmalost nulového prostoru matice ma aplikaci v raznych metodéach pro reseni
aplikacnich tuloh, napriklad

o Metody pro feseni tlohy kvadratického programovani v optimalizaci (Go-
mez, 2005])

« Silova metoda ve statice pro vypocet staticky neuréitych konstrukei (Heath,
Plemmons a Ward, [1984])

e Metoda dudlni proménné pro feseni Navier-Stokesovych rovnic pro nestla-
¢itelné tekutiny (Hall, Peterson, Porsching a Sledge, [1985))

V této praci nejprve popiseme rizné metody pro rozklad matic a zadkladni mys-
lenky, na kterych jsou tyto rozklady zalozeny. Uvidime, ze z téchto rozkladi lze
snadno vypocitat nulovy prostor ptivodni matice A.

Poté shrneme numerické vlastnostni zavedenych metod, na zakladé kterych se
pokusime urcit, jak se jednotlivé metody budou pri vypoctu nulového prostoru
matice chovat.

V posledni kapitole provedeme numerické experimenty, ve kterych budeme
metody porovnavat pro ruzné typy matic. Hlavnim cilem naseho méreni bude
srovnani vypocetniho ¢asu a presnosti metod.



1. Metody pro vypocet nulového
prostoru

Mame-li zadanou matici A€ C™*" hodnosti m, pak hleddme néjakou matici
B € C*(=™) {4du n — m takovou, ze plati AB = 0. Tedy matici B takovou, ze
sloupce matice B tvori bazi nulového prostoru matice A.

Nulovy prostor matice A muzeme vypocitat pomoci znamych faktorizac¢nich
metod. U kazdé z téchto metod si ukdzeme zakladni myslenky, na kterych jsou
zalozeny, a postupy, jak z nich dopocitat nulovy prostor matice. V této kapitole
si ukdzeme rizné metody, jak pro matici A vypocitat hledanou matici nulového
prostoru B.

Odvozeni faktorizaci vychazi z (Tebbens, Hnétynkova, Plesinger, Strakos a
Tichy, [2012),(Golub a Van Loan, (1996]) a (Watkins, 2002) a metody pro vypocet
nulového prostoru vychazi z (Heath a kol [1984).

Zakladni pojmy
Nejprve si zavedeme zakladni definice, se kterymi budeme pracovat.

Definice 1 (Nulovy prostor matice). Pro matici A € C™*" definujeme nulovy
prostor matice jako mnoZinu

N(A)={z e C": Az = 0}.
Definice 2 (Norméalni matice). Ctvercovd matice A je normalni, pokud plati
AA* = A*A

Definice 3 (Hustota matice, ridka matice, husta matice). Necht A je matice typu
m X m.

o Necht k je pocet nenulovych prvki matice A, hustotou matice rozumime
cislo
k

m-n

p =
o A je ridka, pokud je vétsina prvki A nulovych
o A je husta, pokud neni ridkd

Definice 4 (Frobeniova norma matice). Necht A € C™*". Frobeniovou normou
matice A rozumime cislo

a?j)%
1

IAlF = (3

m n
i=1 1=

Nékdy je vhodné nahliZet na matici jako na posloupnost sloupcovych vektort,

tedy matici A = (a;j)mxn, mizZeme zapsat jako A = (aj|ag|...|an), kde a; =
(@14, - -, ami)T5i € {1,...,n} je i-ty m-slozkovy sloupcovy aritmeticky vektor
matice A.



1.1 Singularni rozklad

Singuldrni rozklad (zkrdcené SVD) je metoda pro rozklad matic, kterd nam
umoznuje jednoduse urcit jejich hodnost ¢i normu, ortogonélni bézi oboru hod-
not a nulového prostoru. Pred zavedenim singuldrniho rozkladu je nejprve nutné
zavést spektralni rozklad. Odvozeni spektralniho rozkladu a SVD vychazi z (Te-
bbens a kol., 2012).

1.1.1 Spektralni rozklad

Pro odvozeni singularniho rozkladu budou dtlezité spektralni rozklady matic
A*Aa AA*. Matice A*A a AA* jsou ¢tvercové hermitovské pozitivné semidefinitni
a muzeme uvazovat jejich spektralni rozklad.

Lemma 1 (Vztah nulovych prostori a obortt hodnot matic 1.). Necht A € C™*",

potom plati
N(A)PR(AY) =C", N(4) LR(AY),

N(AYPR(A) = C", N(A*) L R(A).

Diikaz. viz Tebbens a kol (2012, str. 19).
[l

Lemma 2 (Vztah nulovych prostori a obortt hodnot matic 2.). Necht A € C™*",

pak plati
N(A*A) =N(A), R(A*A) =R(A¥)

N(AAY) = N (A7), R(AA") = R(A)

Diikaz. viz Tebbens a kol (2012, str. 123).
[

Dvé predchozi lemmata ndm davaji vztahy pro obory hodnot a nulové prostory
matic AA* A*A a matic A, Ax. Je-li matice A hodnosti r, pak z toho, ze plati
dim(R(A)) = r = dim(R(A*)). Z pfedchozich lemmat pak dostavame

dim(R(AA®)) = dim(R(A)) = r = dim(R(A*)) = dim(R(A*A)).

Véta 3 (Spektralni rozklad pro normélni matice). Matice A je normdlni prave
tehdy, kdyz existuje unitarni matice U a diagondlni matice D tak, Ze

U*AU = D, tj. A=UDU*

Diikaz. viz Tebbens a kol.| (2012, str. 40).
O
Vsimnéme si, ze matice AA*, A*A jsou normalni, a tedy pro né bude platit
predchozi véta.
Predpokladejme, ze A je hermitovské pozitivné semidefinitni fadu n s hodnosti
r s nezdpornymi vlastnimi ¢isly Ay > o > ... 2> A >0, \pyy = ... = A\, = 0.



Podle véty o spektralnim rozkladu pro normélni matice existuje rozklad matice
A ve tvaru

A=UDU*, U'U =1, D =diag(A1,..., \n).
Sloupce unitarni matice U = (uy, ..., u,) jsou vlastni vektory matice A a plati
AUj:)\]"Ll,j, jzl,...,n

Vlastni vektory uy,us, ..., u, tvori ortonormalni bazi prostoru C".
Ze spektralniho rozkladu matice A vidime bazi nulového prostoru a oboru
hodnot matice A,

R(A) = span{uy, ..., u.}, N(A) = span{u,s1,...,u,}.

Budte A; vlastni ¢isla a v; ortonormalni vlastni vektory matice A*A, j =
1,...,n. Uvazujme dale bez Gjmy na obecnosti

)\12...2)\T>O, )\r+1:)\n:0-
Pak pro V = (vq,...,v,) plati
V*A*AV = diag(My, ..., \y0,...,0)

Z lemmatu o vztahu nulovych prostort a oborii hodnot matic 2. plyne, ze vy, ... v,
resp. Upiq, .- ., U, tvoll ortonormélni bazi

R(A*A) = R(A*) = span{vy, ..., v},

resp.

N(A) =N(A*A) = span{v,i1, ..., v}

Lemma 4 (Vztah mezi ortonormalnimi vektory matic A*A a AA*.). UvaZujme
spektrdlni rozklad matice A*A s vlastnimi cisly A\; a v, j =1,...,r. Potom jsou

vektory
U EA/U]'/\/)\]', j: 1,...,7’
ortonormalni vlastni vektory AA* a plati

AA*’Uj = )\ju]', ||UJ|| = 1, jI 1,...,7”.

Diikaz. viz Tebbens a kol.| (2012, str. 124).
[l

Z uvedené¢ho lemmatu plyne, Ze vektory u;, j = 1,..., r jsou ortonormalni
vlastni vektory matice AA*, které odpovidaji pravé m nenulovym vlastnim ¢islim

Aj a plati
AUj = \/)\juj, j: ].,...,T’.

Analogie téchto vztaht plati i pro matici AA*, tj. pokud wuy,..., u, tvori
ortonormalni bazi oboru hodnot a u,1,..., u,, tvori ortonormalni bazi doplnku
oboru hodnot matice AA*, pak plati

span{uy, ... u,} = R(AA") = R(A),
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spanf{u 11, ... Uy} = N(AAY) = N(A).
Oznacime-li U = (uq, ..., Uy), pak plati
U*AA*U.

Tedy jsme ziskali spektralni rozklad matice AA* pomoci spektralniho rozkladu
A*A. Z konstrukce plyne, ze nenulova vlastni Cisla matic A*A a AA* se rovnaji
véetné nasobnosti.

7 lemmatu o vztahu nulovych prostori a obortt hodnot matic 2. mame

R(A*) = span{vy, ... v} N(A) = span{v,i1...,v,}
R(A) = span{us, ..., u} N(A) = span{u i1 ..., Un}
Nyni miizeme popsat singularni rozklad.
Definice 5 (Singularni ¢isla). Necht A € C™*". Odmocniny vlastnich cisel matice
A*A nazveme singuldrnimi cisly matice A,
g =[N, j=1,....r, r=rank(A).
oy >...20.>0.

Tedy podle predchozich poznatkt plati Av; = oju;, j = 1,...,r a miZeme
psat
AV =U%,
kde

Y — [%r 8] c (men’ Er — diag(o‘l, ceey U’r’) € Crxra )

V= (v1,...,0,).U = (Up, ..., up).
Ekvivalentné
A=UxV* A*=VxTUu~.
Véta 5 (Singuldrni rozklad). Necht A € C™*™ je matice hodnosti r, pak A lze
vyjadrit jako
A=UXV",
kdeU € C™ ™ V € C™*" jsou unitarni a 3 € C™*", ¥ = diag(oy, . ..,0.,0,...,0).

Vidime tedy, Ze pokud bychom byli schopni spocitat singularni rozklad matice
A, tak nulovy prostor matice A je roven mnoziné span{v,1, ... 0.}

1.1.2 Vypocet nulového prostoru matice pomoci SVD
Pomoci SVD mutizeme vyftesit tilohu hledani matice B splnujici AB = 0 nasle-

dovné

o Transformujeme matici A na bidiagonalni tvar pomoci unitarnich transfor-
maci nebo Golub-Kahanovy itera¢ni bidiagonalizace. Transformovana ma-
tice A je ve tvaru

C = PAQ,

kde P,Q jsou unitarni a C je bidiagonélni.
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e Nalezneme singularni rozklad bidiagonalni matice C pomoci itera¢niho pro-
cesu, ktery nuluje jeji naddiagonalni prvky, naptiklad pomoci implicitniho
QR algoritmu, potom dostavame rovnost

Y=U"AV
o Nulovy prostor matice A odpovida sloupcovym vektorim v,,41, ..., v, ma-
tice V, tedy
B = [vmi1s---, Upl.

Vy$e uvedeny postup je zapsan bez nasobeni matice A permuta¢nimi maticemi P;
zleva a P, zprava. V pripadé, kdy uvazujeme Py AP,, tak muzeme opét aplikovat
algoritmus a dostavame rozklad

Y =U"P ARV,
a potom plati, Ze hledana matice nulového prostoru je
B = BRVj.

Obecné pokud zname singularni rozklad matice A, tak matici B ziskdme z nasle-
dujicich vztaht

PlAPQ = UZV*,
[V,Va] =V,
B = RV;.

1.2 LU rozklad

Jednou ze zakladnich metod pro feseni soustav linearnich rovnic je LU rozklad,
ktery nam puvodni matici A rozlozi na souc¢in dolni trojuhelnikové matice a horni
trapezoidalni matice. LU rozklad matice A hodnosti m je zalozen na Gaussové
eliminaci nasledovné

a1 Q12 ... Qip
0 ab ab
22 -+ Qagp _
A— AV = . T =MA,
1 1
0 am,2 am,n
kde ) }
1
__ 821 az,1
ai a11
_1 T _as1 1 azly
Ml == _[ - m161 = ai, 9 ml — ai,l
am,1
ai
_ am,1 1
L a1 J




Jelikoz A ma hodnost m, tak permutovanim zaruc¢ime, ze nikdy nedélime
nulou, tedy LU rozklad lze provést. V i-tém kroku bude

F 0 T
11 A12 a1,n
(1) 1)
0 ass 2.1 0
. Ai41,4
A(Z) = O ) mi = 7%
(i~1) (i~1) il
(,i ) Qi n ivi
i—1 i—1 :
L 0 0 m,i agn,n )_ .
Am, i
L a;; J

Po m-1 krocich dostaneme

U=AmY =M1 MyM'A, L= MM,. .. M,,_,

m

kde U € C™*" je horni trapezoidalni a L je dolni trojuhelnikova radu m s jednot-
kami na diagondle a upravenim rovnosti dostavame

A= LU = L[Ul UQ], U1 = [Ul, ceey um], U2 = [uerl, cey un],
kde U; je horni trojuhelnikova.

Nyni mizeme LU rozklad pouzit k feseni nasi ilohy AB = 0.

1.2.1 Vypocet nulového prostoru pomoci LU rozkladu

Meéjme matici A € C™*™ hodnosti m.

e Provedeme potfebné permutace matice A na matici Py AP, tak, abychom
méli rozklad matice v hledaném tvaru.

« Vypocitame LU rozklad, dostdvame PiAP, = LU = L[U; Us].

« Polozime J = Uy 'U,, pak hledané TeSeni tilohy je

el

In—m

1.3 Sloupcova eliminace

Metoda sloupcové eliminace je zaloZzena na stejné myslence jako LU roz-
klad, nicméné misto poddiagonalnich prvka budeme nulovat naddiagonalni prvky.
Neuvazujeme-li permutace, pak

1] %2 413 _%1in
a1 a1 ai,1
oo 0 o
Ml — . 9
0 1



pak

a; 0 0 0

AW =AM as,1 agg ag}?)) @;2

A1 ag?z cen asrll?n

V obecném i-tém kroku (i < m) budeme mit

4o .

0 1 0
M= s

' 0
L0 0 .

-&11 0 0 1
a1 6182 0
1 2
a§) af)
az(,zi_—ll) agzz) 0
Gy ALy a®. .. d®, ]

Po (m-1)-tém kroku, kde pri pouziti sloupcovych permutaci jsou tyto kroky
dobre definovany, dostavame rozklad

PlAPQ - [L O]U, Uil — [Nl NQ],
kde Ny € C*™ a N, € C™*(»=™) [, € C™*™ je dolni trojuhelnikova a U je horni

trojuhelnikova fadu n.

1.3.1 Vypocet nulového prostoru pomoci sloupcové elimi-
nace

Shrneme si tedy naznaceny postup:
e Permutovanim prevedeme A na P, AP,.

e Podobné jako u LU rozkladu aplikujeme Gaussovu eliminaci na sloupce
matice A a ziskdme rozklad PyAP, = [L 0]U.

o Polozime U~! = [N; N,|, potom hledand matice nulového prostoru je

B = P,Ns.
Sloupcovou eliminaci mtizeme chépat jako transpozici LU rozkladu matice A7

10



1.4 Gauss-Jordanova eliminace

Tato metoda odpovida Gaussové eliminaci se zpétnym chodem, tedy nejprve
eliminujeme poddiagonalni prvky, poté naddiagonalni prvky a nakonec prena-
sobime diagondlni prvky tak, abychom meéli jednotkovou diagonalu. Predpokla-
dejme, ze uz jsme provedli Gaussovu eliminaci a mame matici ve tvaru LU roz-
kladu, tj. PLAP, = LU. Potom ve zpétném chodu je postup v i-tém kroku nésle-
dujici

10 0 —ai, 0 0
0 1 :
0 . —Ai—1, A 1 A
M = : 10 AV = 7 M7V A
1 0
0 0 1

Po (m-1). kroku dostavame

A=Y = M-t My IMTYL[U, U] =

1 0 . 0 a%ﬂ e a%ﬁl)
0 1 ) e U o)
= s =T J]
0 :

0 0 1 apih: iooafy
kde (m—1) (m—1) (m—1)
g e

a m— a m— m—

J = 2,7.n+1 2m+2 2,n

m—'l m—

av(n+1,r)n+1 ay Y

Ziskali jsme tedy nésledujici rozklad
P AP, = M|I,, J],

kde M € C™*m 4 J € Cmx(n—m)

1.4.1 Vypocet nulového prostoru pomoci Gauss-Jordan-
ovy eliminace

Postup pro vypocet nulového prostoru pomoci Gauss-Jordanovy eliminace je
tedy nasledujici

e Provedeme potrebné permutace a prevedeme matici A na matici P AP;.

o Vypocitame LU rozklad matice PLAP, = LU.

o Postupnym prenasobovanim a sloupcovou eliminaci ziskame pozadovany
rozklad P AP, = M|, J|

11



o Hledany nulovy prostor matice A je roven

ponl]

In—m

1.5 QR rozklad

Tento rozklad nam rozlozi matici A na soucin v obecném pripadé unitarni,
jinak ortogonalni matice @@ € C™*™ a horni trapezoidalni matice R € C™*",
tedy A = QR. Mame vice algoritmt pro vypocet QR rozkladu matice A, hlavni
metody jsou zalozené na Givensovych rotacich, Householderovych reflexich a va-
rianty Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu. Klasickda Gram-Schmidtova
ortogonalizace (CGS) ndm z matice A iteracné vygeneruje ortonormdlni bazi
Q= (q1,---,qn) a matici koeficientu R.

Véta 6 (QR rozklad). Necht A € C™ ", pak ezistuje ortogondlni matice Q) €
C™>™ q horni trapezoiddlni matice R € C™*" tak, Ze

A=QR.

Diikaz. viz |Golub a Van Loan| (1996, str. 246).
O]

Ukéazeme, jak spocitat QR rozklad pomoci CGS. Ozna¢me A = [ay,a9, . . . ,ay)],
kde aq,..., a, jsou sloupcové vektory matice A, budeme navic v kazdém kroku
iterace chtit, aby platilo span{ai,..., ar} = span{qi,..., q.}. Postup je pak
nasledujici

ay

« V prvnim kroku normovénim dostaneme r;; = ||a1|| a ¢ = 2.
) 1,1

e V druhém kroku musi platit span{a;,as} = span{q,q2} a ¢ L ¢q, coz
splnime tim, Ze odec¢teme projekci vektoru ay do podprostoru span{q} a
normalizujeme. Tedy

= (I - Cth)CLQ = a2 — (QTG2)Q1, T2 = qfaz, T22 = ||Z|| )
z
o = —.
2,2

e V k-tém kroku stejnym postupem odec¢teme od od vektoru a; jeho projekci
do prostoru span(qi, - .., qr—1) a normalizujeme,

k-1
2= — Qua Qi ar = ar — Y (gFar)qi, Tip =qGag, k=1,... . k—1

=1

ik = |2l
z

Gk = —-
Tk.k
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Ve vysledku dostavdme unitarni matici @ = [qi, ..., ¢n] a horni trapeziodalni
matici R € C™*"

mi "2 .- Tim T1,m+1 AT
0 2,2 Tom  T2m+1 Tom
R =
0 : 0 'mm Tmm+1 Tmn
a bude platit rovnost
A=QR.

Ve vypoctu vyse jsme predpokladali, ze prvnich m sloupcovych vektort matice
A jsou linearné nezavislé, coz lze, nebof matice A je hodnosti m.

1.5.1 Vypocet nulového prostoru pomoci QR rozkladu
Shrnutim predchazejictho dostaneme nasledujici postup:
e Permutovanim prevedeme A na P, AP,.
« Pomoci vhodné metody vypocitame QR rozklad PLAP, = QR = Q[Ry Ra).

+ Polozime J = Ry 'R,. Potom hledani matice nulového prostoru je

B:PQ[[_J].

kde pomoci R = [r1,..., "m,Fmit,---, Tn) znacime Ry = [ri,..., ry], R =

[Tty oy Tn-

1.6 LQ rozklad

Tento rozklad rozlozi matici A na soudin

A=[L0Q=(L0) [gj,

kde L je dolni trojuhelnikova typu m x m a Q je unitarni typu n X n, ()1 je typu
m X n a Qs je typu (n —m) x n. LQ rozklad poc¢itdme podobné jako QR rozklad
za pomoci unitarnich transformaci aplikovanych zprava, jako priklad si uvedeme
analogii Gram-Schmidtova algoritmu pro LQ rozklad.

ai

Q2
Oznac¢me A = | | | . Potom v prvnim kroku mame

Um
a
=i, ¢ = —.

l

Déle uvazujme obecny k-ty krok
lik:q:akajzla'-'ak_L

13



k—1
wp = Y g,
i=1
e = Hak - wk”;

qr = lkk(ak - wk)'

Na konci iteracniho procesu dostavame

i 0 0 ... 0 ...0]rq
A:LQ: l21 l22 Q2
L1 - lywm 0 ... 0] L4n

1.6.1 Vypocet nulového prostoru pomoci LQ rozkladu

Nulovy prostor matice mizeme hledat pomoci LQ rozkladu néasledovné:
o Provedeme potirebné permutace a prevedeme matici A na matici P AP;.
« Vypocitame pomoci vhodné zvolené metody rozklad PLAP, = [L 0]Q =
1
L0
Lollg)
o Hledana matice nulového prostoru je

B:PQQQ.

Vidime, ze na L(Q rozklad 1ze nahlizet jako na transpozici QR rozkladu matice

AT

14



2. Numerické vlastnosti metod

V této casti si shrneme numerické vlastnosti uvedenych metod a pripadné
komplikace, které by pfi jejich pouziti mohly nastat. Pii popisu numerickych
vlastnosti metod vychazime z (Tebbens a kol., 2012)),(Golub a Van Loan) [1996])
a (Watkins, 2002).

V praktickych tlohach se nékteré z metod LQ a QR, resp. LU a sloupcové
eliminace, uprednostnuji a rozlisuji, ovsem v nasem ¢isté matematickém kontextu
si jsou metody velmi podobné a miizeme jednu implementovat za pomoci druhé,
tedy dale budeme z téchto ¢tyr zminénych metod uvazovat jen QR a LU rozklad.

2.1 LU rozklad a Gauss-Jordanova eliminace

Pokud budeme uvazovat ridkou matici A, tak v procesu eliminace u obou
faktorizacnich metod bude dochéazet k zaplnéni. Pro LU rozklad ale existuji efek-
tivni metody pro zachovani fidkosti a Gauss-Jordanova metoda bude pamétove
matice J obvykle hustd a mize zabirat velké mnozstvi paméti pro velké n — m.
Jelikoz na konci této metody chceme dostat blok jednotkové matice na hlavni
diagonale, tak tato metoda bude potrebovat velky pocet eliminaci a tedy bude
vypocetné narocna. Obé metody jsou pouze podminéné zpétné stabilni.

Proto mize dojit k numerickym nestabilitam kvili ristovému faktoru. Napri-
klad pro Gaussovu eliminaci s fadkovou permutaci pro matici fadu n v nasledu-
jicim pripadé dostavame

1 1 1 1
-1 1 1 0 1

: T 2 - :
-1 ... =1 1 1 0 0 1 272
—1 .o—1 -1 1] o 0 0 271

a tedy je rist exponencialni.

Pro m = n je priblizny pocet operaci pro vypocet LU rozkladu %nB a pro
Gauss-Jordanovu eliminaci 3n®.

Navic pro vypocet nulového prostoru je v pripadé LU rozkladu nutné navic
spocCitat inverzni matici, kterd muze byt Spatné podminéna, coz zvysuje vypocetni
dobu a nestabilitu vypoctu.

2.2 SVD

SVD faktorizaci mizeme spocitat pomoci spektralnich rozkladi matic AA* a
A*A, ovSem podminénost obou matic je rovna k(A)?, tedy pokud by byla matice
A Spatné podminéna, tak by podle Véty 5 mohl byt vypocet singularnich ¢isel
nepresny. Abychom se vyhnuli problémiim se Spatnou podminénosti matice, tak
matici nejprve unitarnimi transformacemi prevedeme na bidiagondlni tvar a az
poté vypocitame singularni rozklad matice.
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SVD je numericky stabilni metoda, ale jelikoz potrebujeme uchovavat matice
U, ¥, V, tak pro velké matice bude metoda SVD vypocetné i pamétové narocna.
Déle pri aplikaci unitarnich transformaci zleva i zprava bude dochazet v pripadé
ridkych matic k zaplnéni, tedy opét bude tato metoda pamétové naroc¢na. Slo-
zitost vypoctu faktorizace SVD zavisi na itera¢nim procesu, kterym pocitdme
singularni rozklad bidiagonalni matice. Kdybychom predpokladali, ze A je ¢tver-
cova matice fadu m, iterac¢ni proces rychle konverguje a nezvysuje pocet operaci,
pak dolni odhad na pocet operaci je %m?’.

Na rozdil od metod LU a QR, z SVD hned vidime vektory nulového prostoru

a neni tfeba provadét dodatecné vypocty.

2.3 QR rozklad

QR rozklad je typicky implementovan pomoci Givensovych rotaci, Househol-
derovych reflexi nebo riznymi modifikacemi Gram-Schmidta algoritmu, u kazdé
z téchto variant z podminky ortogonality bude pro velké ridké matice dochazet k
zaplnéni a k vétsi vypocetni a pamétové narocnosti oproti jednodussim metodam.

V porovnani s LU rozkladem bude QR rozklad numericky stabilnéjsi nez LU
rozklad, ovsem kviili procesu ortogonalizace bude QR rozklad vypocetné na-
ro¢nejsi nez LU rozklad. Tedy bychom cekali, ze QR rozklad nam bude davat
presnéjsi vysledky, ale bude pomalejsi. Pro m = n je priblizny pocet operaci pro
Householderiv QR rozklad %n:” a Givenstiv QR rozklad 2n3, u ICGS obecné nelze
pocet operaci odhadnout.

Podobné jako u LU rozkladu, i zde v poslednim kroku pocitame inverzni
matici, ktera muze byt Spatné podminéna, toto se bude projevovat vétsi vypocetni
dobou a vétsimi nestabilitami.
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3. Experimenty

Meéfteni budeme provadét v prostiedi MATLABu verze R2023b, ktery je primo
urceny na numerické vypocty s maticemi a ve kterém jsou implementované ma-
ticové operace a algoritmy pro faktorizace, které budeme pouzivat. Méreni roz-
délime na dvé c¢asti a v obou ¢astech budeme mérit vse zvlast pro nahodné vy-
generované husté a tidké realné matice s plnou fadkovou hodnosti, kde fidké
matice budeme pocitat s pribliznou hustotou p = 0.1. VSechna méreni provedeme
nekolikrat a vyslednd data zprimérujeme.

V prvni ¢ésti budeme mit matice typu 100 x (100 4 40n), tedy pevny pocet
radki a budeme pridavat sloupce, a v druhé ¢asti budeme mit matice typu 100n x
150n, tedy budeme mit fadky a sloupce v poméru 2 : 3, pron = 1,2,..., k, kde
k bude dostatecné velké tak, abychom mohli pozorovat rozdily mezi jednotlivymi
metodami. Tedy budeme v prvni ¢asti zkoumat chovani metod pro relativné malé
ulohy a v druhé ¢ésti pro velké tlohy. Cilem naseho méteni bude zkouméni chyby
kazdé metody ||AB||r = 0 a Cas vypoctu v zavislosti na velikosti tulohy.

17



3.1 Vysledky

3.1.1 Matice typu 100 x n

Husté matice

Z hlediska vypocetni presnosti pro husté matice z grafu [3.1] jsou metody SVD
a QR srovnatelné s nejmensi normou chyby < 4.5 - 10713, Zvé&tSujeme-li pocet
sloupcti husté matice tak vidime, ze metoda SVD ztraci presnost rychleji. Metody
GJE a LU 3.1{ maji pfiblizné stejnou normu chyby < 7-107!, ovSem v nékterych
bodech grafu je vidét, ze obé metody maji pro néjaké matice nékolikanasobné
vyssi normu. Toto je nejspis zptsobené spatnou podminénosti maticového bloku
prvnich 100 sloupcti, ktery invertujeme pti vypoctu matice B.

Norma chyby hustych matic typu 100x(100+40n)

10710

1077

Norma

10-12 'd'

-1 0-1 3 :_ ‘“‘"ﬂ‘ _:

1 0-1 4 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Iterace [n]

Obrazek 3.1: Norma chyby pro husté matice typu 100 x (100 + 40n)

Vypocetni ¢as metod pro husté matice z grafu [3.2] je nejmensi v pripadé LU
rozkladu s hodnotami < 0.05s s pomalym ristem pro rostouci pocet sloupcti. QR
rozklad je z pocatku rychlejsi nez GJE , obé metody s vypocetnim casem < 0.3,
ovsem s rostoucim poctem sloupctt ma ke konci GJE mensi vypocetni dobu. Toto
je zptisobené tim, ze pro metody LU i GJE eliminujeme pro kazdou matici stejny
pocet Tadkt, zatimco z podminky ortogonality je vypocet QR rozkladu v kazdém
kroku slozitejsi, obvzlasté pro fidké matice. Pro mensi pocet sloupcii ma i malou
vypocetni dobu SVD, ovsem pri dosazeni poméru radka ku sloupciim priblizné
1 : 10 vypocetni doba SVD vyrazné roste s konecnymi hodnotami < 0.7s. Jelikoz
jsou tyto matice moc malé na to, aby zptisobovaly problém s nedostatkem paméti,
tak je toto chovani nejspis zptisobeno tim, ze v implementaci SVD se od urcitého
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rozméru matice pouziva jiny algoritmus pro vypocet SVD. Jak uvidime, tak stejny
jev nastane i v pripadé ridkych matic.

Vypocetni doba hustych matic typu 100x(100+40n)

0.7
—o— GJE
——-—LU ."“
06 B QR ..‘ 1
seenattenns Q\VD :.j
*
051 :." _
.F
i
¥
— 0.4 ,:“ ‘
0, E
© 03t w* .

Iterace [n]

Obrézek 3.2: Cas vypoctu pro husté matice typu 100 x (100 + 40n)

Ridké matice

Pro 1{dké matice maji metody GJE a LU podle grafu[3.3]stejné jako v piipadé
hustych matic normu chyby s hodnotami < 9- 107! s tim, ze GJE je piesndjsi.
Na rozdil od hustych matic jsou zde obé metody méné stabilni s ¢astéjsim ko-
lisinim chyby ve vSech krocich. K podobnym nestabilitam ze stejnych divoda
Spatné podminénosti invertované matice dochazi i u QR z grafu ktery ma
normu chyby s hodnotami < 9 - 107!, Metoda SVD je nejpfesnéjsi se stabilnimi
hodnotami normy < 10~ a pomalu rostouci chybou.
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Norma

. 9
10-13 3 ooo-:-anowu-u-ao.t-t"‘"""'““‘.
L »

nat
- 1 1 1 1 1

10 20 30 40 50 60
Iterace [n]

10714

Obrazek 3.3: Norma chyby pro fidké matice typu 100 x (100 + 40n)

Na rozdil od hustych matic ma vyrazné mensi vypocetni dobu metoda QR
podle grafu [3.4 s vypocetnim casem < 0.05s. Metody SVD a GJE se nijak od
hustych matic nelisi a metoda LU je nepatrné pomalejsi oproti hustym maticim.
Kratsi vypocetni doba QR bude nejspis zpiisobena jinou implementaci pro ridké
matice, kterd zpusobuje mensi vypocetni dobu ale i méné presné vysledky. Veétsi
vypocetni doba LU rozkladu je zptsobena tim, ze narozdil od hustych matic je
potfeba intenzivnéji permutovat matici tak, abychom zarucili regularitu bloku
matice U, kterou budeme invertovat.
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Vypocetni doba ridkych matic typu 100x(100+40n)

0.7
—e— GJE /]
—-e-=LU #
06 B QR :’. ]
sanaffunnn SVD ""
05F & i
. ‘,x'
—04F ¥ .
.2. .:-"
»
QO R
0.3 3
0.2r
0.1r
0 o044 ,,” m m o’ mﬁ#:?mzf.r | |
0 10 20 30 40 50 60
Iterace [n]

Obrézek 3.4: Cas vypoctu pro iidké matice typu 100 x (100 + 40n)

Zminéné nestability metod LU a GJE jsou zpitisobeny Spatnou podminénosti
matic, které pri vypoctu matice B invertujeme. Podivame-li se na grafy normy
chyby metod LU a GJE pro husté a tidké matice, tak vidime, ze pro ridké matice
jsou je kolisani chyby u obou metod castéjsi. Tedy pro ridké matice jsou obé
metody méné stabilni. Z vypozorovanych vysledkii bychom c¢ekali, ze v druhé
¢asti métreni pro velké matice budou obé metody GJE a SVD nepraktické kvili
vypocetni naroc¢nosti. Vidime, Ze pro matice s rostoucim poctem sloupcii bude
nejvhodnéjsi volba metody LU v ptipadé hustych matic a QR v pripadé ridkych
matic.

3.1.2 Matice typu 100n x 150n

Husté matice

Oproti prvnimu méfeni z graft a uz muzeme pozorovat velké rozdily
ve vypocetnim casu. V pripadé hustych matic vidime, ze vypocetni doba metody
GJE je mnohonésobné vétsi oproti LU s vipocetni dobou < 103s pron = 1,...,20
a se srovnatelnou normou chyby. Z tohoto diivodu vytadime GJE z dalsich méteni
a budeme zkoumat pouze metody LU, QR a SVD.
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Norma chyby LU a GJE pro matice typu 100n x 150n

107
- |[—e—GJE
[ |=-+-=LU

1070

Norma

107 ¢

1012 ¢

10_13 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iterace [n]

Obrazek 3.5: Norma chyby GJE a LU pro husté matice typu 100n x 150n

Vypocetni doba LU a GJE pro matice typu 100n x 150n

10%
- |—e—GJE
L |me-L
102 F
@,
@ 100
O E -
I P
,.»—*'*—.
z e
R P e
102 3 o
F o
g
k...&’
10-4 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iterace [n]

Obrézek 3.6: Cas vypoctu GJE a LU pro husté matice typu 100n x 150n
Podobné jako u prvniho méfeni m4 i zde metoda LU nejmensi vypocetni dobu
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< 10s. Vyrazné vyssi vypocetni ¢as ma metoda QR s ¢asem < 555 a metoda SVD
s casem < 90s. Vidime, ze vypocetni doba LU roste s rostouci dimenzi tlohy velmi
pomalu a je to tedy velmi efektivni metoda pro reSeni velkych tloh z hlediska
vypocetni doby.

5 Norma chyby hustych matic typu (100n)x(150n)
10_ § T T T T T
- | —e—LU
L [—-*+-—QR
: SVD

108

10-12E P

1 0_1 4 I 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Iterace [n]

Obrézek 3.7: Norma chyby pro husté matice typu 100n x 150n

Na druhou stranu metoda LU podle grafu mé vyrazné rychleji rostouci
normu chyby s hodnotami < 6 - 10~7. Podobn4 ztrita piesnosti je i u metody
GJE s hodnotami < 4.5-107? v prvnich 20 krocich, ovSem bychom &ekali, Ze
i v dalsich krocich by nabyvala priblizné stejnych hodnot jako LU, podobné jako
v predchozim piipadé Sirokych matic. Presnéjsi jsou opét podle [3.7 metody QR
s hodnotami < 1.2-1071% a SVD s hodnotami < 2- 107!, Oproti malym tiloham
jsou vSechny metody méné presné, ovsem GJE a LU ztraceji presnost rychleji a
SVD je naopak stabilni s mensi ztratou presnosti s rostoucim rozmérem tlohy.
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Vypocetni doba hustych matic typu (100n)x(150n)

90
—— LU
80 | —-+-—QR .
SVD
70 - -
60 -

0 10 20 30 40 50 60
Iterace [n]

Obrazek 3.8: Cas vypoctu pro husté matice typu 100n x 150n

Ridké matice

Stejné jako pro vSechna ostatni méreni i zde podle grafu je SVD stabilni
a nejpfesnéjsi s hodnotami normy < 4-107*2. QR je podobné jako u malych tloh
i zde pro Tidké matice nestabilni s vétsi normou chyby oproti hustym maticim s
hodnotami < 2.5 - 107 aZ na vyjimky. Podobné i LU rozklad pro i{dké matice
ztraci piesnost oproti hustym maticim s hodnotami < 6 - 1077,
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Norma chyby ridkych matic typu (100n)x(150n)

10 w

Norma

10—14 1 1 | 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Iterace [n]

Obrazek 3.9: Norma chyby pro ridké matice typu 100n x 150n

Z hlediska vypocetni doby podle grafu [3.10] mé i zde metoda LU nejkratsi
vypocetni dobu s ¢asem < 15s, ovSsem je témér dvakrat pomalejsi oproti hus-
tym maticim. Toto je zplsobené tim, Ze je potfeba zajistit dobrou podminénost
horniho trojuhelnikového bloku matice U, aby byl dobre invertovatelny. Vyrazné
delsi vypocetni ¢as ma metoda QR s hodnotami < 55s, zatimco vypocetni cas
SVD roste nejrychleji s hodnotami < 85s.
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Vypocetni doba ridkych matic typu (100n)x(150n)

80 1

70 F ==%+=-=QR m
SVD

60 [ 7

Iterace [n]

Obrazek 3.10: Cas vipoctu pro fidké matice typu 100n x 150n
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Z.aver

V ramci této prace jsme si na zacatku vysvéetlili zdkladni myslenky a teorii
pro ruzné rozklady matic pouzivané prohledani nulového prostoru matic. Diky
témto rozkladim jsme schopni prfimo vzorcem vyjadrit hledanou matici nulového
prostoru.

Tyto metody maji rizné teoretické vlastnosti vypocetni narocnosti a nume-
rické stability, které jsme v praci popsali.

V posledni ¢asti prace jsme metody implementovali v programovacim prostredi
MATLAB a mérili jsme jejich vypocetni presnost a dobu vypoctu na ndhodné
generovanych realnych maticich s plnou radkovou hodnosti..

e V prvnim pfipadé jsme pouzili metody na malé husté a 1idké matice. V
obou pripadech byla vypocetni doba vSech metod kromé GJE v radu par
milisekund, GJE ma témér desetindsobnou vypocetni dobu oproti ostatnim
metodam a témér dvojnasobnou vypocetni dobu pro ridké matice oproti
hustym maticim. V obou ptipadech je SVD nejpresnéjsi, a zatimco pro
husté matice je presnost SVD srovnatelnd s QR, tak pro ridké matice je
QR zatiZzena nestabilitami, které jsou v pripadé hustych a ridkych matic
pritomné i u LU a GJE. Tyto nestability jsou zplisobeny Spatnou podmi-
nénosti invertované matice.

e V druhém pripadé jsme méréni provadeéli pro velké husté a ridké matice.
Jelikoz uz u malych tloh méla GJE mnohonasobné vétsi vypocetni dobu
nez ostatni metody, které pro velké matice jsou v radu nékolika minut, tak
pro velké tulohy je ze stejného diivodu prakticky nepouzitelnd. Pro husté
matice je z hlediska vypocetni doby zdaleka nejefektivnéjsi LU s vypocetni
dobou pro nejvétsi ilohu < 5s. Pro husté i fidké matice je nejpresnéjsi SVD.
V pripadé LU pro ridké matice nepresnosti ve vypoctech mohou zptisobit,
ze invertovand matice je singuldrni, tedy je nutné pouzit presnéjsi varianty
LU rozkladu. Podobné jako pro ridké matice pro malé tlohy, i zde je QR
méné presné a nestabilni oproti hustym maticim.

V obou ¢astech méreni vysledky odpovidaji nasim teoretickym predpokladim.

Do budoucna by bylo zajimavé prejit k tplné fidkym implementacim, které
umoznuji vyhnout se vétsiné nestabilit. Soudobé algoritmy pro LU i QR rozklady
umoznuji efektivné urc¢ovat hodnost matice a zaroven jsou pouzitelné i pro matice
velkych dimenzi. Experimenty by bylo také vhodné rozttidit podle riaznych apli-
kaci a ukazat zaclenéni algoritmii do Sirstho vypocetniho kontextu, kde je béaze
nulového prostoru potreba.
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