MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Alexander Terkovic

Kendallovo tau pro diskrétni rozdéleni

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Sarka Hudecova, Ph.D.

Studijni program: Obecnd matematika

Praha 2024



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Na tomto mieste by som chcel vyjadrit vdaku mojej vediicej prace, RNDr. Sarke
Hudecovej, Ph.D., za jej neocenitelni pomoc a ochotu pocas celého procesu pi-
sania. Taktiez by som chcel podakovat Dominike Cizmérovej za podporu poéas
pisania prace.

i



Nézev prace: Kendallovo tau pro diskrétni rozdéleni
Autor: Alexander Terkovic
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Sarka Hudecové, Ph.D., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: Tato praca sa zaobera Kendallovym tau ako metdédou na meranie aso-
ciacie medzi dvomi diskrétnymi ndhodnymi veli¢cinami. Prva c¢ast motivuje a de-
finuje Kendallovo tau, zavadza pojmy konkordancie, diskordancie a kopule, a
ukazuje vypocet pre spojité rozdelenia. Druhd cast studuje zjednodusenie vy-
poctu pre diskrétne rozdelenia pomocou spojitého rozsirenia a dokazuje, ze miera
asociacie sa aj po spojitom rozsireni zachova. V poslednej kapitole uvedieme ne-
stranné odhady Kendallovho tau a pomocou nich porovname vysledky odhadov
medzi diskrétnymi nahodnymi veli¢inami a ich spojitymi rozsireniami.
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Abstract: This thesis focuses on Kendall’s tau as a method for measuring associa-
tion between two discrete random variables. The first part motivates and defines
Kendall’s tau, introduces the concepts of concordance, discordance, and copula,
and demonstrates computation for continuous distributions. The second part in-
vestigates simplifying computations for discrete distributions through continuous
extension and proves that the measure of association remains preserved after this
extension. In the final chapter, unbiased estimates of Kendall’s tau are presented
and used to compare estimation results between discrete random variables and
their continuous extensions.
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Uvod

Tato praca je zamerand na skimanie jedného z mmnoha spdsobov merania
asociacie dvoch nahodnych veli¢in, konkrétne Kendallovo tau. Kendallovo tau je
velmi uzitocny nastroj na meranie zavislosti, pretoze umoznuje vyjadrit mieru
monoténnej zavislosti medzi dvoma premennymi. Casto sa vyuziva v statistike,
ekondémii a pri analyze usporiadanych dat.

V prvej kapitole zacneme kratkou motivaciou pre pouzitie Kendallovho tau
a nasledne si ho zadefinujeme. Zavedieme zakladné pojmy, ktoré s Kendallovym
tau tuzko suvisia, ako napriklad konkordancia, diskordancia a kopula. K tomu vy-
slovime a dokazeme uzito¢né tvrdenia, ktoré popisuju vlastnosti Kendallovho tau
za konkrétnych podmienok. Dalej ukézeme, ako sa dé Kendallovo tau vypocitat
pomocou kopuly v pripade, ze ndhodné veli¢iny maju spojité rozdelenie.

V druhej kapitole sa budeme venovat jednému z rieseni, ako zjednodusit vypo-
cet Kendallovho tau v pripade, ze nahodné veli¢iny st z diskrétneho rozdelenia.
Vysvetlime, ako sa spojito rozsiruje diskrétna nahodné velicina a ilustrujeme to na
priklade a obrazkoch. Nakoniec dokazeme, Ze toto rozsirenie zachovava zakladné
vlastnosti a predovsetkym Kendallovo tau.

Tretia kapitola bude zvicsa prakticka cast, ktord je zamerana na skimanie
odhadov Kendallovho tau. Uvedieme postup, akym tieto odhady budeme pocitat
pre rozne dvojice nahodnych velicin. Tento postup dalej aplikujeme na rozne
dvojice nahodnych veli¢in a vysledky dokladne analyzujeme a interpretujeme.



1. Kendallovo tau

Kendallovo tau je neparametrickd miera asociacie a jeho cielom je merat vztah
medzi dvomi ndhodnymi veli¢inami. Kendallovo tau nadobtida hodnoty z inter-
valu [—1,1]. Hovorime, ze dve ndhodné veli¢iny si negativne korelované, ak Ken-
dallovo nadobida hodnoty z intervalu [—1, 0], pozitivne korelované, ak Kendallovo
nadobtda hodnoty z intervalu (0, 1], a nekorelované, ak Kendallovo tau je rovné
0.

V tejto kapitole motivujeme skiimanie Kendallovho tau. Néasledne ho zade-
finujeme aj s pojmami, ktoré s nim tzko suvisia. Nakoniec ukazeme, ako sa da
jednoducho vyjadrif pomocou kopuly. V casti 1.1 sa zaoberdame predovsetkym
materidlom z ¢lanku Trivedi a Zimmer| (2007) a knihy Andél (2005)). Pre zvysok
kapitoly budeme pouzivat najmé ¢lanok Denuit a Lambert (2005). V tejto kapi-
tole je vlastnym prinosom podrobné rozpisanie vSetkych krokov v dokaze vety
a tvrdenia [3| ako aj ilustracia zédkladnych pojmov a vlastnosti prostrednictvom
obrazkov a prikladov.

1.1 Pearsonov korelacny koeficient

Predtym, ako sa zoznamime s pojmom Kendallovo tau, ukaZzeme si najzna-
mejsi sposob merania vztahu medzi dvomi ndhodnymi velicinami. K tomu je
potrebné zadefinovat kovarianciu.

Definicia 1. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor s konecnymi druhgmi momentmi,
potom kovariancia X a'Y je definovand ako

cov(X)Y) =E(X — EX)(Y — EY).

Lahkou tpravou ziskame tvar cov(X,Y) = E[XY] — EXEY, ktory je praktic-
kejsi pre vypocty.

Definicia 2. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor s konecnymi druhgmi momentmi
a nenulovymi rozptylmi 0%, 2. Pearsonov korelacny koeficient X a'Y definujeme

ako Yy

cov
cor(X)Y) = cou(X,Y) )

o%o¥
7 definicie mozeme vidiet, ze Pearsonov korelac¢ny koeficient nie je definovany
pre niektoré nahodné veli¢iny s rozdelenim s tazkymi chvostmi, kde druhy moment

neexistuje. V praktickych aplikaciach to moze byt neprijemné obmedzenie.

Veta 1. Budte X,Xy nezdvislé ndhodné veliciny a bud E|X;| < oo,i = 1,2.
Potom E| X1 X5| < 0o a plati B[ X1 X5] = EX1EX,.

Dékaz. Dokaz najdeme na strane 33 v knihe Andél (2005).
[l

7 prave spomenutej vety a definicie kovariancie je vidiet, ze pre dve nezavislé
ndhodné veli¢iny X7, X5 s konecnymi nenulovymi rozptylmi, plati cov(X7,X3) =0
a teda aj cor(X1,X3) = 0. Opacnd implikdcia vo vSeobecnosti neplati, ¢o predve-
dieme na nasledujicom priklade.



Priklad 1. Majme dve ndhodné veli¢iny X; =Y a Xy, = Y? | kde Y m4 rovno-
merné rozdelenie na intervale [—1,1]. Nahodné veli¢iny X; a X, st oc¢ividne na
sebe zavislé. Napriek tomu nam vyjde cor(X1,X3) = 0.

Nevyhodou Pearsonovho korelacného koeficientu je, ze jeho hodnota zavisi od
margindlnych rozdeleni X a Y. Rozne vlastnosti tohto korelacného koeficientu
st skimané v Embrechts a kol.| (2002). Ako mo6zeme vidiet, Pearsonov korelacny
koeficient ¢eli niekolkym obmedzeniam. Tieto obmedzenia nés vedi k inému sp6-
sobu merania zavislosti, a to pomocou Kendallovho tau.

1.2 Kendallovo tau

Korela¢ny koeficient spomenuty vyssie meria linedrnu zavislost medzi ndhod-
nymi veli¢inami. Narozdiel od neho, Kendallovo tau meria monotéonnu zavislost
medzi usporiadanymi nahodnymi veli¢inami.

Definicia 3. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor. Kendallovo tau definujeme ako
T(XY) = P[(X1 = Xo)(Yi = V3) > 0] = P[(X) = Xp)(V1 — Y2) < 0],

kde (X1,Y1)" a (X,Y2)" st dva nezdvislé nahodné vektory s rovnakym rozdelenim
ako (X,Y)T.

Terminologiu, ktori budeme dalej v praci pouzivat, si teraz zavedieme. Dvo-
jicu vektorov (X1,Y1)" a (X5,Y5)" spliiujicich X; # X, VY; # Y, nazyvame
konkordantnou, ak plati

sgn(Xs — X;) = sgn(Ys — Y1).

To znamena, ze pozorovaniu X s vac¢sou hodnotou odpovedd Y s vac¢sou hodnotou,
alebo pozorovaniu X s mensou hodnotou odpoveda Y s mensou hodnotou. Priklad
konkordantnej dvojice vektorov mézeme vidiet na obrazkul.Il Dvojicu vektorov
(X1,Y1) T a (X5,Y,) T spliiujiicich X; # X, VY] # Y, nazyvame diskordantnou, ak
plati

sgn(Xo — X;) = —sgn(Ye — Y7).

V tomto pripade X s vacsou hodnotou odpoveda Y s mensou hodnotou, alebo X s
mensou hodnotou odpovedd Y s vacsou hodnotou. Priklad diskordantnej dvojice
vektorov mozeme vidiet na obrazku . V pripade, Ze dvojica vektorov (X1,Y7)"
a (X5,Ys)" splita X; = X, V Y; = Y,, hovorime, Ze nastala zhoda (tento jav
budeme oznacovat Z). Matematicky vyjadrujeme pravdepodobnost, Ze nastane
zhoda, ako

PIZ] =P(X; =X, V Vi =Ya).
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Obr. 1.1: Konkordantné dvojica vektorov. Obr. 1.2: Diskordantna dvojica vektorov.

V nadchadzajicom texte budeme oznacovat P[(X; — X5)(Y; — Ys) > 0] ako
P[K] a P[(X] — X5)(Y) —Y2) < 0] ako P[D]. Pouzitim tohto znacenia a definicie
vieme Kendallovo tau X a Y, vyjadrit nasledovne

7(X,Y) = P[K] — P[D]. (1.1)

Pri tpravach alebo vypoctoch je potrebné brat ohlad na to, ¢i ndhodné veli-
¢iny maju spojité rozdelenie, diskrétne alebo kombinaciu predoslych. Kendallovo
tau prichddza o niekolko vlastnosti v pripade diskrétneho rozdelenia nadhodnych
velicin X a Y. Jednym z dovodov je, ze v diskrétnom pripade mozu vznikat zhody.
V tomto pripade plati

P[K]+ P[D] +P[Z] = 1. (1.2)

Z tejto rovnosti vyjadrime P[D] a dosadenim do (1.1)) dostaneme
7(X,Y) = 2P[K] — 1+ P[Z]. (1.3)

Cim menej roznych hodnét nabyvaji nase nahodné veli¢iny, tak tym je vicsia
pradepodobnost, Ze dostaneme zhodu vo vybere (X1,Y;)",(X2,Ys)".

Tvrdenie 2. Nech (X,Y)' je ndhodny vektor s diskrétnym rozdelenim, potom
P[Z] > 0 a Kendallovo tau nemdze nadobidat hodnét —1 a 1.

Dékaz. Vyuzitim toho, ze P[Z] > 0 a Gpravou pravej strany rovnosti (|1.3)) dosta-

o T(X)Y)=2P|K] - 1+P[Z] >P[Z] 1> —1.

Podobne dokazeme, ze 7(X,Y) < 1. Z rovnosti (1.2)) vyjadrime P[K] a dosadenim
do (|1.1)), dostaneme

F(X,Y)=1-P[Z] - 2P[D] <1-P[Z] < 1.

Toto tvrdenie demonstrujeme na priklade [2]



Priklad 2. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor s diskrétnym rozdelenim na {0,1}?
takym, ze margindlne rozdelenia X a Y st Alt(p) a Alt(q) pre p,q € (0,1) a plati
P(X =1Y =1) =a, kde a € (max{p+ ¢ — 1,0}, min{p, ¢}). Zvysné zdruzené
pravdepodobnosti dopocitame a zapiSeme do tabulky [1.1]

X\Y 0 1

0 l-p—qg+a g—a 1-—p

1 p—a a P
l—q q

Tabulka 1.1: ZdruZené rozdelenie vektoru (X,Y)7.

Vypocet pravdepodobnosti konkordancie a pravdepodobnosti diskordancie je
jednoduchy. Nech (X1,Y7)", (X5,Y3)" st nezavislé ndhodné vektory s rovnakym
rozdelenim ako (X,Y)". Upravime pradvepodobnost konkordancie nasledovne

PIK] = P[(X1—X3)(Y1—Y2) > 0] = P[(X1 > X, > V2) V(X1 < Xp,Y1 < V3)].

7 tohto rozpisu je vidief, Ze jediné dvojice vektorov, ktoré si konkordantné su
(0,007, (1,1)T a (1,1)7, (0,0)". Takze pre pravdepodobnost konkordancie plati

PK] = P[(X1,Y1) = (1,1)|P[(X,,Y2) = (0,0)]
+P[(X1,Y1) = (0,0)|P[(X2,Y2) = (1,1)]
=a(l-p—qg+a)+(1-p—-q+a)a=2(1—-p—q+a)a.
Podobne vypocitame pravdepodobnost pre diskordantné dvojice vektorov a do-
staneme P[D] = 2(p—a)(q—a). Vo vSetkych zvysnych kombindciach ndm nastéva

zhoda. Dosadenim P[K] a P[D] do rovnosti (1.1)), dostaneme 7(X,Y") = 2(a—pq).

Ak napriklad p = ¢ = %, potom plati 7(X,Y) € [—3, 1], ¢o ukazuje, ze 7(X,Y)

nenadobtda hodnoty —1 ani 1. Nech X a Y si nezavislé, to nastava prave vtedy,
ked
a=P[(X)Y)=(11)]=PX =1PY =1) =pg.
Z toho dostavame, ze a = pg a 7(X,Y) = 0.
Fakt, ze nezavislost X a Y implikuje 7(X,Y) = 0, neplati len v préave spome-
nutom priklade, ale aj pre Tubovolné rozdelenie X a Y. V nasledujicom tvrdeni
si to dokazeme.

Tvrdenie 3. Nech (X,Y)T je ndhodnyj vektor s nezdvislymi zlozkami. Potom plati
7(X,Y) = 0.

Doékaz. Predpokladajme, Ze (X1,Y1)"T a (X, Y3) T st nezéavislé vektory s rovnakym
rozdelenim ako (X,Y)". Nésledne upravujeme rovnost z definicie

T(X)Y) = P[(X1 — X3) (Y1 — Y2) > 0] = P[(X; — X3)(¥1 — Y2) < 0]
=P[(X1 = X>>0,Y1 = Y3 > 0) V (X; — X <0,Y; — Y3 < 0)]
(X1 = X2>0,Y1 =Y <0)V (X; = X5 <0,Y; = Y3 > 0)]
( )
).

X1 —X,>0Y, =Y >0)+P(X; — X5 <0,Y; — Y <0
(X1 = X5>0,Y; = Y5 <0) = P(X; — X, < 0,Y; = ¥, > 0



Néasledne vyuzijeme nezavislost X a Y

T(X)Y)=P(X; — X2 > 0)P(Y1 — Y5> 0) +P(X; — Xy < 0)P(Y; — Y5 < 0)
—P(X; — X5 > 0)P(Y; — Y3 < 0) — P(X; — X3 < 0)P(Y; — Y > 0)
= P(X1 = X3 > 0)[P(Y; = Y > 0) = P(¥; = Y3 < 0)]
+P(X1 = Xy <0)[P(Y1 — Yo < 0) = P(Y; = Y > 0)].

7 nezavislosti a identického rozdelenia Y; a Y5 vyplyva, ze
P(Y1 >Y3) = P(Y1 <Y3).

7 toho dostavame

T(X)Y)=P(X; - X3 >0)-04P(X; — X, <0)-0=0.

V pripade, Ze ndhodne veli¢iny maji spojité rozdelenie, plati P[Z] = 0 a teda -
P[K] + P[D] = 1. (1.4)

7 toho dostavame, ze plati
T(X)Y) =2P[K] — 1. (1.5)

V spojitom pripade Kendallovo tau vieme vyjadrit pomocou zdruzenej distribuc-
nej funkcie nahodnych veli¢in. Este predtym ako si toto vyjadrenie ukazeme, je
potrebné zadefinovat pojem kopula.

1.3 Kopula

Uvazujme d € N, d > 2. Nech (X1,...,X,)" je redlny ndhodny vektor a F je
jeho zdruzend distribucna funkcia. Dalej nech st Fy, . . ., F; marginalne distribuéné
funkcie nahodnych velicin Xq, ..., X,.

Definicia 4. Kopula je d-rozmernd distribuénd funkcia C : [0,1]% — [0,1], ktorej
margindlne distribucné funkcie odpovedaji rovnomernému rozdeleniu na intervale
[0,1], d € N.

Veta 4. Nech (Xy,...,Xq)" je redlny ndhodnyj vektor a F(x) je jeho zdruZend
distribucnd funkcia. Dalej nech si F, ..., Fy; margindlne distribucné funkcie nd-
hodnych velicin Xy, ...,X4. Potom existuje kopula C,Ze plati

F(‘Tla cee ,.I'd) = C<F1(I1)) s 7Fd(xd))7 \V/(l'l, R axd)—r € Rd'

Ak (X1,...,X3)" md spojité rozdelenie, potom kopula C je urcend jedno-
znacne.



Dékaz. Dokaz ndjdeme v ¢lanku [Sklar| (1959) alebo aj v ¢lanku Durante a kol.
(2013).
O

Vdaka vete [d] vieme vyjadrif zdruzent distribu¢nt funkciu pomocou kopule a
marginalnych distribu¢nych funkcii. Tato vetu vyuzijeme v ddkaze nasledujicej
vety.

Veta 5. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor so spojitym rozdelenim s distribucnou
funkciou Fxy, s margindlnymi distribucnymi funkciami Fx, Fy a s jedinecnou
kopulou C : [0,1]*> — [0,1]. Potom plati, Ze

r(XY) =1 1 / ") dC(up) — 1.

Dokaz. Nech (X1,Y1)T,(X5,Y2)" st ndhodné vektory, ktoré maji rovnaké roz-
delenie ako (X,Y)T. Kvoli prehladnosti budeme distribu¢né funkcie vektorov
(X1,Y1)T, (X2,Ya)" oznacovat Fy,y, a Fx,y,, a prisluiné hustoty fx, v;(71,y1)
a fx,.v,(22,92). Potom 7(XY) vieme upravit nasledovne.

T(X,Y) = P[(X1 = X2) (Y1 = Y2) > 0] = P[(X; — X5) (Y1 — Y2) < O]
— 9P[(X, — Xa) (Vi —¥) > 0]~ 1
= 2P<X2 < Xl,Yé < }/1 \/X2 > X17)/2 > Yl) — 1.

Vdaka spojitosti rozdelenia sme v druhej rovnosti vyuzili vyjadrenie Kendallovho
tau z rovnosti ((1.5). Nasledne ukazeme, ze plati

P(XQ < Xl,Yé < Yi) = P(X2 > Xl,Yé > Yi) (]_6)

To plati, pretoze vektory (X1,Y1)", (X5,Y2)" st nezdvislé a majt rovnaké rozde-
lenie.
Z rovnosti ((1.6) dostéavame, ze plati

T(X)Y)=4P(Xy < X1, Y, < V;) — 1. (1.7)

Teraz budeme upravovat P(X; < Xj,Ys < V). Oznaéme zdruzent hustotu
vektoru (X1,Y1,X5,Y2)" ako f(x1,y1,20,02), (z1,y1,22,y2) € R Z nezavislosti
(X1,Y1)T a (Xo,Ys) " vieme f(z1,y1,22,92) vyjadrit ako siéin jednotlivich hus-
tot, t. j.

f(xlay1,$2,y2) = le,Y1(951,y1) : fX2,Y2($2>y2)> V(xlaylax2ﬁy2) e R (1-8)



Rovnicu (|1.8)) vyuzijeme v druhej rovnosti nasledujiceho vypoctu.
P(Xy < X1,Y, <Y7)

= € 9 7:E 9 d x 5 ,gj s
R2 x ((—o0,21) X (—00,y1)) f( 1L,Y1,22 ?J2) ( 1,Y1,22 y2)

- / / Sxan (@iyn) - fxo e (T2,92) d(22,y2) d(z1,1)
R2 (—OO,fl)X(—oo,yl)

= / le,Yl ('/1/‘17y1) / sz,Y2 (Iz,yz) d($2yy2) d(I17y1>
R2 (—00,21) X (—00,y1)

= /RQ le,Yl (x17y1) . FXQ,YZ(x17y1) d(x17y1)

= /R2 Fx, v, (1,y1) dFx, v, (21,01).

V tejto rovnosti sme vyuzili: [ f(z)d(z) = [51dFx(z). Nasledne vyuzijeme
toho, Ze (X1,Y1)7,(X5,Y2) " maji rovnaké rozdelenie, ktorého distribuéni funkciu
oznacime ako Fxy.

P(X2 < X1, Y2 < Y1) = [ Fxy(avn) dFxy (o13m). (1.9)
Dalej, vyuzitim vety [4| dostaneme, Ze plati

P(Xs < X1, Y5 ng):/

|, CFx (20, (1) dC(Fx (1), Fy (1))

= 01 /01 C(u,v) dC(u,w).

V poslednej rovnici sme previedli substiticiu (Fx(x1),Fy(y1)) za (u,v). Nakoniec
dosadenim rovnosti

11
P(X2 < X1, %3 Vi) = [ [ Cluw)dC(uv)
0 Jo
do (|1.7) dostaneme

HXY) =4 /O 1 /0 ") dC(up) — 1.

]
Toto vyjadrenie pre Kendallovo tau neplati v pripade, ze X a Y sa diskrétne
nahodné veli¢iny. Tento problém je podrobnejsie rozobrany v ¢lanku (Genest a;
Neslehova, (2007)).



2. Spojité rozsirenie diskrétnej
nahodnej veliciny

Predchadzajicu kapitolu sme zakoncili rovnostou, ktord nam hovori, ze Ken-
dallovo tau nahodnych veli¢in so spojitym rozdelenim sa da vyjadrit pomocou
kopuly. Toto vyjadrenie neplati pre diskrétne ndhodné veli¢iny, to vidiet pri roz-
pisani Kendallovho tau. Vychadzame z rovnosti (|1.3]) a postupujeme podobne ako

v dokaze vety ]
T(X)Y) =2P[K] — 14+ P[Z] = 4P(X, < X1,Y, < Y}) — 1+ P[Z].

Z uvedeného dovodu si v tejto kapitole ukazeme spojité rozsirenie diskrétnych
nahodnych veli¢in, ¢o ako uvidime, zachovava Kendallovo tau. V tejto kapitole
¢erpame z ¢lanku [Denuit a Lambert| (2005). V sekeii je vlastnym prinosom
podrobné prevedenie dokazu vety [6] priklad [3] a k nemu patriace grafy. V sek-
cii 2.2] je vlastnym prinosom podrobné dokazanie tvrdeni. Nakoniec v sekeii
je vlastnym prinosom podrobné prevedenie dékazu tvrdenia [9}

2.1 Spojité rozsirenie

Nech X je diskrétna nahodna veli¢ina, ktord nabyva hodnoty na mnozine
M C N a jej rozdelenie zapiseme ako

fe=PX=x)zeM
a f, =0 pre x ¢ M. Potom definujeme spojité rozsirenie X* ako
X" =X+ (U-1),

kde U je spojita ndhodna veli¢ina s hodnotami v (0,1), nezavisla od X a s rasticou
distribu¢nou funkciou G(u) na (0,1).

Dalej ukézeme ako vyzera distribu¢né funkcia nadhodnej veli¢iny X*.

Veta 6. Nech platia prdave spomenuté predpoklady a F je distribucnd funkcia
nahodnej veliciny X. Potom X* md distribucni funkciu

F*(s) = F(|s)) + Gs — [3)) flasa), Vs € R

kde |s] je dolnd celd cast ¢isla s € R.

Dékaz. Sta¢i nam pocitat pre s € RT, kedze X nabyva hodnoty v N a teda aj
X* nabyva kladnych hodnot. Ak by s € R™, potom F*(s) = F(s) = 0. Za¢neme
upravou funkcie F*(s)

Fr(s)=P(X*"<s)=PX4+U-1<s)=PU<s—X+1)
=Y PU<s—z+1)P(X =2).

zeM
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V poslednej rovnosti sme vyuzili vetu o tplnej pravdepodobnosti. Preznacenim
s — x + 1 na u, dostaneme

F'(s)= Y. P(U < uy)f,

xeM
=Y PU<u)fe+ >, PU<Luw)fa+ >, PU<Lu)fs
z<s TrEMN(s,5+1) x>s+1

Teraz vyuzijeme toho, ze ak z < s potom u, > 1. Podobne pre x > s + 1, plati
uy, < 0 a teda

F(s)=> fot+ Y. PU<u)f:+0. (2.1)

z<s zEMN(s,5+1)

Od tohto bodu berieme s redlne, také ze s ¢ N. Na upravenie druhej sumy
v (2.1) vyuzijeme, Ze x je prirodzené Cislo z intervalu (s,s + 1), takze musi platit
r=|s+1]. Tedau,=s—x+1=s—[s+1|+1=s—|s| a dostdvame

F*(s) =" fo+ G(s — |5]) fls+1)-

r<s

Znovu vyuzijeme toho, Ze x je prirozdené ¢islo, a preto ak z < s, potom = < [s]
a plati

F(s)= > fot+G(s—[s])flss)

2<[s)
= F(|s]) + G(s = [s]) fls+1)-

V poslednej rovnosti sme len prepisali 3>, f» na F(|s|) pomocou definicie
distribuc¢nej funkcie.

Ak by s € N, tak v by sme v druhej sume scitali cez prazdnu mno-
zinu, kedze interval (s,s + 1) je otvoreny. V tomto pripade vieme, 7e s = [s] a
postupujeme nasledovne

fo: Z fe=F([s]).

2<s  a<[s)

Dany vysledok sa zhoduje s F'(|

s])+ G(s — |s])fs+1] za predpokladu, ze s ¢ N.
Pretoze s = |s]| a teda G(s — [s])

=0, pre s € N.
m

Pozndmka 1. Povodne sme zaviedli spojité rozsirenie pre X z mnoziny M C N,
lebo autori ¢lanku Denuit a Lambert| (2005) chceli X* nezédporné. Avsak, tento
spOsob rozsirenia je aplikovatelny aj pre X z mnoziny M C Nj.

Teraz si na jednoduchom priklade porovname distribu¢né funkcie nahodnych
velicin X a X*. V nasledujicom priklade budeme slovné spojenie, nahodna veli-
¢ina, casto oznacovat ako n.v..

Priklad 3. Nech X je diskrétna n.v., ktora nadobida hodnoty: 1,2,3 s pravdepo-
dobnostami é,%,%. Nahodnu veli¢inu U, ktord je nezavisla od X zvolime s rov-
nomernym rozdelenim na intervale (0,1), G(u) = u Lo 1)(u). Pomocou vzorca pre
F*(s) vyjadrime distribu¢ti funkciu ndhodnej veli¢iny X* ako

11



0, ak s <0,
(s—1[s])- % ak s € (0,1),
Fi(s)=qs+(s—[s])-2, akse[l2),
L+ (s—|s))-2, akse[23),
1, ak s € [3,00).

Potom distribu¢nii funkciu ndhodnej veli¢iny X mozeme vidiet na obrazku[2.1]
Nésledne mozme vidiet graf [2.2) distribucnej funkcie spojitého rozsirenia X*
(modré farba). V rdmci porovnania je do grafu pridand aj empirickd distri-
bucné funkcia X*, ktora je spocitand z 500 nezavislych opakovani (Cervena farba).

Pre porovnanie este spojito rozsirime X, nahodnou veli¢inou V', ktora ma
distribu¢ni funkciu

0, akwv <0,
H(w)=4v* ak0<wv<l,
1, akv>1

Potom distribu¢na funkcia spojito rozsirenej nahodnej veli¢iny X" = X +V — 1,
bude vyzerat nasledovne

0, ak s <0,
(3_ LSJ)2'%a ak s € (071)7
P& = {1t (s — [s])?- 2, ak s e [12)
%—l—(s— LSJ)Q%, ak s € [2,3),
1, ak s € [3,00).

Graf tejto distribuc¢nej funkcie v porovnani s empirickou distribu¢nou funkciou
mozeme vidiet na 2.3

1.0

- - —
Q]
o
©
o
x J—
[T
g
o
N
o  — e
S ]
o
I I I I I
0 1 2 3 4

Obr. 2.1: Distribu¢né funkcia n.v. X.
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Obr. 2.2: CDF a ECDF n.v. X*.
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Obr. 2.3: CDF a ECDF n.v. X".
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2.2 Zachovanie usporiadania podla konkordan-
cie a PQD

V tejto casti si zavedieme pojmy, kedy je vektor ndhodnych veli¢in viac kon-
kordantny ako iny a kedy je pozitivne zavisly podla kvadrantu. Nasledne ukazeme,
ze ak jednotlivé veliciny vo vektoroch spojito rozsirime, tak vysledné dvojice za-
chovaju prave spomenuté vlastnosti. Pocas celej sekcie a predpokladame
nasledovné. Nahodné veli¢iny, ktorymi spojito rozsirujeme, si vzdy nezavislé a
spiﬁajfl vlastnosti zo zaciatku sekcie . Dalej predpokladame, ze ndhodny vektor
(X,Y)T s diskrétnym rozdelenim nadobtda hodnoty v N2.

Definicia 5. Nech (X1,Y1)", (X2,Y2)" st dva ndhodné vektory, kde Xy, Xo maji
rovnaké rozdelenie a Yy, Yo maji rovnaké rozdelenie. Povieme, Ze (X»,Y2)' je
viac konkordantny ako (X1,Y1)", ak plati

P(X, <sY <t)<P(Xy<s,Y,<t), Vst eR.

Znacime (X1,Y1)" <. (Xo,Y5) 7.
Dalej povieme, Ze (X,Y )T je pozitivne zdvisly podla kvadrantu (znacime PQD),
ak plati
F(s)G(t) <P(X <s,Y <t), Vst € R,

kde F' a G su margindlne distribucné funkcie X a'Y v tomto poradi.

Teraz vyslovime a dokazeme tvrdenia, ktoré nam hovoria, ze pojmy z defini-
cie [5| zostani zachované aj pre spojité rosirenia nahodnych velicin.

Tvrdenie 7. Nech (X1,Y1)", (X5,Y5)" st dvojice diskrétnych ndhodnijch velicin,
pre ktoré plati, Ze (X1,Y1)T <. (X2,Y2)". Dalej nech (X7,Y7)T, (X3,Y5)" si
dvojice spojito rozsirenych ndhodnych velicin, kde X7, X5 st rozsirené rovnakou
nahodnou velicinou a Y{*, Y5 st rozsirené rovnakou nahodnou velicinou. Potom
plati (X;,Y7)T <. (X3.Y5)T,

Doékaz. Néhodnu velicinu, ktord spojito rozsiruje X; aj Xs oznac¢ime U, ndhod-
nou veli¢inou, ktora spojito rozsiruje Y, Y, oznaéime V. Dalej oznacime hustoty
nédhodnych veli¢in U, V' ako f(u),u € (0,1), g(v),v € (0,1). Potom méame
PX;<sY<t)=P(X,+U-1<sY,+V —-1<1)
11
:/ / PX;i<s—u+1,Y1<t—v+1)f(u)g(v)dudv.
0o Jo
Pouzitim predpokladu (X,Y1)" <. (X5,Y,)" dostavame
1 1
P(XT <s Y] <t) §/ / P(Xo<s—u+1,Ys<t—v+1)f(u)g(v)dudv
0o Jo
=P(X; <s,Y) <t).

Tymto sme dokazali, ze (X7,Y7)" <. (X5,Y5)".

Podobne overime, 7e ak (X,Y)" je PQD, tak aj (X*,Y*)" je PQD.
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Tvrdenie 8. Nech (X,Y)' je dvojica diskrétnych ndhodnych velicin, ktord je
PQD. Dalej nech (X*,Y*)T je dvojica spojito rozsirengich ndhodngjch veli¢in. Po-
tom (X*,Y*)T je PQD.

Dékaz. Nahodné veli¢iny, ktoré spojito rozsiruju X, Y oznacime U, V, v tomto
poradi. Taktiez ozna¢ime hustoty U, V ako f, ¢g. Dalej oznadime distribu¢né
funkcie nahodnych veli¢in X, Y ako F', G a distribu¢né funkcie nahodnych veli¢in
X*, Y* ako F*, G*. Nasledne pocitame

F'(s)G*(t) =P(X+U—-1<s)PY +V —-1<1)
:Afmxgs_u+1ﬁmymszygt—v+nﬂmdv
_/OIP(X < s—u+1)f(u)/01P(Ygt—v+1)g(u)dudu.
V poslednej rovnici sme presunuli druhy integral dovnutra prvého, kedze
[jHYgt—v+DMMdv

nezavisi od premennej u. Podobne presunieme P(X < s —u + 1) f(u) dovnitra
druhého integralu

ﬁﬂgawn_%jéﬁmxgs—u+nmygt—v+wﬂmmmdmw
:/OI/OIF(S—u—i—1)G(t—v+1)f(u)g(v)dvdu.

Nésledne pouzijeme predpoklad F(s)G(t) < P(X <s,Y <t) a dostaneme

1 1
pwggwngj"/angs—u+Lygt—v+nﬂmmmmmu
0 0
—P(X4+U-1<sY+V-1<t)
=P(X" <sY"<t).

V predposlednej rovnosti sme vyuzili to, ze ndhodné velic¢iny U a V' st nezavislé,
takze ich zdruzénu hustotu vieme vyjadrit ako sucin jednotlivych hustét. Tym
sme dokazali, Ze (X*,Y*)T je PQD.

[

2.3 Zachovanie Kendallovho tau

V tejto sekcii si ukazeme, Ze spojité rozsirenie diskrétnych ndhodnych veli¢in
zachovava Kendallovo tau. Kondkordanciu spojito rozsirenych nahodnych veli¢in
budeme znacit K*

Tvrdenie 9. Nech (X,Y)" je dvojica diskrétnych ndhodnych velicin a (X*Y*)7
je jej prislusnd dvojica spojito rozsirenych nahodngch velicin. Potom plati, Ze

F(X,Y) = 7(X*Y7). (2.2)
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Dokaz. Majme dva nezdvislé vektory (X1,Y1) ", (X5,Y5)" s rovnakym rozdelenim
ako (X,Y)T. Dalej uréime

Xf= X+ U= 1, X5 = Xo+Uh— L, Yy =Vi+Vi— 1, Yy = Vo + V5 — 1.
Pricom U; ma rovnaké rozdelenie ako Us, podobne Vi méa rovnaké rozdelenie ako

V5. V tomto pripade su vsetky styri ndhodné veli¢iny Uy, Us, Vi, V5 nezavislé.
Zacneme upravou

P(K™) = P[(X] - X3)(¥Y7" —Y5) > 0].
Vyraz rozpiseme ako
P(K*) =P[(X1 + U1 = X = Up) (Y1 + Vi = Yo = V3) > 0]. (2.3)

Teraz rovnost z (2.3)) rozpiSeme pomocou vety o tpnej pravdepodobnosti

P(K*) = P[X1 = X5, Y1 = Yo P[(U1 — U2) (V1 — V2) > 0]

PIX1 = X5, Y1 > Yo] P[(Uy — Us) (Y1 + Vi = Yy — V3) > (]

PIX: = X5, Y1 < Yo P[(Uy = Uy) (Y1 + Vi = Yo — V3) > 0]

P[X; > X0, Y] = V5| P[(X1 + Uy — Xy — Us) (Vi — V3) > 0]

P[X) < X0, Y1 = Y] P[(X1 + Uy — Xy — Us) (Vi — V3) > 0]

PI(X1 — X5)(Y1 = Y3) > 0] P[(X; + Uy — Xy — Ua) (Y1 + V1 — Yo — V5) > 0]
Dalej vieme, ze X;, X, st diskrétne ndhodné velidiny z mnoziny Ny, preto ak
X1 > X5, potom X; — X5 > 1. Nahodné veliciny U; a Us; majui hodnoty na
intervale (0,1), preto U; — Uy > —1. Z tohto vieme, ze ak X; > X, potom aj
(X1 + Uy — Xy — Uy) > 0. Vdaka tomuto, m6zme upravit predosli rovnost na

P(K*) = P[X, = Xy, Y; = V3] P[(U; — Us)(Vi — V&) > O]

[
FPIX) = X0, Vi > Ya] P[(UL — Uy) > 0]
+ P[X; = Xo, Y1 < Y5 P[(U; — Uy) <0
+P[Xy > X, Yy = Y] P[(VL = V3) > 0]
+PX, < X5, Vi = V3] P[(Vi — V&) < 0]
+ P[(X; — Xo)(Y1 — Ys) > 0]

Dalej vieme, Ze plati
P(Ul Uy > O) = P(Ul —U; < 0),

kedZe to je jednorozmerny pripad (|1.6]). Takze P(K™*) vieme upravit nasledovne

P(K*) = P[X1 = Xy, Y1 = Y5] P[(Uy — Uz) (V1 — V2) > (]
FPIX) = X, Yy > V3| P[(Uh = T) > 0]
+ P[X; = Xo, Y1 < Y5 P[(Uy — Us) > 0]
+P[X1 > X5,Y; = Y5 P[(V4 — V3) > (]
+ P[X; < Xo, Y1 = Y5 P[(V1 — V5) > 0]
+ P[(X; — Xo) (Y] — Y3) > 0].



Posledna ¢ast stictu je P[K] a zvy$na ¢ast ddva dokopy %P(Z ). Takze celt rovnicu
vieme prepisat ako

P(K*) = P(K) + ;P(Z). (2.4)

Co prepiseme ako .
P(K)=P(K") — §P(Z). (2.5)

Z rovnosti (|1.3) vieme, ze pre diskrétne nahodné veli¢iny plati
7(X)Y)=2P(K) -1+ P(2). (2.6)
Po dosadeni rovnosti (2.5) do (2.6]), dostaneme

T(X)Y) = 2P(K*) — 1 = 7(X*,Y"). (2.7)

Pozndmka 2. Tvrdenie [ plati aj vtedy, ked ndhodné veliciny X a Y spojito
rozSirujeme bez od¢itania 1, t. j.

Xi=X14+U, Xg=Xo+Us, Y=Y+ V1, Y =Y + V2.

Platnost vztahu (2.2)) je o¢ividné, kedze P(K™) by sme rozpisali na rovnaky tvar
ako vyraz v rovnosti (2.3)).
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3. Odhad Kendallovho tau

V tejto kapitole budeme porovnavat odhad Kendallovho tau ndhodnych ve-
licin s diskrétnym rozdelenim s odhadmi Kendallovych tau ndhodnych veli¢in,
ktoré st spojito rozsirené roznymi nahodnymi veli¢inami. Vlastnym prinosom
su nasledovné kapitoly a podrobny dokaz tvrdenia . Cerpat budeme z knihy
Rémillard, (2013]).

Nech (X1,Y1)7,...,(X,,Y,) " je ndhodny vyber z dvojrozmerného diskrétneho
rozdelenia. Odhad Kendallovho tau nahodnych veli¢cin X a Y s diskrétnym roz-
delenim vypocitame ako

#K 4D

G )
kde # K oznacuje pocet konkordantnych parov z daného ndhodného vyberu, ¢o
vieme matematicky vyjadrif ako

7=

(3.1)

n—1 n
#E =3 S I(X; < X;AY; <Y) V(X > X;AY > Y))].
i=1 j=it+1

Podobne #D pocet diskordantnych parov vyjadrime ako

n—1 n
#D =5 S I[(Xi < X; A Y > V)V (X, > X, A Y < V))l.
i=1 j=it+1

Odhad Kendallovho tau spojito rozsirenych ndhodnych veli¢in X* a Y* vieme
vdaka rovnosti (|1.4)) vyjadrit nasledovne

_2-#K7
(5)
Teraz # K* oznacuje pocet konkordantnych dvojic z ndhodného vyberu (X;,Y;) T,

oo, (X2 Y¥)T. Postup ako tento ndhodny vyber ziskat, vysvetlime v nasledujicej
sekeii.

7 1. (3.2)

Tvrdenie 10. Nech (X,Y)" je ndhodny vektor z dvojrozmerného diskrétneho
rozdelenia a (X*,Y*)T je jemu prislusny vektor spojito roz§irengch ndhodnijch
velicin, potom odhady

2. #K*

:)

—1

st nestranné a konzistentné odhady 7(X,Y").

#K #D
(
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Dokaz.  Zacneme dokazom nestrannosti odhadu Kendallovho tau pre nahodné
veli¢iny s diskrétnym rozdelenim.

Z [(X; < XjAY; <Y)) V(X >X;A\Y; >Y))]
+
Z (X; < X;AY; >Y) V(X >X;A\Y; <Y))]

)
ZZ X<Xj/\Y;<Y;')\/(XZ'>Xj/\}/Z'>}/j)]
i=1 j=it+1

1 n—1 n

TZ Z Xi<Xj/\Yi>Yj)\/(Xi>Xj/\}/i<)/j)]
2) i=1j=i

1 n—1 n

= SPIX; < X;AY; <Y) V(X > X;AY; >Y))]

2) i=1 j=i+1
1 n—1 n

— Y PI(Xi < X;AY; >Y) V(X > X;AY; <))
<2> i=1 j=i+1

— P[K] — P[D] = 7(X.Y).

—_

2 n— n

=7~ Y PX; < XFAY <Y )V(X]> X AY>Y]) -1
<2> i=1 j=i+1

— 9P[K*] — 1

— 9P[K] + P(Z) — 1 = 7(X.Y)

Predposledna rovnost plynie z a poslednd rovnost plynie z (1.3).
Navyse, st oba odhady konzistentné, ¢o vyplyva z nestrannosti a toho, ze ich
rozptyly konverguju k 0, pre n — oo vid str. v 14 [Lee| (1990).
O
Ide aj ukéazat, Ze T je asymptoticky normalne, vid Rémillard (2013).
V zvysnej casti prace budeme skiimat vlastnosti a spravanie prave spomenu-
tych odhadov Kendallovho tau pomocou simulécii v praktickej casti.

3.1 Opis praktickej casti

V praktickej ¢asti budeme porovnavat odhady Kendallovho tau povodnych
nahodnych veli¢in a tych spojito rozsirenych, pricom budeme uvazovat rézne roz-
delenia nahodnych veli¢in, ktorymi spojito rozsirujeme. V tejto kapitole generu-
jeme data a vykonavame vypocty pomocou kédu v programu R, |R Core Team
(2023)).
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Najskor budeme generovat nahodny vyber (X1,Y1)", ... (X,,Y,)" z nejakého
dvojrozmerného diskrétneho rozdelenia s danym Kendallovym tau. Pomocou jed-
noduchého cyklu spocitame vsetky konkordantné a diskordantné dvojice a dosa-
denim do rovnosti (3.1), vypocitame odhad Kendallovho tau (oznacime 7). Tento
postup zopakujeme N-krat. Takto ziskame realizacie 71, ...,7x a pomocou nich
vypocitame odhad vychylenia 7 (oznacujeme bias(7)) ako

1 N
bias(7) = N > #—T(X)Y).
i=1

Dalej vypocitame smerodajnii odchylku # (oznacujeme sd(%)) ako

A 1 N A 1 N o
sd(7) = 7N—1Z<Ti_NZTi) :
=1 =1

Tieto hodnoty budeme pocitat pre rézne velkosti nahodného vyberu (t. j. r6zne

Pri pocitani odhadu Kendallovho tau pre spojito rozsirené nahodné velic¢iny
budeme postupovat nasledovne. Najskor ur¢ime nahodné veli¢iny U a V', ktoré
maju rovnaku distribu¢na funkciu G a vyhovuja vlastnostiam zo zaciatku kapi-
toly 2.1} Tymito veli¢inami spojito rozsirime ndhodné veli¢iny X a Y. Nésledne
vygenerujeme ndhodné vybery Uy, ... U, a Vi,...,V, z rozdelenia s distribu¢nou
funkciou G. Tentokrat ndhodny vyber, s ktorym budeme pracovat, buda tvorit
dvojice (X7, V)T, .. (X2 YT kde

Teraz odhad Kendallovho tau budeme pocitat pomocou . Dalej budeme po-
kracovat rovnako ako v predoslom pripade. Tento postup zopakujeme pre rézne
distribu¢né funkcie G. Pre generovanie ndhodného vyberu zo zadanou distribuc-
nou funkciou G, vyuzijeme nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 11. Nech U je ndhodnd velicina s rovnomerngm rozdelenim na (0,1) a
F je spojitd a rastica distribucnd funkcia na (0,1). Potom F~Y(U) md rozdelenie
s distribucnou funkciou F'.

Doékaz. Pre distribu¢nti funkciu G' ndhodnej velic¢iny F~*(U) plati
G(u) =P(F*(U) <u) =P(U < F(u)) = F(u), Yu € R.

V poslednej rovnosti sme vyuzili, ze U je ndhodnd veli¢ina s rovnomernym roz-
delenim na (0,1).
O

V pripade, ze G nie je bezna distribucna funkcia, pouzijeme tvrdenie [11] na
vygenerovanie ndhodného vyberu z rozdelenia s distribu¢nou funkciou GG. Najskor
vygenerujeme nahodné vybery Uy, ... Uy, V¥, ... V" z rovhomerného rozdelenia
na intervale (0,1). Potom ich dosadime do G~'. Podla tvrdenia [11] dostaneme
ndhodné vybery Uy, ..., U,, Vi,...,V, z rozdelenia s distribu¢nou funkciou G.
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3.2 Nezavislé nahodné veliciny

V tejto sekcii sa budeme zaoberat pripadom, kde ndhodné veliciny X a Y
st nezavislé a X, Y maju Poissonovo rozdelenie s parametrom 1, znac¢ime Po(1).
Zvolime pocet opakovani N = 1000. Z tvrdenia [3| vieme, Ze pre nezavislé ndhodné
veli¢iny plati 7(X,Y) = 0. Hodnoty bias(7) a sd(7) mozeme vidiet v druhom a
tretom stlpci tabulky .

V pripade spojitého rozsirenia, najskor volime G ako distribu¢nt funkciu rov-
nomerného rozdelenia t. j.

0, aku <0,
Gi(u) =<u, ak0<u<l,
1, aku>1.

Z tvrdenia[9| vieme, Ze aj v tomto pripade plati 7(X*,Y*) = 0. Odhad Kendal-
lovho tau budeme znacit 7; a hodnoty bias(71), sd(71) zapiSeme do tabulky [3.1]
Podobne postupujeme pre distribucné funkcie G4 a G3

0, aku<0, 0, aku<0,
Gay(u) =<u?, ak0<u<l,, Gszu)=<u? ak0<u<l,
1, akwu>1, 1, akwu>1.
Jediny rozdiel je, ze pri generovani ndhodnych vyberov Uy, ... ,U,, Vi,....V,

postupujeme podla odseku na konci kapitoly Odhady postupne oznac¢ime 75,
73 a pridame do tabulky.

n  bias(7) sd(7) bias(7y) sd(71) bias(rz) sd(72) bias(7z) sd(73)

50 —0,003 0,086 —0,001 0,098 —0,004 0,099 —0,003 0,098
100 —0,002 0,061 —0,003 0,060 —0,003 0,060 —0,003 0,068
200 0,000 0,043 —0,001 0,048 —0,001 0,047 0,000 0,047
500 —0,001 0,027 —0,001 0,030 —0,001 0,030 —0,001 0,031
1000 —0,001 0,016 0,000 0,019 0,000 0,019 0,000 0,020

Tabulka 3.1: Odhad vychylenia a smerodajna odchylka odhadov Kendallovho tau
pre nezavislé X a Y s Poissonovym rozdelenim s parametrom 1.

Teraz skiimame, ¢i sa bias alebo sd odhadov Kendallovho tau zmenia, ak zme-
nime distribu¢ni funckiu nahodnych veli¢in, ktorymi spojito rozsirujeme X a Y.
Vidime, Ze bias odahadov st velmi blizke 0, ¢o by sme od nestrannych odhadov
cakali. U smedorajnych odchyliek sa najviac 1isi smerodajna odhchylka u odhadu
7. Tato odchylka je pre kazdy pocet pozorovani trochu mensia, ako vSetky zvysné
odchylky. Tento rozdiel nie je prili§ zasadny pre vyssi pocet pozorovani (t. j. n).
7 nazbieranych dat sa neda povedat, Ze by bola nejakd nahodné veli¢ina, ktorou
spojito rozsirujeme, lepsia ako ina. Pri vypocte 7 nam staci pocet konkordantnych
parov, pricom vypocet 7 vyzaduje aj pocet diskordatnych, ako je vidief vo vzor-
coch a (3.1)). Vypocet sa moze ¢asovo natiahnut alebo skratit, v zavislosti
od metddy, ktorou odhady pocitame.
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Tento postup zopakujeme pre nezavislé nahodné veliciny X a Y, ktoré maju
Poissonovo rozdelenie s parametrom 0,1. V tomto pripade nahodné veliciny X
a Y nadobudaju hodnoty 0 a 1 s vacSsou pravdepodobnostou ako v predoslom
pripade.

n  bias(7) sd(7) bias(ty) sd(71) bias(7z) sd(Ta) bias(Tz)  sd(73)

50 0,000 0,025 —0,004 0,099 —0,003 0,100 —0,002 0,097
100 0,000 0,017 —0,003 0,069 —0,001 0,067 —0,002 0,069
200 0,001 0012 0002 0046 —0,001 0,047 0,004 0,047
500 0,000 0,008 —0001 0029 —0001 0030 0,000 0,031
1000 0,000 0,005 0,001 0,021 0,001 0,021 -0001 0,021

Tabulka 3.2: Odhad vychylenia a smerodajnd odchylka odhadov Kendallovho tau
pre nezavislé X a Y s Poissonovym rozdelenim s parametrom 0,1.

Vidime, ze v pripade spojito rozsirenych nahodnych veli¢in, bias a sd odhadov
Kendallovho tau st skoro rovnaké ako v pripade vyssSie. Vyraznd zmena nastala
u odhadu, kde sme nerozsirovali. Smerodajnd odchylka je niekolkokrat mensia
ako v predoslom pripade. To je zapri¢inené malou variabilitou hodnét v rozdeleni
Po(0,1). V tomto pripade st odhady Kendallovho tau rozsirenych veli¢in vyrazne
nepresnejsie, ako odhady z pévodnych hodndt.

3.3 Zavislé binarne veliCiny

V tejto sekcii sa budeme zaoberat ndhodnym vektorom (X,Y)", ktorého roz-
delenie a Kendallovo tau sme rozoberali v priklade 2] Rovnako, ako v predosle;
sekcii, bude pocet opakovani N = 1000. Pracovat budeme s hodnotami p = %,
q = %, a = i, z toho vyratame 7(X)Y) = % a rozdelenie, ktoré zapiseme do
tabulky nizsie.

X\Y 0 1

0 5/12 1/12  1/2
1 3/12 3/12  1/2

2/3  1/3

Tabulka 3.3: ZdruZené rozdelenie vektoru (X,Y)".

Pri pocitani bias a smerodajnych odchylok odhadov Kendallovho tau, bu-
deme postupovat skoro rovnako, ako v predoslej sekcii. Budeme spojito rozsiro-
vat rovnakymi ndhodnymi veli¢inami, ako v predoslej sekcii. Rozdiel bude pri
generovani ndhodného vyberu (X1,Y1)",...,(X,,Y,)", ten budeme generovat na-
sledujicim spésobom. Najskor vygenerujeme nahodny vyber Zi,..., Z, z rovno-
merného rozdelenia na intervale (0,1), potom prechddzame kazdou hodnotou a
uréujeme dvojice (X;,Y;)" nasledovnym spdsobom. Ak je Z; < %, volime bod
(0,0)7. Pre &5 < Z; < & volime bod (0,1)". Pre & < Z; < < volime bod (1,0)".
Pre -2 < Z; < 1 volime bod (1,1)". Po vygenerovani (X1,Y7)",... (X,,Y,)" a
prevedeni rovnakého postupu ako v predoslej sekcii dostdvame tabulku [3.4]
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n  bias(7) sd(7) bias(ty) sd(71) bias(7z) sd(Ta) bias(Ts)  sd(73)
50 —0,002 0064 —0001 0,095 —0,004 0,095 0,000 0,093
100 —0,001 0,043 —0,003 0064 —0,002 0,064 —0,001 0,064
200 0,000 0,031 —0,002 0,046 —0,001 0,045 0,001 0,046
500 0,000 0,020 0,000 0,029 —0,001 0,028 —0,001 0,028
1000 0,000 0,014 0,000 0,020 —0,001 0,021 —0,001 0,019

Tabulka 3.4: Odhad vychylenia a smerodajna odchylka odhadov Kendallovho tau
pre zavislé X a Y s alternativnym rozdelenim.

Opét skumame, ¢i sa bias alebo sd odhadov Kendallovho tau zmenia, ak
zmenime distribu¢nt funckiu nahodnych veli¢in, ktorymi spojito rozsirujeme X
a Y. V tomto pripade sa sd(7) vyraznejsie 1i$i od ostatnych sd, v porovnani
s Poisssonovym rozdelenim s parametrom 1. Tento rozdiel stale nie je az tak
vyrazny ako Po(0,1). Ostatne, zaver zostava rovnaky ako v pripade pre Po(1).

23



Zaver

V prvej kapitole sme si motivovali a zadefinovali Kendallovo tau. Uviedli sme
par zakladnych pojmov, ktoré s nim tizko stuvisia a tie sme ilustrovali na obraz-
koch. Zuzenie hranic Kendallovho tau pre diskrétne ndhodné veli¢iny sme do-
kazali v tvrdeni a demonstrovali na priklade. Pre ndhodné veli¢iny so spojitym
rozdelenim sme Kendallovo tau vyjadrili pomocou kopuly. V druhej kapitole sme
zaviedli spojité rozsirenie pre diskrétne ndhodné veli¢iny. Dalje sme dokazali, Ze
Kendallovo tau a dalsie vlastnosti si zachované aj po spojitom rozsireni.

V poslednej casti sme zaviedli odhady Kendallovho tau a skimali sme, ¢i pri
vypocte odhadu Kendallovho tau zalezi na nahodnej veli¢ine, ktorou spojito roz-
Sirujeme. V nasej volbe ndhodnych veli¢in, nezélezalo, ktorou ndhodnou veli¢inou
sme rozsirovali. Zalezalo iba na tom, ¢i vobec sme spojito rozsirovali. Smerodajné
odchylky boli vzdy vo vsetkych prikladoch mensie u odhadu Kendallovho tau
nerozsirenych ndhodnych veli¢in. Avsak treba brat ohlad na to, ze v pripade, ked
spojito nerozsirujeme, potrebujeme pri vypocte odhadu Kendallovho tau okrem
poc¢tu konkordantnych dvojic, spocitat aj pocet diskordantnych dvojic. To nam
vie pri velkom mnozstve dat predlzit ¢as vypoctu.
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