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Uvod

V digitalni éfe, kde se informace stavaji nedilnou soucasti nasich zivoti, je
spolehlivost pfenosu a uchovani dat nezbytna. Zadny prenos nebo digitaln{ zdznam
informace vsak nemusi byt bezchybny, napiiklad kviili elektromagnetickému Sumu,
¢i nedokonalému prenosovému kanalu. Tim se dostavame k dtilezitosti konceptu
samoopravnych kodu. Jak uz z nazvu vyplyva, studium samoopravnych kéda mé za
cil tvorbu koédi s dobrou opravou chyb. Pro to, aby kéd byl schopen dobré opravy
chyb, musi mit kdodova slova dostatecnou takzvanou Hammingovu vzdélenost.
Hammingovou vzdélenosti slov zde myslime pocet pismen (slozek), ve kterych se
kédova slova lisi a Hammingovou vzdalenosti kodu myslime minimum z téchto
vzdalenosti pro jeden dany kod. Protoze chceme posilat zpravu co nejlevnéji,
ale zaroven s malou pravdépodobnosti chyby, hledame takové kody, které maji
dostatecnou Hammingovu vzdalenost, obsahuji dostateény pocet slov a kodova
slova tohoto kédu nejsou prilis dlouha.

Jednou z mnoha konstrukci samoopravnych kédu jsou kédy indukované grafy.
Tyto kédy jsou tvoreny pomoci matic sousednosti a incidence grafii, pricemz za
mnozinu kédovych slov daného kédu uvazujeme linearni obal radk téchto matic.
Jednou skupinou takovych kédu jsou kody indukované grafy n-dimenzionalni
krychle. Kédy indukovanymi grafy n-dimenzionalni krychle se zabyvali matematici
Washiela Fish, Jennifer D. Key a Eric C. Mwambene v ¢lancich Fish et al., 2009a,
Fish et al., 2009b|a Fish et al., 2010, pficemz prvni dva zminéné ¢lanky se zabyvaji
kédy indukovanymi vrcholovym grafem n-dimenzionédlni krychle, a podobnymi
kody témto koédim, a treti se zabyva kody indukovanymi hranovym grafem n-
dimenzionalni krychle. Jak uz z nézvu prace a z vyse napsaného plyne, v této
praci se zabyvame kédy indukovanymi hranovym grafem n-dimenzionalni krychle
a vychazime z tfetitho zminéného ¢lanku Fish et al.,2010. Tyto kody jsou zkouméany
hlavné v souvislosti s permuta¢nim kédovanim a dekdédovanim, ale tim se v této
praci zabyvat nebudeme.

Hlavnim cilem této prace je ukazat konstrukci a vlastnosti kddu designu defi-
novan¢ho pomoci vrcholového grafu n-dimenzionalni krychle, dale, a to predevsim,
kédu indukovaného hranovym grafem n-dimenzionalni krychle a nakonec popsat
vlastnosti duali téchto kodi. U téchto kdédi ukazeme jejich zédkladni parametry,
tedy jejich dimenzi a Hammingovu vzdalenost.

Prvni kapitola obsahuje zakladni definice potfebné pro pochopeni tématu.
Nejprve jsou uvedeny definice zabyvajici se kddy, poté definice z teorie grafu
a nakonec definice struktury incidence a designu. V druhé kapitole se vénujeme
dimenzi a Hammingové vaze kédu definovaného pomoci matice incidence vrcho-
lového grafu n-dimenzionalni krychle a kédu indukovaného hranovym grafem
n-dimenzionalni krychle. Je zde dokazéano, ze dimenze prvniho z vyse zminénych
kodt je 2" — 1 a druhého 2™ — 2. Dale zde ukazujeme, ze minimalni vzdalenost
prvniho jmenovaného kédu je n a druhého 2(n — 1). Na zavér této kapitoly také
popisujeme, jak mohou vypadat generujici matice téchto kédi. Posledni kapitola
je pak vénovana dualtim vyse zminénych kodi, neboli ortogonalnim doplnkim
prostorii kodu. U nich dokazujeme, ze minimalni vzdéalenost je pro n > 3 rovna 4.



1 Zakladni teorie

V celém textu budeme pracovat prevazné s vektorovymi prostory F" nad
konecnym télesem IF, ve vétsiné pripad dokonce pouze nad binarnim télesem Fs.
Koédovym slovem myslime radkovy vektor u € F”, tedy w = u; ... u,. Bodovym
soucinem dvou slov u = u; ... u, a v = v;...v, rozumime u - v = ;' ; u; - v;. V
celém textu také uvazujeme pouze netrivialni kédy, tedy kédy C takové, ze |C| > 1.
Daéle v celém textu bude e; znacit i-ty vektor kanonické baze a 1 bude znacit
radkovy jednickovy vektor, tedy 1 = (1 e 1).

Zakladni definice v této kapitole vychéazeji prevazné z Zemlicka, 2024, pro
definice z teorie samoopravnych kodi, Matousek; Nesetril, 2000, pro teorii grafi,
a Beth, 1985, pro definici struktury incidence a designu.

1.1 Linearni kédy

Zacneme s definicemi linedrniho kodu, Hammingovy vzdalenosti a definicemi
generujici a kontrolni matice.

Definice 1 (Linearni kéd). Mnozina C C F™ je linedrni kdd, jde-li o podprostor
aritmetického vektorového prostoru F™.

Definice 2 (Hammingova vzdalenost slov, vzdalenost kédu a Hammingova vaha).
Necht w, v € F* jsou slova kédu C, kde C CF", C # ). Pak
o d(u,v) = |{i|u; # v;}| se nazjva Hammingova vzddlenost slov u a v
e d(C) = min{d(u,v)|u, v € C,u # v} se nazgvd Hammingova vzddlenost
kddu

e w(u) =d(u,0) se nazyva Hammingova viha slova u

Hammingové vzdalenosti kédu také rikame minimalni vzdalenost kodu, ¢i
pouze vzdilenost kédu. Pro linearni kédy C C Fy, kde k = dimg. (C) a d = d(C)
se obvykle pouziva znaceni [n, k|-kédy, [n, k|,-kédy, & [n, k, d],-kédy.

Lze snadno nahlédnout, ze pro linearni kody plati

d(€) = min({w(c)|c € C\{0}}),

proto se také nékdy d(C) fikd minimdalni vdha kédu. Slova kédu C s minimalni
vahou budeme nazyvat minimalni slova kédu C.

Pro praci s linedarnimi kody a Casto i pro jejich definovani se vyuzivaji generujici
a kontrolni matice.

Definice 3 (Generujici a kontrolni matice). Necht C je [n, k]-kdd, kde dimenze
ke {01,...,n}, GEF*>*" q HcFnRxn Rekneme, Ze G je generujici matice
kédu C, jestlize C = Tm(GT). Ddle tekneme, Ze matice H je kontrolni matice kédu

C, pokud C = Ker(H).

Kody v této praci jsou definovany maticemi, jejichz radky generuji dané
kédy, ale nejsou linearné nezavislé. Pokud bychom matice upravili elementarnimi
radkovymi ipravami do odstupnovaného tvaru a vynechali nulové fadky z konce
matice, dostali bychom pravé generujici matice. Pro nasi praci s kody, ale budou
lepsi matice v ptivodnim tvaru.



Jak uz je vyse napsano, linearni kéd je takovy kod, ktery tvori podprostor
vektorového prostoru F”. Ortogondlni doplnék (vzhledem k bodovému soucinu)
tohoto podprostoru tvori také podprostor a mluvime o ném jako o dualu kodu.

Definice 4 (Dudl kédu). Necht C je linedrni kéd, pak dudl kodu C je takovy kod
Ct, ktery tvord ortogondini doplnék C (uvazujeme-li bodovsj soucin), neboli

Ct={veF|v-u=0VvucC}.

Pomoci duédlu kédu definujeme dvé specialni tiidy linearnich kédi, samoduélni
a samoortogonalni kody.

Definice 5 (Samodudlni a samoortogondlni kéd). Méjme linedrni koéd C a jeho

dudl C*+. Pak C je samoortogondlni kéd, pokud plati C C C*+ a samodudlni, pokud
C=C*.

Definice 6 (Permutacné ekvivalentni kody). Méjme kiody C1,Co € F*, 0 € S,
(permutaci na mnoziné {1,...,n}), oznacime C; ~, Cy pokud

Cl...Cn €C1=Co1) - Com) € Ca.

O kodech Cy,Cy € F™ rekneme, Ze jsou permutacné ekvivalentni (prostrednictvim
permutace o € S,,), jestlize existuje o € S, takovd, Ze Cy ~, Cs.

Definice 7 (Standardni tvar generujici matice). O generujici matici linedrniho
[n, k|-kédu rekneme, Ze je ve standardnim tvaru, md-li formu ([k ‘ A) € Fhxn,

1.2 Grafy

Definice 8 (Graf). Graf G je usporddand dvojice (V, E), kde V' je neprizdnd
mnozina a E je mnozZina dvouprvkovych podmnoZin mnoziny V. Prvky mnoZiny
V' se nazyvaji vrcholy grafu G a prvky mnoZiny E hrany grafu G.

Definice 9 (Podgraf). Graf H = (V, E)Lje podgrafem grafu G = (V, E), pokud
VCV, ECE a ziroven kaZdd hrana z E md oba vrcholy ve V.

Definice 10 (Stupen vrcholu a regularni graf). Stupern vrcholu v; uddvd pocet
hran grafu G obsahujici v;. Graf G je reqularni, pokud maji kazdé dva jeho vrcholy
stejny stupen.

Jak uz z nasi definice grafu vyplyva v této praci uvazujeme pouze neorientované
grafy bez smycek, protoze hrany uvazujeme jako dvouprvkové mmnoziny.

Definice 11 (Matice sousednosti grafu). Méjme graf G = (V, E) s n vrcholy.
Oznacme vrcholy v, ..., v,. Matice sousednosti grafu G je pak ctvercovda matice
A = (aij)nxn definovand predpisem

1 pro {v;,v;} € E
a; ; =
7 0 jinak



Definice 12 (Matice incidence grafu). At G = (V| E) je graf, kde |V]| = n
a |E| = m. Oznacme vrcholy V.= {v1,...,v,} a hrany E = {e,,...,en}. Pak
matice incidence grafu G je matice B = (b; j)nxm typu nx m definovand predpisem

)1 jestlize v; € e;
" 0 jinak

7 definic jasné vyplyva, ze podoba matic sousednosti i incidence zavisi na tom
v jakém potadi vrcholy (respektive hrany) ozna¢ime. Matice sousednosti grafu G
jsou pak shodné az na permutaci radku a sloupct a to samé plati i pro matice
incidence grafu G.

P1i vytvareni kodu budeme pracovat pouze s jednou specifickou skupinou grafi,
které se nazyvaji Hammingovy grafy.

Definice 13 (Hamminguv graf a grafy n-dimenziondlni krychle). Méjme ddano
n,m € N a mnoZinu R velikosti m. Graf H(n,m) = Vi, Eg) s m™ vrcholy, které
oznacime n-ticemi z R™, a hranami, které spojuji dva vrcholy pravé tehdy, kdyz se
n-tice oznacujict vrchol lisi v jedné sloZce, nazgyvame Hamminguv graf.

Vrcholovym grafem n-dimenziondlni krychle myslime Hamminguv graf, kde
m =2, a znacime jej Q. Tedy Q, = (V,,, E,), kde pro vrcholy a hrany plati, Ze
Vo, =F% a E, = {{u,v}|,u,v € V,,d(u,v) = 1}.

Hranovygm grafem n-dimenziondlni krychle, myslime graf L(Q,) = (E,, H,),
kde H, = {{h, ha} C Ey||h1 N ha| = 1}.

(110) (1

(100) (101)

010) 011

000) 0o01)

Obrazek 1.1 Vrcholovy graf 3-dimenzionalni krychle



(ID.0D) {111,011y

{(100), (10D} {1 D, 10y

{001),(101)} {(100),(110)}

{(001),(011) {(010),(110)}

{(000), (001} {(010),(011)}

{000, (100)]  {(000),(010)}

Obrazek 1.2 Hranovy graf 3-dimenzionélni krychle

Definice 14 (Kédy indukované grafem). Meéjme graf G a jeho matici sousednosti
A. O kodu C rekneme, Ze je indukovany grafem G, jestlize je linedarni obal radkovijch
vektoru matice A roven mnozine vsech slov kodu C.

1.3 Struktura incidence a designy

Definice 15 (Struktura incidence a design). Trojici D = (P,B,Z), kde P je
mmnozina bodu, B je mnozZina bloki a T C P x B je bindrni relace, zvand incidence,
nazyvame struktura incidence.

Konecnou strukturu incidence D = (P,B,I) nazve blokovy t — (v, k,\) design
(t,v,k, A € N), pokud |P| = v, kaZdy blok B € B je incidentni pravé s k body z P,
tedy VB € B : ‘{p € Pl(p,B) € I‘ = k a prdvé t bodi je incidentnich prdvé s A
bloky, tedy VM C P, Ze |M| =t, plati |[{B € B|(p,B) € Z;Vp € M}| = \.
Design nazgvdme symetricky, pokud plati |P| = |B|.

Definice 16 (Matice incidence designu D). Méjme design D = (P,B,Z), kde
b=|B| av=|P|. Matici M = (m; ;)pxv, kde Tdadky reprezentuji bloky a sloupce
body designu D, pro niz plati m; ; = 1, pokud je i-ty blok incidentni s j-tym bodem,
a m;; = 0 v opacném pripade, nazyvame matici incidence designu D.

Definice 17 (Kéd designu D). Méjme design D a jeho matici incidence G. O kédu
C rekneme, Ze je kodem designu D, jestlize je linedrni obal rdadkovych vektori
matice G roven mnozine vsech slov kodu C.
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2 Kobdy indukované grafy
n-dimenzionalni krychle

2.1 Hranovy graf n-dimenzionalni krychle

V této sekci uvazujeme vrcholovy graf n-dimenzionalni krychle @),, a hranovy
graf n-dimenzionalni krychle L(Q,) dle definic vyse. Nejprve v jednoduchém
lemmatu ukézeme pocet hran grafu @, a poté pomoci grafu L(Q,,) zadefinujeme
strukturu incidence D(L(Q,,)).

Lemma 1. Vicholovy graf n-dimenziondind krychle md 2"'n hran.

Diikaz. Podle definice hran n-dimenzionalni krychle je jasné, ze z kazdého vrcholu
vede pravé n hran, neboli graf je regularni a kazdy vrchol je stupné n. Vrcholi
je opét dle definice 2". Dale kazda hrana spojuje dva vrcholy, tedy vsech hran je
pravé £ = 2" Ip,

O
Definice 18 (Struktura incidence D(L(Q,,))). Méjme hranovy graf
L(Q,) = (En, Hy,). Pak definujeme strukturu incidence grafu L(Q,) jako
D(L(Qn)) = (En,B,T), s body E,, bloky B = {{u,v}|[{u,v} € E,}, pro bloky
dané vztahem {u,v} = {{a:,y} € E,|{u,v} n{x,y}| = 1}, a incidenci T
takovou, Ze pro h € E,, a B € B plati (h,B) € Z <= h € B.

Lemma 2. Struktura incidence D(L(Q,)) je 1 —(2"'n,2(n—1),2(n—1)) design.

Diikaz. Pocet bodi tohoto designu je roven poc¢tu hran vrcholového grafu @, tedy
2"~n. 7 kazdého vrcholu grafu @Q,, jde pravé n hran, tedy vypustime-li v kazdém
vrcholu tu jednu hranu urcujici dany blok, dostaneme, ze kazdy blok je incidentni
s pravé 2(n — 1) body z E,,. Tedy tak i pravé kazdy jeden bod z E,, je incidentni
s 2(n — 1) bloky. Tedy D(L(Q,)) je 1 — (2" 'n,2(n — 1),2(n — 1)) design.

O
Tento design budeme znacit D,,.

Dale zkonstruujeme matici incidence grafu @),,. Vrcholy grafu (),, budeme znacit
binarni reprezentaci ¢isel a ztotoznovat toto znaceni binarnimi ¢isly s danymi ¢isly
0,...,2" — 1. Matic{ incidence grafu Q,, rozumime matici G,, € F2"*2""'n g f4dky
reprezentujicimi vrcholy, pficemz vrcholy jsou fazeny postupné dle jejich binarni
reprezentace, a sloupci reprezentujicimi hrany grafu @,,. Nejprve nahlédneme
na to, jak z grafu @,_, vznikd graf @),. Predpokladejme tedy, Zze mame graf
Q. s vrcholy oznadenymi &isly 0,...,2"% ! — 1, kde u bindrni reprezentace ¢isel
Ef"\i(kime kazdému bindrnimu ¢islu na zacatek jeden nulovy bit. Ddle méjme graf
Qn—, isomorfni grafu @),,_, tak, ze vrcholy jsou oznaceny binarnimi c¢isly, které
se lisi od Q,,_, pouze v pridaném prvnim bitu, kde bude nyni jednicka. Nakonec
spojime vzdy vrchol @), _, s vrcholem 6;_/1 pokud se jejich oznaceni lisi pravé
pouze v prvnim, pfidaném, bitu. Tak dostaneme graf @),,.

Matice G, zkonstruujeme induktivné podobnym zplisobem jako jsme kon-
struovali graf @), vyse. Nejprve nahlédneme, ze jedind mozna matice incidence

11



. 1 . . . . .
grafu @, je G, = <1> Nyni uvazujme, Ze uz mame sestrojenou matici G,,_,

a chceme sestrojit matici G,,. Radky opét reprezentuji vrcholy grafu Q,, ty jsou
usporadany dle své binarni reprezentace vzestupné, tedy /d\le/ konstrukce grafu
@, jsou nejprve vrcholy grafu @, _, a poté vrcholy grafu @,,_,. Sloupce matice
reprezentuji hrany, které jsou sefazeny nasledujicim zptisobem. Prvnich 2" 2%(n—1)
sloupcii reprezentuji hrany grafu @),,_, sefazené jako u matice G,,_,, tedy hrany
{0,1},{0,2},{1,3},{2,3},--- ,{2"t — 2,271 — 1}. Dalsich 2" sloupct re-
prezentuje hrany propojujici podgrafy @,_, a 67: a jsou sefazeny v tomto
poradi: {0,2"7 '} {1,2"71 + 1},--- {2"7! — 1,2" — 1}. Poslednich 2"72(n — 1)
sloupcii reprezentuje hrany grafu Cj;_/l a sefazeny jsou opét stejné jako u ma-
tice G,,_,, akorat u kazdé hrany vrcholu pficteme 2771 tedy {271,271 + 1},
{or=ton=t 42} {2nt 412t 4 3} {2nt 42,27t 4 3. {20 —2,2" — 1},
Takovato konstrukce nam dava nésledujici lemma.

Lemma 3. Matici incidence G,, grafu Q) lze sestrojit spravnym usporddanim

sloupcu tak, Ze plati
Gpoy Ion— 0
Gin = ( 0 Iy Gn1> '

Diikaz. Horni blok G,_, je zfejmy, protoze znazoriiuje prvnich 2"~! vrcholt
propojenych prislusSnymi hranami. Nulovy blok pod timto blokem je jasny z toho,
ze kazda hrana obsahuje pouze dva vrcholy, tedy v jednom sloupci jsou pravé
dvé jednicky, které uz jsou obsazeny v hornim bloku. Pro spodni blok G,,_, si
sta¢f uvédomit, Ze fadky reprezentuji druhych 2"~! vrcholt a hrany mezi nimi.
Nulovy blok nad timto blokem opét plyne z toho, ze kazdy sloupec obsahuje pravée
dvé jednicky. Bloky jednotkol}’/\cll matic pak plynou z toho, zZe se jedna o hrany
propojujici podgrafy @, , a (,_,.

O
Nyni definujeme k této matici prislusnou strukturu incidence a ukézeme, zZe se
jednd o 1 — (2" 'n,n,2) design.

Definice 19. M¢éjme vrcholovy graf @, = (Vy, E,). Pak definujeme strukturu
incidence grafu Q, jako D(Qn) = (E,,V,I), s body E,, bloky V = {u|u € V,.},
pro w = {{u,u +e; i € {1,... ,n}}, a incidenci T takovou, ze V{u,v} € E,
aVa €V plati ({u,v},uw) € I < {u,v} €.

Lemma 4. Struktura incidence D(Q,,) je 1 — (2" 'n,n,2) design, ktery budeme
znacit G,. Matici incidence tohoto designu je pak matice G,,.

Diikaz. Pocet bodu designu je podle definice D(Q,,) roven poc¢tu hran grafu @,
tedy 2" 'n. Z definice blokt, kde kazdy blok obsahuje n hran (bodil) a toho,
ze blok je incidentni s bodem, pokud dany bod v tomto bloku lezi, dostavame,
ze kazdy blok je incidentni pravé s n body. Nakonec zbyva dokazat, ze kazdy
jeden bod je incidentni pravé s dvéma bloky. Z definice bodu lze vidét, ze pro
{u,v} € E, plati, {u,v} = {u,u+e;} = {v,v + e;}, pro néjaké j € {1,--- ,n}.
Tak dostavame, ze {u, v} lezi pravé blocich w a v, tedy kazdy bod je incidentni
s pravé dvéma bloky. Také dostavame, ze G,, je matici incidence tohoto designu.
m
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Pomoci matic incidence grafu (),, rekurentné sestrojime matici sousednosti grafu
L(Q,), kterou budeme znacit M,

Lemma 5. Matice sousednosti M, € Z@"'m*@"7'n) - grafy L(Q.,), je tvaru

My, Gooim o
Mn = GnTGn - 212"—171 = Gn—1 0 Gn—l )
0 Gn—1T M, _,

kde G, je matice incidence grafu Q.

Diikaz. Nejdiive dokazeme, ze M,, = G, rG, —2In-1,. Pro zjednoduseni oznacme
m=2"al=2""'n. Vime, ze G, € {0,1}" tedy G,/ G,, € N*!. Dale z mati-
cového soucinu plati, ze (GnTGn)M = g; - g;, kde g,, g; jsou i-ty a j-ty sloupec
matice G,,.

Pokud ¢ = j, pak g; = g;. Déle g; ma z definice matice incidence dvé slozky
rovny 1 (protoze hrana obsahuje pouze dva vrcholy). Tedy z definice bodového
soucinu vyplyva, ze (G, G,)i; = 2.

Naopak pokud ¢ # 7, pak bereme dvé riizné hrany. Ty maji spole¢ny bud jeden
nebo zadny vrchol, tedy g; - g; € {0,1} (1 pokud maji spole¢ny jeden vrchol, 0
pokud zadny).

Pro M,, podle nasi definice sousednosti hranového grafu plati, ze (M,);; =1
pravé tehdy, kdyz i-ty a j-ty vrchol grafu L(Q,) jsou sousedné, coz je, kdyz
maji i-ta a j-ta4 hrana grafu @), spoleény vrchol a zaroven nejde o stejnou hranu.
V opacném pripadé (M,);; = 0. Tedy pro ¢ # j dostavame (M,,);; = (GnTGn)iyj
a pro i = j dostavame (M,);; = (GnTGn)i,j — 2. Zbytek dokazeme z predchoziho
lemmatu a této rovnosti pomoci maticového nasobeni po blocich.

Mame tedy

G )
Mn = GnTGn - 2]2n—1n == ]271,71 ]271,71 <G7Z)_1 §2::1 GO_ > — 2[2n_1n —=

0o Gpi'
Gn—lTGn—l Gn—lT 0 Mn—1 Gn—1T 0
— Gn—l 2[277,71 Gn—l - 2]2n—1n = Gn—l 0 GTL—l
0 Gn—lT Gn—lTGn—l 0 Gn—lT n—1

2.2 Binarni kédy

V této kapitole budeme konstruovat binarni kédy pomoci grafa @, a L(Q,,)
a matic G, a M,, z predchozi kapitoly. Nyni budeme uvazovat matice M, a G,
jako matice s fadky generujicimi binarni kédy, tedy pouze nad Fq, a tedy plati, ze
M, = G, "G, Binarni kéd generovany fadky matice M, tedy kéd indukovany
grafem L(Q),), budeme znacit C(M,,). Bindrni kdd generovany radky matice G,
tedy kéd designu G,,, budeme znacit C(Gy,).

Lemma 6. Pro hodnost matice G, kde n > 1, plati, Ze rank(G,) = 2" — 1.
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1
Diikaz. Prvni rovnost dokdzeme indukei podle n. Pro n = 1 mame G; = ) tedy

1
rank(G,) = 1. Déle uvazujme, Ze rovnost plati pro n — 1, a dokdzeme, ze plati
i pro n. Vezmeme podobu matice dle lemmatu [3| a provedeme prohozeni blok
pomoci prohazovani sloupct a nasledné vynulovani pomoci ekvivalentni radkové
upravy, pricitani radka. Tedy

k GTL*l Iz"—l 0 _ k Iz”—l anl 0 _
ran o IQn—l Gn_l = ran ]2n_1 o Gn_l =
IQ”—I Gn—l 0 _ on—1 —
= rank << o G . Gn—1>> = 2" +rank ((Gn_l Gn_l)) =

= 2" 4 rank(G,,_,).

Dostavame tedy, ze rank(G,) = 2"! + rank(G,
1

_,). z indukéniho predpokladu
pak dostavdme, ze rank(G,,) = 2"t + 2771 — 1 =2n

- 1.
[l

Lemma 7. Pro matici G, a libovolng vektor w € 3" plati, Ze uG, = 0 prdvé
tehdy, kdyZ u = 0 nebo u = 1.

Diikaz. Matice G,, ma dle pfedchoziho lemmatu [6] hodnost 2" — 1, tedy plati,
ze dim(Ker(G,,)) = 1. Navic, protoze je matici incidence vrcholového grafu, jsou
v kazdém sloupci pravé dvé jednicky a zbytek jsou nuly a zadny fadek neni nulovy.
Nulovy vektor tedy dostaneme pravé linedrni kombinaci vsech jejich radki nebo
zadného radku, proto uG, = 0 pravé tehdy, kdyz u = 0 nebo uw = 1.

O

Lemma 8. Matice M, kde n > 2, md hodnost rank(M,) = 2" — 2. Navic plati,
zZe C(M,) C C(G,).

Diikaz. Pro ditkaz tohoto lemmatu nejprve zadefinujeme kéd C(G,,") generovany
fadky matice G,,7 a také linearni zobrazeni 7, : C(G,") — C(M,,), ze pro kazdé
w € C(G,") plati 7,(w) = wG,,. Z piedchoziho lemmatu [7| mame, Ze 1G,, = 0.
Navic G,, ma 2" fadka a rank(G,,) = 2" — 1. Tedy pro 7,, pak plati, ze

Ker(7,) = LO{1}.

Dale si vSimneme, ze vSechny radky matice M,, jsou linedrni kombinaci radki
matice G,, protoze M, = G,”G,. Tedy rank(M,) < rank(G,) = 2" — 1 a také
C(M,) C C(G,,). Dale z toho vidime, ze Im(7,,) = C(M,,) neboli, Ze 7, je surjektivni
zobrazeni.

Secteme-li 2"~ prostfednich fadki matice G,,” dostaneme 1, tedy 1 € C(G,,7).
Navic dim(C(G,")) = 2" — 1, protoze rank(G,") = rank(G,) = 2" — 1. Tedy
z Ker(r,) = LO{1}, 1 € C(G,,") a Im(r,) = C(M,,) dostavame, Ze pro dimenzi
kédu C(M,,) plati dim(C(M,,)) = 2" — 2, tedy i rank(M,,) = 2™ — 2.

O

Lemma 9. Kéd C(G,7) je kéd sudé vihy.

Diikaz. Toto tvrzeni plyne ptimo z toho, ze GG, je matici incidence grafu, tedy
v kazdém sloupci jsou pravé dvé jednicky a zbytek nuly. Proto kazdy fadek matice
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Gn' mé vahu 2, tedy je sudé vahy. Kazdé slovo kédu C(G,") je tedy linearni
kombinaci slov sudé vahy a tedy opét slovo sudé vahy.

O
Nyni ukdzeme, jaké je minimdlni vdha nejprve kédu C(G,,) a poté kodu C(M,,).
Na prikladu ukazeme princip dikazu néasledujici véty a zaroven dokazeme vétu
pron=1,n=2an=3.
Priklad. Za¢neme od n = 1 s matici (G; a budeme postupné konstruovat matici
G, kéd C(G,) a déle matici G a kéd C(G,). Tedy pro n = 1 mame vrcholovy
graf:

(0) = « ()

Obrazek 2.1 Vrcholovy graf 1-dimenzionalni krychle

o)

(@)= {(1).0)}

Pro n = 2 mame vrcholovy graf:

Neni tézké nahlédnout, ze:

(10) (11)

(0.0) (01)

Obrazek 2.2 Vrcholovy graf 2-dimenzionalni krychle

7 néj pak dostavame:

1100\
110110
G2_k0 10 1)'

010111

Na matici miazeme vidét platnost lemmatu [3] Zde jesté muzeme lehce vypsat
vsechny kodova slova a nahlédnout, ze minimalni vzdéalenost kédu je opravdu 2,
tedy n.

C(G.)={(1 1 00),(1 01 0),(1010),00711)),

(0 11 o),(l 0 0 1),(0 0 0 0),(1 11 1)}
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Nakonec pro n = 3 napiSeme matici pomoci lemmatu [3| nebo opét muzeme
zkonstruovat z definice pomoci grafu z obrazku [I.1]

0

SO RO O oo
SO = O RO OO o
_ O = O o OO o O
—_— =0 OO O O O

Q
w
I
VR
o @
N
A;'NA;N
MQO
N———
I
O OO OO O ==
O OO =IO OO -
O = OO = OO
— O O Ol O O O

O OO OO = O
O OO OO = O
[ NeNeNell =)
OO = OO0 O

U tohoto ptipadu uz vidime, ze by bylo nepraktické vypsat vSechna kédova slova,
protoze bychom jich méli 128.

Ukézeme, ze minimalni vaha kédovych slov kodu C(G;) je 3, a ze slova s mi-
niméln{ vahou jsou pravé radky matice G. Slovo v € C(G;) budeme brat jako
konkatenaci vektori vy, vs a vs, tedy v = ('01 Vo '03), kde vy jsou prvni ¢tyrti
soutadnice vektoru v, vy druhé ¢tyri a vs posledni ¢tyti souradnice.

1) Nejprve uvazujeme, ze v je linedrni kombinaci k € {1, 2, 3,4} fadku z prvnich
¢tyt radkt matice G;. Pak vy € C(G.,), tedy w(v1) > 2 nebo v; = 0. Z matice déle
vidime, Ze w(vy) > 1 a v3 = 0. Pokud v, = 0, pak je vidét, Ze jsme udélali linedrni
kombinaci viech étyt Fadki, vy = (1 11 1), tedy w(v) = 4. Naopak pokud
v1 # 0, pak w(v;) > 2 a tedy w(v) > 3. Navic pokud chceme, aby w(v) = 3, pak
musi byt w(v1) = 2 a hlavné w(vy) = 1, tedy je jasné, ze to musi byt fadek Gj.

2) Pokud v je linedrni kombinaci k € {1,2, 3,4} fadku z poslednich ¢tyt radka
matice G5, pak muzeme postupovat stejné, akordt nyni je vs € C(G,) a vy = 0.

3) Nakonec predpokladejme, Ze v je linedrni kombinaci k € {1,2,3,4} radku
z prvnich ¢tyt fadki matice G5 a l € {1,2,3,4} fadki z druhych ¢ty radka této
matice. Pak plati v; € C(G,) i v3 € C(G,).

Pokud vy # 0 a zaroven vy # 0, pak w(v) > 4, protoze w(vy) > 21 w(vs) > 2.
Naopak pokud v; = 0 a zaroven vz =0, pak vo =1+ 1 =0.

Nakonec jestlize v; = 0 a v3 # 0 (respektive v; # 0 a v3 = 0), pak vy # 0,
tedy w(v) > 3. Pokud w(v) = 3, pak musi byt w(vy) = 1 a w(vy) = 2, a protoze
vy = 0, je v linedrni kombinaci urcité prvnich ¢tyt radki, tedy abychom dostali
w(vy) = 1 musime do linedrni kombinace pridat jesté dalsi t¥i fadky z druhé
poloviny matice. Ale vs je pak linearni kombinaci ti{ fadka z G, coz je ovsem
ten zbyly fadek této matice (protoze hodnost matice je 3). Navic v, je jednotkovy
vektor s jednickou na pozici i, kde i je Tadek vynechany pro linedrni kombinaci.
Tedy opét dostavame, ze v je fadkem matice Gs.

Véta 10. Pro minimdlni vzddlenost kédu C(Gy,), kde n > 1, plati, Ze
d(C(G,)) = n. Tedy C(G,) je [2"'n,2" — 1,n]y kéd. Navic pro n > 3 jsou
minimdlni slova kédu C(G,,) prdvé radky matice G,,.

Diikaz. Dimenzi kédu C(G,,) mame dokdzanou v piedchozim lemmatu [6] Staci
tedy dokazat minimalni vzdalenost, kterou dokazeme indukci podle n.

Pron = 1, n = 2 tvrzeni o minimélni vaze kédu plati (dle predchoziho
ptikladu), navic vidime, ze fadky matic maji minimalni vahu. Pro n = 3 navic
plati i to, ze v fadky G5 jsou slova s minimélni vahou kédu C(G;) (opét viz
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priklad vyse). Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1. Pomoci lemmatu
dokazeme, ze tvrzeni pak plati i pro n. Oznacime radky matice G,,_, jako vektory
Uy, ..., Usn—1. Dile budeme brat kazdé slovo v € (C(G,,) jako konkatenaci vektort
v = (vl V9 vg), kde v; je tvofen prvnimi 2" 2(n — 1) soufadnicemi vektoru
v, vy je tvofen dalsimi 2"~! soutadnicemi v a w3 je tvoren zbylymi 2"72(n — 1)
souradnicemi v.

Z podoby matice G,, vidime, ze jeji tadky maji vihu o jedna vétsi nez radky
matice G,,_,, tedy dle indukéniho predpokladu maji vahu n. Pokud uvazujeme,
ze minimélni vdha kédu C(G,) je n, pak maji fadky matice G,, minimalni vahu.
Nasledujicim zptusobem ukazeme zbytek tvrzeni.

1) Nejprve uvazujme, ze v je linedrni kombinaci k& > 1 vektor z mnoziny
prvnich 27! ¥adki matice G,,. Ozna¢me I C {1,...,2""1} mnoZinu indext fadki
matice G,, tvoricich vektor v, tedy || = k > 1. Pak z lemmatu [3| o podobé matice
G, mame vy = Y ;e U;, Vo = » ;€ a vy = 0. Mohou nastat dvé moznosti.
Pokud v; # 0, pak z indukéniho predpokladu w(vy) > n — 1, dale w(vy) = k,
a tedy w(v) > n—1+k > n. Navic w(v) = n pravé tehdy, kdyz k = 1, tedy kdyz
v je pravé fadek G,,. Naopak pokud v, = 0, pak dle lemmatu |7| v, = Z?;l Uu;.
Proto k = 2"71 a tedy vy = 1. Dostdvdme tak, ze w(v) = 2""! > n pron > 3.

2) Pokud je v linedrn{ kombinaci k > 1 vektori z mnoziny zbylych 2"~! f4dku
matice G,,, pak prov = (vl Vo 1)3) plati, Ze v1 = 0, V2 = Y jcr €, 8 V3 =D ;e U,
Tedy mtuzeme pouzit stejné argumenty jako u predchozi ¢asti dikazu.

3) Nyni uvazujme, ze je v linedrni kombinaci k£ > 1 vektor z mnoziny prvnich
271 ¥4dkt matice G, a | > 1 vektori z mnoZiny zbylych 27! ¥adkt matice
G,. Tady ozna¢me mnoziny indextt I C {1,...,2" 1} a J C {1,...,2"7 '} Ze
Il =k >1a|J| =1> 1. Pak opét z lemmatu [3] dostavame, ze v; = Y ;c; u;,
V3 =D ie U5 a V=D €+ Y icy €j. Opét rozebereme jednotlivé moznosti.

Nejdifve uvazujme, Ze v1 = 0 a v3 = 0, tedy k = 2" 1 a [ = 2"~!. Pak ale
i vy =0, tedy v = 0. Déle uvazujme, ze v; # 0 a vy # 0. Pak z induk¢niho
predpokladu mame, ze w(vy) > n — 1 a zaroven w(vs) > n — 1, tedy plati
w(v) > 2(n — 1). Tedy pro n > 3 plati, ze w(v) > 2(n — 1) > n.

Nakonec uvazujme, ze v; = 0 a v3 # 0. Pak k = 2"! a [ < 27!, Déle
vy = 1+ 3 ,c5€;, a protoze | < 2"7', pak vy # 0. Tedy plati, Ze w(vs) > 1.
Dale z indukéniho predpokladu pro vz plati, ze w(vs) > n — 1, tedy dostavame,
ze w(v) > n. Z predchoziho také dostavame, ze w(v) = n pravé tehdy, kdyz
w(v3) =n — 1 a zarovell w(vy) = 1. Vime, Ze w(vy) = 1, kdyz [ = 27! — 1. Tedy
v je linedrni kombinaci 2" — 1 fddki matice G, z lemmatu [7] tedy plyne, Ze v
je rddek matice G,, (ten radek, ktery nebyl zahrnut do linearni kombinace). Pro
vy # 0 a v3 = 0 provedeme diikaz identicky.

Dostavame tedy, ze minimalni vzdélenost kédu C(G,,) je d(C(G,)) = n (pro
n > 1). Mdme tedy, ze C(G,,) je [2"'n, 2" n], k6d a pro n > 3 jsou minimaln{
slova v radcich matice G,,.

O

Nyni ukazeme minimalni vzdéalenost kédu C(M,,), ale pied tim opét predvedeme
princip dikazu na ptikladu pron =2 an = 3.

Priklad. Nejprve najdeme minimalni vahu kédu C(M,,) pro n = 2. Pro n = 2
mame graf L(Qs):
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10 1), (1 1); 1(10), (1 D}

1(00), (0 1); 1(00), (1 0);

Obrazek 2.3 Hranovy graf 2-dimenzionélni krychle

A jeho matici sousednosti M,:

0110
100 1
M2_1001
0110

Pomoci této matice najdeme cely kdd :

cM)={(0 1 10),(1001),0000),1111)}

Z toho vidime, Ze minimélni vaha kédu C(Mz) je 2, tedy 2(n — 1). Zde dokonce
plati, Zze minimalni slova jsou v fadcich matice M,. Zajimavosti pro n = 2 je, Ze
Gy = GY, tedy i C(G3) = C(Go)T. To vyuZijeme pro n = 3.

Pro n = 3 mame graf L(Q3) na obrazku a jeho matice sousednosti vypada
nasledovné:

M, G,T o
M,=1G, o G.|=
o G.T M,

O R OO OoOoo O
— =0 OO0 OO O =OO
O~ R O OO KR OOOOoO
— O O RO, O FR,ROOOO
—_ OO KRR OFR,ROOCO OO
O R~ Ol EF~, OO0 oo

SO R RO OOOoOo O
— O R OO o ook oo

O OO OO OO = O = =O
SO OO OO O REFE OO
OO OO OO OO
OO OO = OO0 O

Opét bychom mohli vypsat vsechna kédova slova, kterych je ovsem 64. Misto toho
rozebereme jednotlivé moznosti podobné jako v dukazu nasledujici véty.
Oznac¢ime mnozinu prvnich 4 fadka matice M, jako R, druhych 4 jako R
a poslednich 4 jako Rs. Slovo v € C(M,) je tedy linearni kombinaci fadki matice
M, a budeme ho zapisovat jako konkatenaci vektorti vy, v2 a vs, kde v, jsou prvni 4

slozky vektoru v, vy druhé 4 a vz posledni 4 slozky. Mame tedy v = (1)1 () 'v3>.
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1) Uvazujme, Ze v je linedrni kombinaci fadku z R;. Pak z matice vidime, ze
pokud v; = 0, pak v = 0 nebo vy = 1. Pokud v, = 0, pak i v = 0. Naopak
pokud vy = 1, pak w(v) =4 = 2(n — 1). Navic vidime, Ze je to minimalni slovo,
které neni v radku matice M, tedy zde neplati, Ze by byla minimalni slova fadky
matice M,. Pokud v; # 0 z toho, ze zname C(M,) a C(G,), vidime, ze w(v;) > 2
a w(vg) > 2, tedy w(v) > 4.

2) Pokud je v linedrni kombinaci radka z Rz, pak muzeme brat stejny postup
jako u kroku 1) akorat mame prohozeny vektory vy a vs.

3) Uvazujeme-li, ze je v je linedrni kombinaci fadku z Ry, pak vidime, ze plati
v, = v3. Tedy vy = 0 prave, kdyz vs = 0. Pak ale i v = 0. Pokud v; = v3 # 0,
pak opét ze znalosti C(Ga), w(vy) > 2 a w(vs) > 2, tedy w(v) > 4.

4) Je-li v je linedrni kombinaci radkt z Ry a Rs, pak pokud vz = 0 dostdvame
pripad 1) a pokud v = 0 dostavame pripad 3). Pokud ovSem vy # 0 a v3 # 0,
pak w(vy) > 2 a w(vz) > 2, tedy w(v) > 4.

5) Je-li v je linedrni kombinaci fadki z Ry a Rz, pak mizZzeme pouZzit stejné
argumenty jako u pfipadu 4).

6) Uvazujme nyni, Ze v je linedrni kombinaci fadka z Ry a R3. Pokud v; =0
a v3 = 0, pak i v = 0. Pokud v; = 0 a v3 # 0, pak vy # 0 a ze znalosti C(M,)
a C(G,) mame, ze w(vy) > 2 a w(vz) > 2, tedy w(v) > 4. Provs=0a v, #0
plati to samé. Nakonec pokud v; # 0 a vz # 0, pak opét w(vy) > 2 a w(vz) > 2,
tedy w(v) > 4.

7) Nakonec predpoklddejme, Ze je v linedrni kombinaci fadku z Ry, Ry i Rs.
Pokud v # 0 a v3 # 0, pak w(vy) > 2 a w(vs) > 2, tedy w(v) > 4. To plati,
protoze C(M,) C C(G,) (vidime, ze fadky M, jsou linedrni kombinaci radku G.,).
Pokud v; = 0 a v3 = 0, pak v = 0 nebo vy = 1, tedy v = 0, nebo w(vy) > 4,
tedy w(v) > 4. Pokud v; = 0 a v3 # 0, pak i vy # 0, tedy w(vs) > 2 a w(v3) > 2,
a proto w(v) > 4. Obdobné pokud vy # 0 a v3 = 0. Tedy minimaln{ vaha C(M,)
je 4.

Véta 11. Pro n > 2 je minimdlni vzddlenost kédu C(M,,) rovna 2(n — 1), neboli
d(C(M,)) = 2(n —1). Tedy C(M,) je [2"'n,2" — 2,2(n — 1))y kdéd. Navic pro

n >4 jsou minimdlni slova C(M,,) prdvé rdadky matice M,,.

Dikaz. Vétu dokazeme opét indukei podle n. Pro n = 2 a n = 3 mame vétu
dokazanou v prikladu vyse. Pro n = 4 dokazeme tvrzeni o minimalnich slovech
pomoci Programu [I] ktery hrubou silou najde vsechna kédova slova minimalni
vahy.

Uz pro n = 2 na prikladu vidime, ze fadky matice maji minimalni vahu.
Uvazujeme, ze fadky matice M,,_, maji minimélni vahu, tedy 2(n—2), a uvazujme,
ze minimalni vaha kodu C(M,,) je 2(n — 2). Pak z podoby matice M,, vidime, ze
radky této matice maji hodnost 2(n — 2) +2 nebo (n —1) + (n — 1), tedy 2(n — 1),
neboli Tadky maji miniméalni vahu.

Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1 a dokazeme ho pro n. Tedy
minimalni slova kédu C(M,,—,) jsou radky matice M,,_, a d(C(M,_,)) = 2(n — 2).
Libovolné slovo v € C(M,,_,) je linedrni kombinaci fadk matice M,,_, a zapiSeme
ho jako konkatenaci vektoru vy, vs a vs, tedy v = ('vl V9 ’Ug). Rédky matice
M, _, rozdélime také na t¥i bloky (do tfi podmnozin) Ry, Ry a Rs, kde Ry je
prvnich 2"7%(n — 1) f4ddkil, Ry je dalsich 2"~! ¥adki a R3 je zbylych 2"7%(n — 1)
fadkd matice M,,. Dale oznacime i-ty fadek matice GI_ jako g;, i-ty fddek matice
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G,_, jako g; a i-ty radek matice M,,_, jako m,;. Navic m; = q,G,,_,, protoze
M,_, =G,_,"G,_,. Nyni opét rozebereme viechny mozné piipady.

1) Nejdiive uvazujme, Ze v je linedrni kombinaci k£ > 1 faddka z Ry, a oznacme
IC{1,---,2"2(n — 1)} mnozinu indext téchto ¥adki, pak |I| = k. Pro
v= (v v 'Ug), pak plati v1 = > ,c;my, v2 = > ;7 @i @ v3 = 0. Navic plati,
ze v1 = (Xier @) Gn-1 = v2G,_1, protoze m; = q;G,_,. Nejprve, at v; # 0, pak
i vy # 0. Z indukéniho predpokladu méme, ze w(vy) > 2(n—2) a z lemmatu[9] plyne,
ze w(vy) > 2. Dostéavame tak w(v) > 2(n—1). Navic uvazujme, ze w(v) = 2(n—1),
pak w(v;) = 2(n — 2) a w(vy) = 2. Z indukéniho predpokladu plati, ze v; = m,
pro n&jaké n € {1,---,2"2%(n — 1)}, tedy v2G,_1 = v; = m,,. Zéaroveri plati, ze
m, = ¢,Gn_1, tedy (v2 + q,)G,—1 = 0. Z lemmatu [7| dostavame, ze v3 + q, = 0
nebo vy + g, = 1. Ale vime, ze v, i @, maji mit vahu 2, tedy v, + q,, = 0, neboli
Vs = @,. Z toho dostavame, ze w(v) = 2(n — 1) prave, kdyz v je radek M,,. Déle
pokud v; = 0, pak z rovnosti voG,,_1 = v; dostaneme v,G,,_1 = 0. Tedy dle
lemmatu [7| v = 0 nebo v, = 1. Jestlize v, = 0, pak v = 0, jestlize v, = 1, pak
w(v) =2""1>2(n—1), pron > 4.

2) Pokud uvazujeme, ze v je linedrni kombinaci k > 1 fadka z Rj3, pak pro
v = (’01 Vs ’Ug) plati, ze v1 =0, vo = > ;7 @i @ V3 = Y ;c; M,;. Tedy mizeme
pouzit stejné argumenty jako u predchoziho piipadu, tedy v ¢asti 1).

3) Déle uvazujme, ze v je linedrni kombinaci & > 1 fadka z Ry. Pak pro
v = ('v1 () v3> plati, Ze vi = v3 = X ;1 gi, V2 = 0. Z véty |10| pak dostavame,
ze w(vy) = w(vg) > n — 1 a zédroven w(v;) = w(ve) = n — 1 pravé tehdy, kdyz
v = V3 = gy, Z toho dostdvame, ze w(v) > 2(n — 1) a w(v) = 2(n — 1) prave,
kdyz v je fadek matice M,.

4) Déle predpokladejme, ze v je linedrni kombinaci k£ > 1 fadka z Ry al > 1
fadkiti z Ry. Pro I C{1,--- 2" 2(n— 1)}, |I| =k, a J C {1,---, 2" 1} |J| =1,
pak v1 = i M + X jes 9, V2 = 2ier @i @ V3 = Xjey g;- Pokud 3 50,9, =0
dostaneme v, = > ;c;m;, v3 = 0 a tedy prvni pripad. Tedy déle uvazujme, ze
2jer 9j # 0. Nyni pokud vg = 3 ;c; q; = 0, pak i 32;c; m; = 0, protoze 3 ,c; m; =
>ie1 @iGrn-1 a tim dostdvadme tfeti moznost. Uvazujme tedy, Ze vz = 3";c;9; # 0
a vy # 0. Pak plati w(vy) > 2. Jestlize v; # 0, pak z véty w(vy) > n—1,
protoze C(My,) C C(Gy), tedy v1 = > ;c;m; + > ;c;9; € C(G)). Dostavame tak
w(v) >n—142+n—1=2n> 2(n—1). Na druhou stranu, pokud v; = 0,
pak Yiermi = Xic; 95 € C(M,—,), tedy w(vs) > 2(n — 2). Protoze w(vy) > 2,
dostavame, ze w(v) > 2(n — 1). Navic pokud by w(v) = 2(n — 1), pak musi
byt w(vs) = 2(n — 2) a w(vs) = 2, tedy plati v3 = Yje;9; = Xiermi = my,
pro néjaké n € I dle indukéniho predpokladu. Navic > ;c; qiGr1 = Y icrm; =
my, = ¢,Gn1, tedy (Xicr @i + qn)Gn—1 = 0. Ale my chceme, aby w(vs) = 2, tedy
>icr 9i+aqn = 0 a tedy v3 = @,. To ndm tedy opét dava, ze pokud w(v) = 2(n—1),
pak v je tddkem matice M,,.

5)Pokud v je linearni kombinaci k > 1 fadku z R3 a l > 1 fadka z Ry, mizeme
pouzit stejné argumenty jako u predchozi ¢asti dikazu.

6) Predpokladejme, Ze v je linedrni kombinaci k£ > 1 fadka z Ry a [ > 1 fadka
z Rs. Prol C{1,---,2"2(n -1}, [I|=k,aJ C{l,--- 2" %(n— 1)}, |J| =1,
pak vy = Y e My, Vo = Y1 Qi + 2jes @5 & V3 = X ey M. Nejprve uvazujeme,
ze v1 # 0 a vs # 0, pak z indukéniho predpokladu dostavame w(wvy) > 2(n — 2)
aw(vs) > 2(n—2), atedy w(v) >4(n—2) > 2(n—1) pro n > 4. Dile uvazujme,
ze v1 = 0. Dostavame z lemmatu [7, Ze Y ;c; q; = 1, protoZe v1 = Y ;7 ¢;Gn_1

20



a kdyby >>;c; gi = 0, dostdvame treti pripad. Pokud by vy = 0, pak >>;c,q; = 1
a tedy i v3 = 0. Také pokud v; = 0 a v3 = 0, pak vy = 0. Tedy at vy # 0,
potom wy # 0. Pak tedy z indukéniho pfedpokladu a lemmatu |§] plati, ze w(v) >
2(n —2)+2=2(n—1). Pokud w(v) = 2(n — 1), pak musi byt w(vs) = 2(n — 2),
tedy z indukéniho pfedpokladu vz = my; = ¢;G,—1 = > ;c; qjGn1 pro néjaké
te{l,---,2"2(n—1)}. Opét diky tomu a 1emmatudostévéme Yicsqi+q =0
nebo 3¢5 q; + @ = 1. Ale chceme, ze w(vy) = 2, a vy = 1+ 3¢, q;, tedy lze
jen e q; +q, = 1, a tak v, = q;. Z toho dostavame, ze w(v) = 2(n — 1), kdyz
v3 = my a vy = q;, tedy kdyz v je radek M,,. Pro v3 = 0 provedeme dikaz
obdobné.
7) Nakonec predpoklddejme, Ze v je linedrni kombinaci » > 1 fadka z Ry,
s > 1 tadkt z Ry a t > 1 vadkt z R3. Pak pro I C {1,---,2"%(n — 1)},
Il =r, J C {1,--- 2} |J] =s,a K C {l,---,2"%n—-1)}, |[K| =t
a pro v = (Ul Vo 03) plati v1 = Yicrmi + X jcs g5, V2 = Yier @i + Xker Gk
a v3 = Ypex Mk + 2 ey gj- Nejprve uvazujme, Ze v; # 0 a v # 0. Protoze
C(M,) C C(G,),v1 € C(Gy) avs € C(G,) azvéty[l0|w(vy) > n—1iw(vs) =n—1,
tedy w(v) > 2(n—1). Pokud w(v) = 2(n—1), pak (v1) = w(vs) = n—1law(vy) = 0.
Opét z Vétyméme v; = m, a vy =m, pro néjakd z,y € {1,--- , 2" *(n—1)}.
Protoze vy = 0, plati >-ic1 @i = D pck @k, tedy Xicr @iGr-1 = > ek @Gn-1, a tak
v, = v3. Z toho dostavame, ze v je fadek matice M,,. Nyni uvazujme, ze v; = 0,
pak 3c; qiGn1 = Xicrmi = 3 ey g5 Potom v3 = 37,01 qiGhn1 + Xpek G,
tedy vz = v2G,_1. Tedy jestli vz = 0, pak dle lemmatu [7] je vo = 0 nebo v, = 1.
Kdyby vy = 0, pak v = 0. Kdyby naopak v, = 1, potom w(v) > 2" > 2(n — 1).
Dale tedy uvazujme, ze v3 # 0, pak i vy # 0. Pak z indukéntho predpokladu a lem-
matu [9dostéavame w(v) > 2(n—1). Déle kdyz w(v) = 2(n—1), pak w(vs) = 2(n—2)
a dle indukéniho predpokladu vz = m, pro néjaké z € {1,---,2"2(n—1)}. Tedy
dostavame v,G,_1 = v3 = m, = q,G,_1. Z lemmatu [7] tedy v, + g, = 0 nebo
vy + @, = 1. My opét chceme w(vy) = 2. Tedy dostavame, Ze ve = q,, a proto v
je fadek matice M,,. Pro vs = 0 provedeme ditkaz obdobné.
O
Prestoze jsme misto generujicich matic pracovali s maticemi G,, a M,, v nasle-
dujicich tvrzenich si ukdZeme moznou podobu generujicich matic kéda C(G,,)

a C(M,).

Tvrzeni 12. Generujici matici kédu C(G,) v odstuprniovaném tvaru dostaneme
z matice G,, vynechdnim proniho radku.

Diikaz. Tvrzeni dokazeme jednoduchou indukci. Vidime, Ze pro

G1:<1> &GQZ

tvrzeni plati. Predpokladame-li pak, ze tvrzeni plati pro G,,_;. Z podoby matice
G, z lemmatu [3] které 1ikd, ze

S O ==
S = O =
—_— O = O
—_—_= 0 O



vidime, ze vynechanim prvniho radku G,, dostaneme opét matici v odstupniovaném
tvaru. Z lemmatu [6) mame, Ze rank(G,) = 2" — 1, nové vznikld matice je tvofena
2™ — 1 radky puvodni matice GG, a je stejné hodnosti jako G,,, jde tedy o generujici
matici kédu C(G,,).

- O
Generujici matici kédu C(G,,) budeme znacit G,,.

Radky matice G,, generuji stejny prostor jako fadky matice
(Gn_l 0 Gn_1>
o Ipn Gp_y)’

tedy jeji radky také generuji kéd C(G,,). Navic pokud odebereme prvni radek
této matice, dostaneme opét generujici matici kodu C(G,,) v odstupniovaném
tvaru. Z této matice uz lze vidét, ze by nebylo tézké dostat permutaci sloupct
a omezenym mnozstvim elementarnich radkovych tprav matici ve standardnim
tvaru.

Pro konstrukei generujici matice kodu C(M,,) s odstupnovanymi radky nejprve
ukdzeme, jak vybérem Fadkt matice G,” dostaneme generujici matice kodu
C(G,T) s odstuptiovanymi fadky. Pomoci matice G,,” zkonstruujeme matici P,
nasledujicim induktivnim zptisobem vyfazovanim fadkd pravé z matice G, .
Nejprve z matice G,,” vyfadime prvni blok 2"~2(n — 1) fadkf. Prostfedni blok o
271 ¥adcich zachovame. S poslednim blokem Fadkt pracujeme nyni induktivné
jako predtim s fadky matice G,,", tedy nyni prvnich 2"3(n — 2) fadk tohoto
bloku vytadime, prostiednich 2”72 zachovame a u poslednich 2"~3(n — 2) fadki

pokracujeme s indukénim krokem. Takto postupujeme dokud nam nezbude pouze
jeden tadek, ktery také zachovame. Z konstrukce vyplyva, ze plati

o [271—1 Izn—l o T o
Pn_< . Pn1>,kdeP1_Gl _(1 1).

Nyni zkonstruujeme matici K,. Vime, Ze matice M, a G,’ maji stejny pocet
radkt. Matici K, vytvorime vybérem tadka matice M, tak, ze budeme brat
stejné Tadky stejnych indexii jako pri tvorbé P, akorat nyni u matice M,,. Matici
M,, sestrojime z matice M, nésledujicim zpiisobem. Z prostiednich 2"~ fadki
matice M, vybereme vsechny radky tohoto bloku kromé prvniho radku stejné
jako v tvrzeni K tomu z posledniho bloku fadki, tedy z poslednich 2"~ %(n — 1)
radki, matice M,, vybereme radky dle konstrukce matice P,. Tyto vybrané¢ radky
pak tvori nasi matici M,,. Dle konstrukce dostaneme matici
]/\7[; — (Gn—l 0 Gn—l) )
0 Pn—l Kn—1

Lemma 13. Matice P, z predchozi konstrukce je generujici matici kédu C(G,,")
a je v odstupriovaném tvaru.

Diikaz Dikaz vyplyvé piimo z konstrukce a z podoby matice G,,*, ktera diky
lemmatu [3] vypadd nasledovné

G, .t 0
T _
Gl = Lo L..
o Gn,"
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Vidime, ze matice, ktera ziistane vybérem radkt dle konstrukce P,, bude zajisté
v odstupfiovaném tvaru. Bereme navic postupné 271 272 ... 21 ¥adkd, to
nam dava geometrickou radu, jejiz soucet, a tedy pocet radkt matice P,, je
2" — 1. 7 lemmatu [ mame, ze rank(GY) = rank(G,) = 2" — 1. Méme tedy matici
v odstuptiovaném tvaru (s linedrné nezdvislymi fadky), tvofenou fadky z GL, jejiz
pocet Tadkil je roven hodnosti matice GL. Z toho uz dostdvame, e takovd matice
je generujici matice kédu C(G,") s odstupniovanymi fadky.

m

Tvrzeni 14. Matice M, je generujici matici kédu C(M,) a je v odstupriovaném
tvaru.

Diikaz. Matice M, dle své konstrukce, tvrzeni (12 a lemmatu [13| ma 2" — 2 fadka
a je v odstupiiovaném tvaru. Z lemmatu [§ mame, ze rank(M,) = 2" — 2, tedy
matice M,, kterd ma také hodnost 2" — 2, je generujici matici kédu C(M,,) a je
v odstupnovaném tvaru.

m
V nasledujicim piikladu ukdzeme, jak vypadaji generujici matice kédu C(G,)

a C(M,;).

Priklad. Matici G5 méme jiz v prvnim prikladu, snadno tedy dostaneme dle tvrzeni
matici

1010{010O07}]0O0O0°O0
06101, 001O0),000O00
N coo0o11,0001)0O000
G3=(000O0|]10O0O0 1100
0000101001010
0000 001O001O0T1
0000, 00O0O1]00T11

Vidime, Ze tato matice je v odstupniovaném tvaru a prvni fadek Gz je linearni
kombinaci vSech fadka G, tedy G5 je generujici matici C(G,).

Matici ]\Z dostaneme pomoci konstrukce pred tvrzenim . Jednoduse dosta-
neme matici

N 1
Gy= |0
0

o = O

10
01
11
Pomoci konstrukce pied lemmatem [13| dostaneme z matice G matici

1010

P,=(0 10 1],

0011

a také vybérem stejnych radki z matice M, dostaneme matici

1 001
K,=110 01
0110
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Tedy dle zminéné konstrukce

(¢} P2 K2

OO RO OO
O = OO OO
_ o RO OO
— =00 O O

O O OO O
O O OO~ O
O O OO
O O Ol = O

coz je generujici matice kodu C(M;) v odstupiiovaném tvaru.
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3 Dualy kédi

V této kapitole nejprve ukazeme, ze C(M,,) = C(D,,) a poté ukdzeme jaka je
minimélni vzdalenost dudla kédu C(G,) = C(G,) a C(M,,) = C(D,,), tedy koédu
C(G,)* a C(D,)*. Pro dokazani véty o minimalnich vzdalenostech téchto kédi
nejprve zformulujeme a dokdzeme jednoduchd lemmata.

Lemma 15. Matice M, kterd je matici sousednosti grafu L(Q,), je zdroven
matici incidence designu D,,.

Diikaz. Rédek matice M, reprezentuje podle definice matice sousednosti néjaky
vrchol {u,v} € E,. V tomto fadku jsou pak jednicky pravé ve sloupcich, které
reprezentuji vrcholy sousedné s {u,v}. Pro {u,v},{x,y} € E, plati, zZe jsou
sousedné prave tehdy, kdyz |[{u,v} N {x,y}| = 1. OvSem pro design D, plati, ze
blok {u,v} = {{z,y} € E, \|{u v} N {z,y}| =1} pro {u,v} € E,. Z toho
vidime, ze pokud bereme, ze fadky matice reprezentuji nyni bloky, dostaneme
jednicky na stejnych pozicich jako kdyz jsme uvazovali, ze Tadky reprezentuji
vrcholy v E,,.

O

Duisledek. Kéd C(M,,) je roven kodu C(D,,).

Protoze v néasledujicich dikazech budeme pracovat s bloky designii a s incidenci,
budeme déle oznacovat kod C(G,,) jako C(G,) a C(M,) jako C(D,,).

Lemma 16. Pro kdédy C(G,) a C(D,,) plati, Ze 1 € C(G,) a 1 € C(D,,). Navic pro
matici G, plati, Ze existuji dvé disjunktni mnoZiny rddki, kaZdd o velikosti 27!,
takové, Ze linedrni kombinace vsech radki obou mnoZin da pravé jednickovy vektor
1.

Diikaz. Nejprve ukazeme posledni ¢ast tvrzeni. Pro n = 1 tvrzeni plati trividlné.
Pro n = 2 mame matici

1
1
Gy = 0

O = O =
—_— O = O
——_ 0 O

0

Tedy 1 dostaneme sectenim prvniho a posledniho radku a zaroven souctem druhého
a tretiho radku také dostaneme 1, tedy pro n = 2 tvrzeni plati.

Nyni predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n — 1. Oznac¢ime A; mnozinu indext
radka G,,_,, které se s¢itaji na 1 a Ay druhou mnozinu indexu radka G,,_,, které
se sCitaji na 1. Z lemmatu [3] mame:

Gpoy Ion— 0
Gn B ( 0 Iz”’—l Gn1> .
Pokud z prvnich 277! f4dkt vezmeme Fadky s indexy A; a z mnoziny druhych
271 ¥4dkt vezmeme Fadky s indexy A, dostaneme z podoby matice G,, jednic-
kovy vektor 1. Pokud naopak z prvnich 277! fadkd vezmeme fadky s indexy A,

a z mnoziny druhych 277! fadkt vezmeme fadky s indexy A, dostaneme opét
jednickovy vektor 1. Z toho dostavame, ze pro matici G,, plati, ze existuji dvé
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disjunktni mnoziny fadki, kazd4 o velikosti 277! takové, Ze linedrni kombinace
vsech tadkl dané mnoziny da pravé jednickovy vektor 1. Trividlné z toho plyne,
ze 1 € C(G,).
Nakonec dokézeme, ze 1 € C(D,). Vyuzijeme opét podobu matice M, dle
lemmatu 5] tedy
Mn—l Gn—lT 0
Mn = an1 0 an1
o Gu' M,

Navic mame, ze

T
. G.,., O
Gn—l - Izn—Z _[2n—2
T
0 Gn—2

Z prvnich 2"?(n — 1) fadki matice M,, vezmeme prostiednich 272 fadki a ty
se¢teme. Tak dostaneme vektor s jedni¢kami na prostiednich 2"~2 pozicich a nulami
jinde. To plati, protoze prostiednich 2"2 fadka M,_, dava blok (GH 0 GH)
a soucet téchto fadku da nulovy vektor z lemmatu [7]

Pokud pak z druhych 2"~ ! f4dkt vezmeme spravné fadky dle predchozi ¢4sti
ditkazu a secteme je, dostaneme presné vektor s jednickami vsude, kromé pro-
stfednich 2"~! pozic.

Souctem téchto dvou vektorti pak dostdavame jednickovy vektor 1. Tedy mame
1€ C(D,).

[

Nyni uz miizeme ukazat, jakou maji vahu kédy C(G,)* a C(D,)*+. Nasledujici
véta plati pouze pro n > 3. Ukézeme tedy nejdiive minimalni vahu téchto kodu
pron =1 an =2 Pron = 1 existuje pouze kéd C(G;) = { (1) , (O) }, tedy

C(G)t = { (O) } Pro n = 2 mame

CG)={(1 1 00),(1 010,00 101,001 1),
(01 10),(too1),(0000,1111)}
a tedy
C(gg)lz{(o 0 0 o),(1 11 1)}

Déle také:

C(Dy)={(0 1 10),(t 00 1),(00000,1111)}
a proto

C(Dg)i:{(o 11 0),(1 0 0 1),(0 0 0 0),(1 11 1)}
Dostévame tak, Ze minimaln{ vaha kédu C(G)* je 4. Minimaln{ vaha kédu C(D,)*

je 2.
Nyni dokazeme miniméalni vzdalenost téchto kédua pro n > 3.

Véta 17. Pron > 3 maji kédy C(G,)* a C(D,)* minimdlni vihu 4.
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Diikaz. Dle lemmatu |8 mdme C(D,,) C C(G,), tedy C(G,)* C C*+(D,,). Ukdzeme
tedy, Ze C(G,)* obsahuje slovo vahy 4 a také, Ze miniméalni vdha kédu C(D,)* je
alespon 4.

Proto, abychom nalezli slovo z C(G,)* vdhy 4, vyuZzijeme podobu generujici
matice z konce druhé kapitoly z tvrzeni[T2] Generujici matice kédu je totiz zaroven
kontrolni matici dualu daného kédu. Tedy mame-li matici GG,,, pak z definice
kontrolni matice pro u € F2""'n plati, 7e w € C(G,)* <= G,u’ = 0. My vime,
ze G, dostaneme z G,, odebranim prvniho fadku. Dale vime, zZe

Gn—l 12n71 (6]
G = ( 0 Iy Gn_1> ’

ze
- 1 010
Go=|(01 0 1
0011

Dostévdme z toho tedy, Ze pro n = 2 m4 slovo vahy 4 lezici v C(G,)* podobu
(1 11 1) . Pro obecné n dostavame z podoby matice GG, Zze jednim ze slov
vahy 4 lezici v kédu C(G,)* jeslovo (1 1 1 1.0 0 -+ 0).

Nyni ukdZeme, Ze minimdlni vaha kédu C(D,,)* je alespoii 4. Dle lemmatu
1 € C(D,). Z toho dostdvdme, Ze kod C(D,)* musi byt sudé vahy. UkdZeme
nyni, Ze kéd C(D,)* neobsahuje slovo vahy 2. Uvazujme, Ze toto slovo m4 jed-
nicky na pozicich {x,x + e;},{y,y + e,}, kde {x,x + €;} # {y,y + e,}, pro
i,j €{1,---,2"n} a x,y € V,. Checeme ukézat, Ze pro libovolné x,y existuje
blok {u,v}, kde u,v € V,,, takovy, ze ‘{u,’u} N {{m,az +e iy, y+ ej}}’ = 1.
Rozebereme jednotlivé moznosti.

Pokud =y, nebo x =y + e;, pak e; # e; a {{w,w +et{y,y+ ej}} =
{{w,a: +e}t{x,x+ ej}}. Vezmeme blok {x + e;,x + e; + e;}, ten obsahuje
{z,x + e;}, ale neobsahuje {x, x + e;}, tedy

’{:v +e,x+e +e}N {{m,m +e}t{y,y+ ej}}’ = 1.

Pokud y = = + e;, nebo « + e; = y + e;, pak {{w,:z: +e}{y,y+ ej}} =
{{zc, z+e;} {x+e;, a:—i—ei—i—ej}}, a proto e; # e;. Tedy vezmeme blok {x, x + €, },
ten obsahuje {x, x + e;}, ale neobsahuje {x + e;, + e; + ¢}, tedy

’mﬁ {{m, x+elly y+ ej}}‘ -1

Nakonec pokud ¢ # y a © # y+e;, vezmeme z € V,,, takové, Ze z # x, z # T +e;,
z#yaz#y+e;ablok {x, z}. Pro ten opét plati

{z.zin{{z.z+e}{yy+el} =1

Tim jsme probrali véechny moznosti, a tedy v kédu C*+(D,,) nemiiZe slovo vahy 2
existovat, tedy minimalni vaha kédu musi byt alespon 4.

Vime, 7e C(G,)* obsahuje slova vahy 4, tedy i C(D,)* obsahuje slova vahy 4,
protoze C(G,)* C C(D,)*. Dostavame tak, Ze minimaln{ vzdélenost kod C(G,,)*
a C(D,)* je 4.

]
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Diisledek. Kéd C(G,)* je linedrn{ [2771n, 27 In — 2" + 1 4], k6d a koéd C(D,)* je
linedrni [2"'n, 2" 1n — 2" + 2.4], kéd.

V predchozim dikazu jsme ukézali jedno mozné slovo vahy 4 lezici v kodu
C(G,)*, takovych slov je oviem vic. Lze ukazat, Ze kéd C(G, )t obsahuje slovo
s jednickami pravé na pozicich {z,x + e;}, {x,x + ¢;}, {x + e, +e;,x + €e;}
a{x+e +ej,x+e;}, prolibovolné x € V,,. Takovéto slovo ma zjevné véhu 4.
Pro ukézani, Ze takové slovo lezi v C(G, )" nejprve ozna¢ime mnozinu téchto hran

S = {{:13,:1: +e}.{z,x+e},{x+e+e,x+e},{xte +e,x+ ej}}.

Vezmeme-li libovolny blok designu G,,, y = {{y, ytetlie{l,..., n}}, dostaneme,
ze |[SNY| =2, pokud y € {x,x+ e,z +e;,x+e +e;},alSNY| =0 jinak.
Tedy C*(G,) obsahuje pravé toto slovo véhy 4.

Naopak na druhou é4st ditkazu, kde dokazujeme, ze kéd C(D,)* neobsahuje
slovo vahy 2, mizeme také opét pouzit generujici matice kédu C(G,), tedy kont-
rolni matici jeho dudlu. Staci si uvédomit, co by znamenalo, kdyby kod C (Gt
obsahoval slovo w véhy 2. Z definice kontrolni matice by M,u” = 0 pro u véhy 2
znamenalo, Ze matice M, ma dva stejné sloupce. Proto, abychom toto vyvratili,
staci jednoduchou indukef ukézat, Ze matice GG, nema dva sloupce stejné, matice
P, nema dva sloupce stejné a Ze matice G, P,, K, nemaji zadny sloupec nulovy.

U matice G5 z prikladu v predchozi kapitole vidime, zZe neméa nulovy sloupec
ani dva sloupce stejné. Indukei pak z podoby matice G, dostaneme také, Ze tato
matice nema nulovy sloupec ani dva sloupce stejné. Pro matici P, dostaneme to
samé z podoby této matice zminéné v konstrukei pred lemmatem [I3] Nakonec
to, ze matice K, nemé nulovy sloupec plyne z podoby matice M, a toho, jakym
zpusobem Tadky vybirame v prvnich dvou induktivnich krocich. V prvnim kroku
dostaneme (Gn 0 Gn>, v druhém vsak prostiedni, doted nulovy, blok za¢nou

tvorit dvé jednotkové matice vedle sebe, coz plyne z podoby matice G,T. Tedy
z téchto pozorovani a podoby matice M,, dostaneme, Ze tato matice nema dva
stejné sloupce.
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Z.aver

V této préaci jsme se zabyvali kody designu definovaného pomoci vrcho-
lového grafu n-dimenzionalni krychle, kédy indukovanymi hranovym grafem
n-dimenzionalni krychle a duali téchto kodi. Pricemz hlavnim smyslem prace bylo
ukdzat zakladni parametry téchto kodu. U kédu C(G,) = C(G,) jsme dokézali, ze
jeho dimenze je 2" — 1 a jeho Hammingova vzdalenost je n. U druhého z kod,
C(M,) = C(D,,) jsme dokézali, ze jeho dimenze je 2" — 2 a jeho Hammingova vzda-
lenost je 2(n — 1). U téchto kédu jsme také ukazali, jak vypadaji jejich generujici
matice a tedy kontrolni matice dudlt téchto kodi. Na konec jsme zkoumali dualy
téchto kodi, u nichz jsme ukazali, ze Haminngova vzdalenost duali obou kodi je
4 bez ohledu na velikosti n, pro n > 3.

U kdodua C(G,,) a C(M,,) jsme tedy ukézali, Ze kéd C(M,,) sice mé& mensi dimenzi,
tedy bude obsahovat méné kédovych slov, ale jeho Hammingva vzdalenost je pro
velkd n mnohem vétsi (témér dvakrat). Pro oba kédy dimenze a délka kédovych
slov rostou exponencialné, kdezto Hammingva vzdalenost roste pouze linearné. Pro
velka n tedy nemusi pisobit tyto kédy moc dobte, z divodu dlouhych kédovych
slov.

Mym prinosem v této praci bylo doplnéni dikazti a pripadné jejich upresnéni,
¢i pozmeénéni. U dikazu véty 11| jsem napsal program (Priloha A.1), ktery hrubou
silou hledd miniméln{ slova kédu C(M,), abychom méli dikaz pro zahdjeni indukce
od n = 4. Déle jsem také doplnil fadu technickych tvrzeni potiebnych pro dikazy
vét a ta jsem dokazal, konkrétné to jsou lemma 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 15 a lemma 16.
Zésadni myslenky a tvrzeni jsem ilustroval na konkrétnich prikladech a obrazcich
grafli. Na konci druhé kapitoly jsem navic zkoumal podobu generujicich matic
kédi, nebo-li kontrolnich matic dudli téchto kodu (tvrzeni |12} tvrzeni|14]a lemma
, jimiz se clanek Fish et al., 2010, ze kterého prace vychazi, viibec nezabyva.

Dtivodem, pro¢ jsme se zabyvali kody designi D, a G, a v ¢em je dobré se
takovymto kédim vénovat, je, ze pomoci nich mizeme tvorit takzvané Hulls
téchto designti. Pro design D je Hull(D) = C(D) N C(D)*, tedy samoortogonalni
kéd. Ty se dale zkoumaji v souvislosti s permutac¢nim kdédovanim a predevsim
dekdédovanim. Témto dvéma témattim se dale vice zabyvaji pravé clanky Fish
et al., 2010, Fish et al., 2009a/ a Fish et al., 2009bl
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A Prilohy

A.1 Program hledajici minimalni slova kédu C(M,)

Program 1 Program hledajici minimalni slova kédu C(M,)

import numpy as np
import itertools

# induktivni tvorba matice Gn z G(n-1)
def make_Gn(G_nminil, n):
I_n = np.eye(2**x(n-1))
zeros_n = np.zeros_like(G_nminl)
G_n = np.block([[G_nminl, I_n, zeros_mn],
[zeros_n, I_n, G_nmini1]])
return(G_n)
# funkce pro nalezeni minimalnich slov
def find_min_words (matrix, n):
result = []
predicted_min_weight = 2x(n-1)
rankM = (2 **x n) - 2
# vybrani radku, abychom je meli pouze jednou
for row in matrix:
if sum(np.array(row)) < (predicted_min_weight + 1):
if not any(mp.array_equal(row, w) for w in result):
result.append(row)
rows_list = result

for i in range(2, rankM + 1): # scitani dvojic, trojic,...
# nalezeni moznych kombinaci
combinations_i = itertools.combinations(rows_list, i)
# pres vsechny kombinace
for combination in combinations_i:
# linearni kombinace vektoru
vec = np.array(np.sum(combination, axis=0) % 2)
weight = sum(vec)
if weight < predicted_min_weight+1l and weight > O:
if not any(np.array_equal(vec, w) for w in result):
result.append(vec)
return result

def main():
Gl = np.array ([[1], [111)
G2 = make_Gn(G1l, 2)
G3 = make_Gn (G2, 3)
G4 = make_Gn(G3, 4)
M4 = np.matmul (np.transpose(G4), G4) % 2
# nalezeni minimalnich slov kodu C(M4)
min_words_C_M4 = find_min_words (M4, 4)
print (min_words_C_M4)
print (len(min_words_C_M4))

main ()
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