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Úvod
V roce 1984 Michael Berry publikoval článek, ve kterém rozebíral adiabatickou evoluci
vlastních stavů hamiltoniánu, kde se parametry kvantového systému mění velmi pomalu.
Během evoluce zůstává systém ve vlastním stavu hamiltoniánu, a tedy nedochází k excitaci
stavů. Berry dále diskutoval adiabatickou evoluci systému po uzavřené cestě parametrů.
Pokud systém neobsahuje degeneraci, tak se systém vrátí do původního stavu. Při návratu
do původního stavu, došlo ale ke změně fáze vlnové funkce elektronů. A to jak od dyna-
mického členu, tak také od nového příspěvku do fáze, která je nyní známá jako Berryho
fáze. Tato fáze má několik topologických vlastností, a jak se ukazuje, je potřeba při popisu
některých transportních vlastností.

Nejprve ukážeme, že Berryho fáze je invariantní (tedy kalibračně nezávislá) vůči volbě
globální fáze stavu (která je kalibračně závislá). Invariantnost Berryho fáze ukazuje, že
její existence ovlivňuje měřitelné veličiny.

Dále odvodíme, že Berryho fáze je čistě geometrická a závisí pouze na geometrii systému.
Jelikož se budeme bavit o hladkých prostorech parametru, ukážeme jako M. Berry, že
tento prostor je zakřivený a tato vlastnost prostoru je čistě geometrická záležitost. Tato
veličina bude hrát roli v dynamických rovnicích pro pohyb elektronů.

Toto má velmi blízko ke kalibračním polím a diferenciální geometrii. Tyto vlastnosti se
velmi podobají Ahronov-Bohmovu efektu. Další topologickou vlastností prostoru je, že
plošný integrál přes uzavřenou plochu je vždy kvantovaná hodnota, která se zde nazývá
Chernovo číslo.

Velmi zajímavou aplikací je poté existence anomálních transportních jevů. Při zapnutém
eklektickém poli vznikají anomální proudy elektronu, tj. proudy kolmé na směr působícího
pole. Též Berryho fází lze vysvětlit polarizaci materiálu.
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1 Mnoha-částicový problém v
kvantové mechanice pro pevné látky

1.1 Hamiltonián pro mnoha-částicový problém
Podíváme se na zavedení mnoho-částicového problému v kvantové mechanice. Protože
budeme potřebovat znát vlastní stavy elektronu v daném krystalu, musíme uvažovat o
hamiltoniánu H, který bude obsahovat kinetický člen pro jednotlivé elektrony, potenciál,
který je tvořený jádry v krystalu, a elektron-elektronovou interakci mezi jednotlivými
elektrony,

H =
X
n

p2
n

2me

+
X
n

enV (rn) + 1
8πε0

X
n,m
n6=m

enem
|rn − rm|

(1.1.1)

kde potenciál V (r) bude reprezentovat elektrostatický potenciál jader v krystalu a budeme
předpokládat, že je periodický. Budeme uvažovat o modelu krystalu, který je nekonečně
velký a který je periodicky poskládaný z elementární buňky.

Pro tento hamiltonián budeme řešit problém vlastní energie a vlastních stavů H |Ψ〉 =
E |Ψ〉, kde vlnová funkce |Ψ〉 je mnohaelektronová vlnová funkce, např. vyjádřená Slatero-
vým determinantem. Pro numerické výpočty tento zápis hamiltoniánu není numericky
dosažitelní, proto použijeme DFT teorii. Ta aproximuje elektron-elektronovou interakci,
jako funkcionál hustoty elektronového stavu. Tady jsme převedli problém mnohaelektrono-
vého hamlitoniánu na soustavu jednoelektronových hamiltoniánů, kde elektron-elektronová
interakce je popsána efektivním potenciálem.

Vidíme tedy, že klíčová část je výpočet hustoty elektronových stavů. Ta je závislá na
počtu částic v systému, ale protože náš model je nekonečný krystal, tak to zkomplikuje
výpočet hustoty stavů. Tento problém můžeme obejít využitím periodicity potenciálu, kde
díky této symetrii převedeme problém výpočtu z nekonečného krystalu na výpočet pouze
přes jednu elementární buňku.

1.2 Blochovy stavy a Blochův hamiltonián
Zadefinujeme si Blochovy stavy a Blochův hamiltonián pro neinteragující systém s peri-
odickým potenciálem1. Uvažujeme, že máme řešení vlastní energie a vlastních stavů ve
tvaru Hψnk(r) = Enkψnk(r).

Kde řešení je charakterizováno dvojicí kvantových čísel (n,k), kde n je index pásu a k je
krystalová hybnost. Pro vlnovou funkci využijeme Blochův teorém, který nám dovoluje
zapsat vlnovou funkci ve tvaru: ψnk(r) = eik·runk(r), kde má funkce unk(r) stejnou

1I když jsme počítali s elektron-elektronovou interakcí, kterou jsme přepsali pomocí efektivního
potenciálu, dostali jsme hamiltonián, který popisuje neinteragující systém.
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periodicitu jako samotný krystal unk (r + R ) = unk (r ) 2. Z periodi£nostir lze odvodit, ºe i
vektor k bude periodickýk + G = k, kde G je reciproký vektor m°íºe krystalu, takºe díky
této symetrii se m·ºeme omezit pouze na prostork , který se nachází v první Brillouinové
zón¥.

M·ºeme zavést tzv. Bloch·v hamiltonián H (k), který je modi�kací p°edchozího ha-
miltoniánu H (k) = e� i k �r Hei k �r , který má potom vlastní stavy Enk a unk (r ). Dostaneme
rovnici pro vlastní stavy junk i .

H (k )unk (r ) = Enk unk (r ) (2.2.1 a)

Rovnice2:2:1a je odvozena vr -reprezentaci, platí v²ak v libovolné reprezentaci a tedy
unk (r ) m·ºeme zobecnit do libovolné reprezentaceunk (r ) ! j unk i ,

H (k ) junk i = Enk junk i : (2.2.1 b)

Pozd¥ji, vektor junk i bude reprezentovat na²i bázi v Hilbertov¥ prostoru.

2Kde posunutí R vyjad°uje periodicitu krystalu, tj. pat°í k Bravaisov¥ m°íºi krystalu
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2 De�nice Berryho k°ivosti

2.1 Adiabatický transport

V této kapitole se budeme zabývat adiabatickým transportem. P°esn¥ji, nalezneme pohy-
bové rovnice popisující vývoj pro adiabatický transport celého systému, spí²e neº vývoj
jednotlivých kvantových stav· v systému. K tomu nám poslouºí adiabatický teorém, který
°íká, ºe malé zm¥ny za velmi dlouhý £as nebudou m¥nit strukturu vlastních stav· v daném
£ase, tj. nebudou nastávat excitace elektron· do vy²²ích stav·.

2.1.1 Nutná existence Berryho fáze

Podíváme se, pro£ je nutné zavést Berryho fázi, aby byla Schrödingerova rovnice obecn¥
platná. To je díky tomu, ºe uvaºujeme £asovou evoluci parametruk . Máme klasické °e²ení

Schrödingerovy rovnice ve tvaruj nk i = e
� i

~

tR

0
dt0En k (t0)

junk i .

i~
@
@t

j nk i = H (k ) j nk i

i~
@
@t

�
e

� i
~

tR

0
dt0En k (t0)

junk i
�

= Enk j nk i

Enk j nk i + e
� i

~

tR

0
dt0En k (t0) @

@t
junk i = Enk j nk i

@
@t

junk i =0

(2.1.1)

Jelikoº p°ipou²tíme vývoj parametru k , musíme uvaºovat, ºe tato £asová derivace musí
být nenulová. Tedy, jak zachránit platnost Schrödingerovy rovnice? Tím, ºe dodáme do
vlnové funkcej nk i dodate£nou fázi a to ve tvaruei
 n (t ) [1]. S touto opravou vlnové funkce
dostaneme p°edpis pro po£ítání fáze
 n (t).
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ei
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� i
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tR
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dt0En k (t0)

junk i
�

= Enk j nk i
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 n (t) j nk i + Enk j nk i + i~ei
 n (t )e
� i

~

tR

0
dt0En k (t0) @
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junk i = Enk j nk i

iei
 n (t )e
� i

~

tR

0
dt0En k (t0) @

@t
junk i =

@
@t


 n (t) j nk i

(2.1.2)

Te¤ zleva vynásobíme rovnicih nk j a uplatníme ortogonalitu stav· junk i .
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k( t )Z

k(0)

dk � hunk jr k junk i


 n (t) =

k(t )Z

k(0)

dk � A n

(2.1.3)

Máme p°edpis pro výpo£et dodate£né fáze a zavedeme novou veli£inu a to je Berryho
konexeA n = i hunk jr k junk i .

Podíváme se na strukturu vektoru Berryho konexe. Jelikoº je závislá na kalibracijunk i !
ei� (k ) junk i , kde � (k ) je libovolná hladká funkce. Potom máme transformaci Berryho
konexeA n ! A n � r k � (k ). Coº vede k tomu, ºe dodate£ná fáze
 n (t) se zm¥ní o rozdíl
� (k ( t ) ) � � (k (0) ). Ale pokud si m·ºeme vybrat libovolnou funkci � (k ), tak to potom
vede k záv¥ru, ºe fáze
 n (t) m·ºeme vºdy odtransformovat. Je zde p°ípad, kdy fázi
 n (t)
nelze odtransformovat a to tehdy, kdyºk (t) = k (0), coº znamená, ºe se systém vyvíjí po
uzav°ené cest¥C v prostoru M . Ale to nás vede k tomu, ºe rozdíl� (k (t)) � � (k (0)) = 2 �m ,
kde m je p°irozené £íslo. Potom se fáze
 n (t) stává kalibra£n¥ invariantní a tato invariantní
fáze se nazývá Berryho fáze nebo geometrická fáze [2].


 n =
I

C

dk � A n (2.1.4)

Ukázali jsme, ºe Berryho fáze je invariantní a nelze odtransformovat. To bude hrát roli ve
vzniku nových jev· v materiálu, na který p·sobí externí elektromagnetické pole. Neº se
dostaneme k t¥mto jev·m, ukáºeme si je²t¥ jiné odvození Berryho fáze a Berryho konexe.
Pomocí geometrického pohledu up°esníme, jak chápeme adiabatický vývoj systému.

2.1.2 Topologické zavedení Berryho fáze a konexe

M¥jme hamiltonián, který je závislý na parametruk = ( kx ;ky;kz), který náleºí do prostoru
parametru M , který uvaºujeme za hladkou varietu. Potom m·ºeme uvaºovat, ºek = k(t)
je funkcí £asu. Stejným zp·sobem, m·ºeme uvaºovat o adiabatickém vývoji parametru,
coº znamená malé zm¥ny parametruk na cest¥C.
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Vlastní energieEnk má diskrétní hodnoty, které jsou obecn¥ závislé nak , tedy ob£as se
objevují degenerace hladin, nebo velmi blízké p°iblíºení energetických hladin. Proto je na
míst¥ vytvo°it podprostor R(k) = fj  nk i ;n = 1:::N g de�novaný tak, ºe existuje � > 0
taková, ºe energieEn0k stav· j' n0k i =2 R (k) a platí jEnk � En0k j � � .

Z takové de�nice lze pak snadno vy£íst, ºe r·zné podprostoryR(k) jsou mezi sebou
odd¥lené energetickou mezerou, pro kaºdék 2 M .

Prostor stav· jsme rozd¥lili na podprostory. To nám umoºní zavést projektoryP(k ) na
tyto r·zné podprostory. Projektory mají následující vlastnosti:

1: P2(k ) = P(k )

2: [H;P (k )] = 0

3: P(k ) j nk i = j nk i ; 8k 2 M ^ j  nk i 2 R (k )

4: rank P(k ) = N

Pokud nyní zavedeme cestuk(t); t 2 [0;� ], za�xujeme koncový bodk(� ) a budeme pro-
dluºovat parametr � ! 1 , m·ºeme to interpretovat jako vývoj parametru t o kone£nou
hodnotu v·£i parametru � . Je to obdobné jako jiný adiabatický vývoj, nap°. v termo-
dynamice. V realit¥ podmínka nekone£n¥ dlouhého £asu, bude nahrazená £asem, který
bude mnohem v¥t²í neº relaxa£ní £as systému. V na²em p°ípad¥, kdy my budeme zm¥nu
parametru modi�kovat pomocí zm¥n vn¥j²ího elektromagnetického pole, budou zm¥ny
pole trvat déle neº je pot°ebný £as na relaxaci systému.

Je to stále aproximace, takºe skute£ný projektorP(t) pro £ast, potom tato aproximace
projektoru bude ná² projektor z adiabatického vývojeP(k(t)) , který je obraz na²eho
podprostoru R(k). Kdyº v kvantové mechanice vidíme operátor závislý na £ase, tak
vyjád°íme tuto £asovou závislost pomocí evolu£ních operátor· (unitárních operátor·)U(t),
který odpovídá k hamiltoniánu H (k):

P(t) = U(t)P(0)Uy(t) � P(k (t))

To souvisí s tím, ºe pro adiabatický projektor stále poºadujeme, aby projektoval na stavy,
které jsou stále vlastními stavy hamiltoniánuH (k) , kde ve skute£nosti je, ºe p°i vývoji
systému se nemusí zachovávat vlastnost, ºe stavy v £aset budou stále vlastními stavy
hamiltoniánu.

Takºe zavedeme adiabatický evolu£ní operátorUA (t), pro který platí

P(k (t)) = UA (t)P(0)Uy
A (t)

Pokud máme £asovou závislost operátoru, ur£it¥ nás bude zajímat jeho £asová derivace.
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iP_(k (t)) =
h
iU_A (t)Uy

A (t);P(k (t))
i

(2.1.5)

Pokud vyjád°íme £asovou derivaci adiabatického evolu£ního operátoru z p°edchozí rovnice
a dal²ích identit

U_A (t) =
h
P_(k (t)) ;P(k (t))

i
UA (t) � A s(k (t))UA (t)

A s(k (t))dt =
h @

@k
P(k(t)) ;P(k (t))

i
� k_(t)dt =

h @
@k

P(k(t)) ;P(k (t))
i

� dk
(2.1.6)

Kdyº se podíváme na strukturu diferenciální rovnice, tak za p°edpokladu, ºe po£áte£ní
podmínka UA (0) = 1 je °e²ením diferenciální rovnice pro adiabatický unitární operátor:

UA (t) = T e

tR

0
dt0A s (k (t0))

(2.1.7)

Kde operátor T reprezentuje "path-ordered exponetial". Takºe jsme adiabatickou evoluci
vyjád°ili £ist¥ jen za pomocí projektoru, coº jsou £ist¥ topologické objekty [3].

Podívejme se na to, co se d¥je s vlastními stavy a jejich závislostí na parametruk . M¥jme
stav

�
� k(t )

�
2 R (k) a platí, ºe P(k (t))

�
�  k(t )

�
=

�
� k(t )

�
. A z p°edchozího odvozování

máme adiabatický evolu£ní operátor, který funguje takto
�
� nk(t )

�
= UA (t)

�
�  k(0)

�
. Ale to

je podobné £asové evoluci ze Schrödingerova obrazu. Te¤ se podíváme na zm¥nu stavu�
� k(t )

�
p°i zm¥n¥k .

@
@k

�
� k(t )

�
=

@
@k

UA (t)
�
�  k(0)

�
=

h @
@k

P(k(t)) ;P(k (t))
i �

�  k(t )

�

=
h @

@k
P(k(t)) ;P(k (t))

i
P(k (t))

�
�  k(t )

�
=

� @
@k

P(k(t))
� �

�  k(t )

�
(2.1.8)

Ale kdyº ode£teme pravou stranu, dostáváme rovnici, která je velmi známá v oblasti
topologie a variet.

h @
@k

�
� @

@k
P(k(t))

�
P(k (t))

i
j k i = P(k (t))

@
@k

j k i = 0 (2.1.9)

Vidíme, ºe z tvaru rovnice2:1:9 má stejnou strukturu, jako rovnice paralelního p°enosu.
Zde tedy identi�kujeme £ást

�
@

@k P(k(t))
�

P(k (t)) jako Berryho konexi. Toto je vodítko, ºe
systém má v sob¥ zabudovanou k°ivost parametrického prostoru. Také z poslední rovnice
vidíme, ºe zm¥na vlnové funkce nenáleºí podprostoruR(k).

Zkusíme, jak se zm¥ní rovnice paralelního p°enosu, kdyº budeme uvaºovat stav
�
� k(t )

�
2

R(k ), který v N -dimenzionálním podprostoru m·ºeme zapsat pomocí lineární kombinace
zvolené báze v daném podprostoruj� nk i 2 R (k ). Touto volbou báze máme i de�nici
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projektoru P(k ) =
NP

n=1
j� nk i h� nk j, kde obecn¥ m·ºeme zapsat funkcij k i =

NP

n=1
ank j� nk i .

Te¤ dosadíme do rovnice paralelního p°enosu 2.1.9.

0 =
@

@k
j k i �

� @
@k

P(k)
�

j k i

=
NX

n=1

"
� @

@k
ank

�
j� nk i �

NX

m=1

j� mk i
�

@
@k

� mk

�
�
�
� � nk

�
amk

#

=
NX

n=1

"
@

@k
ank +

NX

m=1

�
� nk

�
�
�
�

@
@k

� mk

�
amk

#

j� nk i = 0

(2.1.10)

Jelikoº j� nk i jsou lineárn¥ nezávislé, proto kaºdý koe�cient musí být rovný nule.

@
@k

ank � i
NX

m=1

Anm (k )amk = 0 (2.1.11)

Kde jsme de�novali Berryho konexi jakoAnm (k ) = i


� nk

�
� @

@k � mk
�
. Je z°ejmé, ºe pokud

podprostor má dimenzi 1 (N = 1), tak dostáváme na²i p·vodní de�nici Berryho konexe z
rovnice 2.1.3.

Zde jsme ukázali zobecn¥ní de�nice Berryho konexe i pro p°ípad degenerovaného systému.
Zde dostáváme strukturu vektoru matic místo vektoru, který jsme dostali z rovnice 2.1.11.
Coº vede k tomu, ºe tato struktura jiº není Abelovská. Kdyº jsme ukazovali nutnou
existenci Berryho fáze, ml£ky jsme p°edpokládali, ºe vývoj funkce bude stále vlastním
stavem p·vodního hamiltoniánu, a ºe nedochází k excitaci stavu p°i vývoji. Je z°ejmé,
ºe jsme uvaºovali pouze jednoelektronovou strukturu, kde se neobjevují degenerace. Z
pohledu topologie jsme za£ali uvaºovat vývoj stavu, kde jsme se neomezili striktn¥ na
jednoelektronovou funkci, ale i na více elektronovou funkci. Potom se nám m¥ní i struktura
topologie a musíme pouºít neabelovskou strukturu Berryho konexe.

Stojí zde za podotknutí, ºe tvorba podprostoru je pro kaºdý bodk 2 M obecn¥ r·zná.
Tudíº pro kaºdý r·zný bod k máme vlastní podprostory obecn¥ s r·znou dimenzí t¥chto
podprostor·.
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2.2 Berryho k°ivost

Kdyº se vrátíme k de�nici Berryho fáze z rovnice 2.1.4. Z této de�nice lze de�novat novou
veli£inu p°es Stokesovou v¥tu.


 n =
I

C

dk � A n =
Z

S

dS � r k � A n =
Z

S

dS � 
 n (k ) (2.2.1)

De�nujeme novou veli£inou Berryho k°ivost
 n (k ), kde C je uzav°ená dráha v prostoru
M a kde potomS je plocha, která je ohrani£ená k°ivkouC.

Kdyº se podíváme na vztah pro Berryho k°ivost, uvidíme, ºe je pot°eba tento vztah
upravit, abychom mohli dostat vztah, který vyuºijeme k numerickým výpo£t·m.


 n (k ) = r k � A n (k ) = i r k � h unk jr k unk i


 ni (k ) = i" ijk r k j hunk jr kk unk i Leibniz= i" ijk

� 

r k j unk

�
�r kk unk

�
+



unk

�
�r k j r kk unk

�



unk

�
�r k j r kk unk

�
=



unk

�
�r kk r k j unk

�

�


 ni (k ) = i" ijk


r k j unk

�
�r kk unk

�
= i" ijk



r k j unk

�
�1

�
�r k l unk

�
= i" ijk



r k j unk

�
�
X

m

jumk i humk j
�
�r k l unk

�


 ni (k ) = i
X

m

� 

r k j unk

�
�umk

�
humk jr kk unk i � hr kk unk jumk i



umk

�
�r k j unk

� �
=


 ni (k ) = i
X

m6= n

� 

r k j unk

�
�umk

�
humk jr kk unk i � hr kk unk jumk i



umk

�
�r k j unk

� �
+

+

0z }| {

r k j unk

�
�unk

�
hunk jr kk unk i � hr kk unk junk i



unk

�
�r k j unk

�


 ni (k ) = i
X

m6= n

 
hunk j @

@kj
H (k)jumk i humk j @

@kk
H (k)junk i

(Enk � Emk )2
�

hunk j @
@kk

H (k)jumk i humk j @
@kj

H (k)junk i

(Enk � Emk )2

!


 ni (k ) =
X

m6= n

Im

 
hunk j @

@kj
H (k)jumk i humk j @

@kk
H (k)junk i

(Enk � Emk )2

!

(2.2.2)

Dostali jsme p°edpis pro výpo£et Berryho k°ivosti, který závisí na derivaci hamiltoniánu
podlek . Snadno lze ukázat z de�niceH (k ), ºe kde jep̂ ! (p̂+ ~k), tedy v £itateli budeme
mít maticové £leny operátoru hybnosti, spolu s rozdílem energie ve jmenovateli.

Získali jsme p°edpis pro Berryho k°ivost, který jiº lze vyuºít k numerickým výpo£t·m.
Práv¥ tyto hodnoty lze numericky získat z programu Wien2k. Jak vidíme, tak nejv¥t²í
závislost je na rozdílu energií, takºe nejv¥t²í p°ísp¥vky mají blízké hladiny. Proto pro
degenerované hladiny jsou tyto p°ísp¥vky divergentní. Ale na druhou stranu tyto diver-
gentní hodnoty jsou stejn¥ velké pro tyto degenerujíc hladiny, ale mají opa£né znaménko.
Proto £asto ani nep°ispívají do jednotlivých pozorovatelných. Pokud budeme uvaºovat
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o p°ípadech, kde Hilbert·v prostor rozd¥líme na podprostory, které mohou mít dimenzi
v¥t²í neº jedna, budeme muset pozm¥nit de�nici Berryho k°ivosti. Jelikoº uº samotná
Berryho konexe je neabelovská, musíme pouºít de�nici Stokesovy v¥ty pro neabelovskou
strukturu.

Tedy dostáváme vztah pro Berryho k°ivost pro podprostorP(k ).


 nm (k ) = r � A nm (k ) � i
X

l2 in

A nl (k ) � A lm (k ) (2.2.3)

Kde s£ítání jde p°esl 2 in , kde referujeme na stavy, které se nachází v daném podprostoru
P(k ). Takºe dostáváme pro daný podprostor vektor matic. Lze ukázat, ºe stopa tenzoru
Berryho k°ivosti je rovná nule. Coº nám nazna£uje to, ºe blízké hladiny mají stejné
hodnoty aº na znaménko. Pokud vyuºijeme de�nici Berryho konexe pomocí Blochových
stav· junk i :


 i
nm (k ) = i" ijk

�
@k j hunk j@kk umk i +

X

l2 in

hunk j@j ulk i hulk j@kumk i
�

= i" ijk

� 

@k j unk

�
�@kk umk

�
+



unk

�
�@k j @kk umk

�
�

X

l2 in



@k j unk

�
�ulk

�
hulk j@kumk i

�

= i" ijk

� 

@k j unk

�
�
X

l

julk i hulk j
�
�@kk umk

�
�

X

l2 in



@k j unk

�
�ulk

�
hulk j@kumk i

�

= i" ijk

X

l2 out



@k j unk

�
�ulk

�
hulk j@kk umk i

=
X

l2 out

Im

 
hunk j @

@kj
H (k)julk i hulk j @

@kk
H (k)jumk i

(Enk � Emk )2

!

(2.2.4)

Je zde vid¥t, ºe je výhodné n¥kdy p°ejít k neabelovské struktu°e, abychom se zbavili
zdánlivých divergencí.
Jelikoº ná² konkrétní materiál bcc Fe nemá degeneraci hladin, bude nám sta£it p°i
numerickém výpo£tu Berryho k°ivosti vztah 2.2.2.
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3 Modi�kace pohybových rovnic

Celá fyzika se zabývá pohybem a zm¥nou systému. V této kapitole se podíváme na pohyb
elektronu v systému, který je zatíºený vn¥j²ím elektromagnetickým polem.

3.1 Zavedení pohybových rovnic

V p°edchozích kapitolách jsme se dívali na zm¥nu systému, p°i adiabatické evoluci. Podí-
váme se na rovnice pohybu, které nám budou dávat zm¥nu systému vlivem vn¥j²ích sil.
První rovnice je pro st°ední rychlost stavu pro hladinun. V kvantové mechanice se práv¥
st°ední hodnoty fyzikálních hodnot de�nují jako st°ední hodnoty operátoru p°i°azené k
dané veli£in¥.

Operátor pro rychlost odvodíme z £asové derivace operátoru, p°es komutátor hamiltoniánu
a daného operátoruv̂ = r_ = � i

~[r̂ ;Ĥ ]. Podívejme se na st°ední rychlost pro elektronovou
funkci hladiny n p°ed tím, neº na systém za£ne p·sobit externí elektromagnetické pole.

< v> n = h nk jv̂ j nk i = �
i
~

h nk j[r̂ ;Ĥ ]j nk i = �
i
~

hunk je� i k �r [r̂ ;Ĥ ]ei k �r junk i =

= hunk j
@H(k)
@~k

junk i =
@Enk

@~k
=

@!nk

@k

(3.1.1)

Dostáváme tvar o£ekávané rychlosti, který odpovídá de�nici grupové rychlosti. Ale pokud
te¤ zapneme externí elektromagnetické pole, tak nám to ovlivní vlastní stavy. St°ední
rychlost systému, který je zatíºený externím elektromagnetickým polem, se zm¥ní. Na²í
úkolem bude ukázat p°ísp¥vek prvního °ádu poruchové teorie do st°ední rychlosti. Kde
uvaºujeme nový stav v poruchovém stavu

�
� k(t )

�
= j nk i + j� nk i , kde z poruchové teorie

nám vyplývá, ºe porucha je kolmá na p·vodní neporu²ený stavh nk j� nk i = 0. Kde my
bereme poruchový parametrk_, takºe j� nk i � O(k_). Budeme po£ítat poruchu do první
mocniny k_. V kapitole 2.1.1, jsme ukázali, ºe pokud existuje £asová zm¥na parametru
k , tak je pot°eba p°idat fázi. Odvození poruchového £lenu, dostaneme ze Schrödingerovy
rovnice. Podíváme se na levou stranu rovnice. Zde rovnou pouºiji rovnici pro periodickou
£ást °e²ení hamiltoniánuH (k) junk i = Enk junk i
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i~
@
@t

�
� k(t )

�
= i~

@
@t

�
j nk i + j� nk i

�
=

= i~
@
@t

"

e
� i

~

tR

0
d0tE n k (t )

e
i

k ( t )R

k (0)
dk �A n �

junk i + j�� nk i
�

#

=

Enk

�
j nk i + j� nk i

�
� ~k_� A n

�
j nk i + j� nk i

�
+

+ i~e
� i

~

tR

0
d0tE n k (t )

e
i

k ( t )R

k (0)
dk �A n h

k_�
@

@k
junk i + k_ � @

@k j�� nk i

k_ � @
@k j�� nk i � O(k_

2
) � 0

i
=

= Enk

�
j nk i + j� nk i

�
� ~k_� A n

�
j nk i + j� nk i

�
+

+ i~e
� i

~

tR

0
d0tE n k (t )

e
i

k ( t )R

k (0)
dk �A n

k_�
@

@k
junk i

(3.1.2)

Podíváme se na pravou stranu rovnice.

H (k (t))
�

j nk i + j� nk i
�

= Enk j nk i + H (k (t)) j� nk i (3.1.3)

Porovnáme ob¥ £ásti a vynásobíme ob¥ strany fázíe
i
~

tR

0
d0tE n k (t )

e
� i

k ( t )R

k (0)
dk �A n

:

i~
@
@t

�
� k(t )

�
= H (k (t))

�
�  k(t )

�

Enk junk i + Enk j�� nk i � ~k_ � A n

�
junk i + j�� nk i

�
+ i~k_�

@
@k

junk i =

= Enk junk i + H (k (t)) j�� nk i

i~k_ �
h
iA n +

@
@k

i
junk i =

h
H (k(t)) � Enk

i
j�� nk i

(3.1.4)

Neº budeme pokra£ovat v odvozování, je pot°eba se podívat na identitu:

@
@k

junk i = 1
@

@k
junk i =

X

m

jumk i
�

umk

�
�
�
�
@unk

@k

�
=

�
unk

�
�
�
�
@unk

@k

�
junk i +

X

m6= n

jumk i
�

umk

�
�
�
�
@unk

@k

�
=

� iA n junk i +
X

m6= n

jumk i
�

umk

�
�
�
�
@unk

@k

�
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Te¤ se vrátíme k rovnici 3.1.4 kam dosadíme p°edchozí identitu.

i~k_�

"
�

iA n � iA n

�
junk i +

X

m6= n

�
umk

�
�
�
�
@unk

@k

�
jumk i

#

=
h
H (k(t)) � Enk

i
j�� nk i

i~k_ �
X

m6= n



umk

�
� @un k

@k

�

H (k (t)) � Enk
jumk i = j�� nk i

i~k_ �
X

m6= n



umk

�
� @un k

@k

�

Emk � Enk
jumk i = j�� nk i

� i~k_ �
X

m6= n

humk j @H(k)
@k junk i

(Emk � Enk )2
jumk i = j�� nk i

(3.1.5)

Te¤ máme v²e, abychom se mohli podívat na st°ední rychlosthv~i n pro systém, který je
zatíºený externím elektromagnetickým polem. Kde máme z poruchového po£tuju~nk i =
junk i + j�� nk i a budeme novou st°ední rychlost vyjad°ovat do první mocninyk_.

< v~> n = hu~nk j
@H(k)

@k
ju~nk i = hhunk j + h�� nk jj

@H(k)
@k

jjunk i + j�� nk ii

= hunk j
@H(k)

@k
junk i + hunk j

@H(k)
@k

j�� nk i + h�� nk j
@H(k)

@k
junk i + h�� nk j @H(k)

@k j�� nk i

� O(k_
2
) � 0

=
@Enk

@~k
� ik_i

X

m6= n

"
hunk j @H(k)

@k jumk i humk j @H(k)
@ki

junk i
�

Emk � Enk

� 2 �
hunk j @H(k)

@ki
jumk i humk j @H(k)

@k junk i
�

Emk � Enk

� 2

#
2:2:2=

< v~> n =
@Enk

@~k
� k_� 
 (n)

(3.1.6)

M·ºeme spo£ítat transportní jevy v materiálu pod vlivem externího elektromagnetického
pole. Abychom mohli spojit vliv externího pole na pohyb elektronu, tak se musíme podívat
na £em závisík_.

Odvození vztahu prok_ lze nalézt v knize Ascrofta & Mermina [4], který pouºívá první
°ád semi-klasické teorie pohybu elektronu.

Podívejme se v jaké závislosti vystupuje parametrk v hamiltoniánu. P°ipomínáme, ºe
H (k) = e� i k �r Hei k �r , pokud komutujeme exponenciálu p°es hamiltonián, tak dostáváme
nové £leny do zobecn¥né hybnosti a top̂

2

2m ! (p̂+ ~k)2

2m . To je podobné, jako p°i po£ítání s
magnetickým polem, tedy s vektorovým potenciálemA . Coº nás tato analogie p°iblíºí
k odvození pohybové rovnice 3.1.7. Jelikoº se budeme zabývat p°ípady, kdy elektrické
pole p·sobící na systém bude záviset pouze na £ase, a proto m·ºeme napsat elektrické
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pole pomocí vektorového potenciáluE (t) = � @A (t)
@t a magnetické pole napí²eme pomocí

vektorového potenciáluB = r � A (x). Zavedli jsme externí pole pomocí vektorového
potenciálu a tedy nový hamiltonián. Jediná zm¥na bude v obecní hybnosti, kde p°ejde
(p̂+ ~k)2

2m ! (p̂+ ~k+ eA(x;t )) 2

2m . Coº nám vyhovuje, protoºe m·ºeme intuitivn¥ zahrnout externí
pole do parametruk tedy k ! k (t) = k + e

~A (t;r ). Ale po této transformaci se tvar
hamiltoniánu nezm¥ní a tedy °e²ení vlastních stav· bude stejné jako p°ed poruchou, jen
parametr k bude záviset na £ase. Toto souhlasí s p°edpoklady na adiabatickou evoluci,
kde jsme p°edpokládali evoluci parametru, kde systém stále bude mít stejné vlastní stavy.
Poté mohu dostat p°ímo£a°e rovnici 3.1.7.

~k_ = � e
�
E ext + vn � B ext

�
(3.1.7)

Kde pole E ext a B ext jsou externí pole, kterými p·sobíme zven£í na systém. Rychlostvn

je st°ední rychlostí elektronu pro pásn .

3.2 Modi�kace objemu fázového prostoru

Musíme podotknout d·leºitou vlastnost systému. Pokud systém obsahuje Berryho fázi, tak
obecn¥ systém nemá kanonické rovnice pohybu a to vede k naru²ení Liouvillovu teorému.
Coº pro nás znamená, ºe se nám m¥ní hustota stavu ve fázovém prostoru. Tato modi�kace
se objevuje v semi-klasickém popisu pro o£ekávané hodnoty fyzikálních veli£in.

Element obejmu� V se ve fázovém prostoru m¥ní v £ase. Máme £asový vývoj� V(t) =
J (t;t 0)� V(t0), kde J (t;t 0) je Jacobian transformace. P°i malých zm¥nách mohu napsat
Jacobian ve tvaruJ (t;t 0) = 1 + @q_a (t0 )

@qa (t0 ) � t, kde qa budou moje sou°adnicer a k . Potom
máme £asovou zm¥nu elementu objemu.

1
� V

d� V
dt

= r r � r_ +r k � k_ (3.2.1)

Vezmeme výsledky z p°edchozí kapitoly pohybové rovnice pro systém zatíºený externím
elektromagnetickým polem.

r_= v(k ) � k_ � 
 (k )

~k_ = � eE ext (r ) � er_� B ext

(3.2.2)

Jelikoº jsou siln¥ provázané, tak druhou rovnici dosadíme do první rovnice a první do
druhé rovnice.

r_= v +
e
~

E ext � 
 (k ) +
e
~

(r_� 
 )B ext �
e
~

(B ext � 
 )r_

~k_ = � eE ext � ev � B ext � e(
 � B ext )k_+ e(k_� B ext )

(3.2.3)
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Jednodu²e lze dokázat, ºer_ � 
 = v � 
 a k_ � B ext = � e
~E ext � B ext a na levou stranu

p°evedeme závislost nar_ a k_ a de�nujme D(r ;k ) = 1 + e
~B ext (r ) � 
 (k ).

D(r ;k )r_= v +
e
~

E ext � 
 +
e
~

(v � 
 )B ext

D(r ;k )~k_ = � eE ext � ev � B ext �
e2

~
(E ext � B ext )


(3.2.4)

Po dosazení výsledku z rovnice 3.2.4 do rovnice 3.2.1 zjistíme, ºe zm¥na elementu objemu
je � V = 1 + B ext � 
 [5]. Tento £len bude modi�kovat st°ední hodnoty fyzikálních veli£in.

hOi =
Z

dkD(k :r ) hk jOjk i (3.2.5)

3.3 Anomální vodivost materiálu

Jednou z fyzikálních vlastností pevných látek je vodivost materiálu. De�nujme anomální
tenzor vodivosti � AHE jako j AHE = � AHE E ext , kde j AHE je dodate£ná hustota proudu,
která vznikne p°i zapnutím externího elektrického poleE ext . V p°edchozí kapitole jsme
odvodili st°ední rychlost elektronu v materiálu pod vlivem externího pole. Pro tento
p°ípad je k_ = � eE ext .

vn (k ) =
@Enk

@k
+

e
~

E ext � 
 (n) (3.3.1)

Vidíme, ºe dodate£ný proud je z druhého £lenu z rovnice 3.3.1. Potom hustotu proudu sys-
tému j AHE = e

P

occ

R

BZ
dk v AHE

n dostaneme jako integraci st°ední rychlosti p°es Brillouinovu

zónu a p°es v²echny okupované stavy.

j AHE = E ext �
Z

BZ

dk
X

occ

e2

~

 (n)(k ) (3.3.2)

Potom de�nujeme tenzor anomální vodivosti jako� AHE
ij = " ijk

e2

~

P

occ

R

BZ
dk 
 (n)

k (k ).

S£ítání p°es v²echny okupované stavy, m·ºeme nahradit Fermi-Dirakovým rozd¥lením
f (� f ), kde je � f Fermiho energie. Práv¥ toto rozd¥lení je pro systém s kone£nou teplotou.

� ij = " ijk
e2

~

Z

BZ

dk f (� f )
 (n)
k (k ) (3.3.3)

Budeme de�novat spektrum anomální vodivosti� ij (� f ), kde budeme uvaºovat, ºe anomální
vodivost je funkcí Fermiho energie. Potom budeme m¥nit velikost Fermiho energie.

Ukázali jsme, ºe blízké energetické stavy mají velký p°ísp¥vek do Berryho k°ivosti. Sou£et
Berryho k°ivostí blízkých stav· bývá nulová. Proto nejv¥t²í p°ísp¥vky do anomální vodivosti
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jsou od stav· kolem Fermiho energie, kde práv¥ tato hladina rozd¥lí v n¥kterýchk bodech
blízké stavy tak, ºe jeden stav bude pod Fermiho hladinou a druhý stav bude nad Fermiho
hladinou. Potom velký p°ísp¥vek do Berryho k°ivosti je od stavu t¥sn¥ pod Fermiho
hladinou, který není kompenzovaný druhým stavem, který je nad Fermiho hladinou [6].

Proto zavádíme anomální vodivost jako funkci Fermiho energie, abychom mohli ukázat
p°ísp¥vky do Berryho k°ivosti pro r·zné energie, které rozd¥lují blízké stavy.

3.4 Orbitální magnetizace

Vlivem externího magnetického pole se m¥ní i celková energie systému"M = "nk � m (k ) �
B ext , kde m (k) je orbitální magnetický moment.

m =
1
2

Z
dr03r 0 � j = �

e
2

r � v (3.4.1)

Jelikoº se jedná o elektrony, tak m·ºeme proudovou hustotu psát jakoj = � ev� (r ).

Jednodu²e p°evedeme tento tvar do operátoru a budeme po£ítat st°ední hodnotu orbitál-
ního momentu magnetizace.

< m > n = �
e
2

h nk jr � v j nk i

<m i > n = �
e
2

" ijk h nk jr j vk j nk i

= �
e
2

" ijk

X

m

h nk jr j j mk i h mk jvk j nk i

= �
e
2

" ijk

X

m

h nk jr j j mk i humk j
@H(k)
@~kk

junk i

(3.4.2)

Te¤ je pot°eba se podívat, jak p·sobí operátor polohy na stavj nk i . Vyuºijeme tvar pro
maticové £leny operátoru polohy z £lánku [7].

h nk jr̂ j j mk i = hunk je� i k �r r̂ j ei k �r jumk i = hunk jr̂ j jumk i

= i
�

unk

�
�
�
�

@
@kj

umk

� (3.4.3)

Vrátíme se k orbitálnímu momentu magnetizace, kde dosadíme výsledek z rovnice 3.4.3 a
vyuºijeme, ºe pro m = n je tento £len symetrický a nebude p°ispívat.
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<m i > n = � i
e

2~
" ijk

X

m6= n

�
unk

�
�
�
�

@
@kj

umk

�
humk j

@H(k)
@kk

junk i

= i
e

2~
" ijk

X

m6= n

hunk j @H(k)
@kj

junk i humk j @H(k)
@kk

junk i

Enk � Emk

=
e

2~

X

m6= n

Im

 
hunk j @

@kj
H (k)jumk i humk j @

@kk
H (k)junk i

Enk � Emk

!

(3.4.4)

Zde máme p°edpis pro st°ední hodnotu orbitálního momentu magnetizace. Je dobré
si pov²imnout, ºe struktura je totoºná jako pro výpo£et Berryho k°ivosti 2.2.2, aº na
konstanty a lineární závislost rozdílu energie v jmenovateli.

Kdyº zavedeme grand kanonický potenciál
( T;�; B ext ), kde T je teplota systému,� je
chemický potenciál, pro nás to bude Fermiho energie, aB ext je externí magnetické pole. Z
teorie termodynamiky máme tvar grand kanonického potenciálu pro systém elektronu.
Nesmíme zapomenout na záv¥ry z kapitoly 3.2, kde vlivem externího magnetického pole
musíme zm¥nit hustotu stavu.


( T;B ext ;� ) = �
1
�

Z
dk

(2� )3

�
1 +

e
~

B ext � 
 (n)
�

ln
�

1 + e� � (� M � � )
�

(3.4.5)

Potom magnetizace systému má tvarM = �
�

@
( T;B ext ;� )
@B ext

�

�;T
. Budeme uvaºovat pouze se

£leny lineárn¥ úm¥rné poliB ext .

M =
Z

BZ

dk
(2� )3

f (� )m n +
e

� ~

 (n)(k ) ln

�
1 + e� � (� n k � � )

�
(3.4.6)

Je dobré se podívat na limitu pro nulovou teplotu [8]. Kde� (� f � � nk ) je skoková funkce.

M =
Z

BZ

dk
(2� )3

� (� f � � nk )m n �
e
~

� (� f � � nk )( � nk � � f )
 (n) (3.4.7)

Op¥t jako pro anomální vodivost m·ºeme zavést spektrum magnetizace, kde budeme
uvaºovat závislost magnetizace na pozici Fermiho hladin¥.
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4 Numerické výpo£ty Berryho
k°ivosti, anomální vodivosti a
orbitální magnetizace

Zobrazíme numerické výpo£ty Berryho k°ivosti, spektrum anomální vodivosti a spektrum
orbitálního momentu magnetizace pro ºelezo Fe se strukturou bcc.

Parametry výpo£tu DFT

Po£ítali jsme strukturu ºeleza, pro t¥lesov¥ centrovanou kubickou strukturu, kde máme
m°íºkový parametr 2:8665 Å (5;416902a0). D·leºitým parametrem na²eho systému je
mnoºství k bod·, ve kterých jsme po£ítali Berryho k°ivost, coº nám reprezentuje s jakou
p°esností jsme po£ítali. Zvolili jsme1203 po£etk bod· v jedné primitivní bu¬ce. Dal²ím
parametrem je rozsah energie, kde po£ítáme dané vlnové funkce a to nám ur£uje po£et
hladin, které budeme mít k dispozici. Zvolili jsme rozsah energii od -100 eV do 15 eV, coº
zhruba odpovídá, ºe jsme pro kaºdýk bod m¥li 40 hladin. šelezo je feromagnet, které má
vlastní magnetizaci, kterou jsme zvolili ve sm¥ru osyz.1

Obrázek 4.1 Pásová struktura ºeleza Fe bcc, s projekcí do d-stav·

1Toto je velmi d·leºité pro výpo£et, jelikoº nám vstupuje do výpo£tu spin-orbitální interakce, která
nám pozm¥ní pásovou strukturu
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Pásová struktura Fe bcc

Vytvo°ili jsme pro ilustraci pásovou strukturu. Kde jsme zvolili 1D cestu v Brillouinov¥
zón¥. Na pásové struktu°e 4.1 jsme zvolili £íslování pásu od pásu, který by m¥l odpovídat
stavu elektronu4s.2 Energie 0 eV vyjad°uje pozici Fermiho hladiny.

Je²t¥ zde zobrazíme tu samou pásovou strukturu pro stejnou 1D cestu, ale zobrazíme to
pro v²echny pásy, které jsme spo£etli pro danék body.

Obrázek 4.2 Pásová struktura ºeleza Fe bcc, s projekcí do d-stav·

Pro co nejp°esn¥j²í výsledek Berryho k°ivosti pot°ebujeme znát co nejvíce hladin. Kaºdá
p°ispívá do Berryho k°ivosti, ale p°ísp¥vek je nep°ímo úm¥rný kvadrátu rozdílu energií.
Pro výpo£et Berryho k°ivosti pro pásy kolem Fermiho hladiny nám posta£í báze, kterou
jsme zvolili (pásy zobrazené na Obr. 4.2).

4.1 Berryho k°ivost pro Fe bcc

Vytvo°ili jsme program, který spo£ítá Berryho k°ivost
 (n)(k ) pomocí vztahu 2.2.2 [6].
Pro výpo£et pot°ebujeme energii a maticové £leny operátoru hybnosti. Ob¥ dv¥ hodnoty
jsme získali z programu Wien2k, který po£ítá elektronovou strukturu látek pomocí metody
ab-initio. Ve vztahu je s£ítání p°es v²echny hladiny v systému, to je d·vod pro£ jsme volili
takový rozsah energií, aby po£ítání Berryho k°ivosti pro daný pás m¥l dostatek £len·.

2Ur£it¥ neplatí, ºe by celý pás 1 byl stav 4s. Uº na pásové struktu°e v bod¥H má pás 1 nenulovou
projekci do d-stav·
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V grafech jsme zvolili vhodnou ²kálu zobrazení vektoru. Vk bodech s velkou symetrií se
nacházejí hladiny, které mají rozdíl energií velmi malý a proto v t¥chto bodech je Berryho
k°ivost o n¥kolik °ád· v¥t²í neº v ostatních bodech.3 Tento problém je pouze lokalizován
na n¥kolik bod· v prostoru. Z tohoto d·vodu jsme tyto body v grafech p°e²kálovali. V
grafech znázor¬ujeme magnitudu daných vektor· pomocí barvy. V grafech je znázorn¥na
Brillouinova zóna struktury bcc, ve které jsou zobrazeny Berryho k°ivosti pro daný pás.
Berryho k°ivost po£ítáme v atomárních jednotkách pro[
] = a2

0, kde a0 je Bohr·v polom¥r.

Znázorníme vektorové pole Berryho k°ivosti v Brillouinové zón¥. Zobrazíme pásy od 1 do
10,4, které vidíme na pásové struktu°e 4.1.

Obrázek 4.3 Berryho k°ivosti pro prvních 6 pás·

3Tyto body jsou p°eváºn¥ na hranách Brillouinovy zóny a v n¥kterých význa£ných bodech
4ƒíslování odpovídá £ísl·m z pásové struktury 4.1
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