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Uvod

V roce 1984 Michael Berry publikoval ¢lanek, ve kterém rozebiral adiabatickou evoluci
vlastnich stavii hamiltonianu, kde se parametry kvantového systému meéni velmi pomalu.
Béhem evoluce ztustava systém ve vlastnim stavu hamiltonianu, a tedy nedochazi k excitaci
stavli. Berry dale diskutoval adiabatickou evoluci systému po uzaviené cesté parametri.
Pokud systém neobsahuje degeneraci, tak se systém vrati do puvodniho stavu. Pri navratu
do ptvodniho stavu, doslo ale ke zméné faze vinové funkce elektronii. A to jak od dyna-
mického c¢lenu, tak také od nového prispévku do faze, ktera je nyni znaméa jako Berryho
faze. Tato faze ma nekolik topologickych vlastnosti, a jak se ukazuje, je potfeba pii popisu
nékterych transportnich vlastnosti.

Nejprve ukdzeme, ze Berryho faze je invariantni (tedy kalibracné nezévisld) vici volbé
globalni faze stavu (kterd je kalibracné zavisla). Invariantnost Berryho faze ukazuje, ze
jejl existence ovliviiuje méritelné veliciny.

Dale odvodime, ze Berryho faze je ¢isté geometrickd a zavisi pouze na geometrii systému.
Jelikoz se budeme bavit o hladkych prostorech parametru, ukazeme jako M. Berry, ze
tento prostor je zaktiveny a tato vlastnost prostoru je ¢isté geometrickd zalezitost. Tato
veli¢ina bude hrat roli v dynamickych rovnicich pro pohyb elektronti.

Toto méa velmi blizko ke kalibra¢nim polim a diferencialni geometrii. Tyto vlastnosti se
velmi podobaji Ahronov-Bohmovu efektu. Dalsi topologickou vlastnosti prostoru je, ze
plosny integral ptres uzavienou plochu je vzdy kvantovana hodnota, ktera se zde nazyva
Chernovo cislo.

Velmi zajimavou aplikaci je poté existence anomélnich transportnich jevii. Pii zapnutém
eklektickém poli vznikaji anomélni proudy elektronu, tj. proudy kolmé na smér ptisobiciho
pole. Téz Berryho fazi 1ze vysvétlit polarizaci materialu.



1 Mnoha-cCasticovy problém v
kvantové mechanice pro pevné latky

1.1 Hamiltonian pro mnoha-casticovy problém

Podivame se na zavedeni mnoho-¢asticového problému v kvantové mechanice. Protoze
budeme potrebovat znat vlastni stavy elektronu v daném krystalu, musime uvazovat o
hamiltonianu H, ktery bude obsahovat kineticky ¢len pro jednotlivé elektrony, potencial,
ktery je tvoreny jadry v krystalu, a elektron-elektronovou interakci mezi jednotlivymi
elektrony,
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kde potencidl V (r) bude reprezentovat elektrostaticky potencidl jader v krystalu a budeme
predpokladat, ze je periodicky. Budeme uvazovat o modelu krystalu, ktery je nekonecné
velky a ktery je periodicky poskladany z elementarni bunky.

Pro tento hamiltonian budeme fesit problém vlastni energie a vlastnich stavi H |W [
E |¥ L[ kde vinova funkce |V [Je mnohaelektronova vinova funkce, napt. vyjadiend Slatero-
vym determinantem. Pro numerické vypocty tento zapis hamiltonianu neni numericky
dosazitelni, proto pouzijeme DFT teorii. Ta aproximuje elektron-elektronovou interakei,
jako funkcional hustoty elektronového stavu. Tady jsme prevedli problém mnohaelektrono-
vého hamlitonianu na soustavu jednoelektronovych hamiltoniant, kde elektron-elektronova
interakce je popsana efektivnim potencialem.

Vidime tedy, ze klicova cast je vypocet hustoty elektronovych stavi. Ta je zavisla na
poctu castic v systému, ale protoze nas model je nekonecény krystal, tak to zkomplikuje
vypocet hustoty stavi. Tento problém miizeme obejit vyuzitim periodicity potencialu, kde
diky této symetrii pfevedeme problém vypoctu z nekoneéného krystalu na vypocet pouze
pres jednu elementarni bunku.

1.2 Blochovy stavy a Blochiv hamiltonian

Zadefinujeme si Blochovy stavy a Blochuv hamiltonian pro neinteragujici systém s peri-
odickym potencidlem!. Uvazujeme, Ze mame fesen{ vlastni energie a vlastnich stavi ve

tvaru HPnk(r) = EnkWnk(r).

Kde teseni je charakterizovano dvojici kvantovych ¢isel (n,K), kde n je index péasu a K je
krystalova hybnost. Pro vinovou funkci vyuzijeme Blochuv teorém, ktery nam dovoluje

zapsat vlnovou funkci ve tvaru: Yni(r) = e un(r), kde ma funkce Unk(r) stejnou

1] kdyZ jsme potitali s elektron-elektronovou interakci, kterou jsme prepsali pomoci efektivniho
potencidlu, dostali jsme hamiltonian, ktery popisuje neinteragujici systém.



periodicitu jako samotny krystal u,,(r + R) = un(r) 2. Z periodi€nostir Ize odvodit, °e i
vektor k bude periodickyk + G = k, kde G je reciproky vektor m°i°e krystalu, tak®e diky
této symetrii se m-°eme omezit pouze na prostok, ktery se nachazi v prvni Brillouinové
ZOn¥.

M-°eme zavést tzv. Bloch-v hamiltonian H(k), ktery je modi kaci p°edchoziho ha-
miltonianu H (k) = e '*"He'k ", ktery ma potom vlastni stavy E,, a unx(r). Dostaneme
rovnici pro vlastni stavy jupi.

H (K)Unk(r) = EnkUnk(r) (2.2.1 a)

Rovnice 2:2:1a je odvozena wr -reprezentaci, plati v2ak v libovolné reprezentaci a tedy
Unk(r) m-°eme zobecnit do libovolné reprezentace,(r) 'j uni,

H (K) junki = Enk jUnki (2.2.1 b)

Pozdy¥ji, vektor ju,ki bude reprezentovat nai bazi v Hilbertov¥ prostoru.

2Kde posunuti R vyjad°uje periodicitu krystalu, tj. pat®i k Bravaisov¥ m°i° krystalu
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2 De nice Berryho k°ivosti

2.1 Adiabaticky transport

V této kapitole se budeme zabyvat adiabatickym transportem. P°esn¥ji, nalezneme pohy-
bové rovnice popisujici vyvoj pro adiabaticky transport celého systému, spi2e ne® vyvoj
jednotlivych kvantovych stav- v systému. K tomu nam poslou®i adiabaticky teorém, ktery
°ika, °%e malé zm¥ny za velmi dlouhy £as nebudou m¥nit strukturu viastnich stav- v daném
£ase, tj. nebudou nastavat excitace elektron- do vy??ich stav-.

2.1.1 Nutna existence Berryho faze

Podivame se, pro£ je nutné zavést Berryho fazi, aby byla Schrodingerova rovnice obecn¥
platna. To je diky tomu, °e uva®ujeme £asovou evoluci parametrk. Mame klasické °e2eni

R
FURT . . . Ii dtoEnk(tO)_ .
Schrddingerovy rovnice ve tvary i = e © jUnki .

igg i HE) e

- R
@ L dt%Eak(tY,
0

i~—. e junki - =Enk] nkl
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.. LUa%En () @, . .
Encj nki+e o Ui =Enil i
@. .
@{unkl =0

Jeliko® p°ipou2time vyvoj parametru k, musime uvaovat, °e tato £asova derivace musi
byt nenulova. Tedy, jak zachranit platnost Schrédingerovy rovnice? Tim, °e dodame do
vinové funkcej i dodatef£nou fazi a to ve tvarieg "M [1]. S touto opravou vinové funkce
dostaneme p°edpis pro pofitani faze (t).

2] i =HOO nd

R
) : L dt%E g (19 i . )
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Texn zleva vynasobime rovnich xj a uplatnime ortogonalitu stav- juni.
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n(t)= i dk thkjr kjunki
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R
n(t): dk An
k(0)

Mame p°edpis pro vypofet dodate£né faze a zavedeme novou velifinu a to je Berryho
konexeA , = i hupkjr kjUnki.

Podivame se na strukturu vektoru Berryho konexe. Jeliko® je zavisla na kalibrapini !
€ ®juni, kde (k) je libovolna hladka funkce. Potom mame transformaci Berryho
konexeA,! A, r k (k). Co°vede k tomu, °e dodateEna faze,(t) se zm¥ni o rozdil
(k(1)) (k(0)). Ale pokud si m-°eme vybrat libovolnou funkci (k), tak to potom
vede k zav¥ru, %e faze,(t) m-°eme v°dy odtransformovat. Je zde p°ipad, kdy fazi ,(t)
nelze odtransformovat a to tehdy, kdy%k (t) = k(0), co® znamena, % se systém vyviji po
uzav°ené cest€v prostoru M . Ale to nas vede k tomu, °e rozdil (k(t)) (k(0))=2 m,
kde m je p°irozené £islo. Potom se faze (t) stava kalibrafn¥ invariantni a tato invariantni
faze se nazyva Berryho faze nebo geometricka faze [2].

|
n=  dk A, (2.1.4)

C

Ukazali jsme, °e Berryho faze je invariantni a nelze odtransformovat. To bude hrét roli ve
vzniku novych jev- v materialu, na ktery p-sobi externi elektromagnetické pole. Ne° se
dostaneme k t¥mto jev-m, uka®eme si je2t¥ jiné odvozeni Berryho faze a Berryho konexe.
Pomoci geometrického pohledu up®esnime, jak chapeme adiabaticky vyvoj systému.

2.1.2 Topologické zavedeni Berryho faze a konexe

M¥jme hamiltonian, ktery je zavisly na parametruk = (ky;ky;k;), ktery nale®i do prostoru
parametru M , ktery uvaujeme za hladkou varietu. Potom m-°eme uva®ovat, °ek = k(t)
je funkci £asu. Stejnym zp-sobem, m-°eme uva®ovat o adiabatickém vyvoji parametru,
co° znamen& malé zm¥ny parametrl na cest¥C.



Vlastni energieE,x ma diskrétni hodnoty, které jsou obecn¥ zavislé ra tedy ob£as se
objevuji degenerace hladin, nebo velmi blizké p°ibli°eni energetickych hladin. Proto je na
mist¥ vytvo°it podprostor R(k) = fj i ;n = 1::Ng de novany tak, ° existuje > 0
takova, °e energieE o stav- ' hi ZR (k) a plati JEnx  Enaj

Z takové de nice lze pak snadno vy£ist, °e r-zné podprostory (k) jsou mezi sebou
odd¥lené energetickou mezerou, pro ka°#é2 M .

Prostor stav- jsme rozd¥lili na podprostory. To nam umao®ni zavést projektoryP (k) na
tyto r-zné podprostory. Projektory maji nasledujici vlastnosti:

P2(k) = P(k)

[H;P(k)]=0

P(kK)] nki =] nki;8k2M”7j  i2R (k)
rank P(k) = N

Pokud nyni zavedeme cestl(t);t 2 [0; ], za xujeme koncovy bodk( ) a budeme pro-
dluCovat parametr !1 , m-°eme to interpretovat jako vyvoj parametru t o kone£nou
hodnotu v-£i parametru . Je to obdobné jako jiny adiabaticky vyvoj, nap®. v termo-
dynamice. V realit¥ podminka nekone£n¥ dlouhého £asu, bude nahrazena £asem, ktery
bude mnohem Vv¥t2i ne® relaxaEni £as systému. V na2em p°ipad¥, kdy my budeme zm¥nu
parametru modi kovat pomoci zm¥n vn¥j?iho elektromagnetického pole, budou zm¥ny
pole trvat déle ne° je pot°ebny £as na relaxaci systému.

Je to stéle aproximace, tak®e skutef£ny projektoP (t) pro £ast, potom tato aproximace
projektoru bude na2? projektor z adiabatického vyvojeP (k(t)), ktery je obraz na2eho
podprostoru R (k). Kdy° v kvantové mechanice vidime operator zavisly na £ase, tak
vyjad°ime tuto £asovou zavislost pomoci evolu£nich operator- (unitarnich operator((t),
ktery odpovida k hamiltonianu H (k):

P(t)= UMPOU’(t) P(k(1)
To souvisi s tim, %e pro adiabaticky projektor stale po®adujeme, aby projektoval na stavy,
které jsou stéle vlastnimi stavy hamiltonianuH (k) , kde ve skute£nosti je, °e p°i vyvoji

systému se nemusi zachovavat vlastnost, °e stavy v £dskudou stéle vlastnimi stavy
hamiltonianu.

Tak®e zavedeme adiabaticky evoluEni operatdda (t), pro ktery plati

P(k(1)) = Ua()P(0)UX(1)

Pokud mame £asovou zavislost operatoru, urfit¥ nas bude zajimat jeho £asova derivace.



h i
IP(k(t)) = iWa(t)UX();P k(1)) (2.1.5)

Pokud vyjad°ime £asovou derivaci adiabatického evoluEniho operatoru z p°edchozi rovnice
a dal?ich identit

h [
Ua(t) = B(k(1));P(k(1)) UA(t) A s(k(t))Ua(D)

h @ h @ [
Ask(D)dt= FPK(®); P(k(t)) k()dt= FZPK®)PKD)  dk

(2.1.6)

Kdy° se podivAme na strukturu diferencialni rovnice, tak za p°edpokladu, °e po£ate£ni
podminka U, (0) = 1 je °e2enim diferencialni rovnice pro adiabaticky unitarni operator:

dtoAs(k(tO))
Ua(t) = (2.1.7)

Kde operator T reprezentuje "path-ordered exponetial”. Tak®e jsme adiabatickou evoluci
vyjad®ili £ist¥ jen za pomoci projektoru, co® jsou £ist¥ topologické objekty [3].

Podivejme se na to, co se d¥je s vlastnimi stavy a jejich zavislosti na paramétruM¥jme

stav  yn 2 R(k) a plati, °e P(k(t)) «© = «km - A z p°edchoziho odvozovani

mame adiabaticky evolu£ni operator, ktery funguje takto @ = Ua(t) «@) - Ale to

je podobné £asoveé evoluci ze Schrdodingerova obrazu. Tea se podivame na zm¥nu stavu
k@) P°Tzm¥n¥k.

h [
& = gUO o = gPEOPKD

h
_@P(k(t))P(k(t)) P(k(t) «kp = @@})P(k(t)) k(1)

(2.1.8)

Ale kdy° odefteme pravou stranu, dostavame rovnici, ktera je velmi znama v oblasti
topologie a variet.

h [

@ @ o @. .

— —P(k(t)) P(k(t i =P(k(t)—=] «i =0 2.1.9

@ @(())(())Jk (())@Jk (2.1.9)
Vidime, °e z tvaru rovnice 2:1:9 ma stejnou strukturu, jako rovnice paralelniho p°enosu.
Zde tedy identi kujeme £4st @@P(k(t)) P(k(t)) jako Berryho konexi. Toto je voditko, °e
systém ma v sob¥ zabudovanou k°ivost parametrického prostoru. Také z posledni rovnice
vidime, °e zm¥na vinové funkce nenale®i podprostom (k).

Zkusime, jak se zm¥ni rovnice paralelniho p°enosu, kdy° budeme uva®ovat stay, 2
R (k), ktery v N -dimenzionalnim podprostoru m-°eme zapsat pomoci linearni kombinace
zvolené baze v daném podprostorp i 2 R (k). Touto volbou bdze mame i de nici
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[ [
projektoru P (k) = ] nkih nkj, kde obecn¥ m-°eme zapsat funkgi i = ank ] nkli.

Teo dosadime do rrg\llnice paralelniho p°enosu 2.1.9. =
_ gj" K gP(k) i )
= X @ank J okl . Jomkl g mk nk Amk (2.1.10)
N " #
=X\I @(?ank‘"»| kg amk ] nki =0
n=1 m=1

Jeliko® j i jsou linearn¥ nezdvislé, proto ka°dy koe cient musi byt rovny nule.

@ X
@ank I Anm (K)amk =0 (2.1.11)
m=1
Kde jsme de novali Berryho konexi jakoA,m (K) = 1 nk @@ mk - Je z°ejmé, °e pokud

podprostor ma dimenzi 1 N = 1), tak dostavame naz?i p-vodni de nici Berryho konexe z
rovnice 2.1.3.

Zde jsme ukazali zobecn¥ni de nice Berryho konexe i pro p°ipad degenerovaného systému.
Zde dostavame strukturu vektoru matic misto vektoru, ktery jsme dostali z rovnice 2.1.11.
Co° vede k tomu, %e tato struktura ji° neni Abelovska. Kdy®° jsme ukazovali nutnou
existenci Berryho faze, mlEky jsme p°edpokladali, °e vyvoj funkce bude stale vlastnim
stavem p-vodniho hamiltonianu, a °e nedochazi k excitaci stavu p°i vyvoji. Je z°ejmé,
% jsme uva®ovali pouze jednoelektronovou strukturu, kde se neobjevuji degenerace. Z
pohledu topologie jsme za£ali uva®ovat vyvoj stavu, kde jsme se neomezili striktn¥ na
jednoelektronovou funkci, ale i na vice elektronovou funkci. Potom se ndm m¥ni i struktura
topologie a musime pou®it neabelovskou strukturu Berryho konexe.

Stoji zde za podotknuti, °e tvorba podprostoru je pro ka®°dy bodk 2 M obecn¥ r-zna.
Tudi® pro ka®°dy r-zny bod k mame vlastni podprostory obecn¥ s r-znou dimenzi t¥chto
podprostor-.



2.2 Berryho k°ivost

Kdy° se vratime k de nici Berryho faze z rovnice 2.1.4. Z této de nice Ize de novat novou
velifinu p°es Stokesovou V¥tu.

I z z
n= dk Ap= dS ry Ap= dS (k) (2.2.1)
c S S

De nujeme novou velifinou Berryho k°ivost ,(k), kde C je uzav°ena draha v prostoru
M a kde potomS je plocha, ktera je ohraniEena k°ivkolLC.

Kdy° se podivame na vztah pro Berryho k°ivost, uvidime, °e je pot°eba tento vztah
upravit, abychom mohli dostat vztah, ktery vyu®ijeme k numerickym vypo£t-m.

n(K)=T1 1 An(K)=1ir x hUpjr kUnkl Unk T kT keUnk = Unk T k[ K Unk
. — 4

n . . Leibniz .,
ni(K) = 1" r K; PUnijr  Unki = " T kiUnk I keUnk + Unk ' i1 ok Unk

. - - X - . -
ni(K)= " r kUnk T keUnk = ik T igUnk L7 Unk = 1Mk Tk Unk JUmii DU Tk Unk

m
ni(kK) =i Ik Unk Unk MUmilr kg Unkl D g UnkjUmkd Umk 7o Une =
m

. X . . - .
ni(K) =1 I' K Unk Umk MUmir K Unkl I UnijUmkl Ui 1 kUnk T

mén
z }(f {

+ T g Unk Unk MUkl g Unkl Ar g UnkjUnki Ung Tk Unk

!
X mnkj@_@?(H(k)jumki hUka'@—@ng(k)J'Unki thkj@_@KH(k)jumki hUka@—@f(H (K)junki

(k) = |

m6n (E”k Emk)2 (Enk Emk)2
!
X mnkj@—@;(H (K)jumki humkj@—@KH(k)junki
mén nk mk)
(2.2.2)

Dostali jsme p°edpis pro vypo£et Berryho k°ivosti, ktery zavisi na derivaci hamiltonianu
podlek. Snadno Ize ukazat z de niceH (k), °e kde jep! (p+ ~k), tedy v £itateli budeme
mit maticové £leny operatoru hybnosti, spolu s rozdilem energie ve jmenovateli.

Ziskali jsme p°edpis pro Berryho k°ivost, ktery ji° Ize vyu®it k numerickym vypo£t-m.
Prav¥ tyto hodnoty Ize numericky ziskat z programu Wien2k. Jak vidime, tak nejv¥t2i
zavislost je na rozdilu energii, tak®e nejv¥t2i p°isp¥vky maji blizké hladiny. Proto pro
degenerované hladiny jsou tyto p°isp¥vky divergentni. Ale na druhou stranu tyto diver-
gentni hodnoty jsou stejn¥ velké pro tyto degenerujic hladiny, ale maji opaEné znaménko.
Proto £asto ani nep°ispivaji do jednotlivych pozorovatelnych. Pokud budeme uva®ovat

9



o p°ipadech, kde Hilbert-v prostor rozd¥lime na podprostory, které mohou mit dimenzi
V¥t2i ne° jedna, budeme muset pozm¥nit de nici Berryho k°ivosti. Jeliko® u® samotna
Berryho konexe je neabelovskd, musime pou®it de nici Stokesovy v¥ty pro neabelovskou
strukturu.

Tedy dostavame vztah pro Berryho k°ivost pro podprostoP (k).

X
m(K)=1 Amm(k) T An(k)  Am(k) (2.2.3)

12in

Kde s£itani jde p°es 2in, kde referujeme na stavy, které se nachazi v daném podprostoru
P (k). Tak®e dostavame pro dany podprostor vektor matic. Lze ukazat, °e stopa tenzoru
Berryho k°ivosti je rovna nule. Co® nam naznafuje to, % blizké hladiny maji stejné
hodnoty a° na znaménko. Pokud vyu®ijeme de nici Berryho konexe pomoci Blochovych
stav: junki:

om (K) ="k @ NUnj@ Umki + MU j@Uikd hui  @Uini
12in

- X . .

=i"jk  @Unk @ Umk *+ Unk @ @, Umk @ Unk Uik MU j@Umgd
12in

- x . - - X - .
="k @Unk  JUkihukj @ Umk @ Unk Uik M @Ungd

X | | | 12in
="k @ Unk Uik Ui j @, Ukl

12 out
|

X | I'Unkj@—@kH(k)ijI hU|kj@—@;1H(k)ijki .
m
(Enk  Emi)?

12 out

(2.2.4)

Je zde vid¥t, °e je vyhodné n¥kdy p°ejit k neabelovské struktu®e, abychom se zbauvili
zdanlivych divergenci.

Jeliko® n&2 konkrétni material bcc Fe nema degeneraci hladin, bude nam stafit p°i
numerickém vypo£tu Berryho k°ivosti vztah 2.2.2.
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3 Modi kace pohybovych rovnic

Cela fyzika se zabyva pohybem a zm¥nou systému. V této kapitole se podivame na pohyb
elektronu v systému, ktery je zati®eny vn¥j2im elektromagnetickym polem.

3.1 Zavedeni pohybovych rovnic

V p°edchozich kapitolach jsme se divali na zm¥nu systému, p°i adiabatické evoluci. Podi-
vame se na rovnice pohybu, které nam budou davat zm¥nu systému vlivem vn¥j2ich sil.
Prvni rovnice je pro st°edni rychlost stavu pro hladinun. V kvantové mechanice se prav¥
st°edni hodnoty fyzikalnich hodnot de nuji jako st°edni hodnoty operatoru p°i°azené k
dané velifin¥.

Operator pro rychlost odvodime z £asové derivace operatoru, p°es komutator hamiltonianu
a daného operatorw? = r = L[f:A]. Podivejme se na st°edni rychlost pro elektronovou
funkci hladiny n p°ed tim, ne® na systém za£ne p-sobit externi elektromagnetické pole.

SV = h 0 i = R AL i = e YR Ui =
(3.1.1)
@O @R _ @
nk @‘k nk @‘k @

Dostavame tvar of£ekavané rychlosti, ktery odpovida de nici grupové rychlosti. Ale pokud
tea zapneme externi elektromagnetické pole, tak nam to ovlivni vlastni stavy. St°edni
rychlost systému, ktery je zati®eny externim elektromagnetickym polem, se zm¥ni. Nazi
Ukolem bude ukéazat p°isp¥vek prvniho °adu poruchové teorie do st°edni rychlosti. Kde
uva®ujeme novy stav v poruchovem stavu k) = nki +] nki, kde z poruchové teorie
nam vyplyva, °e porucha je kolma na p-vodni neporu2eny stah xj ki =0. Kde my
bereme poruchovy parametk, tak®e j ki  O(k). Budeme po£itat poruchu do prvni
mocniny k. V kapitole 2.1.1, jsme ukazali, °e pokud existuje £asova zm¥na parametru
k, tak je pot°eba p°idat fazi. Odvozeni poruchového £lenu, dostaneme ze Schrédingerovy
rovnice. Podivame se na levou stranu rovnice. Zde rovnou pou?iji rovnici pro periodickou
£ast °e2eni hamiltonianuH (k) junki = Enk junki
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- & k(y = i*'—@j nkl +] nkd =
@t @t
n R kR) #
@ L % P dkAn :
=|~@te 0 e JUpl + ] el =
Enk J nki+j nki ~k- An J nki+j nki +
. . 2
” k &j wi Ok) 0 (3.1.2)
o Ree,m i kah g @r\“.l
+i~e o ek o k. @junkl + k @l o =
=Enk ] okl + ] ~K An ] otk F
ki)
C iRE T kA .
+i~e o e ko k- @]Unkl
Podivame se na pravou stranu rovnice.
H(k() j nki+] ki = Enk] nkd + HK(t) ] nd (3.1.3)
R KR
p Lo , , L dAE () ! dk An
Porovname ob¥ £asti a vynasobime ob¥ strany fazic e O
. @
I~ = H(k(t
@t k(t) ( ()) k(t)
EnkjUnkl + Enk] nki ~K Ap jund +] el + i~k @junki = (3.1.4)

=Enk junki + H(K(t)) ] nkd
h @i h i
i~k iAn + @ junki = H(k(t)) Enk J nki

Ne° budeme pokraEovat v odvozovani, je pot°eba se podivat na identitu:

@. . @ . X @ b
— JUnkl = 1—jupkl = Unkl U =
@J nk @J nk . J mk mk @
@w . . X @y
Unk Ek JUnk! + JUmk!  Umk @k =
mén
X @
iAnjunki + jumki Umk %
mén
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Tewo se vratime k rovnici 3.1.4 kam dosadime p°edchozi identitu.

X

mén

@uk
@

Enk

X Umk
CT(0)

jumki = J nki

X P 25U

I~k Enk)2

JUnkl =] nkld

mén (Emk

@u
@

oh

H (k(t))

jumki

Enk ] nki

(3.1.5)

Teo mame v2e, abychom se mohli podivat na st°edni rychlok#i,, pro systém, ktery je

zati®eny externim elektromagnetickym polem. Kde mame z poruchového poftii

junki + ] nki @ budeme novou st°edni rychlost vyjad°ovat do prvni mocnini.
. k). . : N k). . . N
<w>p = mnkj@g( )Junkl = hhupj+h o nii @(; )”unk| +] okl oK’ o0
.@HkK). . . @Hk). . @HK). . emo. .
= g EY i+ @ e W E i ok Zeedi ok
" #
_ @B X und G0 umd M G U Pnkd O tmid N 2GR 2z
- 2 2 -
@k mén Emk Enk Emk Enk
@
<y>, = @lik k ™
(3.1.6)

M-°eme spo£itat transportni jevy v materidlu pod vlivem externiho elektromagnetického
pole. Abychom mohli spojit vliv externiho pole na pohyb elektronu, tak se musime podivat

na £em zavisk.

Odvozeni vztahu prok-lze nalézt v knize Ascrofta & Mermina [4], ktery pou®iva prvni

°ad semi-klasické teorie pohybu elektronu.

Podivejme se v jaké zavislosti vystupuje paramet v hamiltonianu. P°ipominame, °e
H(k) = e kTHe'k", pokud komutujeme exponencialu p°es hamiltonian, tak dostavame
nové £leny do zobecn¥né hybnosti a t%zn— ! % To je podobné, jako p°i pofitani s
magnetickym polem, tedy s vektorovym potencidlerd . Co° nas tato analogie p°ibli°i

k odvozeni pohybové rovnice 3.1.7. Jeliko® se budeme zabyvat p°ipady, kdy elektrické
pole p-sobici na systém bude zaviset pouze na £ase, a proto m-°eme napsat elektrické
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pole pomoci vektorového potencidli (t) = @\@g? a magnetické pole napi2eme pomoci

vektorového potencialuB = r  A(x). Zavedli jsme externi pole pomoci vektorového
potencialu a tedy novy hamiltonian. Jedind zm¥na bude v obecni hybnosti, kde p°ejde
(b2 7 | (prok+eAGi)” oo nam vyhovuje, proto®e m-eme intuitivn¥ zahrnout externi
pole do parametruk tedy k ! k(t) = k + £A(t;r). Ale po této transformaci se tvar
hamiltonianu nezm¥ni a tedy °e2eni vlastnich stav- bude stejné jako p°ed poruchou, jen
parametr k bude zaviset na £ase. Toto souhlasi s p°edpoklady na adiabatickou evoluci,
kde jsme p°edpokladali evoluci parametru, kde systém stale bude mit stejné vlastni stavy.
Poté mohu dostat p°imo£a’e rovnici 3.1.7.

~k—: e Eext + Vn B ext (3.1.7)

Kde pole E¢y a B ey jsSOu externi pole, kterymi p-sobime zven£i na systém. Rychlost,
je st°edni rychlosti elektronu pro pas .

3.2 Modi kace objemu fazového prostoru

Musime podotknout d-le°itou vlastnost systému. Pokud systém obsahuje Berryho fazi, tak
obecn¥ systém nema kanonické rovnice pohybu a to vede k naru2eni Liouvillovu teorému.
Co° pro nas znamena, °e se ndm m¥ni hustota stavu ve fazovém prostoru. Tato modi kace
se objevuje v semi-klasickém popisu pro o£ekavané hodnoty fyzikalnich veli£in.

Element obejmu V se ve fazovém prostoru m¥ni v £ase. Mame £asovy vyvoy (t) =
J(titg) V(to), kde J(t;to) je Jacobian transformace. P°i malych zm¥nach mohu napsat
Jacobian ve tvaruJ (t;tg) =1 + @dto) ¢ Kde 0, budou moje sou’adnice a k. Potom

3 @4(to)
mame £asovou zm¥nu elementu objemu.

1dV

—VT =TI r_+l‘ Kk k. (321)
Vezmeme vysledky z p°edchozi kapitoly pohybové rovnice pro systém zati®eny externim
elektromagnetickym polem.

r=vk) k (k)

(3.2.2)
~k = eEeq(r) e Bex

Jeliko® jsou siln¥ provazané, tak druhou rovnici dosadime do prvni rovnice a prvni do
druhé rovnice.

e e e
r=v+ —Eex (k)+ =(r_ )Bex —(Bex )r_
~ ~ ~ (3.2.3)
~k = eEext ev Bext e( Bext)K-l' e(k— Bext)
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Jednodu2e Ize dokazat, °a_ =V ak Bex = EEex Bex @ nalevou stranu
p°evedeme zavislost na ak a de nujme D(r;k) =1+ EBey(r) (k).

DI KL =V+ SEeq  + (v )Bex

e
D(r;k)"'k—: eEext €& Bex t(Eext Bext)

(3.2.4)

Po dosazeni vysledku z rovnice 3.2.4 do rovnice 3.2.1 zjistime, °e zm¥na elementu objemu
je V=1+ Bey [5]. Tento £len bude modi kovat st°edni hodnoty fyzikalnich velifin.

v
hoi = dkD(k:r) KkjOjki (3.2.5)

3.3 Anomalni vodivost materialu

Jednou z fyzikalnich vlastnosti pevnych latek je vodivost materialu. De nujme anomalni
tenzor vodivosti AHE jako jA"E = AHEE ., kde jAHE je dodate£na hustota proudu,
ktera vznikne p°i zapnutim externiho elektrického pol& ¢.. V p°edchozi kapitole jsme
odvodili st°edni rychlost elektronu v materialu pod vlivem externiho pole. Pro tento
peipad jek-= eEqyx.

Va(K) = @@'fk + By ™ (3.3.1)

Vidime, e dodgte%gy proud je z druhého £lenu z rovnice 3.3.1. Potom hustotu proudu sys-

tému j AHE = e dk v AHE dostaneme jako integraci st°edni rychlosti p°es Brillouinovu
occ BZ
zonu a p°es v2echny okupované stavy.

Z X
jAE = Eex dk = M(k) (3.3.2)
BZ occ
P R
Potom de nujeme tenzor anomalni vodivosti jako A& = " & dk  M(k).

occ BzZ

SEitani p°es v2echny okupované stavy, m-°eme nahradit Fermi-Dirakovym rozd¥lenim
f(¢), kde je 1 Fermiho energie. Prav¥ toto rozd¥leni je pro systém s kone£nou teplotou.

&2 Z
= ik— dkf () M(K) (3.3.3)
BZ
Budeme de novat spektrum anomalni vodivosti j ( ), kde budeme uva®ovat, °e anomalni
vodivost je funkci Fermiho energie. Potom budeme m¥nit velikost Fermiho energie.

Ukéazali jsme, °e blizké energetické stavy maji velky p°isp¥vek do Berryho k°ivosti. Soufet
Berryho k°ivosti blizkych stav- byva nulova. Proto nejv¥t2i p°isp¥vky do anomalni vodivosti

15



jsou od stav- kolem Fermiho energie, kde prav¥ tato hladina rozd¥li v n¥kterydh bodech
blizké stavy tak, °e jeden stav bude pod Fermiho hladinou a druhy stav bude nad Fermiho
hladinou. Potom velky p°isp¥vek do Berryho k°ivosti je od stavu t¥sn¥ pod Fermiho
hladinou, ktery neni kompenzovany druhym stavem, ktery je nad Fermiho hladinou [6].

Proto zavadime anomalni vodivost jako funkci Fermiho energie, abychom mohli ukazat
p°isp¥vky do Berryho k°ivosti pro r-zné energie, které rozd¥luji blizké stavy.

3.4 Orbitalni magnetizace

Vlivem externiho magnetického pole se m¥ni i celkova energie systému= ",k m (k)
B ext, kde m (k) je orbitalni magneticky moment.

Z
_1 ®o0 ;_ €
m—é dr®r® | = 2r % (3.4.1)
Jeliko® se jedn& o elektrony, tak m-°eme proudovou hustotu psat jakp = ev (r).

Jednoduze p°evedeme tento tvar do operatoru a budeme poc£itat st°edni hodnotu orbital-
niho momentu magnetizace.

e . ] .
<m>,= éh nkJT V) nl
ell . . i
<mi>n = é iik h nkJerkJ nkl
X
e . . . ) . .
= é.'ijk h nkJlj] mkl h mkJVk]  nkl (3_4_2)
m
X
€ .. @HK). .
= é.'ijk h nkJlj] mkl hu’“”%]“nﬂ

Texn je pot°eba se podivat, jak p-sobi operator polohy na stay «i. VyuCijeme tvar pro
maticové £leny operéatoru polohy z £lanku [7].

h ndfyi mid = hunje ™€ jumid = gy jumgd
| (3.4.3)
=j

Unk _@Umk
@k

Vratime se k orbitalnimu momentu magnetizace, kde dosadime vysledek z rovnice 3.4.3 a
vyuCijeme, % prom = n je tento £len symetricky a nebude p°ispivat.
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X
. e, @ .@HK). .
<mi>p = ik Unk = Umk MUmk]—=—"]Uni
2 Cen @k @k
_ e, X MU EG Uk hmi G jund
= |2_~ ik E. E.. (3.4.4)
mén |
_ € X Im hJnkj@_@?(H(k)jumki humkj@_(?gH (k)junki.
2~ mén Enk Emk

Zde mame p°edpis pro st°edni hodnotu orbitdlniho momentu magnetizace. Je dobré
si povZimnout, °e struktura je toto°na jako pro vypo£et Berryho k°ivosti 2.2.2, a° na
konstanty a linearni zavislost rozdilu energie v jmenovateli.

Kdy° zavedeme grand kanonicky potencidl T;; Bex), kde T je teplota systému, je
chemicky potencial, pro nas to bude Fermiho energie,By; je externi magnetické pole. Z
teorie termodynamiky mame tvar grand kanonického potencialu pro systém elektronu.
Nesmime zapomenout na zav¥ry z kapitoly 3.2, kde vlivem externiho magnetického pole
musime zm¥nit hustotu stavu.

Z

1 dk e
(TBext; )= — ZBE 1+ —Bex ™ In 1+e (v ) (3.4.5)
Potom magnetizace systému ma tvam = & TBeci) _ - Budeme uva®ovat pouze se
£leny linearn¥ GmM¥rné polB . '
Z
k
M = (2d SUGLIT E O)in 1+e () (3.4.6)

Bz

Je dobré se podivat na limitu pro nulovou teplotu [8]. Kde ( ¢ nk) je skokova funkce.

z dk e

M = 2 ) (Mo = (o )k 1) @ (3.4.7)
Bz

Op¥t jako pro anomalni vodivost m-°eme zavést spektrum magnetizace, kde budeme

uvalovat zavislost magnetizace na pozici Fermiho hladin¥.
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4 Numerické vypo£ty Berryho
k°ivosti, anomalni vodivosti a
orbitalni magnetizace

Zobrazime numerické vypo£ty Berryho k°ivosti, spektrum anomalni vodivosti a spektrum
orbitdlniho momentu magnetizace pro °elezo Fe se strukturou bcc.

Parametry vypo£tu DFT

Po£itali jsme strukturu °eleza, pro t¥lesov¥ centrovanou kubickou strukturu, kde mame
m°i°kovy parametr 2:8665 A (5;4169023,). D-le°itym parametrem na2eho systému je
mno°stvi k bod:, ve kterych jsme po£itali Berryho k°ivost, co® nam reprezentuje s jakou
p°esnosti jsme po£itali. Zvolili jsmel2CG pofetk bod- v jedné primitivni bu-ce. Dal2im
parametrem je rozsah energie, kde po£itdme dané vinové funkce a to ndm urfuje pofet
hladin, které budeme mit k dispozici. Zvolili jsme rozsah energii od -100eV do 15eV, co°
zhruba odpovida, e jsme pro ka°dyk bod m¥li 40 hladin. Selezo je feromagnet, které ma
vlastni magnetizaci, kterou jsme zvolili ve sm¥ru ogy*

Obrazek 4.1  Pasova struktura eleza Fe bcc, s projekci do d-stav-

1Toto je velmi d-lecité pro vypo£et, jeliko® nAm vstupuje do vypo£tu spin-orbitalni interakce, ktera
nam pozm¥ni pasovou strukturu
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Pasova struktura Fe bcc

Wtvo©ili jsme pro ilustraci pasovou strukturu. Kde jsme zvolili 1D cestu v Brillouinov¥
zOn¥. Na pasoveé struktu°e 4.1 jsme zvolili £islovani pasu od péasu, ktery by m¥l odpovidat
stavu elektronu4s.? Energie 0 eV vyjad°uje pozici Fermiho hladiny.

Je2t¥ zde zobrazime tu samou pasovou strukturu pro stejnou 1D cestu, ale zobrazime to
pro v2echny pasy, které jsme spo£etli pro dané body.

Obrazek 4.2  Pasova struktura °eleza Fe bcc, s projekci do d-stav-

Pro co nejp°esn¥j?i vysledek Berryho k°ivosti pot°’ebujeme znat co nejvice hladin. Ka°da
peispiva do Berryho k°ivosti, ale p°isp¥vek je nep°imo Um¥rny kvadratu rozdilu energii.
Pro vypo£et Berryho k°ivosti pro pasy kolem Fermiho hladiny nAm postai baze, kterou
jsme zvolili (pasy zobrazené na Obr. 4.2).

4.1 Berryho k°ivost pro Fe bcc

Wtvo©ili jsme program, ktery spo£ita Berryho k°ivost (M (k) pomoci vztahu 2.2.2 [6].
Pro vypo£et pot°ebujeme energii a maticové £leny operatoru hybnosti. Ob¥ dv¥ hodnoty
jsme ziskali z programu Wien2k, ktery po£ita elektronovou strukturu latek pomoci metody
ab-initio. Ve vztahu je s£itani p°es v2echny hladiny v systému, to je d-vod pro£ jsme volili
takovy rozsah energii, aby po£itani Berryho k°ivosti pro dany pas m¥l dostatek £len-.

2Ur£it¥ neplati, °e by cely pas 1 byl stav 4s. U° na pasové struktu®e v bod¥ ma pas 1 nenulovou
projekci do d-stav-
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V grafech jsme zvolili vhodnou 2kélu zobrazeni vektoru. \k bodech s velkou symetrii se
nachazeji hladiny, které maji rozdil energii velmi maly a proto v t¥chto bodech je Berryho
keivost o n¥kolik °ad- v¥t2i ne® v ostatnich bodech® Tento problém je pouze lokalizovan
na n¥kolik bod- v prostoru. Z tohoto d-vodu jsme tyto body v grafech p°e2kalovali. V
grafech znazor-ujeme magnitudu danych vektor- pomoci barvy. V grafech je znazorn¥na
Brillouinova zéna struktury bcc, ve které jsou zobrazeny Berryho k°ivosti pro dany pas.
Berryho k°ivost po£itdme v atomarnich jednotkéach prg] = a3, kde a je Bohr-v polom¥r.

Znazornime vektorové pole Berryho k°ivosti v Brillouinové zon¥. Zobrazime pasy od 1 do
107, které vidime na pasové struktu®e 4.1.

Obrazek 4.3  Berryho k°ivosti pro prvnich 6 pas:

3Tyto body jsou p°eva®n¥ na hranach Brillouinovy zény a v n¥kterych vyzna£nych bodech
4 fislovani odpovida £isl-m z pasové struktury 4.1
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