MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

BAKALARSKA PRACE

Milan Vrana

Berryho krivost pocitana ab-initio metodou

Fyzikélni tstav UK

Vedouci bakalarské prace: Mgr. Jaroslav Hamrle, Ph.D.
Studijni program: Fyzika

Praha 2024



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracoval(a) samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Beru na védomi, Ze se na
moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze zédkona ¢. 121/2000 Sb., autorského
zakona v platném znéni, zejména skutecnost, ze Univerzita Karlova mé pravo na uzavieni
licen¢ni smlouvy o uziti této préace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Néazev prace: Berryho krivost pocitana ab-initio metodou

Autor: Milan Vrana

Department: Fyzikalni ustav UK

Vedouci bakalarské prace: Mgr. Jaroslav Hamrle, Ph.D., Fyzikalni tstav UK

Abstrakt: Tato bakalarska prace se zabyva Berryho kiivosti a jejim vlivem na pohybové
rovnice elektronit v pevnych latkach. Hlavnim tématem je zavedeni Berryho kfivosti
nasledovan jejim vypocetem ab-initio metodou. V této praci spocitame Berryho kiivost

pro bce zelezo, a z které nasledné spocitame orbitalni magnetizaci a anomalni vodivost.

Klicova slova: Berryho kfivost, ab-initio vypocty elektronové struktury, topologicky trans-
port

Title: Berry curvature calculated by ab-initio method

Author: Milan Vrana

Department: Fyzikalni tstav UK

Supervisor: Mgr. Jaroslav Hamrle, Ph.D., Fyzikalni tstav UK

Abstract: This thesis deals with the Berry curvature and its effect on the equations of
motion of electrons in solids. The main topic is the introduction of the Berry curvature
followed by its calculation by the ab-initio method. In this work, we will calculate the Berry
curvature of bce iron, from which we subsequently calculate the orbital magnetization

and anomalous conductivity.

Keywords: Berry curvature, ab-initio description of electronic structure, topological
transport



Obsah

Uvod

1 Mnoha-éasticovy problém v kvantové mechanice pro pevné latky
1.1 Hamiltonian pro mnoha-casticovy problém . . . . . . . .. .. ... ...
1.2 Blochovy stavy a Blochiv hamiltonian . . . . . . .. ... ... ... ..

2 Definice Berryho krivosti
2.1 Adiabaticky transport . . . .. ..o
2.1.1 Nutnd existence Berryho faze . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.1.2 Topologické zavedeni Berryho faze a konexe . . . . .. ... ...
2.2 Berryho kiivost . . . . ..o

3 Modifikace pohybovych rovnic
3.1 Zavedeni pohybovych rovnic . . . . . . ... oL
3.2 Modifikace objemu fazového prostoru . . . . . ... ..o
3.3 Anomalni vodivost materidlu . . . . . . ... ..o
3.4 Orbitalni magnetizace . . . . . . . . .. .. ...

4 Numerické vypocty Berryho krivosti, anomalni vodivosti a orbitalni
magnetizace
4.1 Berryho krivost pro Febece . . . . . ..o
4.2 Anomadlni vodivost probecc Fe . . . . ..o
4.3 Orbitalni magnetizace pro Febec . . . . . . .. ..o

5 Zavér

Literatura



Uvod

V roce 1984 Michael Berry publikoval ¢lanek, ve kterém rozebiral adiabatickou evoluci
vlastnich stavii hamiltonianu, kde se parametry kvantového systému meéni velmi pomalu.
Béhem evoluce ztustava systém ve vlastnim stavu hamiltonianu, a tedy nedochazi k excitaci
stavli. Berry dale diskutoval adiabatickou evoluci systému po uzaviené cesté parametri.
Pokud systém neobsahuje degeneraci, tak se systém vrati do puvodniho stavu. Pri navratu
do ptvodniho stavu, doslo ale ke zméné faze vinové funkce elektronii. A to jak od dyna-
mického c¢lenu, tak také od nového prispévku do faze, ktera je nyni znaméa jako Berryho
faze. Tato faze ma nekolik topologickych vlastnosti, a jak se ukazuje, je potfeba pii popisu
nékterych transportnich vlastnosti.

Nejprve ukdzeme, ze Berryho faze je invariantni (tedy kalibracné nezévisld) vici volbé
globalni faze stavu (kterd je kalibracné zavisla). Invariantnost Berryho faze ukazuje, ze
jejl existence ovliviiuje méritelné veliciny.

Dale odvodime, ze Berryho faze je ¢isté geometrickd a zavisi pouze na geometrii systému.
Jelikoz se budeme bavit o hladkych prostorech parametru, ukazeme jako M. Berry, ze
tento prostor je zaktiveny a tato vlastnost prostoru je ¢isté geometrickd zalezitost. Tato
veli¢ina bude hrat roli v dynamickych rovnicich pro pohyb elektronti.

Toto méa velmi blizko ke kalibra¢nim polim a diferencialni geometrii. Tyto vlastnosti se
velmi podobaji Ahronov-Bohmovu efektu. Dalsi topologickou vlastnosti prostoru je, ze
plosny integral ptres uzavienou plochu je vzdy kvantovana hodnota, ktera se zde nazyva
Chernovo cislo.

Velmi zajimavou aplikaci je poté existence anomélnich transportnich jevii. Pii zapnutém
eklektickém poli vznikaji anomélni proudy elektronu, tj. proudy kolmé na smér ptisobiciho
pole. Téz Berryho fazi 1ze vysvétlit polarizaci materialu.



1 Mnoha-cCasticovy problém v
kvantové mechanice pro pevné latky

1.1 Hamiltonian pro mnoha-casticovy problém

Podivame se na zavedeni mnoho-¢asticového problému v kvantové mechanice. Protoze
budeme potrebovat znat vlastni stavy elektronu v daném krystalu, musime uvazovat o
hamiltonianu H, ktery bude obsahovat kineticky ¢len pro jednotlivé elektrony, potencial,
ktery je tvoreny jadry v krystalu, a elektron-elektronovou interakci mezi jednotlivymi
elektrony,

Entm

2 1
H= Zn: ;’ne + Zn:enV(rn) Y ore RZ; Pa—— (1.1.1)
n#Em

kde potencidl V' (r) bude reprezentovat elektrostaticky potencidl jader v krystalu a budeme
predpokladat, ze je periodicky. Budeme uvazovat o modelu krystalu, ktery je nekonecné
velky a ktery je periodicky poskladany z elementarni bunky.

Pro tento hamiltonidn budeme fesit problém vlastni energie a vlastnich stavi H |¥) =
E |U), kde vlnova funkce |¥) je mnohaelektronové vinovéa funkce, napft. vyjadiend Slatero-
vym determinantem. Pro numerické vypocty tento zapis hamiltonianu neni numericky
dosazitelni, proto pouzijeme DFT teorii. Ta aproximuje elektron-elektronovou interakei,
jako funkcional hustoty elektronového stavu. Tady jsme prevedli problém mnohaelektrono-
vého hamlitonianu na soustavu jednoelektronovych hamiltoniant, kde elektron-elektronova
interakce je popsana efektivnim potencialem.

Vidime tedy, ze klicova cast je vypocet hustoty elektronovych stavi. Ta je zavisla na
poctu castic v systému, ale protoze nas model je nekonecény krystal, tak to zkomplikuje
vypocet hustoty stavi. Tento problém miizeme obejit vyuzitim periodicity potencialu, kde
diky této symetrii pfevedeme problém vypoctu z nekoneéného krystalu na vypocet pouze
pres jednu elementarni bunku.

1.2 Blochovy stavy a Blochiv hamiltonian

Zadefinujeme si Blochovy stavy a Blochuv hamiltonian pro neinteragujici systém s peri-
odickym potencidlem!. Uvazujeme, Ze mame fesen{ vlastni energie a vlastnich stavi ve

tvaru Hne(r) = Epgtnk(r).

Kde teseni je charakterizovano dvojici kvantovych ¢isel (n,k), kde n je index péasu a k je
krystalova hybnost. Pro vinovou funkci vyuzijeme Blochuv teorém, ktery nam dovoluje
zapsat vlnovou funkci ve tvaru: ,(r) = e®Tu,(r), kde ma funkce u,i(r) stejnou

T kdyz jsme poéitali s elektron-elektronovou interakci, kterou jsme piepsali pomoci efektivniho
potencialu, dostali jsme hamiltonian, ktery popisuje neinteragujici systém.



periodicitu jako samotny krystal u,,(r + R) = u,x(r) 2. Z periodi¢nosti r 1ze odvodit, Ze i
vektor k bude periodicky k+ G = k, kde G je reciproky vektor mrize krystalu, takze diky
této symetrii se mizeme omezit pouze na prostor k, ktery se nachazi v prvni Brillouinové
zOne.

MiZeme zavést tzv. Blochiv hamiltonidn H(k), ktery je modifikaci predchoziho ha-

miltonidnu H (k) = e~*"He* " ktery m4 potom vlastni stavy Ex a t,(r). Dostaneme
rovnici pro vlastni stavy |u).

H(’c)unk(T) = Enkunk('r') (2.2.1 a)

Rovnice 2.2.1a je odvozena v r-reprezentaci, plati vsak v libovolné reprezentaci a tedy
Unk(7) muzeme zobecnit do libovolné reprezentace k() — |tunk),

H (k) |tunk) = En, [tnk) - (2.2.1b)

Pozdéji, vektor |u,x) bude reprezentovat nasi bazi v Hilbertové prostoru.

2Kde posunuti R vyjadfuje periodicitu krystalu, tj. pati{ k Bravaisové miizi krystalu



2 Definice Berryho krivosti

2.1 Adiabaticky transport

V této kapitole se budeme zabyvat adiabatickym transportem. Pfesnéji, nalezneme pohy-
bové rovnice popisujici vyvoj pro adiabaticky transport celého systému, spiSe nez vyvoj
jednotlivych kvantovych stavi v systému. K tomu nam poslouzi adiabaticky teorém, ktery
fika, Ze malé zmény za velmi dlouhy ¢as nebudou ménit strukturu vlastnich stavii v daném
case, tj. nebudou nastavat excitace elektront do vyssich stavi.

2.1.1 Nutna existence Berryho faze

Podivame se, proc¢ je nutné zavést Berryho fazi, aby byla Schrodingerova rovnice obecné
platna. To je diky tomu, Ze uvazujeme ¢asovou evoluci parametru k. Mame klasické reseni

ot
_%f dt,Enk(t/)
0

Schrodingerovy rovnice ve tvaru |¢,,) = e Unk) -

o) =H (k) o)

i

0 —7ft dt' Eni(t')
(e k) ) =B )

th—
o (2.1.1)
—L [ dt' Eng(t') O
Enk |wnk> +e 0 a ’unk> :Enk ‘wnk>
0
a ’Unk,> =0

Jelikoz pripoustime vyvoj parametru k, musime uvazovat, ze tato casova derivace musi
byt nenulova. Tedy, jak zachranit platnost Schrodingerovy rovnice? Tim, ze doddme do
vInové funkce |t,x) dodatecnou fazi a to ve tvaru e”»® [1]. S touto opravou vlnové funkce
dostaneme predpis pro pocitani faze v, (t).

i) =H () o)

.0/, i ] ()
zha (e e "o ‘unk> ) =En |¢nk>
; i f o (2.1.2)
i i % nk
_h_/Yn(t) W)nk> + Enk: |¢nk> + the %l(t)e " 0 a, |unk> :E”k |¢”k>
ot ot
. —i’ft dt' Enr(t') O 0
y 7"771(75) h 0 [a— = — t
1e e ot |Unk> at%( ) |7/fnk>

Ted zleva vyndsobime rovnici (¢,x| a uplatnime ortogonalitu stavi |t,).
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9 , 9 ,
() = i (i ) )/dt
0
t

o0 o dk
lt) = i / 0 el k) [ = T
0
t

. dk
’yn(t) = Z/ dt/%' <Unk|vk|unk> (2.1.3)
0
k(%)

*yn(t):z’/ Ak - (1| Vi [tne)
%(0)
k(t)

w(t)= [ k-4,

k(0)

Mame predpis pro vypocet dodatecné faze a zavedeme novou veli¢inu a to je Berryho
konexe A, = i (Unk|Vi|tnk)-

Podivame se na strukturu vektoru Berryho konexe. Jelikoz je zavisla na kalibraci |upng) —
e“®) 1), kde (k) je libovolna hladké funkce. Potom mame transformaci Berryho
konexe A, — A, — Vi((k). Coz vede k tomu, ze dodatecna faze v, (t) se zméni o rozdil
C(k(t)) — ¢(k(0)). Ale pokud si mizeme vybrat libovolnou funkei ((k), tak to potom
vede k zéveru, ze faze 7, (t) mizeme vzdy odtransformovat. Je zde ptipad, kdy fazi v, (t)
nelze odtransformovat a to tehdy, kdyz k(t) = k(0), coz znamend, Ze se systém vyviji po
uzaviené cesté C v prostoru M. Ale to nas vede k tomu, ze rozdil {(k(t)) — ((k(0)) = 2mm,
kde m je prirozené ¢islo. Potom se faze 7, () stava kalibra¢né invariantni a tato invariantni
faze se nazyva Berryho faze nebo geometrické faze [2].

= ]{ ik - A, (2.1.4)

c

Ukézali jsme, ze Berryho faze je invariantni a nelze odtransformovat. To bude hrat roli ve
vzniku novych jevii v materialu, na ktery ptisobi externi elektromagnetické pole. Nez se
dostaneme k témto jeviim, ukazeme si jesté jiné odvozeni Berryho faze a Berryho konexe.
Pomoci geometrického pohledu uptesnime, jak chapeme adiabaticky vyvoj systému.

2.1.2 Topologické zavedeni Berryho faze a konexe

Méjme hamiltonidn, ktery je zavisly na parametru k = (k;,ky,k.), ktery nalezi do prostoru
parametru M, ktery uvazujeme za hladkou varietu. Potom muZeme uvazovat, ze k = k(t)
je funkci casu. Stejnym zplisobem, miizeme uvazovat o adiabatickém vyvoji parametru,
coz znamena malé zmény parametru k na cesté C.



Vlastni energie F,;, ma diskrétni hodnoty, které jsou obecné zavislé na k, tedy obcas se
objevuji degenerace hladin, nebo velmi blizké priblizeni energetickych hladin. Proto je na
misté vytvorit podprostor R(k) = {|nk) ,n = 1...N} definovany tak, Ze existuje A > 0
takova, ze energie E, iy stavi |pnr) ¢ R(k) a plati |[E, — Epg| > A.

Z takové definice lze pak snadno vy¢ist, ze rizné podprostory R(k) jsou mezi sebou
oddélené energetickou mezerou, pro kazdé k € M.

Prostor stavi jsme rozdélili na podprostory. To ndm umozni zavést projektory P(k) na
tyto rtizné podprostory. Projektory maji nasledujici vlastnosti:

P*(k) = P(k)

[H,P(k)] =0

P(k) [nk) = [tnk) , Yk € M A |thng) € R(K)
rank P(k) = N

= L

Pokud nyni zavedeme cestu k(t),t € [0,7], zafixujeme koncovy bod k(7) a budeme pro-
dluzovat parametr 7 — oo, muzeme to interpretovat jako vyvoj parametru ¢ o kone¢nou
hodnotu vii¢i parametru 7. Je to obdobné jako jiny adiabaticky vyvoj, napt. v termo-
dynamice. V realité podminka nekonec¢né dlouhého ¢asu, bude nahrazena casem, ktery
bude mnohem vétsi nez relaxacni cas systému. V nasem pripadé, kdy my budeme zménu
parametru modifikovat pomoci zmén vnéjsiho elektromagnetického pole, budou zmény
pole trvat déle nez je potfebny cas na relaxaci systému.

Je to stale aproximace, takze skutecny projektor P(t) pro ¢as t, potom tato aproximace
projektoru bude nas projektor z adiabatického vyvoje P(k(t)), ktery je obraz naseho
podprostoru R(k). Kdyz v kvantové mechanice vidime operdtor zavisly na case, tak
vyjadiime tuto ¢asovou zavislost pomoci evolu¢nich operatoru (unitédrnich operatora) U (t),
ktery odpovida k hamiltonianu H(k):

P(t) = U(t)P(0)U(t) ~ P(k(t))
To souvisi s tim, ze pro adiabaticky projektor stale pozadujeme, aby projektoval na stavy,
které jsou stédle vlastnimi stavy hamiltonianu H (k) , kde ve skutec¢nosti je, ze pii vyvoji

systému se nemusi zachovavat vlastnost, ze stavy v case t budou stale vlastnimi stavy
hamiltonianu.

Takze zavedeme adiabaticky evoluéni operator Uy(t), pro ktery plati

P(k(t)) = Ua(t) P(0)U(¢)

Pokud mame casovou zavislost operatoru, urcité nas bude zajimat jeho casova derivace.



iP(k(t)) = [iUA(t)U;(t),P(k(t)) (2.1.5)

Pokud vyjadiime ¢asovou derivaci adiabatického evolu¢niho operatoru z predchozi rovnice
a dalsich identit

(2.1.6)

Kdyz se podivame na strukturu diferencialni rovnice, tak za predpokladu, ze pocatecni
podminka U4 (0) = 1 je feSenim diferencidlni rovnice pro adiabaticky unitarni operator:

[t A, ()
Ua(t) = Teof (2.1.7)

Kde operator T reprezentuje "path-ordered exponetial'. Takze jsme adiabatickou evoluci
vyjadrili ¢isté jen za pomoci projektoru, coz jsou ¢isté topologické objekty [3].

Podivejme se na to, co se déje s vlastnimi stavy a jejich zavislosti na parametru k. Méjme
stav |Ure) € R(k) a plati, ze P(k(t)) |¢rw)) = |Uke)- A z piedchoziho odvozovani
mame adiabaticky evolu¢ni operator, ktery funguje takto |¢nk(t)> =Ua(t) ’7/1k(0)>- Ale to
je podobné casové evoluci ze Schrodingerova obrazu. Ted se podivame na zménu stavu
|Ur(r)) pii zméné k.

gk: Vre)) = %UA@) |Vr(o)) = [%P(k(t))f(k(t))} V(e

0

(2.1.8)
_ [%p(k(t)),zﬂ(k:(t))}P(k(t)) [vnr) = (5 PRO)) [aw)

Ale kdyz odecteme pravou stranu, dostavame rovnici, ktera je velmi znama v oblasti
topologie a variet.

0 0 0
= (5 PR() ) PUR()] ) = P(R(1) = [tx) =0 2.1.9
o~ (e PR)) P(e()] i) = P(R(8)) = 1) (2.1.9)
Vidime, zZe z tvaru rovnice 2.1.9 mé stejnou strukturu, jako rovnice paralelniho prenosu.
Zde tedy identifikujeme cést ((%P(k(t)))P(k(t)) jako Berryho konexi. Toto je voditko, ze
systém ma v sobé zabudovanou kiivost parametrického prostoru. Také z posledni rovnice
vidime, Ze zména vlnové funkce nendlezi podprostoru R(k).

Zkusime, jak se zméni rovnice paralelniho prenosu, kdyz budeme uvazovat stav ’¢k(t)> €
R(k), ktery v N-dimenziondlnim podprostoru mizeme zapsat pomoci linedrni kombinace
zvolené baze v daném podprostoru |¢,x) € R(k). Touto volbou baze mame i definici

7



N N
projektoru P(k) = > |pnk) (¢dnk|, kde obecné mizeme zapsat funkei |¢x) = > ank |pnk)-
n=1 n=1

Ted dosadime do rovnice paralelniho prenosu 2.1.9.

0= (% b)) — ((%P(k:)) V)
_ ; ((%ank> |Puk) — mz—:l | k) <5ik¢mk ¢nk> amk] (2.1.10)

N Tg N
= a7 an n,
> |2 (6w
JelikoZ |pnk) jsou linedrné nezéavislé, proto kazdy koeficient musi byt rovny nule.

0 el
o lnk > Apm(k)ape =0 (2.1.11)

m=1

Kde jsme definovali Berryho konexi jako Ay (k) = i { dni| 2 b ). Je ziejmé, ze pokud
podprostor mé dimenzi 1 (N = 1), tak dostavame nasi pavodni definici Berryho konexe z
rovnice 2.1.3.

Zde jsme ukézali zobecnéni definice Berryho konexe i pro ptipad degenerovaného systému.
Zde dostavame strukturu vektoru matic misto vektoru, ktery jsme dostali z rovnice 2.1.11.
Coz vede k tomu, ze tato struktura jiz neni Abelovska. Kdyz jsme ukazovali nutnou
existenci Berryho faze, mlcky jsme predpokladali, ze vyvoj funkce bude stale vlastnim
stavem puvodniho hamiltonidanu, a ze nedochézi k excitaci stavu pri vyvoji. Je ziejmé,
Ze jsme uvazovali pouze jednoelektronovou strukturu, kde se neobjevuji degenerace. Z
pohledu topologie jsme zacali uvazovat vyvoj stavu, kde jsme se neomezili striktné na
jednoelektronovou funkci, ale i na vice elektronovou funkci. Potom se ndm méni i struktura
topologie a musime pouzit neabelovskou strukturu Berryho konexe.

Stoji zde za podotknuti, ze tvorba podprostoru je pro kazdy bod k € M obecné rtzna.
Tudiz pro kazdy rizny bod k méame vlastni podprostory obecné s riiznou dimenzi téchto
podprostorii.



2.2 Berryho krivost

Kdyz se vratime k definici Berryho faze z rovnice 2.1.4. Z této definice lze definovat novou
veli¢inu pres Stokesovou vétu.

%:fdk-Aﬂ:/dS-ka.Aﬂ:/dS-Qn(k) (2.2.1)
c S S
Definujeme novou veli¢inou Berryho kiivost Q,(k), kde C je uzaviend drdha v prostoru

M a kde potom S je plocha, ktera je ohranicena kiivkou C.

Kdyz se podivame na vztah pro Berryho krivost, uvidime, Ze je potfeba tento vztah
upravit, abychom mohli dostat vztah, ktery vyuzijeme k numerickym vypoctim.

Q, (k) =V x A,(k) =iV X (Unk|Vitnk) <unk|vkjvkkunk> = <unk‘vkkvkjunk>

. Leibniz . —
Qni(k) = Zé?ijkvkj <unk|vkkunk> = Z&'jk( <ijunk|vkkunk> + <unk‘vk]~vkkunk>)

Qui(k) = i€ije (Viytnk | Vi tnk ) = €55 (Vi Unke | 1| Vi i) = €35 <ijunk‘z |t} (U] | Vi, k)

Qni(k) = ZZ <<ijunk|umk> (Umke |V iy Uni) — (Vi Unk [ Uk <umk|vkjunk>) =

Qni(k) =i Z <<ijunk|umk> (ke Vi Unie) — (Vo U [ite) (Uonate| Vi, Ui ) )+

m#n
0

+ kajunk‘unk> (ke Vi k) — (Vi ke[ terre) (e | Vi, unkS

Qni(k) =1 )

Qui(k) =Y Im

m#n

(k| 5 H () [mnte) (| 5 H (Fe) [tk
(Enk - Emk)2
(2.2.2)

Dostali jsme predpis pro vypocet Berryho krivosti, ktery zavisi na derivaci hamiltonianu
podle k. Snadno lze ukazat z definice H(k), Ze kde je p — (p+ hk), tedy v ¢itateli budeme
mit maticové ¢leny operatoru hybnosti, spolu s rozdilem energie ve jmenovateli.

Ziskali jsme predpis pro Berryho kiivost, ktery jiz lze vyuzit k numerickym vypoctim.
Pravé tyto hodnoty lze numericky ziskat z programu Wien2k. Jak vidime, tak nejvetsi
zavislost je na rozdilu energii, takze nejvétsi prispévky maji blizké hladiny. Proto pro
degenerované hladiny jsou tyto prispévky divergentni. Ale na druhou stranu tyto diver-
gentni hodnoty jsou stejné velké pro tyto degenerujic hladiny, ale maji opacné znaménko.
Proto casto ani neprispivaji do jednotlivych pozorovatelnych. Pokud budeme uvazovat
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o pripadech, kde Hilberttiv prostor rozdélime na podprostory, které mohou mit dimenzi
vétsi nez jedna, budeme muset pozménit definici Berryho kiivosti. Jelikoz uz samotna
Berryho konexe je neabelovskd, musime pouzit definici Stokesovy véty pro neabelovskou
strukturu.

Tedy dostdvame vztah pro Berryho kiivost pro podprostor P(k).

Qum(k) =V X App(k) =i An(k) x Ay (k) (2.2.3)

l€in

Kde scitani jde pres [ €in , kde referujeme na stavy, které se nachazi v daném podprostoru
P(k). Takze dostavame pro dany podprostor vektor matic. Lze ukézat, Ze stopa tenzoru
Berryho kfivosti je rovna nule. Coz nam naznacuje to, ze blizké hladiny maji stejné
hodnoty az na znaménko. Pokud vyuzijeme definici Berryho konexe pomoci Blochovych
stavil |Ung):

Qfm(k) =1Eijk <8kj (Unk| Ok Umi) + Z (Unk | O5wine) (k| OpUme) )

l€in

=14 < {On k| Oy ) + (ke | Ok, Oy ke ) — Z { Oyt [ tare ) (it Ot >

I€in

=1E4jk < <akjunk}z k) (] |akkumk> - Z <akjunk:’ulk:> (ke | O tmrc) )

l€in

=1€ijk Z {On e [ aare Y (Wit Oy i)
l€out
S (k| g H () |wine) (vl g H () [
lEout (Enk: o Emk)Z

(2.2.4)

Je zde vidét, Ze je vyhodné nékdy prejit k neabelovské strukture, abychom se zbavili
zdanlivych divergenci.

Jelikoz nas konkrétni materidl bece Fe nemé degeneraci hladin, bude nam stacit pti
numerickém vypoctu Berryho kfivosti vztah 2.2.2.
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3 Modifikace pohybovych rovnic

Cela fyzika se zabyva pohybem a zménou systému. V této kapitole se podivame na pohyb
elektronu v systému, ktery je zatizeny vnéjsim elektromagnetickym polem.

3.1 Zavedeni pohybovych rovnic

V predchozich kapitolach jsme se divali na zménu systému, pii adiabatické evoluci. Podi-
vame se na rovnice pohybu, které nam budou davat zménu systému vlivem vnéjsich sil.
Prvni rovnice je pro stredni rychlost stavu pro hladinu n. V kvantové mechanice se prave
stfedni hodnoty fyzikalnich hodnot definuji jako stfedni hodnoty operatoru prirazené k
dané velic¢iné.

Operator pro rychlost odvodime z casové derivace operatoru, pres komutator hamiltonidnu
a daného operdtoru © = 1 = —;[#,H]. Podivejme se na stfedni rychlost pro elektronovou
funkci hladiny n pred tim, nez na systém zacne ptisobit externi elektromagnetické pole.

Wl i) = — - (il [ ) ) =

<v>, = (Yuk|0)thnr) = h

L
h
0

(3.1.1)
= (it S ) = S
"k onk U T onk Ok

Dostavame tvar ocekavané rychlosti, ktery odpovida definici grupové rychlosti. Ale pokud
ted zapneme externi elektromagnetické pole, tak nam to ovlivni vlastni stavy. Stredni
rychlost systému, ktery je zatizeny externim elektromagnetickym polem, se zméni. Nasi
ukolem bude ukazat prispévek prvniho radu poruchové teorie do stredni rychlosti. Kde
uvazujeme novy stav v poruchovém stavu |¢k(t)> = |tnk) + |0%nk), kde z poruchové teorie
nam vyplyvd, ze porucha je kolmé na piavodni neporuseny stav (,x|0¢nk) = 0. Kde my
bereme poruchovy parametr k, takze |01,;) ~ O(k). Budeme pocitat poruchu do prvni
mocniny k. V kapitole 2.1.1, jsme ukézali, ze pokud existuje casova zména parametru
k, tak je potteba pridat fazi. Odvozeni poruchového ¢lenu, dostaneme ze Schrodingerovy
rovnice. Podivime se na levou stranu rovnice. Zde rovnou pouziji rovnici pro periodickou
¢ast Teseni hamiltonianu H (k) |unk) = Eng [tnk)
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0
ih— |tr)) = Zha( V) + \5%1@)) =

¢ ) k(t)
: [ S o e,
e 0

e KO (\unk>+w5¢nk>)] =

k- 45 106u) ~ O(k") ~ 0 (31.2)

ot )
— L[ dtEu() S d’““ﬂ[

— 4
tine " Ok o i) + o+ 5 [0} | =

Bt (1) + 100 ) —-hk:-¢4n(|¢%k>*%|6¢%k>)—r

k(t)

Oftd/tE i [ dkAn

:v‘\s

) e k) o
tike k ok |Unk)
Podivame se na pravou stranu rovnice.
H(k(t)) ( [¥nk) + \(wnk)) = B [nr) + H(K(t)) |60nk) (3.1.3)

e

Porovname obé ¢ésti a vyndsobime obé strany fazi e

0
Zﬁa [Ury) = H k(1)) [re))
=Enk [unk) + H(K()) [6¢nk)

ihik - [z'Aﬂ n a%} ) = [H(k(t)) - Ek} 16hns)

(3.1.4)

Nez budeme pokracovat v odvozovani, je potieba se podivat na identitu:
8unk

Ok
aunk

Ok

8unk
ok

0 0

8un

m#n

—i Ay [tni) + D [thke) <umk

m#n
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Ted se vratime k rovnici 3.1.4 kam dosadime predchozi identitu.

8unk

. >rumk>] = [HOk()) - Bus] 15900

il - [(mﬂ — iy ) fua) + Z <umk

Oup i

Uk ok i
ik - ZH CORER |tnke) = 0Pk
< Umk 8unk
m#n
mk’aHk ’unkz>
inl - Z P i) = 106,

(3.1.5)

Ted méme vSe, abychom se mohli podivat na stfedni rychlost (9),, pro systém, ktery je
zatizeny externim elektromagnetickym polem. Kde mame z poruchového poctu |tink) =
|tnk) + |0Pnk) @ budeme novou stiedni rychlost vyjadiovat do prvni mocniny k.

<B>, = <ank|ag—,i"’)|unk> = (U +<5¢nk|\aﬂ(k>uunk> +10¢uk)) ~ O(k’) ~ 0
= 0t 22 )t 0t 228 5,00 4 0l P ) 4 (56, 2B
_ OB 5~ [<unk1%yumk> (1t \2 Uuk) (e 25 ) <umk\zf§—,i’“>\unk>] 22
(£ ) [CPErn
<>, = aai’;k —Ekx Q"
(3.1.6)

Miuzeme spocitat transportni jevy v materialu pod vlivem externiho elektromagnetického
pole. Abychom mohli spojit vliv externiho pole na pohyb elektronu, tak se musime podivat
na ¢em zavisi k.

Odvozeni vztahu pro k lze nalézt v knize Ascrofta & Mermina [1], ktery pouZiva prvni
rad semi-klasické teorie pohybu elektronu.

Podivejme se v jaké zavislosti vystupuje parametr k v hamiltonianu. Pripominame, Ze
H(k) = e~*"He*" pokud komutujeme exponenciélu pres hamiltonian, tak dostavame
nové ¢leny do zobecnéné hybnosti a to ﬁ —y (BAhk)” +hk) . To je podobné, jako pri poc¢itani s
magnetickym polem, tedy s vektorovym potenmalem A. Coz nas tato analogie priblizi
k odvozeni pohybové rovnice 3.1.7. Jelikoz se budeme zabyvat pripady, kdy elektrické

pole ptisobici na systém bude zaviset pouze na case, a proto mizeme napsat elektrické
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pole pomoci vektorového potencialu E(t) = _agit) a magnetické pole napiseme pomoci

vektorového potencidlu B = V x A(x). Zavedli jsme externi pole pomoci vektorového
potencialu a tedy novy hamiltonian. Jedind zména bude v obecni hybnosti, kde prejde
(@ ;Zk)Q - @ Mkar‘?(x’t»z. Coz nam vyhovuje, protoze mtizeme intuitivné zahrnout externi
pole do parametru k tedy k — k(t) = k + §A(t,r). Ale po této transformaci se tvar
hamiltonianu nezméni a tedy reSeni vlastnich stavii bude stejné jako pred poruchou, jen
parametr k bude zaviset na c¢ase. Toto souhlasi s predpoklady na adiabatickou evoluci,
kde jsme predpokladali evoluci parametru, kde systém stéle bude mit stejné vlastni stavy.

Poté mohu dostat primocate rovnici 3.1.7.

hk = —¢(Eox; + vy X Bext) (3.1.7)

Kde pole E. a By jsou externi pole, kterymi pusobime zvenci na systém. Rychlost v,
je stfedni rychlosti elektronu pro pas n .

3.2 Modifikace objemu fazového prostoru

Musime podotknout diilezitou vlastnost systému. Pokud systém obsahuje Berryho fazi, tak
obecné systém nemad kanonické rovnice pohybu a to vede k naruseni Liouvillovu teorému.
Coz pro nas znamena, ze se nam meéni hustota stavu ve fazovém prostoru. Tato modifikace
se objevuje v semi-klasickém popisu pro ocekavané hodnoty fyzikalnich veli¢in.

Element obejmu AV se ve fazovém prostoru méni v ¢ase. Mame casovy vyvoj AV (t) =
J(t,t0) AV (to), kde J(t,ty) je Jacobian transformace. Pfi malych zméndach mohu napsat
944(to)

Jacobian ve tvaru J(tty) =1+ 8qa—(to)At’ kde g, budou moje souradnice r a k. Potom

mame ¢asovou zménu elementu objemu.

1 dAV : ;

Vezmeme vysledky z predchozi kapitoly pohybové rovnice pro systém zatizeny externim
elektromagnetickym polem.

i =v(k) —k x Q(k)

. (3.22)
hk = — eEext('r) —er X Bext

Jelikoz jsou silné provazané, tak druhou rovnici dosadime do prvni rovnice a prvni do
druhé rovnice.

€ (&
S Q) Boxt — —(Box - Q)7
h Lo (3.2.3)

hk = — eEeXt —ev X Bext — G(Q . Bext)k + e(k . Bext)ﬂ

T =v+ %Eext x Q(k) +

14



Jednoduse lze dokazat, ze - Q2 = v -Q a k - Bt = —5FEc - Bexy a na levou stranu
prevedeme zévislost na 7 a k a definujme D(r.k) = 1+ FBext(1) - Q(K).

D(r k)i =v + %Eext <+ %(v Q) Bow
P (3.2.4)
D(r )l =~ ¢Eoi — €0 % Bo — - (Euxt - Boxt)

Po dosazeni vysledku z rovnice 3.2.4 do rovnice 3.2.1 zjistime, Ze zména elementu objemu
je AV =14 By - Q [5]. Tento ¢len bude modifikovat stfedni hodnoty fyzikalnich velicin.

(0) = / dkD(k.r) (k|O|k) (3.2.5)

3.3 Anomalni vodivost materialu

Jednou z fyzikalnich vlastnosti pevnych latek je vodivost materidlu. Definujme anomalni
tenzor vodivosti o2HF jako jAHE = oAHEE . kde 74UF je dodateénd hustota proudu,
kterd vznikne pri zapnutim externiho elektrického pole FE..;. V predchozi kapitole jsme
odvodili stfedni rychlost elektronu v materidlu pod vlivem externiho pole. Pro tento
pripad je k= —eF .

vy (k) = OLnk

e
—E.. x QW 3.3.1

ok T Roet S (3:3.1)

Vidime, ze dodatecény proud je z druhého ¢lenu z rovnice 3.3.1. Potom hustotu proudu sys-

tému 7AE = e > [ dkv2HE dostaneme jako integraci stiedni rychlosti pies Brillouinovu
occ BZ
zoénu a pres vSechny okupované stavy.

FAE = B x / k> Q" (k) (3.3.2)

Potom definujeme tenzor anomaln{ vodivosti jako o} = €ijk% > sz dk Q]E:n)<k)

occ
Scitani pres vSechny okupované stavy, mtuzeme nahradit Fermi-Dirakovym rozdélenim
f(€r), kde je e; Fermiho energie. Pravé toto rozdéleni je pro systém s kone¢nou teplotou.

62

my = ey [ a0l (k) (3:3.3)

BZ

Budeme definovat spektrum anomalni vodivosti o;;(es), kde budeme uvazovat, ze anomalni
vodivost je funkci Fermiho energie. Potom budeme ménit velikost Fermiho energie.

Ukézali jsme, Ze blizké energetické stavy maji velky prispévek do Berryho krivosti. Soucet
Berryho ktivosti blizkych stav byva nulova. Proto nejvétsi prispévky do anomalni vodivosti
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jsou od stavi kolem Fermiho energie, kde pravé tato hladina rozdéli v nékterych k bodech
blizké stavy tak, ze jeden stav bude pod Fermiho hladinou a druhy stav bude nad Fermiho
hladinou. Potom velky prispévek do Berryho krivosti je od stavu tésné pod Fermiho
hladinou, ktery neni kompenzovany druhym stavem, ktery je nad Fermiho hladinou [(].

Proto zavadime anomalni vodivost jako funkci Fermiho energie, abychom mohli ukézat
prispévky do Berryho kfivosti pro rtizné energie, které rozdéluji blizké stavy.
3.4 Orbitalni magnetizace

Vlivem externiho magnetického pole se méni i celkova energie systému ey = e — m(k) -
B.,;, kde m(k) je orbitdlni magneticky moment.

1 .
m = —/ A X §j = ——1r x v (3.4.1)
2 2
JelikoZ se jednd o elektrony, tak muzeme proudovou hustotu psat jako j = —ewd(r).

Jednoduse prevedeme tento tvar do operatoru a budeme pocitat stiedni hodnotu orbital-
niho momentu magnetizace.

<m>, = = = (ulr x vltu)
<my>, = — ge?ijk <¢nk!7“jvk’¢nk>
S g&jk Z (Vnkel 75| Vmre) (ke |0k [Vnke) (342)
H(k
= e 2 Cnla) (el )

Ted je potteba se podivat, jak ptisobi operdtor polohy na stav |¢,x). Vyuzijeme tvar pro
maticové ¢leny operatoru polohy z ¢lanku [7].

(ke |P5]mi) = (Unk|e™™ 7 5™ T tmi) = (tnk|?5]thmrc)

_ <unk: o > (3.4.3)

a7 Umk

Ok;
Vratime se k orbitadlnimu momentu magnetizace, kde dosadime vysledek z rovnice 3.4.3 a
vyuzijeme, ze pro m = n je tento ¢len symetricky a nebude prispivat.
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<m;>, = 2h€Uk Z <Unk

0 (k)
gt ) vl )

8H(k ‘un > <Um |8§;f)|un >

(Unk| =55
- 2715”"3Z :

m#n
(|22 H (k) |t (thmie| 22 H (k) [y,
:321111( kl o H (K[ tmi) (mi| 5 H (K) [tnk)
2hm7§n

b (3.4.4)

Enk: - Emk:

Zde mame predpis pro stfedni hodnotu orbitadlntho momentu magnetizace. Je dobré
si povSimnout, ze struktura je totozna jako pro vypocet Berryho kiivosti 2.2.2, az na
konstanty a linearni zavislost rozdilu energie v jmenovateli.

Kdyz zavedeme grand kanonicky potencidl Q(T',1,Bey), kde T je teplota systému, p je
chemicky potencial, pro nas to bude Fermiho energie, a By je externi magnetické pole. Z
teorie termodynamiky mame tvar grand kanonického potencidlu pro systém elektronu.
Nesmime zapomenout na zavéry z kapitoly 3.2, kde vlivem externiho magnetického pole
musime zménit hustotu stavu.

AT Bt) = 5 / Bext Q@ ) In (1 + e*ﬂw*ﬂ)) (3.4.5)
Potom magnetizace systému ma tvar M = — (W) . Budeme uvazovat pouze se
ext ,T
¢leny linedrné imérné poli Bey.
dk
M+ — 0™ (k) In (1 + e—5<€nk—“>) (3.4.6)
Bh
Je dobré se podivat na limitu pro nulovou teplotu [3]. Kde 0(e; — €,x) je skokova funkce.
dk

M= / (2#)3‘9(%“ — Enk) My, — %9(61‘ — en) (€ — €7) 2" (3.4.7)

BZ

Opét jako pro anomalni vodivost mizeme zavést spektrum magnetizace, kde budeme
uvazovat zavislost magnetizace na pozici Fermiho hladiné.
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4 Numerické vypocty Berryho
krivosti, anomalni vodivosti a
orbitalni magnetizace

Zobrazime numerické vypocty Berryho kiivosti, spektrum anomalni vodivosti a spektrum
orbitalntho momentu magnetizace pro zelezo Fe se strukturou bcc.

Parametry vypocétu DFT

Pocitali jsme strukturu zeleza, pro télesové centrovanou kubickou strukturu, kde mame
mifzkovy parametr 2.8665 A (5,416902 ao). Dillezitym parametrem naSeho systému je
mnozstvi k bodi, ve kterych jsme pocitali Berryho kiivost, coz nam reprezentuje s jakou
presnosti jsme pocitali. Zvolili jsme 120% pocet k bodii v jedné primitivni butice. Dalsim
parametrem je rozsah energie, kde poc¢itame dané vinové funkce a to nam urcuje pocet
hladin, které budeme mit k dispozici. Zvolili jsme rozsah energii od -100eV do 15eV, coz
zhruba odpovida, ze jsme pro kazdy k bod méli 40 hladin. Zelezo je feromagnet, které ma
vlastni magnetizaci, kterou jsme zvolili ve sméru osyz.!

0.8

0.6

o

Energy [eV]
I\

1
B~

-0.4

-6 -0.6

-0.8

-8 ]

r H N r P H
0 111 (001)

Obrazek 4.1 Pésova struktura zeleza Fe bce, s projekci do d-stavi

IToto je velmi diilezité pro vypocet, jelikoz ndm vstupuje do vypoétu spin-orbitalni interakce, kter
nam pozméni pasovou strukturu
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Pasova struktura Fe bcc

Vytvorili jsme pro ilustraci pasovou strukturu. Kde jsme zvolili 1D cestu v Brillouinoveé
zomé. Na pasové struktute 4.1 jsme zvolili ¢islovani pasu od pasu, ktery by meél odpovidat
stavu elektronu 4s.2 Energie 0eV vyjadfuje pozici Fermiho hladiny.

Jesté zde zobrazime tu samou pasovou strukturu pro stejnou 1D cestu, ale zobrazime to
pro vSechny pasy, které jsme spocetli pro dané k body.

10+ — L P ——
p : 0.8
0
— 0.6
10k ]
10.4
20+ ]
o~ 40.2
3 -30 - .
> 4
D40} 1 0
[}
&
50k | 1-0.2
60 - 1 -0.4
70k . -0.6
80k . -0.8
-90
r H N r P H
(000) (001) (301) (000) (31 (001)

Obrazek 4.2 Pésova struktura zeleza Fe bcc, s projekci do d-stavi

Pro co nejpresnéjsi vysledek Berryho kiivosti potiebujeme znat co nejvice hladin. Kazda
prispiva do Berryho krivosti, ale prispévek je nepiimo imeérny kvadratu rozdilu energii.
Pro vypocet Berryho krivosti pro pasy kolem Fermiho hladiny nam postaci baze, kterou
jsme zvolili (pasy zobrazené na Obr. 4.2).

4.1 Berryho krivost pro Fe bcc

Vytvoiili jsme program, ktery spocitd Berryho kiivost Q™ (k) pomoci vztahu 2.2.2 [0].
Pro vypocet potrebujeme energii a maticové ¢leny operatoru hybnosti. Obé dvé hodnoty
jsme ziskali z programu Wien2k, ktery pocita elektronovou strukturu latek pomoci metody
ab-initio. Ve vztahu je s¢itani pres vSechny hladiny v systému, to je divod pro¢ jsme volili
takovy rozsah energii, aby pocitani Berryho kiivosti pro dany pas mél dostatek ¢lenti.

2Uréité neplati, Ze by cely pas 1 byl stav 4s. Uz na pasové struktuie v bodé H mé pas 1 nenulovou
projekci do d-stavi
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V grafech jsme zvolili vhodnou skélu zobrazeni vektoru. V k bodech s velkou symetrii se
nachazeji hladiny, které maji rozdil energii velmi maly a proto v téchto bodech je Berryho
kiivost o nékolik fadt vétsi nez v ostatnich bodech.? Tento problém je pouze lokalizovan
na nekolik bodi v prostoru. Z tohoto diivodu jsme tyto body v grafech preskalovali. V
grafech znazornujeme magnitudu danych vektorit pomoci barvy. V grafech je znézornéna
Brillouinova zona struktury bce, ve které jsou zobrazeny Berryho kiivosti pro dany pas.
Berryho kiivost po¢itdme v atomérnich jednotkach pro [Q] = a2, kde ag je Bohriiv polomér.

Zméazornime vektorové pole Berryho kfivosti v Brillouinové zéné. Zobrazime pasy od 1 do
10,%, které vidime na pésové struktufe 4.1.

Kz

kz

kz

Obrazek 4.3 Berryho kiivosti pro prvnich 6 pastu

3Tyto body jsou prevazné na hranich Brillouinovy zény a v nékterych vyznaénych bodech
4Cislovani odpovidé ¢islim z pasové struktury 4.1
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ky 1.1. kx

Obrazek 4.4 Berryho kiivosti pro pasy tésné pod Fermiho hladinou
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Obrazek 4.5 Berryho kiivosti pro pasy tésné nad Fermiho hladinou
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4.2 Anomalni vodivost pro bcc Fe

Zde vyuzijeme predchozi vypocet Berryho kiivosti, s kterym mutzeme za pomoci vztahu
3.3.3 vypoéitat anomalni vodivost pii nulové teploté.®. Spoéitali jsme anomalni vodivost
pro riizné hodnoty Fermiho hladiny, kterou jsme zobrazili v grafech Obr. 4.6, kde jsme
zobrazili grafy pro dva rizné intervaly. I kdyz spektrum bylo spocitano pro jemné déleni
energii, tak se ukazuje, ze vodivost je velmi citlivd na zménu Fermiho hladiny. V grafu
je zapsana anomalni vodivost bce Zeleza pro Fermiho hladinu 0 eV. Velikost anomalni
vodivosti o, = 742.2 (Q2-cm)~'. Na grafu je vidét spektrum pro 6 €V, kde jsi vSimneme, ze
anomalni vodivost prudce vzrostla. Diivod je dosazeni limitu nasich vypoctu, jelikoz jsme
dosli k poslednim pastm, kde uz nemame vyssi pasy, které by tyto divergence vyrusily.
Ostatni sméry anomélni vodivosti jsou nulové.

Spetrum anoemalni vodvost oxy Spetrum anomalni vodvost oxy
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Obrazek 4.6 Spektra anomélni vodivosti oy,

4.3 Orbitalni magnetizace pro Fe bcc

Pro vypocet orbitalni magnetizace jsme pouzili vztah 3.4.7, kde jsme vypocty rozdélili na
dva prispévky. Prvni prispévek je od magnetickych dipola elektront a druhy prispévek je
od Berryho krivosti. Prvni ¢ast jsme spocitali pomoci vztahu 3.4.4. Zobrazime spektrum
orbitalni magnetizace a jednotlivych prispévki od magnetickych dipoli elektronu a od
prispévku Berryho ktivosti. Vztah 3.4.4 ma stejnou strukturu jako vypocet pro Berryho
ktivosti. Jediny rozdil je v zavislosti na rozdil energii. Pro ukazku jsme zobrazil orbitalni
magnetizaci pro pasy tésné pod Fermiho hladinou Obr. 4.8. Pro orbitalni magnetizaci
jsme sestrojili spektrum orbitdlni magnetizace Obr. 4.7, kde jsme znazornili prispévky od
jednotlivych clenti orbitalni magnetizace. Potom celkova magnetizace je souctem téchto
hodnot. Pro Fermiho hladinu jsme spocetli, Ze orbitalni magnetizace ve sméru z pro
bee zelezo je M, = 0.040 up, kde up je Bohriitv magneton. Opét ostatni sméry orbitalni
magnetizace jsou nulové. Pro oblast okolo -6 eV a okolo 6 €V, orbitdlni magnetizace jde k
nule.

fley) = O(ef — Eng)
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Obrazek 4.7 Spektrum magnetizace ve sméru osy z

ky ,J. kX

Obrazek 4.8 Orbitalni moment pro pasy tésné pod Fermiho hladinou
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5 Zaver

Ukézali jsme, ze Berryho kfivost je vlastnost, kterd hraje dilezitou roli ve fyzice pevnych
latek, nebot jeji existence zarucuje anomalni transportni jevy v pevnych latkach. V této
praci jsme zavedli definici Berryho kfivosti a diskutovali jeji ptivod. Odvodili jsme, ze
Berryho ktivost je veli¢ina, kterd je zavisla pouze na geometrii daného systému. Dale
jsme ziskali, vztah kterym jsme byli schopni spoc¢itat Berryho ktivost pro nedegenerované
i degenerované systémy. Poté jsme odvodili zahrnuti Berryho kfivosti do pohybovych
rovnicich, popisujici pohyb pro elektront v externim elektromagnetickém poli. Dale jsme se
zamérili na pocitani a vizualizaci Berryho ktivosti pro bee Zelezo, které jsme vizualizovali
pro pasy blizké Fermiho hladiné. Nasledné jsme spocitali efekty svazané s Berryho krivosti
a to pro anomalni vodivost a orbitalni magneticky moment. Zaroven jsme ukézali spektra
téchto fyzikalnich velicin.
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