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Uvod

Cilem diplomové prace je seznadmit ¢tenafe s nékolika zajimavymi geo-
metrickymi problémy, jejichz hlavnimi prvky jsou kruznice. Prvotni zajem
o zpracovani tohoto tématu vzesel z problematik studovanych autorkou v ba-
kalaiské praci [11], v niz se vyskytly kruznice majici sva vlastni pojmenovéani
(Archimédovy kruznice, specialné Archimédova dvojcata) ¢i kruznice sesku-
pené v pusobivych formacich (Pappovy Tetézce). Protoze konstrukce Archi-
médovych kruznic jsou stale studovany a postupné publikovany v odbornych
casopisech, vénujeme jim i v této diplomové praci samostatnou kapitolu, v niz
jsou predstaveny postupy, které se v bakalarské praci nevyskytuji.

Prace je zamérné psana tak, aby ji porozumél i stfedoskolsky student.
Opira se o zédkladni poznatky stfedoskolské matematiky jako jsou napriklad
shodnost a podobnost trojihelnikti, Pythagorova véta, vlastnosti kruznico-
vych obloukil a goniometrické funkce v pravoihlém trojihelniku. Vérime, ze
prace prinasi mnoho zajimavych témat rozsitujicich kurikulum stredni skoly,
a je proto mozné, aby je stredoskolsti ucitelé vyuzili k inspiraci zdkt ve svych
hodinéch.

Préce je rozdélena do péti kapitol nasledné rozclenénych na podkapitoly.
Prvni kapitola je, jak jiz bylo nastinéno vyse, vénovana Archimédovym kruz-
nicim prislusSnym danému arbélu. Je pripomenuta definice Archimédovych
kruznic, dale je zavedeno pouzivané znaceni a poté jsou uvedeny tii jejich
konstrukce.

Ve druhé kapitole se ¢tenar seznami s Cévovymi vétami, které jsou na-
sledné vyuzity v diikazu Veéty o sedmi kruznicich, po niz je kapitola pojmeno-
vana. Uvedeny teorém se tyka fetézce Sestice kruznic sestrojenych ve vnitini,
pripadné ve vnéjsi oblasti dané kruznice tak, aby se ji dotykaly. Presnéji te-
¢eno véta vyjadiuje vztah mezi tfemi tétivami dané kruznice, jejichz krajnimi
body jsou body dotyku Sesti dvojic kruznic.

Treti kapitola predstavuje prekvapivé zavedeni celych a predevsim racio-
nalnich ¢isel pomoci postupné konstruovanych tzv. Fordovich kruznic, které
se po dvou dotykaji. Dale se kazda z nich dotyka také dané primky a prave
body dotyku Fordovych kruznic s touto primkou reprezentuji jednotliva racio-
nalni ¢isla, ¢imz postupné vytvareji ucelenou strukturu ¢iselného oboru. Za-
vedeni mnoziny racionalnich ¢isel ilustrujeme také na prehledném diagramu,
ktery nazyvame Stern-Brocotiv strom.



Predposledni kapitola se vénuje tzv. Véte o motylovi, jez popisuje vlast-
nosti tétiv kruznice. Rovinny utvar, ktery tétivy ohranicuji, ptipomina svym
tvarem motyla, z ¢ehoz byl odvozen nazev tvrzeni. V praci predstavime né-
kolik zajimavych, relativné odlisnych dikazi tohoto poznatku.

V posledni kapitole je ptiblizen vice nez dvé stoleti stary pojem Malfattiho
kruhy. Kapitola je doplnéna o jejich elegantni konstrukci, jejimz autorem je
geometr Jakob Steiner, a také o vypocty spjaté s Malfattiho kruhy, které lze
zvladnout se znalostmi stredoskolské geometrie.

Prace je vysazena pomoci systému KIEX. S vyjimkou jediného prejatého
obrazku znazornujiciho Stern-Brocottiv strom jsou ostatni obrazky vytvoreny
pomoci grafickych softwarii, a to takika vSechny pomoci grafického softwaru

AutoCad.



1. Archimédovy kruznice

Prvni kapitola je vénovana tzv. Archimédovym kruznicim, které jsou de-
finovany pomoci arbélu. Tomuto rovinnému utvaru ohrani¢enému tfemi pul-
kruznicemi byla vénovana celd mé bakalarska prace [11], v niz byly nékteré
Archimédovy kruznice predstaveny. Protoze problematika téchto kruznic je
velmi rozsahld a stale studovand, existuje mnoho jejich konstrukci, které
v praci [II] zminény nebyly. NiZe jsou predstaveny nékteré z nich.

Kapitola je zpracovana na zakladé ¢lanku [9], [12], [I8].

1.1 Definice a znacdeni

Definice 1. Necht je ddna tusecka AB a C je jeji vnitini bod (viz obrdzek[1.1]).
Dale necht O je stred usecky AB, D stred usecky AC a E stred usecky C'B.
Sestrojme pulkruznici | se stredem D a polomérem a = |AD)|, pulkruznici m
se stredem E a polomérem b = |CE| a pulkruznici k se stredem O a polomé-
rem |AO| tak, aby pulkruznice k,l,m leZely ve stejné poloroviné s hranicni
primkou AB. Rovinny ttvar, ktery je vymezeny pulkruznicemi k,l, m, budeme
nazyvat arbélos a budeme ho znacit Aapc.

A a D C o E b B
Obréazek 1.1: Arbélos a prislusné znaceni

Znaceni, které je zavedeno v Definici [T, bude jednotné vyuzivdno v celé
této kapitole.



ab

Definice 2. Méjme ddn arbélos Aapc. Kruznici, jejiz polomeér je roven 27,

nazyvame Archimédovou kruzZnici prislusnou arbélu A,pc.

Jelikoz je casto zrejmé, ke kterému arbélu Archimédova kruznice ptislusi,
nazyvame praveé zavedeny pojem rovnéz zjednodusené Archimédovou kruz-
nict.

V nasledujicich podkapitolach predstavime nékolik konstrukei Archimé-
dovych kruznic.

1.2 Prvni konstrukce Archimédovy kruznice

Véta 1. Méjme ddan arbélos Aspc (viz obrdzek [1.9). Sestrojme pilkruz-

nici f, resp. g nad prumérem AE, resp. DB. Ddle sestrojme spolecnou

tecnu t1 pulkruznic f, g. Oznacme F, G pruseciky tecny t, s pulkruznici k.

Zkonstruujeme-li tecny to, ts pulkruznice k v bodech F, G a oznacime-li H

prisecik teéchto tecen, pak kruznice s vepsand trojuhelniku FGH je Archimé-
ab

dova, tj. jeji polomer je roven _*%.

Obrazek 1.2: Tlustrace Véty [1] a jejiho dikazu



Diikaz. Oznac¢me I, resp. J prusecik spojnice OH s pulkruznici k, resp.
s primkou F'G. Nejprve ukazme, ze bod [ je stfed kruznice s a bod J je
bod dotyku kruznice s a strany F'G trojihelniku FGH.

Trojuhelnik F'OI je rovnoramenny, nebot |FO| = |OI| = a + b, a tedy

<OFT| = J(180° ~ |<IOF]). (11)
7 vlastnosti te¢ny to piilkruznice k plyne
|<UFH|=90°— |<OFI|. (1.2)
Dosazenim vztahu do rovnosti dostavame

1
[<IFH| = 90° — 2 (180° — |<OF]),

1
|<UFH|= §|<IIOF\,

a tudiz rovnéz

1
[<IFH| = 5|<JOF| (1.3)

Plati |OF| = |OG| a rovnéz |FH| = |GH|, nebot body F, G jsou body
dotyku tecen t,, t5 pulkruznice k vedené tymz bodem H. Ctyithelnik OGHF
je proto deltoit, z ¢ehoz plyne, ze jeho thlopricky F'G, OH jsou na sebe kolmé
a trojuhelnik FFOJ je pravouhly. Trojuhelniky FOJ a HF'J jsou podobné,
nebot trojihelnik FOH je také pravouhly a tsecka F'J je vyskou tohoto troj-
thelniku vedenou na jeho preponu O H. Z podobnosti uvedenych trojihelniki

plyne . .
5|<zJOF| = §|<1JFH|. (1.4)

Po dosazeni rovnosti (1.4) do vztahu (1.3) tedy ziskdvame
1
|<IFH| = 5|<1JFH|.

Bod I tudiz lezi na ose vnitfniho thlu JFH trojihelniku FGH. Jelikoz
bod I lezi také na ose HO jeho vnitintho thlu GHF (plyne ze symetrie
konstrukce tecen t,, t3 pulkruznice k), je sttedem kruznice s. Bod J je patou
vysky vedené vrcholem H na zakladnu rovnoramenného trojuhelniku FGH,
proto je bodem dotyku této kruznice a strany F'G. Chceme tedy dokazat, ze
polomér |I.J| kruznice s je roven a“—fb

Nyni vyjadiime velikosti usecek OL a KO, kde K je stred ptilkruznice f
a L je stred pulkruznice g:

|OL| = |OB| - |LB,

6



| DB

OL| =a+b— =,
2b
0L =a+b— 1=,
OL| =a+b—2—b,
2
a
Ll = —. 1.
oL = (15)

Analogickym vypoctem ziskavame

|[KO| = [AO] - [AK],

2a+b
KO|=a+b— 272
2
b
|KO| = 3 (1.6)
S vyuzitim vztaha (1.5) a (1.6 vyjadiime velikost tisecky K L:
b b

KL| = [OL| +|KO| = 5+ = “; . (1.7)

Oznac¢me M, resp. N bod dotyku tecny t; a piilkruznice f, resp. g. Je-li P
prusecik tusecek ML, OH, potom

|OJ| = |OP|+|PJ|. (1.8)

Jelikoz jsou tsecky KM, LN a OJ kolmé na te¢nu ¢, je tsecka OJ rovno-
bézna se stranami KM, LN lichobézniku K LN M. Tudiz

|[KO| |MJ|
= ) 1.
|KL| |MN]| (1.9)
7 podobnosti trojiuhelnikdt PJM a LN M vyplyva
| M J| |PJ|
= . 1.1
IMN| |LN| (1.10)
Z rovnosti ((1.9), (1.10]) ziskavame
|KO| _ |PJ|
|KL|  |LN|’
[KO|
PJ|=+——-|LN|. 1.11
1PJ) = 7 - 1L (111)

7



Trojihelniky K LM a OLP jsou téz podobné, a proto

|OL|  |OP|
|[KL|  |KM|’
OL|
OP KM 1.12
| ‘|Ku’ | (112)
Daéle dosazenim rovnosti ((1.12)), (1.11]) do vztahu (1.8)) dostavame
10L] |KO|
oJ KM LN|.
0] = 21 M|+ - LLN

Nyni vyjadiime velikosti usecek KM, LN a dosadime je (spolu se vztahy
(1.5)), (1.6]), (1.7)) do pfedchozi rovnosti:

1
IKM| = |AK| = 7|AE| S(2atb)=a+ ;
1
|LN| = |DL| = 7|DB| (a+26)—b+§
b b a
0] = +b'(“+2>+ b (b+§>’
a® + ab + b?
oJ=———. 1.13
0J] = === (1.13)

Pro polomér |I.J| kruznice s plati
[1J| = [01] = |OJ],

a tedy s vyuzitim vztahu (1.13) dostavame

a® + ab + b?
IJ| = by - —m8M8
[17] = (a+b) = =
ab
I
|17] = a+b

Polomér kruznice s je proto roven a kruznice s je tudiz Archimédova. [J

et



1.3 Druha konstrukce Archimédovy kruznice

Véta 2. Méjme dan arbélos Aapc (viz obrdzek . Bodem D, resp. C,
resp. E wvztycime kolmici d, resp. ¢, resp. e na usecku AB, prisecik kol-
mice d, resp. ¢, resp. e s pulkruznici k oznacime G, resp. Q, resp. R. Pri-
secik usecky AR s pulkruznici | oznacime H, analogicky prusecik usecky BG
s pulkruznici m oznacime K. Sestrojime-li kruZnice s a t se stredy po radeé
v bodech K a H dotykajici se primky c, pak jsou tyto kruznice Archimédouvy.

Diikaz. Oznac¢me M, resp. N bod dotyku kruznice ¢, resp. s a primky c.
Usetka C'H je kolm4 na tsecku AR, nebot pulkruznice ! lezi na kruznici,
ktera je Thalétovou kruznici sestrojenou nad primérem AC' a kterd prochézi
bodem H. Z obdobného divodu je na tusecku AR kolma téz tsecka BR.
Usecky C'H a BR jsou proto rovnobézné a trojihelniky ACH a ABR jsou
podobné. Odtud plyne

|AC|  |CH|

= : 1.14
|AB|  |BR| (1.14)

(@) E B

b
g
@}

Obrazek 1.3: Tlustrace Véty [2] a jejiho ditkazu

Usecka HM je ziejmé rovnob&zng s useckou EB, dale tsecka C'M je rov-
nobézna s useckou FR. Jiz vime, ze usecky C'H a BR jsou téz rovnobézné.
Plati tedy, ze trojihelniky HCM a BRE jsou podobné, a proto

|HM|  |CH|
|BE|  |RB|’

(1.15)
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S vyuzitim vztaht (1.14) a (1.15]) ziskdvame

|HM|  |AC]|
|BE|  |AB|’
|AC|
HM| = |BE| - ——
| | = |BE| AB[
2
\HM|=b- — %
2a + 2b
Fray
a+b

Kruznice t je tedy Archimédova.

Pro kruznici s je dikaz analogicky, tentokrat vsak misto podobnych troj-
thelniki BER a HMC' vyuzivame podobnych trojuhelniki ADG a KNC.
O

1.4 Treti konstrukce Archimédovy kruznice

Véta 3. Méjme din arbélos Aapc (viz obrdzek [1.4). Sestrojme spolecnou
tecnu ty pulkruznic l, m. Oznacme T,, Ty, pruseciky tecny t1 s pulkruznici k.
V bodech T,, T, sestrojme tecny t,, t, pulkruznice k a prusecik téchto te-
cen oznacme T. Ddle sestrojme usecku OT a jeji prusecik s pulkruznici k
oznacme P. Ortogondlni projekce bodu P na tecny t,,t, oznacme A', B'.
Zkonstruujeme-li kruznici s, resp. t nad primérem A'P, resp. B'P, pak je
tato kruznice Archimédova.

Diikaz. Plati |OT,| = |OTy| = a + b. Déle také plati |[TT,| = |TTy|, ne-
bot vzdalenosti bodi dotyku dvou tecen téze kruznice od bodu, kterym jsou
teCny vedeny, jsou pro oba dva body stejné. Z predchozich vztaht plyne, ze
c¢tytuhelnik T,0T,T je deltoidem, a tedy tsecky OT', T, T, jsou na sebe kolmé.

Ozna¢me D', O', E' po tadé ortogonalni projekce bodu D, O, E na
tecnu t;. Body D', E’ jsou tudiz body dotyku teény t; s pulkruznicemi [, m

a bod O’ je prise¢ikem pifmek OT a t1. Usecky DD, EE', OT jsou vzajemné
rovnobézné. Dale plati:

|OE| = |OB| - |EB|=a+b—b=a, (1.16)

IDO| = |[AO| — |AD| =a+b—a=b. (1.17)

10



Obrazek 1.4: Ilustrace Véty [3] a jejiho dikazu

S vyuzitim vztahu (1.16)), (1.17) ziskdavame

|DD'| = |OE| = a, (1.18)

|EE'| = |DO| = b. (1.19)

Oznacime-li a = |<T'T,P|, potom |<<PT,0| = 90° — . Trojthelnik T,0P

je rovnoramenny, a proto |<7I,PO| = |<PT,0| = 90° — «. Trojihelnik

T,O'P je pravouihly, a tedy |<PT,0’'| = a. Jelikoz |<T'T,P| = |<PT,0'|, je
primka T, P osou vnitintho thlu TT,T, trojuhelniku T, T,T. Analogicky lze
ukazat, ze T, P je osou vnitiniho thlu T, T,T trojuhelniku T, 7,T. (Rovnéz T P
je osou vnitintho thlu 7T,TT, téhoz trojihelniku.) Odtud plyne, Ze bod P je
stfedem kruznice vepsané trojuhelniku 7, 7,7 a plati |A’'P| = |B'P| = |PO'|.

11



K ovéreni skutecnosti, ze kruznice s, t jsou Archimédovy, proto staci do-
kézat, ze polovina velikosti isecky PO’ je rovna poloméru Archimédovy kruz-
nice.

Oznacime-li M prusecik usecek D'E a OT, pak
00| = |OM| + |MO'|. (1.20)
Trojihelniky OEM a DED’ jsou podobné, a tedy plati

|OM|  |DD/|
|OE| — |DE|

a nasledné (s vyuzitim vztahu (1.16]))

|DD'|
OM| =|0FE| -
OM]| = [0 - 5l
a
OM|=a- . (1.21)

Z rovnobéznosti usec¢ek DD’', OO’, EE' plyne podobnost trojuhelnika MO’ D’
a EE'D'. Tudiz

|MO'| |O'D'|  |OD|

|EE'|  |E'D|  |ED|’

coz implikuje rovnost

OD|
MO'| = |EFE' |7
S vyuzitim vztahu (1.17)) odtud plyne
MO =b. (1.22)
o a+b '
Dosazenim vztahu (1.21)) a (1.22]) do rovnosti ((1.20)) dostavame
b
00| =a —2 4p. ——
00 =a atb Vary
a’ +b?
00| = . 1.23
00 =13 (1.23)
Nyni snadno vyjadiime velikost tsecky PO’ :
|PO'| = |PO| — |00|. (1.24)

12



Dosazenim rovnosti ((1.23)) do vztahu ((1.24)) ziskavame

a nasledné

Tudiz

Polomér kruznice s,
Archimédova.

2 2
PO = [PO| - L0
a+b
2 b2
|PO/|:a+b—a i :
a+b
|PO,|_(a+b)2_a2+62
 a+b a+b’
PO| 2ab
Ca+b

POl |PA'| _|PB|  ab

2 2 2 a+b

ab
a+b’

13

resp. t je tedy roven -2%. a kruznice S, resp. t je proto
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2. Véta o sedmi kruznicich

Pozoruhodnou, nize zapsanou Vétu o sedmi kruznicich popisujici vztahy
mezi kruznicemi a jejimi tétivami poprvé publikovali Cecil John Alvin Fve-
lyn, G. B. Money-Coutts a John Alfred Tyrrell v roce 1974 v knize [6]. Bé-
hem néasledujiciho pilstoleti bylo predstaveno nékolik diikazi, které vyuzivaji
ruzné matematické discipliny (viz napt. clanek [4]). V této kapitole ukazeme
ovéreni, které vyuziva pouze zakladni geometrické vztahy na trovni stiedo-
skolské matematiky.

Tato kapitola je zpracovana na zakladé textu [4], [19], [27].

Méjme danou libovolnou kruznici k, ke které sestrojime retézec sSesti kruz-
nic tak, aby kazd4 z nich méla vnitini dotyk s kruznici k a zaroven meéla vné;jsi
dotyk se dvéma dalsimi kruznicemi retézce. Véta o sedmi kruznicich tvrdi,
zZe jisté tétivy kruznice k, jejichz krajnimi body jsou body dotyku dané kruz-
nice k s kruznicemi Tetézce, se protnou v jednom bodé (viz obréazek .

Obrazek 2.1: Véta o sedmi kruznicich

2.1 Cevovy veéty
Nez se podivame na presné znéni véty a jeji diikaz, zamérime se na vlast-

nosti tii konkurentnich primek, tj. primek prochéazejicich jednim bodem. Za-
jimavymi vlastnostmi tfech konkurentnich primek v trojuhelniku se zabyvali
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jiz zndmi geometii jako napt. Héron z Alexandrie (10-70) a Archimédés (asi
287 pr. Kr.—212 pt. Kr.).

Zajimavé poznatky o téchto primkach doplnéné dikazy predstavil ital-
sky matematik Giovanni Céva (1647-1734). Na jeho pocest se dnes tsecka
spojujici vrchol trojuhelniku s né¢jakym vnitinim bodem protéjsi strany v an-
glicky psané literatuie nazyva cevian. Nyni predstavime a dokazeme Cévovu
vetu, kterd se takovych spojnic tyka a je pro dikaz Vety o sedmi kruznicich
stéiejniH

Véta 4 (Cevova). Je ddn trojuhelnik ABC. Necht D, E a F jsou po tadé
libovolné vnitrni body stran BC, CA a AB (viz obrdzek . Usecky AD,
BE a CF jsou konkuretni pravé tehdy, kdyz plati

|AF|-|BD|-|CE| = |FB|-|DC| - |EA|.

B D C

Obrazek 2.2: Tlustrace Cevovy veéty

Diikaz. Tvrzeni je ve formé ekvivalence. Dokazeme ho tak, ze ovéfime obé
implikace.

1. Predpokladejme, ze se tsecky AD, BE a C'F protnou v jediném bodé,
ktery oznacime P (viz obréazek[2.3). Bodem A vedme piimku rovnobéz-
nou s useckou BC' a poté sestrojme priseciky H a G této rovnobézné
primky po fadé s pfimkami C'F' a BE.

1V nékterych literaturdch je Cévovou vétou mysleno obecnéjsi tvrzeni (viz napi. [24]).
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B D C
Obrazek 2.3: Ilustrace diikazu 1. implikace Cevovy véty

Trojuhelniky DCP, AH P jsou podobné, nebot thly AH P, DCP jsou
dvojici stiidavych thli a ihly HPA, CPD jsou vrcholové. Z analogic-
kych divodi jsou podobné i dvojice trojihelniki BDP a GAP, BCF
a AHF, BCE a GAE, BCP a GHP. Z podobnosti trojuhelnikii zis-
kavame vztahy:

ool _ ol o
‘\gg _ y‘gi'y’ (2.2)
451 _ 40| »”
or _ it o

Vynéasobenim pravych a levych stran rovnosti (2.1)) az (2.4) dojdeme
k nasledujici rovnosti:

\DC| |AG| |AE| |BF| |PD| |AP| |AG| |BC|

|AH| |DB| |CE| |AF| |PA| |DP| |CB| |AH|

Upravami ziskdme vztahy

|DC| |AG| |AE| |BF| |AG]
|AH| |DB| |CE| |AF| |AH|’
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|DC| |AE| |BF|
|BD| |EC| |FA|

L,
z ¢ehoz plyne
|DC|-|AE|-|BF| = |BD|-|EC|-|FA]. (2.5)

Tim je prvni implikace dokazana.

A

B D X C

Obrazek 2.4: Ilustrace dikazu 2. implikace Cevovy véty

2. Predpokladejme, ze
|AF|-|BD|-|CE| = |FB|-|DC|-|EA] (2.6)

a zaroven ze se usecky BE, C'F protinaji v bodé P, kterym vsak nepro-
chazi usecka AD (viz obrazek[2.4)). Pfimka AP tudiz protina stranu BC
v bodé X, ktery je riizny od bodu D. Z prvni ¢asti dikazu tedy dosta-
vame

|AF|-|BX|-|CE|=|FB|-|XC|-|EA|. (2.7)
Vydélenim levych a pravych stran rovnosti (2.6]), (2.7) ziskavame
|\BD|  |DC|
|BX| | XC|’
|BD| |BX]|
—_— = . 2.8
\DC| | XC| (28)

Jestlize jsou body X a D rizné a zaroven predpokladame, ze X je
vnitfnim bodem tsecky DC (viz obrazek 2.4)), pak plati |BD| < |BX|
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a zaroven |DC| > |XC|. Obdobné, pokud je bod X vnitinim bodem
usecky BD, je |BD| > |BX| a zaroven |DC| < |XC|. Proto v prvnim
pripadé dostdavame nerovnost

|BD|  |BX]|
|DC| | XC|

a ve druhém pripadé nerovnost

BD| _ |BX]
IDC| ~ Xl

V obou piipadech se jednd o spor (viz rovnost (2.8)) a bod X nemuze
byt rizny od bodu D, jak jsme predpokladali.

Tim jsme dokéazali i druhou implikaci, a tudiz i Cévovu vétu.

O
Nyni dokazeme obdobnou vétu tykajici se kruznice a jejich tétiv, které
se budou téz protinat v jednom bodé. Véta i ditkkaz jsou velmi podobné
predchozi ¢asti. I presto je dobré, z duvodu snazsiho pochopeni Véty o sedmi
kruznicich a jejiho dikazu, se na né zamérit.
Pokud bude v nasledujici sekci vyuzivan kruznicovy oblouk a nebude
uvedeno, ktery ze dvou moznosti myslime, bude uvazovan kratsi z nich.

Véta 5 (Cévova véta o kruznici). Necht jsou dany body A, B, C, D, E, F
lezict v uwvedeném poradi na kruznici k (viz obrdzek. Tetivy AD, BE, C'F
se protinaji v jediném bodé prave tehdy, kdyz plati

|AB| - |CD| - |EF| = |BC| - |DE| - |FA].

Diikaz. Véta je opét ve formé ekvivalence, a proto ovérime obé implikace.

1. Predpokladejme, ze tétivy AD, BE, C'F maji spoleny pravé jeden
prusecik P. Potom na zakladé vlastnosti vrcholovych a obvodovych

1hl nalezneme nékolik dvojic podobnych trojuhelnikii. Z podobnosti
dvojic trotthelniki ABP a EDP, AFP a CDP, BCP a FEP vyplyva

|AB|  |PA|
|\DE| — |PE|’
|[EF|  |PF|
|BC|  |PB|’
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I/

D

Obrazek 2.5: Ilustrace Cevovy véty o kruznici

|C'D| B |PC|
|FA| a |PA|’
|PC|  |PB|
|PE|  |PF|

Vynéasobenim levych a pravych stran téchto ¢tyr rovnosti ziskdvame
rovnost
|AB| |EF| |CD| |PC| |PA| |PF| |PC| |PB|
|\DE| |BC| |FA| |PE| |PE| |PB| |PA| |PF|

a naslednymi upravami vztahy

|AB| |EF| |CD| |PC| |PC]
|DE| |BC| |FA| |PE| |PE|

|AB| |EF| |CD|
|DE| |BC| |FA|
|AB| - |[EF|-|CD| = |BC|-|DE|-[FA]|,

L

¢imz jsme dokazali prvni implikaci.

2. Predpokladejme, ze pro libovolnou Sestici navzajem riznych bodi A, B,
C, D, E, F lezicich v uvedeném poradi na kruznici plati rovnost

|AB| - |CD| - |EF| = |BC| - |DE| - |FA]. (2.9)
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A
E

T

D

Obrazek 2.6: Tlustrace diikazu Cevovy véty o kruznici

Uvazujme kruhové oblouky AC, C'E, EA obsahujici po radé body
B, D, F (viz obréazek [2.6]). Alespoii jeden z obloukd musi byt krats
nez piilkruznice. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze takovym
obloukem je oblouk C'E. Necht P je prusecik tétiv BE, C'F a necht
piimka AP protind kruznici v bodé X, ktery je vnitinim bodem ob-
louku C'E a je rizny od bodu D, tj. predpokladejme, Ze se tsecky
AD, BE, C'F neprotinaji v jediném bodé. Z predpokladu ziskavame

|AB| - |CX| - |EF| = |BC|- |XE| - |FA (2.10)

Néslednym vydélenim levych a pravych stran vztahu (2.9)), (2.10) zis-
kavame

|AB| |CD| |EF| [BC| |DE| |FA|

|AB| |CX| |EF| |BC| |XE| |FA|

|C'D| B |DE]
CX| |XE|
|C'D]| |CX]
= 2.11
IDE|  |XE| (2.11)

Predpokladame-li, ze jsou body X a D rtzné a ze bod X nélezi kruho-
vému oblouku DE (viz obrazek [2.6), pak plati |CD| < |CX| a zaroven
IDE| > | X E|. Tedy

|CD| |CX]|

— < . 2.12
|DE| | XE| ( )
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Pokud by bod X nalezel kruhovému oblouku C'D, dostali bychom ob-
dobné nerovnost

cD| _ |CX|
\DE| = |XE|
Vatahy @11), (Z12), resp. (1), £13) jsou nyni ve sporu, a proto

bod X musi byt totozny s bodem D. Tim je dokazana i druha implikace,
a tedy také véta ve formeé ekvivalence.

(2.13)

O
Lemma 6. Méjme danou kruznici ke se stredem C' a dvé kruznice kp, kg po
rade se stredy P, Q, které se vzdajemné dotykaji vné a soucasne maji vnitrni
dotyk s danou kruznici ke (viz obrdzek . Necht A, resp. B je bod dotyku

kruznice ko a kruznice kp, resp. kg. Oznacime-li c, p, q po Tadé poloméry
kruznic ko, kp, kg, pak plati

AB* _ p g
4¢? c—p c—q

Obrazek 2.7: Tlustrace Lemmatu [@]

Diikaz. Necht se kruzmice kp, kg dotykaji v bodé M. Sestrojme priseci-
ky D, E kruznice kc a po radé piimek AM, BM. Dale sestrojme tusecky
CD, CE a PQ (tsecka PQ musi prochazet bodem M).

Usetky C'A,CD jsou shodné, a tedy |<CAD| = |<CDA|. Totéz plati
pro usecky PA, PM, a proto |<PAM| = |<CAD| = |[<PMA]|. Ze zminé-
nych rovnosti vyplyva |[<PMA| = |<CDA]|, a tedy usecka C'D je rovno-
bézna s useckou PM. Analogicky lze ukézat, ze usecka C'E je rovnobézna
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s tseckou QM. Protoze jsou body P, M, () kolinearni, jsou kolinearni i body
D, C, E. Obvodové uhly EBA, ED A prislusné oblouku AE jsou shodné. Zis-
kavame tedy tii pary podobnych trojihelniki: MDFE a M BA, BMQ a BEC,
AMP a ADC.

7 podobnosti trojuhelnika vyplyvaji rovnosti

|AB| |[MA| |MB]|

|\ED|  |ME| |MD| (2.14)
|MA| |PA|
— 2.1
|MD| |\PC|’ (2.15)
|MB| |QB]
0E = 00 (2.16)

Usecka DE je primérem kruznice ke o velikosti 2¢, a tedy s vyuzitim rovnosti
(2.14) ziskavame

|AB|> |AB| |AB| |AB| |AB| |MA| |MB]
42 2¢  2c  |DE| |DE| |ME| |MD|

Dosazenim rovnosti (2.15)), (2.16)) dostavdame pozadovany vztah

ABP |MA| |MB| _|PAl QB » 4
4¢? IMD| |ME| |PC| |QC| c¢—p c—q

2.2 Formulace véty a jejiho dikazu

Nyni se vénujme stézejni vété této kapitoly a jejimu dikazu. V textu
budeme znakem Z,, znacit mnozinu {0,1,...,n — 1}.

Véta 7 (Véta o sedmi kruznicich). Necht je dana kruznice k a jejich Sest na-
vzdjem rizngch bodi Ao, A1, As, A, Ay, As (viz obrdzek[2.8). Existuje-li Sest
kruznic l;, 1 € Zg, které maji s kruznici k vnitrni dotyk v bodech A;, i € Zsg,
kde kaZda z kruznic l;, 1 = 1, 2, 3, 4, se dotykd vné kruznic l;_1, l;11 a kruz-
nice ly se vné dotykd kruznic ly a ls, pak jsou primky AgAsz, A1Ay, AsAs
konkurentni.
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Obrazek 2.8: Ilustrace Véty [7]

Diikaz. Zavedme (kvili snazsimu vyjadfovani) oznaceni Ag = Ao, 16 = 7.
Ozna¢me R polomér kruznice k a r; polomér kruznice I;, kde i € Zsg.
Vyjadiime-li |A;A;4 1| pomoci poloméru r;, r;1 1, s vyuzitim Lemmatu |§| zis-
kévame

|AiAi+1|2 o Tit1
AR R—r1; R—ri1
tj.
|AiAita| = 2R f(ri) f(rita),

kde f(r:) =,/ R? —. Odtud vyplvi

\AoAﬂ : |A2A3’ : ’A4A5| = 8R3f(7'0)f(7'1)f(rg)f(rg)f(m)f(rg)) =
=2Rf(r1)f(r2) - 2Rf(r3)f(ra) - 2Rf(15) f(r0) =
= |A1As] - |A3Ay| - |A5 Ao

Dle Cévovy véty o kruznici (Véta E[) se usecky AgAs, A1 A4, AsAs protinaji
v jednom bodé¢, tj. jsou konkurentni. O]

Pozndmka. Véta o sedmi kruznicich je ilustrovana na obrazku [2.8] kde jsou
body Ag, Ai, Ay, As, Ay, As usporadany tak, ze body A;, i = 1, 2, 3, 4, 5,
lezi mezi body A; 1, A;11 a zaroven bod Ay = Ag lezi mezi body As;, A;.
Usporadani bodu A;, i € Zg, muze byt i jiné a platnost véty ziistane zacho-
véna, jak zndzorniuje obrazek 2.9] V pravé ¢dsti obrazku vidime, ze prusecik
primek AgAsz, A1 Ay, AsAs muze lezet ve vnéjsi oblasti kruznice k.

7 obrazku je vsak naopak ziejmé, ze poradi bodi neni zcela libovolné.
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Ay

Obréazek 2.10: Jiné umisténi bodu - 2. zptsob

Obdoba Véty o sedmi kruznicich plati i pro analogické pozice kruznic.
Nyni se podivejme na jednu z nich. Nasledujici vétu uvedeme bez dikazu,
nebot je obdobny dikazu Véty [7]

Véta 8. Necht je dana kruznice k a jejich Sest ruzngych bodu A;, 1 € Zg
(viz obrazek . Predpokladejme, Ze lze sestrojit sest kruznic l;, 1 € Zg,
které se kruznice k dotykaji vné v bodech A; a zdroven se kazdd z kruznic l;,
1 =1, 2, 3, 4, dotyka vné kruznic l;_1, l;11, pricemzZ kruznice ly se vné dotyka
kruznic ly a ls. Pak jsou usecky AgAs, A1Ay, AsAs konkurentni.
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Obrézek 2.11: Obdoba Véty o sedmi kruznicich
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3. Fordovy kruznice

Tteti kapitola je vénovana tzv. Fordovym kruznicim, které diky svym za-
jimavym vlastnostem slouzi k zavedeni racionalnich cisel. Nejprve se vsak
podivame na sestrojeni struktury ¢isel celych, nasledné celou situaci zobec-
nime a sestrojime strukturu cisel raciondlnich. Existuje mnoho zptisobi, jak
takova c¢isla zavést, avsak jak jiz nazev kapitoly napovida, zakladnim staveb-
nim prvkem naseho pristupu budou pravé kruznice.

V celé kapitole budeme uvazovat souradnicovy systém v roviné, jehoz osy
jsou na sebe kolmé a na obou osach jsou jednotky stejné velké.

Tato kapitola je zpracovana na zéklade textu [§], [20].

3.1 Zavedeni celych cisel
Me¢jme vodorovnou primku, kterou budeme povazovat za osu z souradni-
cového systému, a na nf bod 0 (viz obrézek [3.1)). Dale uvazujme pouze jednu

z polorovin s hrani¢ni primkou x, a to napriklad tu nad primkou z. U dotyku
dvou kruznic budeme uvazovat pouze dotyk vnéjsi.

-2 -1 0 1 2 3 X

Obrazek 3.1: Zavedeni celych ¢isel

Sestrojme kruznici ky o prauméru 1, kterda se dané osy x dotyka pravé
v bodé 0. Déle sestrojme dvé kruznice ky, k_; s prumérem 1, které se dotykaji
jiz sestrojené kruznice kg a osy x. V nasledujicim kroku sestrojme kruznici ks,
resp. k_o, s prumérem 1, kterd se dotyka osy x a kruznice kq, resp. k_;. Takto
postupujeme dale, sestrojujeme kruznice k3 a k_3, k4 a k_4 atd. Ziskavame
jakysi nekoneény ,pas“ kruznic, jejichz body dotyku s danou primkou x
maji vzdélenost 1. Dotykové body oznac¢me ¢isly, jejichz absolutni hodnoty se
rovnaji vzdalenostem jednotlivych bodt dotyku od bodu 0. Vpravo od bodu 0
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ponechame kladné hodnoty, avsak vlevo od 0 jim priddme znaménko minus,
¢imz dostaneme zaporné hodnoty. Veskera takto vytvorena ¢isla nazyvame
c¢isla cela a znacime je Z.

Kruznice jsou tedy pojmenovany k., z € Z, kde z je oznaceni bodu dotyku
kruznice k, s osou x.

3.2 Zavedeni racionalnich cisel

Nyni se zamysleme, jak obdobnym zptisobem ziskat alespon néktera z ¢i-
sel, ktera nejsou cisly celymi. Hledejme takova c¢isla u, pro ktera plati
z < u<z+1, 2z € Z, alze je opét reprezentovat body dotyku néjakych
kruznic s primkou x, pricemz konstrukce kruznic je pevné dana. Zac¢neme
vepisovat kruznice m, tak, aby se kazda nové sestrojena kruznice dotykala
primky x a kruznic k, a k.1 (viz obrazek . Takovym postupem ziskame
dalsi systém kruznic o stejném polomeéru. Analogicky postupujeme dale a se-
strojujeme kruznice [, a I’ dotykajici se primky z, pricemz kruznice [, se
navic dotyka kruznic k., m, a kruznice I, se dotyka kruznic k.1, m,.

Tento postup lze opakovat ,donekonecna“ a lze si jej 1épe predstavit
pomoci grafického zndzornéni na obrézku [3.2] Takto zkonstruované kruznice
se nazyvaji Fordovy.

Obrazek 3.2: Zavedeni raciondlnich ¢isel

Zavedeni mnoziny ¢isel vysvétlime pouze pro ¢isla na intervalu (0, 1),
nebot na intervalech (z, z + 1), kde z € Z\{0}, je zavedeni analogické (viz
obrazek . Kruznice ky a ki se primky z, jak jsme jiz uvedli, dotykaji
v bodech 0 a 1. Nyni musime urcit, v jakych bodech se primky z dotykaji
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1
2
Obrazek 3.3: Zavedeni racionalnich ¢isel na intervalu (0, 1)

kruznice, které jsou podle vyse uvedeného postupu vepsané mezi tyto dvé
kruznice. Je zirejmé, ze mezi Cisly 0 a 1 neexistuje zadné dalsi celé ¢islo z.
Musime proto zavést jinou strukturu ¢isel, tzv. raciondlni ¢isla, mezi nez bu-
dou pattit ¢isla r, pro kterd plati 0 < r < 1.

Podivejme se na kruznici mgy. Bod dotyku kruznice mgy a piimky z je
ziejmeé stejné vzdaleny od bodu 0 a 1. Vzdalenost ¢isel 0 a 1 je rovna jedné,
a tedy ziskdvdme prvni racionalni ¢slo 1.

vvvvvv

tedy zaméime na to, jakym zpiisobem lze vypocitat vzdalenost bodu dotyku
jakékoliv ze sestrojenych kruznic od 0, tedy jak ziskat dalsi racionalni ¢isla.

3.2.1 Odvozeni vzorce pro vypocet boda dotyku

Zavedeme-li soutadnicovy systém tak, ze vodorovna primka x je osou sou-
fadnicového systému a osa y prochazi ¢islem 0 a je kolma na osu x, pak x-ové
soutadnice vSech stfedid Fordovych kruznic jsou rovny z-ovym souradnicim
bodi dotyku téchto kruznic s osou x. Pro zavedeni racionalnich ¢isel je proto
dostacujici pocitat souradnice sttedi Fordovych kruznic.

Prvni, tj. z-ova souradnice stfedu je libovolné ¢islo zapsané jako podil

dvou celych ¢isel a a b, b # 0. Pro kruznice s dotykovymi body 0, 1 je zfejmé,
ze druhd, y-ova souradnice jejich stfedtt musi byt % Soutadnice stredu kruz-
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nic ko, k1 lze tedy obecné oznacit [%, ﬁ] Pro stred [O, %} kruznice kg je

a=0,b=1 a pro stred [1, %} kruznice ki jea =0=1.

Je prirozené se ptat, zda je toto oznaceni spravné i pro stredy zbyvajicich
kruznic. Druhé souradnice sttedu odpovida poloméru dané kruznice, nebot se
jedna o vzdalenost stredu od osy x, kterd se kruznice dotyka. Stredy kruznic
ko, k1 maji y-ové souradnice rovny ¢islu % Pro kazdou dalsi kruznici musi
platit, Ze jeji polomér je ostre mensi nez cislo % Lze tedy tvrdit, ze y-ové
soutadnice stfedi Fordovych kruznic s body dotyku v intervalu (0, 1) jsou
rovny % . %, g > 1.

N=
Nl—

mgy Vv

1
2

Obrazek 3.4: Vypocet souradnic sttedu kruznice my

Podivejme se nyni na vypocet soufadnic stfedu kruznice mg (viz obra-
zek [3.4]). Pro vypocet vyuzijeme jeden ze svétle modrych pravoihlych troj-
thelnik.

Polomér kruznice mg ozna¢me v. Pak délka prepony uvazovaného troj-
thelniku je rovna % + v a odvésny maji délky % -, % Pro takto sestrojeny
trojuhelnik plati podle Pythagorovy véty rovnost

(- )

a tedy



2v = 1
1
1
V=g
Soutradnice stfedu kruznice my jsou tedy [%, %], coz podporuje hypotézu,
ze soutadnice stfedi Fordovych kruznic lze napsat ve tvaru [%, ﬁ] Pro
kruznici mg je a = 1, b = 2 (a g = 4). Vypocty byly ovSem trividlni, nebot
kruznice kg, k1 jsou shodné.

Déle vypocitejme souradnice sttedu kruznice [y (viz obrézek. Vypocet
je obdobny predchozimu s tim rozdilem, ze vyuzijeme dva odlisné pravoihlé
trojuhelniky. Polomér kruznice [y ozna¢me w. Délka prepony prvniho troj-
thelniku je rovna %—l—w a délka jedné jeho odvésny je % —w. Délku druhé od-
vésny oznacme e. Délka prepony druhého uvazovaného trojihelniku je rovna
é + w a délka jedné jeho odvésny % — w. Délku druhé odvésny oznacme f.
Daéle plati, ze soucet délek e, f je roven %, a proto plati e = % — f. Ziskavame
tedy nasledujici soustavu dvou rovnic:

my

ool
S

D

o
W=
Nl

=

Obrazek 3.5: Vypocet souradnic stredu kruznice [
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1
Z+w+w2_1_w+w2+4 f+
1 1 , 1 1 s
64+4w+w ol 4w+w + f7,
2= i p?
w—4 s
1
iw:faa
1 2
2w = 42, (3.2)

Dosazenim vztahu (3.2)) do rovnice (3.1]) ziskdvame kvadratickou rovnici
1
Aff=—f+/
4
neboli
9 1

jejimiz koreny jsou cisla

f1,2 = )

—1+,/14+4-3-;
6
1

=



Ziskdvame sice dvé mozna feseni kvadratické rovnice, aviak hodnotu —i

2
nepripoustime, nebot délka tsecky nemuze byt zaporné ¢islo. Tudiz

1
f=z (3.3)

Tudiz se x-ové soufadnice stredu kruznic [y a mg lisi o hodnotu % a x-ova

soutradnice kruznice [ je 5 — l = l

Dosazenim hodnoty (3.3 . do rovnlce - ziskavame

132
2w = 4(f) ,
6
a proto polomér (a také y-ova soutadnice stiedu) kruznice [y je

x
18’

Souradnice stfedu kruznice [y jsou tedy [

w =
35 18} Rovnéz pro kruznici [y tudiz
plati hypotéza, ze jeji stted méa soutradnice ve tvaru [‘;, 2b2} Pro tuto kruz-

nicilpjea=1,b=3(ag=29).

Prozradme, Ze uvedena hypotéza je skutecné spravna pro jakykoliv stied
Fordovy kruznice. To ndm umoznuje studovat bod dotyku osy z a obecné
Fordovy kruznice.

Pro stredy F} a F, dvou libovolnych dotykajicich se Fordovych kruznic
f1 a fo oznacme

_a . -

Fi=|> — A4

1 b’ b2 ) (3 )
_C ) -

Fy= | gm | (3.5)

Protoze se kruznice f;, fo dotykaji, je vzddalenost jejich stfedid rovna
souctu velikosti jejich poloméru (viz obrazek , a tedy plati:

2 2
c_ey (L) _ 1 1T
d b 202 202 22 242’
2 2 2
coay (1 1N _ (1 1
d b 202 202)  \2v2 242 ]’
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(i-3)

, . . a C
Pro z-ové soutradnice A

proto plati vztah

gst

2 1 1 2

TR W T e
(E _ a>2 4
d b/ 4b2d?’
(bc — ad)? 1
20 R

(bc — ad)? = 1.

1
4d*’

fed dvou dotykajicih se Fordovych kruznic

(3.6)

1 1
2d2  2b?
1
2d?

Obrézek 3.6: Dotykajici se Fordovy kruznice

Ozna¢me [z, y| soufadnice stfedu S, Fordovy kruznice f, (viz obra-
zek , ktera se dotyka dvou Fordovych kruznic fi, f.
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[ 2]

f2
E 1 2a2 T
b !
oz~ M
ﬁ—i—wq
1
— —w,
202 s,
fl m Kp(/ [x7y} fq n
a c
b d

Obrazek 3.7: Vypocet stredu dotykajici se kruznice

Déle vyuzijeme dvou pravothlych trojihelniki (viz obrazek , jejichz
pfepony jsou spojnice stiedi kruznic fi a f,, resp. f2 a f; a jejichZ odvésny
jsou bud rovnobézné s osou x, nebo kolmé na osu . Oznacme w, polomér
kruznice f,. Potom jsou délky pfepon trojtihelnikid rovny ﬁ +w, a ﬁ +wy,
délka jedné odvésny prvniho z trojihelniku je ﬁ —w, a délka jedné odvésny
druhého z trojihelnik je — wy. Délky zbyvajicich odvésen oznacme m
an.

Podle Pythagorovy véty plati vztahy

1
2d?

1 2 1 2
(5 +wn) = (5~ wa) + (3.7)
1 2 1 2
(5 +00) = (3 — )+ (3:8)
pri¢emz pro souradnice [z, y] stfedu S, plati
r = % +m, (3.9)
Y = w,. (3.10)
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Dale plati
c a

= - — —. 3.11
m+n 77 ( )

Z rovnosti (3.9) vyjadiime délku m, kterou dosadime do rovnosti (3.11)),
ze které vyjadiime délku n. Ziskdvame tedy vztahy

m:x—%, (3.12)
C a
"TaTe ™
& a a
"SIy Ty
n= 2 — . (3.13)

Vztahy (3.12)) a (3.13) nasledné, spolecné s rovnosti (3.10]), dosadime do
vztaht (3.7)), (3.8). Ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych z, y
a parametrech a, b, ¢, d:

(o) (o) (3)
o) =) <o)

Rovnice dale upravime:

12y, 1 2y 5 5, 2ar  a
Wi Y T T TV T T T
1 2y s 1 2y 9 , 2cx ?
M e T T up o TV Y Tt

35



2y = 2%b* — 2abx + d?,

2y = 22d® — 2cdx + &2,

2y = (b — a)’, (3.14)

2y = (wd — 0)2. (3.15)

Odectenim druhé rovnice od prvni a naslednymi dpravami dostavame rovnici

(xb - a)2 — (xd — 0)2 =0,

[(mb— a) — (zd — c)] « [(wb— a) + (zd — c)] =0,

(:Eb—a—xd+c)-(xb—a+xd—c) =0.

Leva strana rovnice je rovna 0, pokud

zb—a—xzd+c=0

nebo
zb—a+xd —c=0.
Tedy pokud

aj:a—c
b—d

nebo
v — a—+c
Cb+d

Pro z-ovou soufadnici stiedu kruznice f, tudiz ziskdvame dvé moznd fe-
seni

a—c a—+c
Ty =377 Ty =

b—d b4 d

Dosadime x; do rovnice (3.14)) (pfipadné do rovnice (3.15))) a dostaneme

2
a—c
2y = (b_d-b—a> )
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2
ab — bc — a(b— d)

%)y —

n ( b—d )a

2
ad — be
2?/1 - ( b—d ) )
~ (ad — be)?
Y= 2b—d)? (3.16)

Dosazenim x5 do rovnice (3.14]) (pripadné (3.15))) a analogickymi tpravami
mame

(bc — ad)?
= 1
2= 501 )y (3.17)
Dosazenim rovnosti (3.6) do vztaha (3.16]), (3.17)) ziskdvame
1 1

Y1 = 72(1)_(1)2, Y2 = 72(194—(1)2'

Pro soufadnice stiedu S, kruznice f, tedy mame dvé feseni

_a—c 1 ]
S = b—d 2(b—d)?|
g __a—i-c 1 ]
P b+ d 20b+d)? |

ale pouze soufadnice stfedu Sy odpovidaji kruznici, kterd ma mensi polomér
nez kazda z vychozich Fordovych kruznic f;, fo, tj. vznikla pfi postupném
vepisovani Fordovych kruznic pozdéji nez kruznice fi, fo. (Bod S, je také
stfedem Fordovy kruznice dotykajici se kruznic fi, fo, avsak ma vétsi polomér
nez alespon jedna z nich, tj. je pii postupném vepisovani Fordovych kruznic
jakymsi predchidcem jedné z nich.)

Dospéli jsme tedy k prekvapivému a ptsobivému poznatku. Jsou-li ¢, &
racionalni ¢isla, kterd odpovidaji bodim dotyku osy x a dvou navzajem se
dotykajicich Fordovych kruznic fi, fa, je Citatel, resp. jmenovatel nové zkon-
struovaného racionalniho ¢isla ZT+§7 které odpovida bodu dotyku osy x a For-
dovy kruznice f, dotykajici se kruznic f1, f2, roven souctu citateli a, c, resp.

souctu jmenovateli b, d racionélnich ¢isel ¥, <.
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Sledujme toto pravidlo na obrazku Napriklad kruznice [y se dotyka
kruznic kg, my s body dotyku %7 %, proto se osy x dotyka v bodé % = %
Zelena kruznice, kterd se dotyka kruznic ly, mg s odpovidajicimi body do-
tyku %, %, se osy x dotyka v bodé % = % atd.

3.2.2 Stern-Brocotuv strom

Postupnym vepisovanim kruznic ziskdvame kruznice s ¢im dal mensim
polomérem a obrazek zachycujici kruznice s relativné malymi poloméry spolu
s jejich body dotyku s osou x je nenazorny.

% /; \/:
:/ \ ;/ \
N AN AN A
AN AN

NARAARDNDA

6 911101113129 91213111011 9 6

Obrézek 3.8: Stern-Brocotuv strom

Z tohoto dtivodu se nyni podivejme na tzv. Stern-Brocotiv strom, ktery je
zobrazen na obrazku [3.8l'| a ktery je schematickym diagramem znézoriujicim

1Obrézek je piejat z internetové stranky
https://www.matfyz.cz/clanky/matykani-ix-maji-zlomky-rodice.
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postupné vznikajici racionalni ¢isla neboli z-ové souradnice dotykovych bodua
Fordovych kruznic a osy z na intervalu (0, 1).

V prvni horizontalni linii Stern-Brocotova stromu jsou ¢isla %, % odpovi-
dajici vychozim Fordovym kruznicim ko, k; (viz obrézek. Ve druhé linii je
jediné racionalni ¢islo % = ?i—i prislusejici jediné Fordové kruznici mg, ktera
se dotyka kruznic kg, ki. Po sestrojeni kruznice mq vzniknou dvé oblasti, do
nichz se vepisi dalsi dvé Fordovy kruznice. Ve treti linii jsou proto dvé raci-
onalni cisla % = % a % = ;i—} prislusejici Fordovym kruznicim [, [f), které
se dotykaji dvou dvojic kruznic: ky a mg, mo a k;. Po vepsani kruznic ly, [,
vzniknou ¢tyti oblasti a kazdé z nich se opét vepise dalsi kruznice. V dalsi linii
Stern-Brocotova stromu je tudiz ¢tvefice racionalnich ¢isel § = T4, 2 = $45,
% = % a % = g—ﬂ, kterda odpovida ¢tyfem Fordovym kruznicim, které se
dotykaji ¢tyr dvojic Fordovych kruznic: kg a lo, lp a mg, mo a I, [j a k.

Obecné je v n-té linii, n > 2, Stern-Brocotova stromu pravé 2"~ 2 racio-
nalnich ¢isel. S vyjimkou ¢isel v prvnich dvou liniich stromu je kazdé racio-
nalni ¢islo r odpovidajici Fordové kruznici f, spojené tiseckou s jednim cislem
z predchozi linie stromu. Jedné se o ¢islo odpovidajici jedné z dvojice Fordo-
vych kruznic, kterd byla pti postupné vepisovani kruznic sestrojena v kroku
predchazejicim konstrukei kruznice f,.
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4. Motyl vepsany kruznici

Ve ctvrté kapitole se podivejme na dalsi zajimavou vlastnost kruznice,
ktera se tyka jejich tétiv, a to — v ¢eském prekladu — na tzv. Vétu o motylowvi.
Nazev véty se zrodil na zakladé utvaru vzniklého ve vnitini oblasti kruznice,
jenz svym tvarem motyla pripomina.

Tato kapitola je zpracovana na zéklade textu [2], [5], [13], [23], [25].

Existuje vice syntetickych dikazt Véty o motylovi, my se nyni zamérime
pouze na nékteré z nich. Pro dikazy budeme potiebovat pojem téetivovy ctyr-
uhelniifl] Pripometime, Ze ¢tyfihelnik ABCD je tétivovy prave tehdy, kdyz:

« Existuje kruznice tomuto étyriuhelniku opsana.

o Soucet velikosti protéjsich vnitrnich thla ¢tyithelniku ABCD je roven
180°.

e Jedna ze stran ctyfihelniku ABCD je ze dvou jeho vrchold, které
nejsou krajnimi body uvazované strany, vidét pod stejnym thlem.

Déale vyuzijeme i Cevovu vétu, ktery byla zformulovana a dokazana ve
druhé kapitole. Zopakujeme, Ze pro dany trojihelnik ABC' a body D, E, F,
které lezi na stranach daného trojuhelniku tak, ze D je vnitinim bodem
strany BC', E je vnitinim bodem strany AC' a F' je vnitfnim bodem strany
AB, plati, ze primky AD, BE, CF se protinaji v jediném bodé praveé tehdy,
kdyz

|AF|-|BD[-|CE| = |FB|-|DC| - |EA]
tj. kdyz
|AF| |BD| |CE|
[FB| [DC| [EA|

1. (4.1)

4.1 Formulace véty a prislusné znaceni

Véta 9 (Véta o motylovi). Méjme danou kruznici k a dva rizné body P, Q,
které na ni leZi (viz obrdzek . Sestrojme stred M tsecky PQ a ddle dve li-
bovolné, navzdjem rizné secny kruznice prochdzejici bodem M tak, aby nebyly
incidentni s primkou PQ). Pruseciky jedné z téchto secen s kruznici k oznacme
A, B, priseciky druhé secny s kruznici k oznacme C, D. Body A, C pritom

Wice informaci o tétivovém étyithelniku viz napi. [15].
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lezi ve stejné polorovine s hranicni primkou PQ. Oznacime-li X, resp. Y
prisecik usecky AD, resp. CB s tuseckou PQ, pak je bod M téz stredem
usecky XY, tj. | X M| = |MY|.

Obrézek 4.1: Ilustrace Véty [9]

4.2 Prvni dikaz Véty o motylovi

Diikaz. Bodem X vedeme rovnobézku s useckou PC' (viz obrazek [4.2)). Prise-
¢ik této rovnobézky s tiseckou C'D oznac¢me R a dale priisecik tsecek C'B, RQ)
ozna¢me S. Nasledujici rovnosti jsou zfejmé:

[<RXQ| = [<CPQ), (4.2)

|<CDQ| = |[<RDQ). (4.3)

Uhly CPQ a CDQ jsou shodné, nebot jsou obvodovymi thly p¥islusnymi
témuz kruznicovému oblouku C'Q, a tedy z rovnosti (4.2)), (4.3) ziskdvdme

|[<RXQ| = |<RDQ)|. (4.4)
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Q

=

Z

B

Obrézek 4.2: Tlustrace prvni ¢asti prvniho dikazu Véty [9

Z rovnosti (4.4) vyplyva, ze ¢tyfthelnik DQRX je tétivovy, a lze mu tedy
opsat kruznici m (viz obrazek [1.3)). Z vlastnosti obvodovych 1hld a trividlnich
geometrickych vlastnosti dale ziskavame

|<<SQM| = |[<RQX| = |[<RDX| = |<CDA| = |[<CBA| = |<SBM|.
Ctyfthelnik BQSM je proto téz tétivovy a lze mu opsat kruznici . Tudiz
|<KSMQ| = |<SBQ).
Déle je zrejmé, ze
[<XSBQ| = [<CBQ| = [<CPQ),

nebot CBQ a C'P(Q jsou obvodové thly prislusné témuz kruznicovému ob-
louku C'Q.

Plati tedy |<SMQ| = |<CPQ)|, z ¢ehoz plyne, ze tsecka PC' je rovno-
bézné s tseckou MS. Usetka MZ, kde Z je prusedik piimek MS a CQ, je
proto stfedni prickou trojuhelniku PQC.



C

Obrézek 4.3: Tlustrace druhé ¢ésti prvniho dukazu Véty [

Bodem S prochéazeji tsecky QR, C'Y a MZ, proto lze pro trojihel-
nik MQC vyjadrit rovnosti analogické vztahtim (4.1)):

(MY lQz] [CR[

. . =1. 4.5
vQl |Zc| iRM )
7 vlastnosti stfednich pricek dale plyne
QZ|
—— =1. 4.6

Dosazenim rovnosti (4.6) do rovnosti (4.5)) ziskdvame
\MY| |CR|

YQ[ |RM|

Tudi
|MY] _ Y@

IMR| — |RC|
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a trojuhelniky MY R, MQC' jsou podobné. Z toho plyne, ze rovnéz

ua e
7 podobnosti trojuhelniki PMC a XM R dostavame

:% g: - % - '|. (48)
Ze vztahu ([@4.7)), ziskdvame rovnost

MQ| _ |MP

MY | |MX|

Protoze |M P| = |MQ)|, plati |[MY| = |M X]|, tj. bod M je skutec¢né stredem
usecky XY. O

4.3 Druhy dikaz Véty o motylovi

Diikaz. Bodem Y vedme rovnobézku s primkou AD a jeji pruseciky s prim-
kami M C' a M B oznacme po fadé F' a E (viz obrazek . Z rovnobéznosti
primek AD, EF vyplyva shodnost thlt CFE a CDA. Uhly CDA a CBA
jsou téz shodné, nebof jsou to obvodové thly prislusné témuz kruznicovému
oblouku AC'. Tedy i thly CFE a CBE jsou shodné, a proto body F, C, E, B
lezi na jedné kruznici, kterou budeme znacit [. Protoze jsou uhly EY B, CY F
vrcholové, jsou shodné. Trojuhelniky EBY, C'F'Y jsou tudiz podobné, a proto

|[EY| |CY]
|\BY| |FY|
Odtud plyne
|EY|-|FY|=|BY|-|CY]. (4.9)

Vztah plati obecné pro libovolnou kruznici a jeji tétivy EF, BC' protina-
jici se v bodé Y. Tuto vlastnost tétiv pouzijeme v dikazu i déleE]

Trojuhelniky M AD a M EF jsou podobné, nebot vrcholové thly DM A
a FME jsou shodné. Strany AD a E'F uvedenych trothelnikt jsou body X

2Vztah zUstava v platnosti i v pfipads, Ze se seény EF, BC protinaji v bodé Y, ktery
lezi ve vnéjsi oblasti kruznice. Konstantni soucin |EY| - |FY| = |BY| - |CY]| tseku na
tétivach (secnéch) je roven tzv. mocnosti bodu Y ke kruznici.
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Obrézek 4.4: Ilustrace druhého dikazu Véty [J

a Y rozdéleny ve stejném poméru. Proto jsou podobné i trojuhelniky M AX
a MEY a také trojuhelniky M XD a MY F'. Ziskavame tedy vztahy

XM| |YM)|
IAX|  |EY]’
XM|  |YM)|
\DX|  |FY]|’
a tudiz
| X MJ? Y M|?

= . 4.1
AX[-|DX| _ [EY]-[FY] (4.10)

Z vlastnosti dvojic tétiv BC, PQ, resp. AD, PQ kruznice k prochézejici
tymz bodem Y, resp. X dale vyplyva, ze

|BY|-|CY| = [PY]-]QY], (4.11)
IAX|-|DX]| = |PX]| - |QX]. (4.12)
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Z rovnosti (4.9) a (4.11) plyne

|EY |- |YF|=|PY|-|YQ) (4.13)
Dosazenim vztahu (4.12)), (4.13) do rovnosti (4.10|) dostavame rovnost
| X M? Y M|*

[PX|-lQX|  [PY]-[YQ[

kterou dale upravime:

[ XM[*-|PY|-[YQ| = [YM[* - |PX] - |QX],
[XMPYMP+|XMP-|PY|-[YQ| = [XM*- [y M* + Y M|*- |PX||QX],

XM (Y M+ |PY]-[YQl) = [V M- (XM +|PX]| - [QX]),

[ XM Y MP?
- . (4.14)
[XM?+|PX]|-|QX]  [YMP+[PY]-|YQ|
7Z obrazku [£.4] je zfejma platnost vztahu
|PX|+ |XM|=|PM]|. (4.15)
Protoze |PM| = |MQ)|, plati zaroven
|PX|* +|PX|-|[XM] = |PX|-[MQ)|.
Upravami ziskévame
|PX[*+2|PX| - [XM| = |PX|-[MQ|+|PX]| - |XM],
[PX[?+2|PX|-|XM| = |PX] - (|MQ| +|XM]),
|PX|* +2|PX|-|XM| = |PX|-|QX]|. (4.16)

Déle umocnénim obou stran rovnosti (4.15)) dostavame
2
Y

PMP? = (|PX|+|XM])
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|PM? = |PX|> +2|PX]|- | XM| + | XM|?,

|PX|* 4+ 2|PX]|-|XM|=|PM|* — | XM|*. (4.17)
Ze vztahu (4.16) a (4.17) vyplyva rovnost

[PM[* — |XM]* = |PX] - |QX]

a nasledné

|PM|? = | XM|* + |PX]| - |QX]. (4.18)

Analogickym zpiisobem lze ziskat vztah

QM = [YM[* + |PY]- [YQ|. (4.19)
Dosazenim vztahu (4.18]), (4.19) do rovnosti (4.14)) dostdavame
[ XM]? [V M]?

[PM*  [QM[*
Délky tusecek jsou pouze nezaporné ¢isla, rovnost proto mizeme prepsat
bez druhych mocnin:

I XM|  |YM)|
[PM| QM|
Je tedy zTejmé, ze tsecka PM je bodem X rozdélena ve stejném pomeéru
jako tsecka QM bodem Y, a tedy také plati

I XM| |PM]|

YM| |QM]
Protoze jsou stejné dlouhé usecky PM a QQM, jsou stejné dlouhé i tsecky
XM a MY. Bod M je tudiz stredem tsecky XY O]

4.4 'Treti diikaz Véty o motylovi
Diikaz. Ovéreni véty je zalozeno na vlastnostech vnitinich thla trojuhelniki.
Pro zjednoduseni zapisu nejprve oznac¢ime velikosti vnitinich 1hla jistych
trojihelniki nasledujicim zptsobem (viz obréazek :

a = |<XMD|,

f=|<AMX]|,
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Obréazek 4.5: Ilustrace tietiho dukazu Véty [9)

v = [<DAM],
§ = |<MDX|.

Vzhledem k vlastnostem vrcholovych a obvodovych 1hla je soucasné

a=|<YMC|,
B =|aBMY],
v = |<MCB,
d = |<YBM]|.
Oznatme a = |PM| = |M@)| a uvédomme si, ze velikost § vnitiniho thlu

trojuhelniku DM A je 180° — (a+ 3 + 7).

Pomoci sinové véty pro trojuhelnik DM X ziskame vztah

|IDX| | XM)|

sin av sin &
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a nasledné vyjadrime délku tsecky DX:

| XM|-sina | XM]|-sina | XM]-sina

DX| = — = . (4.20
[DX] sin § sin (180° — (a+ B +7v)) sin(a+p+7) (4.20)
Vyuzitim téze véty pro trojuhelnik AX M dostavame vztah
|AX| | XM]|
sinfg  siny’
tj.
XM)|-si
Ax| = XM]-sinf (4.21)
siny

Z vlastnosti tétiv PQ, AD kruznice k protinajicich se v bodé X ziskame
rovnost

|AX|-|DX| = |PX| - |XQ| = (a = |XM]) - (a + |XM]|) = a® — XM,

a tudiz
|AX| - |DX|=a® — | XM|*. (4.22)

Dosazenim za |AX|, |DX| ze vztahu (4.20]), (4.21]) do rovnosti (4.22]) dosté-

vame vztah

| XM]|-sinfg | XM|-sina
sin 7y sin (o + 8+ )

=a® - |XM|27

| XM|*-sina-sin 8 = (a®> — |[XM|?) - siny - sin (a + 8+ 7),

| XM|*-sina-sin 8 = a®-siny-sin (a + 8+ ) — | X M|*-sinv-sin (a + 8+ 7),

| X M|?(sina - sin 8+ siny - sin (& + S+ 7)) = a® - siny - sin (a + 8+ 7),

a’ - sinvy - sin (a +  +7)
sin-sin 8 +siny -sin (o + 6 +7)

[XM* =

Pomoci sinové véty pro trojihelniky BMY ', C'Y M a vyuzitim vlastnosti
tetiv. PQ, C'B protinajicich se v bodé Y ziskdme analogickymi tpravami
vztah
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a® - siny - sin (a + 5+ 7)

YM|* = .
| | sina - sin f + siny - sin (o + 5 4 )

Tedy | X M|* = |Y M|? a protoze | X M|, |Y M| jsou ¢isla kladnd, je rovnéz
| XM| = |Y M| Bod M je tedy stiedem tisecky XY
[
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5. Malfattiho kruhy

Posledni kapitola ¢tenare seznamuje se snahami vytesit tzv. Malfattiho
problém, ktery se tyka tii kruht jistych vlastnosti umisténych do daného
trojuhelniku. Giovanni Francesco Malfatti problém predlozil roku 1803 v tex-
tu [I7]. Navrhl rovnéz feseni, které nazyvame Malfattiho kruhy a o némz vsak
dnes vime, zZe neni spravné, nebof nesplnuje pozadavek kladeny na tii vepsané
kruhy. V nésledujicim textu predstavime toto Malfattiho TeSeni a zamérime
se na specialni pripad, v némz je dany trojuhelnik rovnostranny. Ukazeme ale
i jiny pristup k reseni Malfattiho problému. Dale Malfattiho kruhy zkonstru-
ujeme a predstavime feseni tlohy, ktera se jich tyka a lze ji zadat v hodinach
sttedoskolské matematiky.

Kapitola je zpracovana na zdkladé textu [3], [7], [16], [17], [21], [26].

5.1 Giovanni Malfatti a jeho pristup

Giovanni Francesco Malfatti (1731-1807), téZ znamy jako Gian Francesco
Malfatti nebo také Gianfrancesco Malfatti, byl italsky matematik, ktery se
na pocatku 19. stoleti pokousel o minimalizaci odpadu pfi tesdni mramoro-
vych sloupt. Konkrétné uvazoval mramorovy trojboky kolmy hranol, z néjz
mély byt vytvoreny tii valcové sloupy, jejichz osy jsou rovnobézné s hranami
hranolu. Tyto sloupy mély mit co nejvétsi soucet objemt, tj. odpad po tesani
mél byt co nejmensi.

Predstavime-li si podstavu tohoto hranolu a téz podstavy jednotlivych
sloupt, ziskavame trojtihelnik a tii kruhy (viz obrazek . Problém se tedy
transformuje v otazku, jak do daného trojuhelniku umistit tii kruhy, aby
soucet jejich obsahii byl co nejvétsi. Gian Francesco Malfatti se domnival, ze
kruhové podstavy téchto sloupii je nutné umistit tak, aby se kazd4 z nich do-
tykala zbyvajicich dvou podstav a dale dvou stran uvazovaného trojihelniku.
Tato hypotéza se vsak pozdéji ukazala jako nespravna.

Ve snaze zjistit, které feseni je tim idedlnim, tj. pti které konstrukei vznik-
nou kruhy s nejvétsim souctem obsaht (a tedy i souctem poloméri), vznikl
geometricky problém dnes znamy jako Malfattiho problém.

Definice 3. Necht je dan trojihelnik ABC' (viz obrdzek . Kruhy K;, kde
1 =1, 2, 3, nazyvame Malfattiho kruhy, pokud se kazdy z nich dotykd
zbyvajicich dvou kruhi a zdroven dvou stran daného trojihelniku.

Strany trojuhelniku ABC' budeme v této kapitole dale znacit obvyklym
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zpusobem a, b, ¢ a stiedy kruht po fadé Oy, Oy, O5 (viz obrézek [5.1)).

Obrézek 5.1: Malfattiho kruhy

5.2 Kruhy v rovnostranném trojahelniku

Pro jednoduchost nejprve studujme specialni pripad kruht, a to kruhua
umisténych do rovnostranného trojuhelniku. Vypocitame, jak velkou cast
plochy rovnostranného trojuhelniku vyplni Malfattiho kruhy, a poté totéz
udélame pro jiny pristup k feseni Malfattiho problému, v némz kruhy nejsou
Malfattiho.

Uvazujme tedy, Zze je dan rovnostranny trojihelnik ABC'. Bez djmy na
obecnosti predpokladejme, ze délka jeho strany je rovna jednotce j. Obsah
kruhu K;, i =1, 2, 3, ozna¢me S;.

5.2.1 Malfattiho reseni

Malfattiho kruhy K, Ky, K3 pro rovnostranny trojihelnik jsou ziejmé
navzdjem shodné (viz obrdzek [5.2)).

Vypocitejme obsah jednoho Malfattiho kruhu, jehoz polomér oznacme r.

Déle ozna¢me P patu kolmice vedené stredem (; kruhu K; na stranu troj-
uhelniku AB. Ziskavame pravouhly trojuhelnik APO; s vnitinim thlem pii
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Obrézek 5.2: Malfattiho kruhy v rovnostranném trojihelniku

vrcholu A o velikosti 30°, nebof stted O lezi na ose ithlu BAC, ktery méa
velikost 60°. Z vlastnosti uvedeného pravothlého trojihelniku ziskavame

|0, P|
|AP|

Délka strany AP trojihelniku APO; je zfejmé rovna % — r a délka jeho
strany O; P je rovna poloméru r. Proto

tg 30° =

6r + 2rv/3 = V/3.

Proto

V3 V3 6—2v3 6vV3—-6 V3—-1.
,r,: — . fr— = .
6+2v3 6+2¢3 6—23 24 4 )
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Obsah S; kruhu K; je tedy

1 = = 0,1052234018 j?

o 2 V3 —1 2_7r(4—2\/§) (2 —/3)
e ~ 16 8

a soucet S ti¥f obsahti S; kruhtt K, Ky, K3 je piiblizné roven 0,3156702054 j?.

Oznacime-li Syp stfed tsecky AB, je obsah Sa trojiuhelniku ABC' roven

AB|-|Sa5C|  1-4/1—7
SA:| |£AB | _ 5 1 = 0,4330127019 2.

Protos S . 0,3156702054
rotoze —— = ————
Sa 0,4330127019

plochu rovnostranného trojuhelniku priblizné ze 72,9%.

= 0,7290091122, vyplni Malfattiho kruhy

5.2.2 Jiné reseni Malfattiho problému

Studujme nyni pristup, v némz kruhy umisténé do trojihelniku nejsou
Malfattiho, nebof se jeden z kruhu dotyka trech stran trojuhelniku. Avsak
i kruhy sestrojené nize popsanym zpusobem vedou k velmi zajimavému vy-
sledku.

Nejprve sestrojime kruh K; se stfedem O; s nejvétsim moznym obsahem,
tj. kruh K vepsany trojihelniku ABC' (viz obrazek . Dale sestrojime
kruh K, se sttedem Oy vepsany do nékteré z dosud nepokrytych oblasti
trojuhelniku ABC' tak, aby jeho obsah byl co nejvétsi. Trojihelnik ABC
zobrazime ve stiedové soumérnosti se sttedem O;. Obraz trojuhelniku ABC
oznacme A'B'C’. Déale ozna¢me D, resp. E prusecik strany B'C’ se stranou
AC, resp. AB. Kruh K musi byt ziejmé vepsany trojuhelniku AED, ktery
je v pripadé rovnostranného vychoziho trojihelniku ABC' téZ rovnostranny.
Kruh K3, ktery je opét vepsany do nékteré ze zbyvajicich nepokrytych oblasti
a ma co nejvetsi obsah, sestrojme analogickym zptisobem v oblasti u vrcho-
lu B (pfipadné u vrcholu C').

Poznamenejme nyni, zZe v matematice se uvedeny zptisob, v némz v kaz-
dém kroku volime prvek majici lokdlni maximum (pfipadné minimum), na-
zyva hladovy algoritmus. Ne ve vSech matematickych tlohach vsak vede k na-
lezeni maxima (pripadné minima) globalniho. Pro Malfattiho problém navrhli
popsany postup roku 1930 H. Lob a H. W. Richmond v ptispévku [16].
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trojuhelniki ABC' a A’B'C’, a déli proto vysky trojuhelniku ABC' v poméru
1 : 2. Polomér r; kruhu K; je tedy roven jedné tretiné vysky trojuhelniku
ABC'. Ze stejného duvodu je polomér o kruhu K roven jedné tfetiné vysky
trojuhelniku AE D, pricemz vyska trojuhelniku AED je rovna jedné tretiné
vysky trojihelniku ABC' (trojihelnik AED je obrazem trojuhelniku ABC
ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem 3).

Vypocétéme nyni obsahy Sk,, Sk, = Sk, kruhit K7, Ky a Kjs:

1—
SKl—TI'T%—ﬂ'<

=

2
3 ) = 0,2617993878 %,

1-1\?
Sk, = Sk, = s = w< 5 4) = 0,02908882087 j>.
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Soucet S obsahtit kruhtt K, K,, K3 je pfiblizné roven 0,3199770295 j?,
oS . 0,3199770295
a tudiz S—A = m = (,7389552965.
Takto sestrojené kruhy proto vyplni trojuhelnik priblizné ze 73,9%, coz
je priblizné o jedno procento vice nez v prvnim pripadé. Je tedy zfejmé, ze
prvni, tj. Malfattiho feseni (tedy feSeni v podobé Malfattiho kruht) neni pro
rovnostranny trojihelnik nejoptimélnéjsi.

5.3 Nejlepsi reseni

Dokonce plati, ze neexistuje trojuhelnik, pro ktery by Malfattiho kruhy
byly nejlepsim fesenim Malfattiho problému. Pro specidlni piipady trojihel-
niku je vyhoda druhého prezentovaného teseni ziejmé jiz od pohledu. Jako
priklad uvedme rovnoramenny trojihelnik, jehoz vnitini thel pti hlavnim vr-
cholu, neboli pfi vrcholu proti zékladné, je velmi maly (jedna se tedy o rov-
noramenny trojuhelnik, pro néjz je pomér délky ramene k délce zakladny
relativné velky). Malfattiho kruhy vyplni velmi malou oblast, pti postupném
vpisovani kruhii s nejvétsim obsahem je soucet obsahtt kruhti znac¢né vétsi
(viz naptiklad text [7]).

A7z v sedesatych letech 20. stoleti bylo ukazano, ze algoritmus predstaveny
dvojici matematiki Lob, Richmond je pfi hledani nejoptimalnéjsitho reseni
lepsi nez Malfattiho Teseni pro vSechny trojuhelniky. V devadesatych letech
poté bylo dokézano, ze tento algoritmus je pro libovolny trojihelnik dokonce
nejlepsi ze vsech moznych postupi.

5.4 Steinerova konstrukce Malfattiho kruhu

Nyni se zamérime na geometrickou konstrukei Malfattiho kruhi v obec-
ném trojihelniku ABC' a poté zminime zajimavosti této problematiky.

Jednou ze znamych konstrukei Malfattiho kruhti je konstrukce svycar-
ského matematika a geometra Jakoba Steinera (1796-1863).

Necht je dan trojuhelnik ABC's vnitinimi thly o = <BAC, f = <CBA,
v = <BCA. Sestrojme osy 01, 09, 03 vnitinich uhla «, £, v trojihelniku ABC'
(viz obréazek . Prisecik os oznacme O a spojme ho se vSemi vrcholy troj-
uhelniku. Tim se trojihelnik ABC rozdéli na tii trojihelniky ABO, BCO,
CAO, kterym v daném potadi vepiSeme kruznice [y, lo, I3.

Ke kazdé dvojici vepsanych kruznic lze sestrojit ¢tyfi spolecné tecny.
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Obrazek 5.4: Steinerova konstrukce Malfattiho kruhu - 1. krok

Dvé z nich jsou ,vnéjsi“ (neprotinaji tsecku spojujici sttedy kruznic) a dvé
Lvnitini® (protinaji tsecku spojujici sttedy kruzmic; tyto dvé teény mohou
pro specidlni pfipady splynout). Jednou z ,vnitinich“ tecen je jiz sestrojend
osa vnitiniho thlu trojihelniku ABC'. Pro kazdou dvojici kruznic sestrojime
druhou z ,vnitinich® tecen a oznacime je t19, t13, t23, pricemz dolni index 77 re-
prezentuje dvojici kruznic [;, [;, k niz teéna prislusi (viz obrézek. ,Vne;jsie
tecny konstruovat nemusime.

Obrézek 5.5: Steinerova konstrukce Malfattiho kruhu - 2. krok
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Uvazujme t1i ¢tyiihelniky, z nichz kazdy ma jeden vrchol splyvajici s jed-
nim z vrcholt trojihelniku ABC'. Strany ¢tyftuhelniku s vrcholem A lezi na
stranach b, ¢ trojihelniku ABC' a dale na primkéach ¢y, te3. Strany Ctyt-
thelniku s vrcholem B lezi na stranach a, ¢ trojuhelniku ABC' a déale na
primkach 93, t13. A konec¢né strany c¢tyrihelniku s vrcholem C' lezi na stra-
nach a, b trojuhelniku ABC' a déle na primkach tq3, t15. Sestrojime-li kruhy
vepsané témto Ctyrihelnikum, ziskdme Malfattiho kruhy (viz obrazek .

Obrazek 5.6: Steinerova konstrukce Malfattiho kruhu - 3. krok

5.5 Uloha tykajici se Malfattiho kruhu

Jiz na stfedni skole miizeme Tesit nasledujici illohu o trojihelniku, ve kte-
rém jsou umistény Malfattiho kruhy.

Priklad. Urcete délky usecek, které lezi na strandch daného trojuhelniku a
jejichz krajnimi body jsou body dotykid Malfattiho kruhi s témito stranams.

Uvazujme trojihelnik ABC' se stranami a, b, ¢ a jemu prislusné tri Mal-
fattiho kruhy se stredy Oy, Oy, O3 (viz obrazek . Déle zna¢me r; polomér
kruhu K; se stredem v bodé O;, kde i = 1, 2, 3. Sestrojme pravouhlé pru-
meéty stredtt O; na strany trojuhelniku a, b, ¢ a oznacme je Oy, kde [ je strana
trojuhelniku, na kterou je stied promitnut (tj. [ = a nebo [ = b nebo [ = ¢).
Ukolem je tedy uréit vzdéalenosti |O1.0a|, |O2034] a [0103].

Uvazujme lichobéznik 01,045,050 (viz obrézek a rozdélme ho tsec-
kou, ktera je rovnobézna s iseckou 01,0, a prochazi bodem O, na obdélnik
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Obréazek 5.7: Body dotyku Malfattiho kruht

a trojuhelnik. Pomoci Pythagorovy véty pro tento trojuhelnik, jehoz prepona
mé délku 71 479 a jedna z jeho odvésen ma délku |r; — ro|, uréime vzdalenost
bodu Oq., Oy, nasledovne:

O1, 2\/riry Oy,

Obréazek 5.8: Lichobéznik O1.02.02:04

|01:04.| = \/(7‘1 +179)% — (11 — 1r2)?,

) 2 .2 2
|01.04.| = \/rl +2riro + 135 —ri + 2rirg — 13,

|O1c02c| = \4riry,

’Olco2c| = 2\/7'17”2- (5~1)
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Analogickymi vypocty ziskame délky tuseki, které jsou vymezeny body do-
tyku Malfattiho kruhti na stranéch a, b trojihelniku ABC"

|O2a03a’ - 2\/ Trars, (52)

|O1603p| = 2+/1175. (5.3)
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Zaver

V diplomové praci jsme studovali nékolik prekvapivych, na pohled pt-
sobivych matematickych problémt, které se tykaji jednoho ze zakladnich
geometrickych utvari, a to kruznice. Kruznicim jsme se vénovali podrobné,
avsak na takové irovni, aby prace byla srozumitelna i pro stiedoskolské cte-
nate. V kazdé kapitole jsme predstavili dany problém a ptibuzné pojmy c¢i
otazky. Problematika jednotlivych témat vsak neni zdaleka vycerpana. Exis-
tuje napriklad mnoho dalsich konstrukci Archimédovych kruznic. Neékteré
byly predstaveny v praci [11], dalsi lze nalézt v odbornych ¢asopisech (viz
napiiklad ¢lanek [14]). Pro Vétu o sedmi kruznicich lze déle studovat, zda
jejl platnost zustava zachovana v zavislosti na ocislovani bodi dotyku dané
kruznice a jednotlivych kruznic fetézce. Pro Fordovy kruznice bychom mohli
studovat jejich souvislost s tzv. Fareyovymi posloupnostmi (viz napt. text [1])
a u Veéty o motglovi jeji rozmanitd zobecnéni (viz napft. ¢lanek [22]). Zkuse-
nému poctari muzeme doporucit zaobirat se vypoctem polomért Malfattiho
kruhti nebo blize zkoumat Steinerovu konstrukei (viz napiiklad clanek [10]).
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