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ABSTRAKT

Ma bakalarska prace je zaméfena na metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Cilem je
vysvétlit aplikaci danych metod feSeni soustav linearnich rovnic a pro kazdou metodu
piifazeni vyhod a typ soustavy, pro kterou je tato metoda vyhodna.

Prace by méla byt vhodna pro Zaky zédkladni 1 stfedni Skoly, pro studenty vysoké Skoly 1
osoby matematiku nestudujici.

Je zde popsdna metoda dosazovaci, scitaci, srovnavaci, grafickd, Gaussova eliminace,
Gauss-Jordanova eliminace, inverzni matice a Cramerovo pravidlo a jejich vyuziti pfi
feSeni soustav dvou a vice linearnich rovnic o dvou a vice neznamych. Obsahuje obecné
vysvétleni a uvedeni konkrétniho postupu na piikladech, vyhody a nevyhody dané metody
a typy soustav, u kterych bychom tuto metodu pouzili.

Prace se zabyva poctem feSeni soustav rovnic v zavislosti na podob¢ soustavy. Zaroven

vysvétluje zakladni pojmy a uvadi zjednoduSené definice pojmt, se kterymi pracuje.

KLICOVA SLOVA
soustava rovnic, vypocetni metody, 2 a vice neznamych, grafické feseni, matice, eliminace,

Cramerovo pravidlo, linearni algebra



ABSTRACT
My bachelor’s thesis is focused on methods for solving systems of linear equations. Its aim
is to explain the application of these methods for solving systems of linear equations and to

assign advantages and the type of system for which each method is advantageous.

The thesis should be suitable for elementary and secondary school students, university
students, as well as individuals not studying mathematics. It describes substitution method,
addition method, comparison method, graphical method, Gaussian elimination, Gauss-
Jordan elimination, inverse matrix and Cramer's rule and their application in solving
systems of two or more linear equations with two or more unknowns. It includes a general
explanation and a specific procedure with examples, advantages and disadvantages of each

method, and types of systems for which the method would be used.

The thesis examines the number of solutions of systems of equations depending on the
form of the system. It also explains basic concepts and provides simplified definitions of

the terms used.

KEYWORDS
system of equations, computational methods, 2 and more unknowns, graphical solution,

matrix, elimination, Cramer’s rule, linear algebra
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Uvod

Pro psani své bakalaiské prace jsem si vybrala své nejblizsi téma, metody feSeni soustav

linearnich rovnic.

V ucebnicich a na internetu se nachazi spousta navodu, jak dané metody pouzit, ale nenasla
jsem porovnani metod mezi sebou a doporuceni jakou metodu pouzit na dané soustavy.
Myslenku porovnavat metody mezi sebou ve mné vyvolal stredoSkolsky tkol, ve kterém
se fesila jedna soustava tfi rovnic o tfech neznamych pomoci metody dosazovaci, s¢itaci,
grafické, Gauss-Jordanovy eliminace, inverzni matice a Cramerova pravidla. Prace

je kromé téchto metod rozsifena o metodu srovnavaci a Gaussovu eliminaci.

Zaroven mi chybi elektronicky zdroj, ktery by jednoduse a pochopitelné popsal metody

vyucované na zakladni, stfedni i vysoké Skole bez slozitych informaci navic.

Cilem mé prace je vysvétlit aplikaci danych metod feSeni soustav linearnich rovnic

a priradit ke kazdé metod¢ jeji vyhody a typ soustavy, pro kterou je tato metoda vyhodna.

Sama se u¢im chéapat matematiku na prikladech, a proto jsem se rozhodla timto zptisobem

zpracovat celou bakalaiskou préci.

Prace je psana tak, aby byla srozumitelnd pro Zaky zékladni i stfedni Skoly, pro studenty
vysoké Skoly i osoby matematiku nestudujici. D¢Eli se na dvé kapitoly, pficemz v prvni
kapitole je obecné vysvétleno, co jsou to soustavy linearnich rovnic a jaké jsou upravy,
které mizeme pii feSeni rovnic pouzit. V druhé kapitole jsou popsany a vysvétleny
jednotlivé metody feSeni soustav rovnic, jsou zde uvedeny ptiklady feSeni riznych soustav,

vyhody dané metody a typy soustav, u kterych bychom danou metodu pouzili.



1 Linearni rovnice a jejich soustavy

1.1 Linearni rovnice
Rovnice je zapis rovnosti dvou vyrazl, v nichZz se mtize vyskytovat jedno a vice pismen
(x, y,z,t apod.) oznacujicich tzv. neznamou. Rovnice Ize délit dle poctu nezndmych

na rovnice s jednou neznamou, napiiklad:
3x —2=2x+5, (1.1.1)
rovnice se dvéma neznamymi, napiiklad:
12x — 7y = 2y + 4. (1.1.2)
Analogicky se tfemi, ¢tyfmi, péti neznamymi atd. (Zhouf, 2019)

Dosazovéanim ¢isel z daného defini¢niho oboru (napf. redlna ¢isla nebo komplexni ¢isla)
za neznamou tak, aby po jejich dosazeni byly vyrazy na pravé i levé stran¢ definovany
(vdaném definicnim oboru), ziskdme platné nebo neplatné rovnosti. Naptiklad pokud

za x v rovnici (2.1.8) dosadime ¢islo 7, ziskdme platnou rovnost:
3:7-2=2-7+45
19 = 19.

Naopak pokud v rovnici (1.1.2) dosadime za x ¢islo 2 a za y ¢islo 3, ziskdme neplatnou

rovnost:

12-2-7-3#2-3+4
3 # 10.

Cisla, jejichz dosazenim do rovnice za neznamé ziskdame platnou rovnost, se nazyvaji
feSenim rovnice, nebo taktéz kofeny rovnice. V jinych matematickych textech se miizeme
setkat s oznacenim kotfenu rovnice jako Cisla, které danou rovnici spliiuje nebo ji vyhovuje.
Cislo x = 7 je tim padem feSenim rovnice (2.1.8) a&islax = 2 ay = 3 nejsou feSenim
rovnice (1.1.2).

VyfteSeni rovnice je nalezeni vsech jejich feSeni neboli nalezeni mnoziny jejich feseni.
Mnozina feSeni rovnice je obvykle oznaovana pismenem K, P nebo M apod. Napiiklad

feSeni rovnice (2.1.8) miizeme zapsat jako K = {7}. (Charvat et al., 2009)



Pro vSechny nalezené kofeny rovnice je vhodné provést zkousSku. Tu provedeme
dosazenim nalezené¢ hodnoty za danou nezndmou. Pokud po dosazeni ziskdme platnou
rovnost, je dané feSeni spravné. Pomoci zkousky ovéiime, zda je naSe feSeni spravné,

nezjistime vsak, zda jsme nalezli vSechna feSeni.

Lineérni rovnice s jednou nezndmou jsou rovnice ve tvaru ax + b = 0 kde a, b € R. Vyraz
ax+b =0, kde a# 0, a,b € R nazyvame linearni dvoj¢len. Linearnimi rovnicemi
nazyvame vSechny rovnice, které lze pfevést do tvaru ax +b =0 pomoci
tzv. ekvivalentnich viprav. Cislo a nazveme linedrni koeficient a &islo b absolutni koeficient
(absolutni clen). Linearni rovnice se dvéma nezndmymi miZeme prevést do tvaru
ax+by+c=0 kde a,b,c € R. Podobné¢ pro rovnice s vice nezndmymi.

(Cizlerova et al., 2013)

1.2 Ekvivalentni upravy rovnic

Pii postupu hledani feSeni rovnice piSeme postupné dalsi rovnice, které vznikaji
z predchozi rovnice. Cilem Uprav pivodni rovnice je ziskat rovnici u niz zname kotfeny
nebo je dokdzeme snadno urcit. Tedy nejlépe do rovnice ve formé x = a, kde x je neznama
a a je ¢islo z defini¢niho oboru. Pouzité upravy musi zachovat koteny pivodni rovnice,
tedy rovnice vzniklé danymi Upravami musi mit stejné koteny. Tyto Gpravy nazyvame
dusledkove, taktéz implikacni. V ptipadé disledkovych uprav mizeme ziskat rovnici, ktera
ma stejné kofeny jako plvodni rovnice, ale zaroven ziskame kofeny navic, které jsou
feSenim pouze druhé rovnice, ale nejsou feSenim prvni rovnice. Takovou upravou

je napiiklad umocnéni obou stran rovnice.

Mezi disledkové upravy patii tzv. ekvivalentni Gpravy. Témito Upravami pievedeme
puvodni rovnici na rovnici se shodnou mnozinou vsech kotentl, tedy vSechny kofeny jedné
rovnice jsou i kofeny druhé rovnice a naopak. Ekvivalentnimi Upravami lze pievést
ziskanou rovnici opét na rovnici pivodni. Tyto rovnice se nazyvaji navzajem ekvivalentni.

Ekvivalentni rovnice maji spole¢ny defini¢ni obor. (Polak, 2008)

Zde jsou nejdilezitéjsi ekvivalentni Gpravy, se kterymi se setkdme pii feSeni linedrnich

rovnic:



Zaména levé a pravé strany rovnice
Plati-li x + 3 = 2x — 12, pak zaroven plati1 2x — 12 = x + 3.
Pric¢teni stejného Cisla k obéma stranam rovnice
Naptiklad pokud mame rovnici
x—3=7, (1.2.1)
muzeme k obéma strandm rovnice pficist ¢islo 3 a tim nalézt feSeni rovnice:

x—3+4+3=7+3
x = 10.

Lze pfidat Cislo kladné i zdporné neboli stejné Cislo miizeme k obéma strandm rovnice

pricist nebo od obou stran rovnice odecist.
Pric¢teni stejného nasobku neznamé k obéma stranim rovnice
Naptiklad pokud mame rovnici
3x =7+ 2x, (1.2.2)
muzeme od obou stran rovnice odecist 2x a tim nalézt feSeni rovnice:

3x—2x=7+4+2x—2x

x=17.
Nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovna

Mame-li rovnici y = x a zaroveil plati rovnice x = 25, mlzeme pravou stranu prvni

rovnice nahradit pravou stranou druhé rovnice, protoze jsou si rovny, a ziskat tak koten
y:y = 25.
Vynasobeni obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem

Rovnici mizeme vynasobit nebo vydélit kterymkoliv Cislem riznym od nuly. Rozumime

tim vynasobeni/vyd¢leni obou stran rovnice. Naptiklad rovnici
2x =8

s . e L o
vydélime ¢islem 2 (neboli vynasobime ¢islem E) a ziskame fesent:



x = 4.

Vyse uvedené upravy rovnic miizeme kombinovat a zaroven nezalezi na jejich poftadi,
mnozina feSeni se neméni. Jednotlivé ¢leny na obou stranach rovnice miizeme mezi sebou

sCitat. (Charvat et al., 2009)

Nikdy nedélime strany rovnice stejnym vyrazem s neznamou, protoze tato Uprava vede
ke ztraté nékterych kofenti. Napiiklad pokud rovnici x? = 4x vydé&lime neznamou x,
ziskame jedno feSeni x = 4. Existuje vSak jesté jeden koten (x = 0), ktery jsme ztratili
pouzitim nepovolené upravy. Tato Gprava neni ekvivalentni a zaroven ani disledkova.

(Cizlerova et al., 2013)

1.3 Soustavy rovnic

Soustava m rovnic je soubor m rovnic o n spole¢nych nezndmych x4, x5, X3, ..., Xp.
ResSenim soustavy rovnic je uspofadana n-tice, kterd vyhovuje vSem rovnicim v soustave

soucasng.
Zacénéme Ulohou:

3x — 4y = 12. (1.3.1)
Neni naro¢né uhodnout, Ze napiiklad dvojice ¢isel x = 4 a y = 0 této rovnici vyhovuji.
Jednim z feSeni rovnice (1.3.1) je tzv. usporddand dvojice (x; y) = (4; 0). DalSimi
feSenimi jsou usporadané dvojice (0; —3)(8; 3), (6; %),(—2; —g) atd. Takovych feSeni

je nekonecné mnoho. Lze je zapsat pomoci parametru, naptiklad t. Parametr miize nabyvat
libovolnych hodnot, coz vede k nekoneéné¢ mnoha feSenim soustavy. K parametru

zapisujeme Ciselny obor, ze kterého mizeme za parametr dosadit. Napiiklad v rovnici
(1.3.1) miZeme zavést parametr y =t (t € R) a feSenim bude (4 + gt; t), ptipadné

C o 3 .. . o
zavedeme parametr x =t (t € R) a feSenim bude (¢; i 3). Mnozinu K vSech feSeni

muzeme napiiklad zapsat jako:

4
K=f(s+te0)cen)

10



Parametr mtizeme zvolit libovolné. Lze se tak napiiklad zbavit zlomkl v zapisu ur¢enim

parametruy = 3t (t € R):
K ={(4 + 4t; 3t),t € R}.

Parametr nemusime oznacovat jinym pismenem, ale miizeme ponechat danou neznamou.

Naptiklad pokud zvolime parametr y (y € R), pak mnozinou feSeni rovnice (2.1.8) bude:
4
K = {(4+§y; y),y € R}.

Zapis pomoci parametru vyuzijeme pii feSeni soustavy rovnic, kde je vice neznamych nez
rovnic. V rovnici, kde jsou dvé a vice nezndmych, bude vzdy jedna zaviset na druhé.

KaZzdé feSeni, pro které je potfeba zavést parametr, je mozné zapsat vicero zpusoby.

Uvedena rovnice byla se dvéma nezndmymi. MiiZeme mit rovnici se tfemi nezndmymi,
Ctyfmi, péti, Sesti a vice. Jejich feSenim je pak uspofadana trojice, Ctvefice, pétice
a tak ddle. Obecné toto feSeni nazyvame uspotfddanou n-fici. Ekvivalentni Upravy pro

rovnice s vice neznamymi jsou shodné s ekvivalentnimi upravami pro jednu nezndmou.
K rovnici (1.3.1) pfidame druhou rovnici (1.3.2):

3x —8y =0. (1.3.2)
Resenim této rovnice pii dosazeni parametru y = 3t (t € R) je K = {(8t; 3t),t € R}.

Rovnice (1.3.1) a (1.3.2) 1ze nazvat soustavou rovnic a jejim feSenim je usporadana dvojice

(8; 3). V nasledujici kapitole si ukaZeme, jak toto feSeni nalézt.

Ptfidanim druhé rovnice jsme ziskali soustavu dvou rovmic o dvou neznamych. Tato
soustava rovnic ma jedno feSeni. Kdyz jsme méli jednu rovnici a dv€é neznamé, ziskali
jsme nekone¢né¢ mnoho feSeni. Mohli bychom ptredpokladat, ze pokud je pocet rovnic
roven poctu neznamych, ziskame jedno feSeni. Pocet feSeni se ale odviji nejen dle poctu

neznamych a poctu rovnic, ale zavisi i na konkrétnich rovnicich.

Rovnice soustavy totiz mohou byt tzv. linedrne zavislé. Rovnice v soustavé jsou linearné
zavislé, pokud Ize jednu rovnici vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich rovnic

v soustavé. To znamend, ze jednu z rovnic lze ziskat pfiCtenim nebo odectenim
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n-nasobku ostatnich rovnic v soustavé. Pokud ani jednu zrovnic nelze ziskat linearni

kombinaci ostatnich, nazyvame rovnice linedrné nezavisle.

Napftiklad u soustavy rovnic (1.3.3) ziskdme tieti rovnici, pokud seteme Cleny prvni

a druhé rovnice.

x+ty+z=2 (1.3.3)
3x—4y+z=9
4x —3y+2z=11

Tteti rovnice je linearni kombinaci prvni a druhé rovnice a soustava rovnic je v dasledku

toho linedrné¢ zavisla. Tato soustava by méla nekoneéné mnoho feseni.

Zaroven soustava nesmi obsahovat ekvivalentni a duplicitni rovnice a Zddna z rovnic nesmi
byt ekvivalentnimi Upravami ptevedena na rovnici 0 = 0. Naptiklad x = x, nebo
0x + 0y + 0z = 0. Tyto rovnice nam v feSeni nepomohou. Déle je budeme oznacovat jako

rovnice typu 0 = 0.

Zaroven mizeme mit soustavu rovnic, kterd nema zadné feseni. V tomto ptipadé neexistuje

zadna uspofadand n-tice, kterd by vyhovovala v§em rovnicim soucasné. Napiiklad:

x+y=1 (1.3.4)
x+y=2.

Tyto rovnice jsou rozporuplné Cili se Gpln€¢ vyvraceji. Mlizeme se setkat s oznacenim
nekonzistentni rovnice. Soustava nema zadné feSeni, protoze neexistuje zaddna dvojice
(x; ¥), ktera by vyhovovala obéma rovnicim soucasné. Domnénka, ze vSechny soustavy

n rovnic o n neznamych maji jedno feseni, je mylna. (Charvat et al., 2009)

Mame-li tedy méné& rovnic nez neznamych, obvykle ziskdme nekonecny pocet feseni, které
lze elegantné zapsat pomoci parametru. Vyjimkou by byly naptiklad soustavy obsahujici
nekonzistentni rovnice (viz (1.3.4)). Mdame-li shodny pocet rovnic a neznamych,
ziskdvame jedno feSeni v pfipadé€, Ze rovnice jsou linedrné nezavislé, nejsou vzajemné
rozporuplné, nejsou ekvivalentni a soustava neobsahuje duplicitni rovnice a rovnice, které

1ze ekvivalentnimi tipravami zménit na rovnici 0 = 0.
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Mame-li vice rovnic nez neznamych, opét mizeme mit nekonecné mnoho feseni i zadné

feSeni. VSechny ptipady si uvedeme v nasledujici kapitole.

Ziskame pravé jedno feSeni v piipadé, Ze dané feseni spliiuji vSechny rovnice. V tomto
piipad¢ musi byt rovnice ,,navic* (soustava tfi rovnic o dvou nezndmych obsahuje prave
jednu rovnici navic, soustava ¢tyf rovnic o dvou nezndmych obsahuje pravé dvé rovnice
navic atd.) linearné¢ zavisld nebo nasobkem jedné zrovnic, pfipadné musi byt
ekvivalentnimi Gpravami mozné zmenit ji na rovnici typu 0 = 0. Vice si o tomto piipadé

fekneme u grafického teseni (viz kapitola 2.4 Grafické feSeni). Nyni si to ukdzeme

na prikladech:
x+y=5 (1.3.5)
x—y=1
3x+y=1L

Tteti rovnice je souctem dvojndsobku prvni rovnice a druhé rovnice. Soustava je tedy
linearné zavisla. Kazdé dveé rovnice jsou vSak vzajemné nezavislé a lze z nich urcit koteny,

které plati i pro tieti rovnici. Soustava (1.3.5) ma jedno feseni (3; 2).

xX+y=5 (1.3.6)
x—y=1
2x + 2y =10

V soustave (1.3.6) je tieti rovnice dvojnasobkem prvni. K ur€eni feSeni nam vSak staci dve
rovnice, vtomto piipadé¢ prvni a druhd nebo druha a tfeti. Zbylou rovnici mizeme

vyskrtnout. Tato soustava mé jedno feSeni (3; 2).

x+y=5 (1.3.7)
x—y=1
! +5=
X Ty

U soustavy (1.3.7) jsou vSechny tfi rovnice linearné nezavislé. ReSeni soustavy prvnich
dvou rovnic je (3; 2), feSeni soustavy druhé a tieti rovnice je (4; 3) a feSeni soustavy prvni

a tieti rovnice je (0; 5). Celkové soustava nema zadné feSeni. U soustav, které nemaji
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zadné teSeni, cCasto pfi feSeni ziskdme neplatnou rovnost, napt. 0 =4 apod.

(Liska et al., 2018)

Zkouskou spravnosti je, stejné jako u jedné rovnice, dosazeni hodnot za neznamé. Pokud
u vSech rovnic soustavy ziskdme po dosazeni platnou rovnost, jedna se o kotfeny soustavy

rovnic.
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2 Metody FeSeni soustav rovnic

Pii feSeni soustavy rovnic mizeme na kazdou zrovnic pouzit libovolné ekvivalentni
Upravy. Zaroven na soustavy rovnic miizeme pouzit ekvivalentni Upravy soustav rovnic.
Dvé¢ soustavy linearnich rovnic jsou ekvivalentni, pokud jednu z nich Ize ziskat z druhé
ekvivalentnimi pravami. Jestlize jsou dvé soustavy rovnic ekvivalentni, potom maji stejné
feSeni. Naptiklad mizeme zaménovat poradi rovnic v soustavé. S dal§imi ekvivalentnimi

Upravami se setkdme v rdmci metod feSeni soustav rovnic.

Neexistuje nejlepsi metoda pro vSechny soustavy rovnic. Nekteré metody jsou vhodné
pro soustavy mén¢ rovnic, zatimco jiné jsou efektivni pro soustavy o vice rovnicich
s vétSim mnozstvim neznamych. Vybér spravné metody zavisi na konkrétni soustaveé
rovnic, kterou se snazime vyiesit. Vysledek nezélezi na volbé metody, kazdé soustava ma

stejné feseni, nezavisle na metod¢, kterou pouzijeme.

V této kapitole si vysvétlime nejpouzivanéj§i metody obecné i na ptikladu. Uvedeme

si vyhody a nevyhody dané metody a typy soustav, u kterych bychom tuto metodu pouzili.

2.1 Dosazovaci metoda
Pti dosazovaci metod¢ vyjadrime z jedné rovnice jednu z neznamych, tedy osamostatnime
ji pomoci ekvivalentnich Gprav na jednu stranu rovnice. Zde je pifiklad dvou rovnic,

kde osamostatnime x:

x+2-3y=0 (2.1.1)
x=3y—2
2x—3y+z=5 (2.1.2)
3 1 +5
X=5y—5z+s3.

V rovnici (2.1.1) jsme pouze odecetli 2 — 3y, ale v rovnici (2.1.8) jsme celou rovnici délili
dvéma a vznikl ndm zapis se zlomky. V piipadé€ této rovnice by bylo pfehlednéjsi zvolit
na vyjadfeni neznamou z. Obecné je nejlepsi si vybrat k vyjadfeni nezndmou, kterou lze
osvobodit v co nejmensim poctu krokd. Zaroven si miizeme vybrat, ze které rovnice
neznamou vyjadiime. Mizeme volit tu rovnici, ve které se néktera z neznamych vyskytuje

v co nejjednodussi formé.
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V ptipad¢ soustavy dvou rovnic takto vyjadienou nezndmou dosadime do druhé rovnice.
Konkrétné pokud by prvni rovnice soustavy v soustavé dvou rovnic byla (2.1.1), do druhé
rovnice dosadime 3y — 2 za kazdé x v dané rovnici. V piipadé soustavy dvou rovnic
o dvou neznamych x a y vyjadfenim x z prvni rovnice a dosazenim daného mnohoclenu
ziskdme rovnici o jedné neznamé, ze které lze vypocitat y. Pojdme si to ukdazat

na konkrétni soustaveé rovnic:

x+y==6 (2.1.3)
3x —y =10.
Z prvni rovnice si vyjadiime x:
x=-y+6.

Dosadime jej do druhé rovnice a dopocitame y:

3(—y+6)—y=10
—-3y+18—-y =10
—4y = -8
y =2.
Znamy kotfen muzeme dosadit do jakékoliv rovnice vzniklé ekvivalentnimi upravami z té
pivodni. Dosazenim ziskdme rovnici o jedné nezndmé a muzeme tak dopocitat druhy
koten. V soustavé rovnic (2.1.8) po dosazeni ¢isla 2 zay v obou rovnicich vyjde x = 4.

Kontrolou ndm miiZe byt fakt, ze ziskdme v obou rovnicich stejny vysledek.

Nyni si vyfesime stejnou soustavu rovnic znovu, ale tentokrat vyjadiime y z druhé rovnice:
y = 3x — 10.

Dosadime jej do prvni rovnice a dopocitdme x:

x+Bx—10)=6
x =4,

Neznamou x mizeme dosadit do prvni rovnice a dopocitat y:

44+y=6
y=2.
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Stejné tak miZzeme x dosadit i do druhé rovnice:
3:4—y=10
y =2.
V obou ptipadech ziskame stejny vysledek.

Mame-li soustavu tii rovnic se tfemi neznamymi, z jakékoliv rovnice vyjadiime jednu
z neznamych a dosadime ji do zbylych dvou rovnic. Takto ziskdme soustavu dvou rovnic
o dvou nezndmych, kterou uz umime vyftesit. Zpétnym dosazenim zndmych kofent

do jakékoliv z rovnic ziskame i tfeti kofen soustavy.

Obdobné je to u soustav s vice rovnicemi. Z jedné rovnice si vyjadiime nezndmou
a dosadime ji do zbylych rovnic soustavy. Tim nam vznikne novéa soustava, kterd ma
o jednu rovnici a jednu nezndmou mén¢. Pivodni rovnice, kterou jsme vyuzili k vyjadieni
neznamé, si uZ nevs§imame. Muzeme ji pouzit, az budeme znat ostatni kofeny k vypoctu
neznamé, kterou jsme vyjadfili. Dale znovu zjedné zrovnic vyjadiime libovolnou
neznamou a dosadime za ni v ostatnich rovnicich. Takto se ndm soustava bude zmensovat
aZ na jednu rovnici s jednou nezndmou, kterou uz dopocitdme jednoduse. Poté se vracime

zpét a dosazovanim znamych kotent do piedchozich rovnic ziskame zbylé koteny.
Pojd’'me si tento postup ukazat na soustave Ctyt rovnic o Ctyfech nezndmych:

a+b+c+d=10 (2.1.4)
2a+4b+c+3d =10
3a+2b+3c+4d =10

a+2b+c+d=10.

Z prvni rovnice si vyjadiime a a dosadime ho do zbylych rovnic. Abychom neztratili
piehlednost, budeme u soustav rovnic pouzivat vodorovné Cary na rozdéleni posledni

a prvni rovnice:

a=10—-b—-c—d
200—=b—c—d)+4b+c+3d =10
3(10—b—c—d)+2b+3c+4d =10
(10—-b—c—d)+2b+c+d=10
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2b—c+d = -10
—b +d = -20
b=0.

Nyni nam vznikla soustava tii rovnic o tfech neznamych (b, ¢, d). MiZeme si v§imnout,
ze ze treti rovnice naSi nové soustavy nam vyslo b = 0. Toho mizeme vyuZzit, protoze
takto nemusime Zadnou nezndmou osamostatiiovat. Dosadime ¢islo 0 za b v prvni a druhé

rovnici:

—c+d=-10
d = -20.

Nyni jsme ziskali soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, pfi¢emz z druhé rovnice lze
ur¢it nezndmou d. Opét nemusime ani jednu z nezndmych osamostatiiovat, staci, kdyz

d = —20 dosadime do prvni rovnice a dopocitame c:

—c+(=20) =-10
c=-10.

Ziskali jsme koteny b,c,d a pomoci kterékoliv zrovnic ted muzeme dopocitat a.
Nejjednodussi bude dosadit b,c,d do prvni rovnice plivodni soustavy, u niZ jsme

si osamostatnili a:

a=10—-b—-c—d
a=10-0-(—10) — (—20)
a = 40.
Reseni soustavy rovnic (2.1.8) je K = {(40; 0; —10; —20)}.
Tento piiklad byl ponékud jednoduchy, protoze jsme nemuseli vytykat vice nez jednu

neznamou a nemuseli jsme délit. Zaroven, pokud porovnidme prvni a Etvrtou rovnici,

muzeme vyvodit, ze b = 0, protoze jsou rovnice az na nasobek b shodné. Pojd'me

v Vv

4x —3y+z=6 (2.1.5)
8x -7y +4z=—-12
5x — 6y + 6z = 3.
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Z prvni rovnice si vyjadiime z = 6 — 4x + 3y a dosadime do druhé a tfeti rovnice:

8x — 7y + 4(6 —4x + 3y) = —12
5x—6y+6(6—4x+3y) =3

—8x—-7y+24—-16x+ 12y = —12
5x —6y+36—24x+ 18y =3

—8x + 5y =-36
—33 + 19x

—-19x + 12y = -33 -y = 12

—33+ 19«

—8x+5( 12

)=—36

—96x — 165 + 95x = —432

x = 267.

Zname jeden kofen, vybereme si jednu z rovnic, kde se vyskytuje pouze x a y a dosadime

¢islo 267 za x, ¢imz ziskame y:

—8-267+5-y=-36
y = 420.

Nyni x a y dosadime do jedné z pivodnich rovnic soustavy a nalezneme z:

4-267—-3-420+z=6
z =198.

Reseni soustavy rovnic (2.1.8) je K = {(267; 420; 198)}.

Dosazovat ziskany kofen budeme i u ostatnich metod feSeni soustav rovnic, nejen
umetody dosazovaci. Dopocitdme-li jakoukoliv metodou jeden =z kofenli, mlZzeme
ho dosadit do rovnic a zjednodusit si tak vypocet dalSich kotfeni. Nemusime za¢inat znovu
s danou metodou. Konkrétn€ u metody dosazovaci se nemusime po vypoctu jednoho
kofene vracet zpét k plivodnim rovnicim a osamostatiiovat, tentokrat jinou, nezndmou.
Staci kofen dosadit do piivodnich rovnic, a tak si rovnice zjednodusime tim, Ze v nich bude

0 jednu neznamou méng.

19



Nemusime dosazovat pouze za neznamou, ale miizeme dosadit i za mnohoc¢len v rovnici.
V praxi se to ve velké mife nepouziva, ale urcité to ve specifickych ptipadech mizeme
aplikovat. Napftiklad v soustavé rovnic:
x+6—-2y=0 (2.1.6)
x+6+y=3.

Miuzeme vyjadfit x + 6 z prvni rovnice a dosadit jej do druhé rovnice:

x+6=2
2y+y =3
y=1

x =—4.

Mame-li vice rovnic nez neznamych, mizeme pomoci nékolika z nich (pro soustavu
o nneznamych pouzijeme n rovnic) dosazovaci metodou urcit feSeni. Toto feSeni ale
musime ovéfit dosazenim do nepouzitych rovnic. Pokud po dosazeni feSeni do zbylych
rovnic neziskdme platnou rovnost, soustava nema feSeni. Tento zpusob feSeni je
nejjednodussi, ale mame jesteé dalSi moznosti. Druhou moznosti je si rovnice rozdé€lit na
vice soustav a porovnat jejich feSeni. Pokud maji dv€ soustavy spolecné feseni, je toto
feSeni také feSenim soustavy, kterd by vznikla spojenim téchto soustav. Ttreti moznosti je
vypocitat vSechny nezndmé az na jednu a nezndmé poté dosadit do vsech zbylych rovnic.

Posledni nezndma by pak méla vyjit ze vSech rovnic stejné.

Naptiklad soustava (2.1.7) se sklada ze Ctyf rovnic o dvou nezndmych:

%x—y= _3 (2.1.7)
2x +5y =4
x+y=-1
1 11
—§x+2y=7.

K urceni feSeni nam postaci dvé rovnice. MiZzeme si libovolné vybrat dvé rovnice, urcit
fesSeni, a to ovétit dosazenim do ostatnich rovnic. Vybereme si napiiklad tieti rovnici, kde

osamostatnime x a dosadime ho do druhé rovnice:

20



3y=6
y=2.
Dosazenim ¢isla 2 za y naptiklad v rovnici x = —1 — y ziskadme kofen x = —3.

Reseni (—3; 2) dosadime do zbylych rovnic, méli bychom ziskat platnou rovnost:
1
= (=3)-2=-3
>+ (-3)

1 11
_E.(_3)+2.2:_

2
-3 =-3
1111
2 2

Reseni K = {(—3;2)} je spoleéné pro viechny &tyfi rovnice, je tedy feSenim soustavy

2.1.8).

Mame-li vice nezndmych nez rovnic, postupné se dosazovanim dostaneme az k jedné
rovnici o dvou a vice neznamych, ze které ur¢ime jeden kofen tak, Ze z ostatnich udélame
parametry. Poté zpétnym dosazovanim ziskdme zbylé kofeny rovnice, zavislé na stejnych

parametrech.
Napftiklad soustava rovnic (2.1.8) obsahuje dvé rovnice o ¢tyfech neznamych.

2xq1 + 3x; —x3 + 2x, = 10 (2.1.8)

X1 —4x; +2x3 —x4 =9
Z druhé rovnice vytkneme x; = 9 + 4x, — 2x3 + x4 a dosadime do prvni rovnice:
209 + 4x; — 2x3 + x4) + 3%, — x3 + 2x4 = 10.
Vzniklou rovnici upravime:

11x2 - 5x3 + 4x4, == _8
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Ziskali jsme jednu rovnici o tfech nezndmych. Zavedeme tedy dva parametry, napiiklad

11 11 ;o s s v
X3 =TPax,=—"( (p, q € R) a pomoci nich vypocitame koten x,:

11x2 = SX3 - 4x4 - 8

B 4 8
TS T T
5 11 4( 11) 8

TSP T\ 1)1
8
X, =p+d—1r

Pomoci ziskanych kofent nalezneme koten x;:

8 11 11
w=9+a(pra-g7)-2(50) -G

g4y 32 22 1
X =9+4p+4q -7 =P -4

_20 22 16 11 99 32
MEGPT g P T AT AT T

_ 2 .5 67
Y= TEP T AT T

Resenim soustavy (2.1.8) je uspofadana &tvefice. Vysledek zapiSeme jako
K—{( 2 +5 +67_ N 8 11 11) ER}

Dosazovaci metoda je vhodna na pouziti u soustav rovnic, kde 1ze jednoduse osamostatnit

jednu z neznamych, nebo je jedna z nich jizZ osamocena nebo vyfeSena. Tato metoda muze

byt Casoveé narocnd, pokud je tfeba kaZzdou z rovnic upravovat.

Metodu je vhodné pouzit u mensSich soustav rovnic. Pro soustavy s vice nez dvémi
rovnicemi nebo neznadmymi muize byt vhodna, pokud je co nejvice neznamych v rovnicich
s koeficientem 1 nebo —1 (ve form¢ ax, kde x je nezndma a konstanta a je rovna Cislu
1 nebo —1), nebo pokud se nam neznamé po dosazeni vzajemné odectou (jako tomu bylo

v soustave rovnic (2.1.5)(2.1.4)).
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2.2 Sditaci metoda

Sc¢itaci metoda je také jedna z metod vyuCovanych na zakladni Skole. Jak uZz nazev
napovida, budeme rovnice soustavy sc¢itat. Dvé rovnice seCteme tak, Ze seCteme jejich levé
strany (souCet umistime na levou stranu nové vzniklé rovnice) a pravé strany (soucet
umistime na pravou stranu). Secteni rovnic timto zpisobem je ekvivalentni uUpravou

soustavy rovnic. Napiiklad:

x+y=10
2x—3y =4
3x — 2y = 14.

Nasim cilem pfi s¢itani bude eliminovat jednu z nezndmych neboli ji odecist, abychom
ziskali rovnici, kde bude o jednu nezndmou mén¢. Aby se nam cClen s nezndmou odecetl,
musi druhé rovnice obsahovat ¢len opacny. Obsahuje-li jedna z rovnic ¢len ax, kde x je
neznama a a je konstanta, musi druha rovnice obsahovat ¢len —ax. Konkrétné, pokud
chceme eliminovat nezndmou x a prvni rovnice obsahuje 4x, druhd rovnice musi
obsahovat —4x. Cleny obou rovnic musime pomoci ekvivalentnich Gprav pievést do
tohoto tvaru. Obecné staci prvni rovnici vynasobit koeficientem u nezndmé, kterou chceme
eliminovat, z druhé rovnice a druhou rovnici vynasobit koeficientem u neznamé z prvni
rovnice. Poté je tfeba zkontrolovat, zda je znaminko u koeficientu u jedné rovnice kladné
au druhé zaporné, ptipadné jednu z rovnic vyndsobit —1 (zaménit znaménka u kazdého
¢lenu). Abychom nenasobili zbytecné velkymi ¢&isly, mlzeme si pro koeficienty
uneznameé, kterou chceme eliminovat, najit nejmensSi spole€ny nasobek a rovnice

vynasobit tak, abychom ho ziskali.

Je vyhodné vzdy volit k eliminaci ty cleny, které se jiz ve formé ax a —ax nachazi,
piipadné se nachazi ve form¢ ax a ax (jednu zrovnic vynasobime —1), nebo pokud

opacné Cleny ziskdme vynasobenim jedné rovnice (tedy nemusim nasobit ob¢ rovnice).
Ukazeme si na piikladu (2.2.1):

5x+2y=8 (2.2.1)
6x + 4y = 4.
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Pokud bychom chtéli eliminovat x, museli bychom prvni rovnici vynésobit ¢islem —6
a druhou rovnici ¢islem 5 (také 6 a —5). Vyhodnéjsi pro nés bude, pokud prvni rovnici
vynasobime Cislem —2 (nejmensi spolecny nasobek koeficient 2 a 4 je 4) a rovnice poté

secteme:

—10x — 4y = —16
6x +4y =4

—4x = —12.

Z této upravené rovnice uz mizeme dopocitat x = 3. Nyni jen dosadime Cislo 3 za x
. , .. ;1. s 7 X v . 7
v libovolné rovnici a ziskdme y = — - ReSeni soustavy je K = {@3; — 5}.

vvvvvv

totiZ postupné secist jednu rovnici se vSemi zbylymi rovnicemi soustavy tak, abychom
kazdym souctem eliminovali tu stejnou nezndmou. Poté ziskame soustavu, kde je o jednu
rovnici a jednu neznamou méng. Dale postup opakujeme. Vybereme si jednu z rovnic noveé
vzniklé soustavy a vhodné ji seCteme s ostatnimi rovnicemi v soustavé a znovu ziskdme
novou soustavu rovnic. Takto pokracujeme, dokud neziskdme jednu rovnici, z niz lze
ziskat feSeni jedné neznamé. Tu pak dosadime do jedné z rovnic, kterou jsme pouzili pii
souctu pro ziskani posledni rovnice. Timto zpiisobem ziskdme dal$i nezndmou. Ziskané
neznamé postupné dosazujeme do rovnic, dokud nenalezneme vSechny. UkaZeme si to na

soustave rovnic (2.1.5) z predchozi kapitoly:

4x—3y+z=6
8x—7y+4z=-12
5x — 6y + 6z = 3.

Budeme eliminovat proménnou z. Nejmensi spoleény ndsobek Cisel 1, 4 a 6 je 12. Prvni
a druhou rovnici upravime tak, abychom ziskali 12z a tfeti rovnici tak, abychom ziskali

—12z:

48x — 36y + 12z =72
24x — 21y + 12z = =36
—10x + 12y — 12z

Il
I
*
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Secteme prvni a tfeti rovnici a druhou a tfeti rovnici:

48x — 36y + 12z = 72
—10x + 12y — 12z = —6

38x — 24y = 66

24x — 21y + 12z = —36
—10x + 12y — 12z = -6

14x — 9y = —42.
Ziskame tak soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
38x — 24y = 66
14x — 9y = —42.
Vynasobime ob¢ rovnice tak, abychom mohli eliminovat y a dopoc¢itame x:

114x — 72y = 198
—112x + 72y = 336

2x = 534
x = 267.

Dosazenim do jedné z rovnic posledni soustavy ziskame y:

14-267 — 9y = —42
y = 420.

Dosazenim x a y do ptivodni soustavy ziskdme koten z:

5-267—-6-420+6z=06
z = 198.

Reseni soustavy je K={(267; 420; 198)}, tedy stejné feseni, jako jsme ziskali dosazovaci

metodou.

Tento postup si ukdZeme na soustavé rovnic (2.1.4):
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a+b+c+d=10
2a+4b+c+3d =10
3a+2b+3c+4d =10
a+2b+c+d=10.

Posledni rovnici vyndsobime Cislem —1 a seCteme ji s prvni rovnici, vynasobime ji ¢islem
—2 a seCteme ji s druhou rovnici a ¢islem —3 a secteme ji s tfeti rovnici. Eliminujeme tak

ve vSech rovnicich neznamou a a spolu s ni v nékterych rovnicich dals$i neznamé:

—a—2b—c—d=-10
a+b+c+d=10

—2a—4b —2c —2d = —-20
2a+4b+c+3d =10

—c+d=-10

—3a—6b—3c—3d =-30
3a+2b+3c+4d =10

—4b +d = —20.

Timto postupem ziskame 3 rovnice o tfech neznamych:

b=0
—c+d=-10
—4b +d = —20.

Z prvni rovnice nové soustavy zname kotfen b, mizeme ho tedy dosadit do zbylych dvou

rovnic a ziskdme tak soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi:

—c+d=-10
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d = —20.
Opét zname koten d, dosadime ho tedy do prvni rovnice a ziskame koten c:
c = —10.

Zpétnym dosazenim do jedné z ptivodnich rovnic ziskame i kofen a = 40. ReSenim

soustavy je K = {(40;0; —10; —20)}.

Jelikoz se nam podaftilo pfi nékterych rovnicich eliminovat vice neznamych, postup byl

kromé prvniho kroku stejny jako u metody dosazovaci.
Mame-li vice neznamych neZz rovnic, v posledni rovnici ziskdme nezndmou s parametrem.
Naptiklad v soustaveé rovnic:

2x+2y+z=28 (2.2.2)
S5x—y—-7z=11

vynasobime druhou rovnici ¢islem 2 a rovnice secteme:

2x+2y+z=28
10x — 2y — 14z = 22

12x — 13z = 30.
Ur¢ime si parametr z (z = z, z € R) a x vyjadiime pomoci parametru:

132430
YT

a ziskané koteny dosadime do jedné z pivodnich rovnic a vyjadiime y:

13z + 30
(S5

2 =
T )+ y+z=28
13z + 30+ 12y + 6z = 40

_ —19z + 10
Y="12

< . . . i e 13z+30 —192+10
ResSenim soustavy rovnic (2.1.8) je usporadana trojice: K = {( i; ; 1ZZ+ ;Z) ,Z € R}.
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Mame-li naopak vice rovnic nez nezndmych, mizeme fesSeni urcit jen z potiebného poctu

rovnic (tedy pro n neznamych » rovnic) a pro zbylé rovnice feSeni ovétime.

Tato metoda je podstatné zdlouhavéjsi pro soustavy tfi a vice rovnic a je proto vyhodna
zejména pro soustavu dvou rovnic. Pokud nejprve musime rovnice vynasobit, aby se
koeficienty u jedné z nezndmych shodovaly, mize s¢itaci metoda vyzadovat vice krokt
nezZ metoda dosazovaci. Oproti metod€é dosazovaci bychom ji volili tam, kde je slozité

vytknout jednu z neznamych.

Tuto metodu je vhodné pouzit u soustav, kde Ize bez tprav jejich sectenim eliminovat
jednu z nezndmych, tedy kdyZ jsou koeficienty u jedné neznamé opacné nebo se rovnaji
(v tom pftipad¢ jednu z rovnic od druhé odecteme). Vyuzijeme ji také v piipade€, pokud lze

rovnice jednoduse vyndasobit tak, aby byly koeficienty u jedné neznamé opacna ¢isla.

2.3 Srovnavaci metoda

Metoda srovnavaci, taktéz porovnavaci, je ve vétsiné ucebnich materiald zahrnuta pod
metodu dosazovaci. Mize nadm pomoci ulehéit si vypocty v soustavé dvou rovnic.
Postupujeme tak, ze z obou rovnic soustavy vyjadiime stejnou nezndmou a ob& vyjadieni
porovname. Timto zpisobem ziskame novou rovnici pouze s jednou neznamou, kterou
nasledné vytesime. Zpétnym dosazenim ziskame i druhou nezndmou. Naptiklad v soustave

rovnic:

3x—y=1
5x + 3y = 11.
Osamostatnime u obou rovnic y (protoze v prvni rovnici nemusime délit):
y=3x-—-1
_11-5x
y - 3 *

Oba vyrazy porovname a dopocitame x:

3 1_11—5x
XT3

9x —3 =11 - 5x
14x = 14
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x =1
Zpétnym dosazenim do jedné z pivodnich rovnic dopocitime y:
y=3-1-1
y=2.
Srovnavaci metoda ma smysl zejména pro soustavu dvou rovnic, u soustavy tii a vice
rovnic je oproti predeslym metodam zbytené slozita. Ukazeme si to na soustavé rovnic
(2.1.5):
4x—3y+z=6
8x -7y +4z=—-12
5x — 6y + 6z = 3.

Ze vsech tii rovnic vytkneme z:

z=6—4x+ 3y

_ —12-8x+7y
‘= 4

_3—-5x+6y
z = 5 .

Nyni jednu rovnici porovname s ostatnimi:

—12-8x+7y
=6—4x+ 3y
4
3—5x + 6y
6—4x+3y=T.

Ziskali jsme dvé rovnice o dvou neznamych, nicméné musime je upravit a znovu vytknout

jednu z neznamych:

—12—-8x+7y =24 —16x + 12y
36 — 24x + 18y = 3 — 5x + 6y

8x—-5y—-36=0
—19x+ 12y +33 =0
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_ 8x—36

Y 5
 19x — 33
Y="12

Oba vyrazy porovname a dopocitime x:

8x —36 19x — 33
5 12

96x — 432 = 95x — 165
x = 267.
Zpétnym dosazenim nalezneme y a z. Vyjde ndm feSeni K={(267; 420; 198)}.
Ukazeme si tuto metodu na soustave rovnic (2.1.4):

a+b+c+d=10
2a+4b+c+3d =10
3a+2b+3c+4d =10
a+2b+c+d=10.

Z kazdé rovnice si vyjadiime ¢ (vSude kromé tfeti rovnice neni potieba d¢lit):

c=—a—b—-d+10
c=—-2a—4b—-3d+ 10
—3a—2b—-4d + 10
€= 3
c=—a-—2b—d+10.

Jednu rovnici porovname se tfemi zbylymi, vybereme si napf. prvni rovnici. Ziskame tak

tfi rovnice o tfech nezndmych, které upravime:

—a—b—-—d+10=-2a—4b—3d + 10
—3a—2b—4d + 10
3
—a—b—-—d+10=—-a—-2b—-d+ 10

—a—-b—d+10=

a+3b+2d=0
—-b+d—-20=0
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b =0.

Nyni uz mizeme ziskat feSeni bez srovnavani. Kotfen b = 0 dosadime do rovnice
—b +d — 20 = 0 a dopo€itdime nezndmou d. Déle neznamé b ad dosadime do rovnice
a+3b+2d =0 a dopocitdme nezndmou a. Pro zisk nezndmé ¢ uZz staci jen dosadit

vSechny ziskané neznamé do jedné z pivodnich rovnic.

Oproti metodam dosazovaci a scitaci jsme provedli vice Uprav, proto jsou tyto metody
pro soustavy tfi a vice rovnic vhodnéjsi. Tato metoda je v tomto piipad¢€ oproti druhym
dvéma vyrazné slozitéjsi. Proto bych doporucila vyuzit pouze klasickou dosazovaci
metodu. Jediny piipad, kdy bychom srovnavaci metodu vyuzili, je pokud mame na jedné
strané vSech rovnic v soustavé vyjadienou stejnou nezndmou, piipadné¢ pokud mame ve
vSech rovnicich stejny mnohoclen na jedné strané rovnice a porovnanim druhych stran

rovnice bychom eliminovali jednu z nezndmych.

Ze zédkladnich metod je pro feSeni soustavy rovnic nejvhodnéjsi s¢itaci nebo dosazovaci
metoda. Metodu vzdy volime podle koeficienti u neznamych. PouZitim metody
na soustavu rovnic vzdy ziskdme novou soustavu rovnic, kde je o jednu rovnici a jednu
neznamou méne. Novou soustavu rovnic nemusime fesit stejnou metodou, pokud je to
vhodné, miizeme pouzit jinou metodu. U nékterych soustav rovnic je vhodné pouzit vice

metod.

2.4 Grafické reSeni

Linearni rovnice se dvéma neznamymi je predpisem piimky nachazejici se

v kartézské soustaveé soufadnic v rovingé. Mnozinu vSech feSeni jedné rovnice o dvou

neznamych lze znazornit jako pfimku. Z analytické geometrie zndme obecnou rovnici

pfimky: ax + by +c¢ =0, napfiklad —-3x+4y+1=0, kterou lze pfevést do
—ax—c

v - . v s R 3x-1 .
smérnicového tvaru osamostatnénim y: y = —, > bro nas priklad: y = Y Tento tvar je

shodny s analytickym zaddnim ptedpisu linedrni funkce, jejiz graf je pfimka. Zaroven
zname 1 tzv. parametricky tvar rovnice. Vratme se k rovnici (1.3.1), kde jsme rovnici
v obecném tvaru 3x — 4y = 12 piifadili feSeni s parametrem: K = {(4 + 4t; 3t),t € R}.

Tuto ptimku bychom zapsali parametricky jako:

x =4+ 4t
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y =3t,t €ER.

Soustavu rovnic graficky vyfesime tak, ze vSechny zadané pfimky (rovnice) zaneseme do
kartézské soustavy soufadnic. Ziskame bod, pfipadné body, o soufadnicich (x;y), které
jsou pro vSechny piimky spole¢né, tedy pfimky se v nich protinaji. Soutfadnice bodi

pruniku jsou rovny uspotadané dvojici, ktera je feSenim dané soustavy. (Zhouf, 2019)

Naptiklad soustavu rovnic (2.4.1) zaneseme do kartézské soustavy souiadnic viz obrazek 1

(prvni rovnice modrfe, druhd rovnice zeleng):
3x+y—2=0 (2.4.1)

2x—y—3=0.

)

-2

Obrazek 1: Grafické FeSeni soustavy rovnic

Resenim soustavy rovnic je bod, ve kterém se ptimky protinaji, tedy (1; —1).

Muzeme se setkat s pfipady, kdy pfimky nemaji jeden prusecik. P¥imky mohou byt
totozné, tedy jedna rovnice je ndsobkem druhé. Naptiklad rovnice:
x+y=2
2x +2y =4
po zaneseni do kartézské soustavy soufadnic splynou v jednu pifimku (viz obrazek 2).

Ziskame tak nekone¢n¢ mnoho feSeni (nekoneéné mnoho prisecikill), které lze zapsat

parametricky napiiklad takto: (2 —y;y),y € R.
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Obrazek. 2 Grafické zndazornéni soustavy dvou rovnic, kde je jedna n-ndasobkem druhé

Pfimky mohou byt zaroven rovnobézné, tedy linearné nezavislé, ale rozporuplné.

Naptiklad rovnice:

x+y=1
x+y=2,

které¢ znédzornime v kartézské soustavé souiadnic nemaji zadny prasecik (viz obrazek 3,

prvni rovnice modre, druha rovnice zelen€). Tato soustava rovnic nema zZadné fesent.

Obrazek 3: Grafické zndzorneéni rozporuplnych rovnic
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V analytické geometrii se vyuzivaji soustavy rovnic pro urceni vzdjemné polohy piimek.
Abychom zakreslili pfimku do kartézské soustavy soufadnic, musime znat alesponl
dva body lezici na pifimce. Soufadnice bodu, kterym piimka prochazi, ziskame dosazenim
libovolného cisla za x nebo y v rovnici a dopocitdme hodnotu druhé neznamé. Dosazené
a ziskané ¢islo tvofi soufadnice bodu. Pro zisk druhého bodu volime jiné ¢islo. Body poté

zakreslime do kartézské soustavy soutfadnic a spojime.

Toto je nejjednodussi zplsob zakresleni pifimky ve tvaru ax + by + c = 0. Pfimku
do kartézské soustavy soufadnic mizeme zakreslit také jinymi zplsoby, napiiklad pomoci
jednoho bodu a smérového vektoru piimky. Tento postup bychom pouzili napiiklad pro

piimku danou parametricky. (LiSka et al., 2018)

Linearni rovnice se tfemi nezndmymi je predpisem roviny nachazejici se
v kartézské soustavé soufadnic v prostoru. Grafické feSeni soustavy rovnic o tfech
neznamych vyzaduje vyneseni tii rovin do trojrozmérného prostoru, coz je nemozné udélat
s potfebnou presnosti na papife. Miizeme vSak vyuzit razné pocitatové programy, které
nam znazorni roviny a jejich prunik/y ve 3D modelu. Zndmym programem vyuzivanym
pro analytickou geometrii je Geogebra. Pro znazornéni si ukdzeme feSeni (viz obrazek 4)

jednoduché soustavy tii rovnic o ttech neznamych:

x—y+z=1 (2.4.2)
—x—y+z=1
x+y+z=0.
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Obrazek 4: ReSeni soustavy tif rovnic o tech nezndmych v programu Geogebra

Kazda rovnice soustavy pfedstavuje rovinu v prostoru. Roviny maji jeden spole¢ny bod A,
ktery je zaroven feSenim soustavy rovnic A = (0; 0; 1). PfestoZe obrazek neni prehledny,

Geogebra nam zobrazi soufadnice priseciku.

Kazdé dvé roviny maji jednu spole¢nou piimku (tato pifimka by byla feSenim soustavy
téchto dvou rovnic). Pfimky se rovnéz schazeji v bod¢ (0; 0; 1). Pokud by byly tyto

primky rovnobézné nebo mimobézné, soustava by neméla feSeni.

Soustavy se Ctyfmi a vice neznamymi nezakresli uz ani pocitac, protoze by se vyskytovaly

ve Ctyt a vicedimenzionalnim prostoru, ktery neumime vizualizovat.

Nyni si zndzornime ptipady, kdy médme vice rovnic nez neznamych, o kterych jsme mluvili
v prvni kapitole. Pro ptehlednost si je zndzornime ve dvourozmérném prostoru, ve
tiirozmérném prostoru by to bylo obdobné. Vratime-li se k soustavé rovnic (1.3.5),
v kartézské soustavé soufadnic ji zndzornime tak, jak to vidime na obrazku 5
(rl: x+y =75 zelené, 12: x —y =1 modfe, r3: 3x +y =11 cervené). Jelikoz jsou
primky linearn¢ zavislé, setkavaji se v jednom bodé¢, a proto ma soustava rovnic (1.3.5)

jedno feseni (3; 2).

35



r3

4 0 1 2 3 4 5 6 7
r2

1)
Obrazek 5: Grafické resent soustavy 3 rovnic o dvou neznamych, které jsou linedrné zavislé

Soustavu rovnic (1.3.6) do kartézské soustavy souradnic pieneseme tak, jako je to na

obrazku 6 (rl: x +y =5 zelené, 12: x —y =1 modie, 13: 2y + 2y = 10 cerveng).

Rovnice 13 je dvojndsobkem rovnice rl a zobrazi se na totoznou piimku. Program ji

zobrazuje Cervené. Tato soustava rovnic mad jedno feSeni (3; 2), protoze obsahuje

2 rozdilné rovnice a jednu rovnici navic, kterou lze ekvivalentnimi upravami pievést na

jednu z rovnic.

\r1
5

r3

0 r2/1 2 3 4 5\ 6

Obrazek 6: Grafické reSeni soustavy tri rovnic o dvou nezndmych, kde je jedna rovnice n-ndsobkem druhé
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Soustavu rovnic (1.3.7) pfeneseme (viz obrazek 7) do kartézské soustavy soutadnic jako
(rl: x +y =5 zelené, 12: x —y = 1 modre, r3: —%x + 5 =y cervené). Rovnice jsou
linearné nezavislé, jedna neni nasobkem druhé a ani jednu z rovnic nelze upravit do tvaru
0 = 0. Kazdé dvé piimky maji jeden prisecik (tedy feSeni soustavy téchto dvou rovnic),

tomu vSak nevyhovuje tfeti rovnice. Tato soustava tedy nema feSeni.

Obrazek 7: graficke reSeni soustavy 3 rovnic o dvou neznamych, které jsou linedrné nezavislé

Mohli bychom se setkat i s ndsledujici soustavou rovnic:

x+y=5 (2.4.3)
xX—y=2
x+y=3.

Na prvni pohled vidime, Ze prvni a tfeti rovnice jsou nekonzistentni. Do kartézské soustavy
soufadnic zaneseme soustavu jako obrazek 8 (rl: x +y =5 zelené, 12: x — y = 1 modfe,
r3: x +y = 3 Cervené¢). Druha rovnice, tedy pfimka ozna¢ena modie, ma s prvni a treti
rovnici, tedy s jejich zndzornénim piimkou, dva rozdilné praseciky. Je tomu tak z divodu

rozporuplnosti rovnic. Soustava téchto tfi rovnic by tedy neméla feSeni.
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Obrazek 8: grafické reseni soustavy 3 rovnic o dvou neznamych obsahujici nekonzistentni rovnice
V prvni kapitole jsme se setkali s rovnici, kterou lze ekvivalentnimi Gpravami prevést
na rovnici 0 = 0. Tyto rovnice nelze zakreslit do kartézské soustavy soutadnic.

Zaroven se miZzeme setkat s ptipadem, kdy jsou vSechny tii rovnice nekonzistentni.

Napftiklad soustavu rovnic (2.4.4) bychom zobrazili do kartézské soustavy soufadnic
(viz obrazek 9) jako tfi rovnobézky (rl: x +y =3 zelené, 12: x +y =4 modfe,

r3: x + y = 6 Cerveng). Tato soustava opét nema zadné feSeni.

x+y=3 (2.4.4)
x+y=4
x+y=6
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Obrazek 9: grafické reseni tri nekonzistentnich rovnic o dvou neznamych
Soustava dvou rovnic o tiech nezndmych ma témét vzdy nekonecno feseni, protoze dveé
roviny maji téméf vzdy nekone¢no pruseCikli (pfimku nebo rovinu). Vyjimkou jsou
nekonzistentni rovnice, které se zobrazi na rovnobézné roviny (viz obrazek 10). Tato

soustava by nemé¢la zadné feSeni.

Obrazek 10:grafické zndzornéni rovnicx +y+z=1ax+y+z = 2 vroviné
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Grafickd metoda fesSeni je ve vSech ohledech pro vypocet feSeni slozitéjsi nez predchozi
metody. Vyuzili bychom ji samoziejmé v piipadech, kdy nam to ptikazuje zadéni,
piipadné pokud nezname rovnice, ale pouze jejich podobu v kartézské soustavé souradnic.
Graficka metoda je vizualni a intuitivni, coZ mizeme vyuZzit pro pochopeni soustav rovnic.

Lze na ni demonstrovat pocet feseni jednotlivych soustav, a to je jeji nespornou vyhodou.

2.5 Gaussova eliminace

V nasledujicich metodach fesSeni soustav rovnic budeme vyuzivat matice. Becvar (2019,

s. 32) ji definuje nasledovné:

Definice. Necht' X je neprazdnd mnoZina a m, n piirozend ¢isla. Matici typu

m X n nad mnozZinou X budeme rozumét obdélnikové schéma

a1 Q12 - aqn

A1 Q22 - ayn
. . . A

Am1 Amz2 - Qmn

kde a;; € X pro kazdéi =1,..,nakazdé¢j =1, ..,m.

Zjednodusen¢ feCeno, matice je mnozina Cisel uspofddand do m fadkl a n sloupcti. Matice
budeme znacdit velkymi pismeny (4, B, C, ...) a jejich prvky (realna ¢isla) malymi pismeny

(a,b,c,...).

I-ty fadek matice zna¢ime: a; = (a;1, @2, Qj3, .-, Ain). J-ty sloupec matice znacime:
alj
_ %
aj H
am]-

Pokud plati m =n, hovofime o c¢tvercové matici 7ddu n, pokud m # n, hovofime

0 obdélnikové matici.
Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
a11x1 + alzxz + A + alnxn == b1

alel + azzxz + -+ aann == bz
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Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = b,

kde a;; jsou redlné koeficienty u neznamych xq,x,, ..., X, a b; jsou pravé strany rovnic,

muzeme zapsat do matice soustavy nasledovneé:

A1 Q12 - agn| by
Az1 Q22 -+ ayu|b,
An1 Amz - Amnlbpy

ResSenim soustavy je sloupcova matice

Méme-li v soustavé rovnic napiiklad nezndmé x,y,z, je feSenim soustavy sloupcova

matice

X

x=\y
Z

Matici vzniklou spojenim dvou matic (A|B) budeme také nazyvat rozsirend matice.

(Bican, 2000)

Pied zapsanim soustavy do rozSifené matice musime rovnice soustavy upravit tak, aby
na levé stran¢ byly nezndmé a na pravé strané absolutni ¢leny. Koeficienty u neznamych

pak vepisujeme do levé strany rozSifené matice ve stejném potradi pro vSechny rovnice.
Naptiklad soustavu rovnic
2x+2—-3y =12 (2.5.1)
zZ—x=y
y—z=4z+1
upravime nasledovné (neznamé si sefadime podle abecedy):
2x —3y =10

—x—y+z=0
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y—>5z=1.

Pokud rovnice neobsahuje danou nezndmou, pii piepisu soustavy do rozSifené matice

10
0 |
1

Zaroven soustavu mizeme zapsat soucinem matic A - x = B, kde

zapisujeme na dané misto nulu:

2 =3 0
-1 -1 1

0 1 -5

11 Q12 - aqp by X1

az1 Qz2 - a, b X3
A=| . o "t LB= 2 Lx=| .

Am1 Am2  ** Omn bm Xm

Pii Gaussové ecliminaci, taktéz Gaussové elimina¢ni metod¢, budeme levou stranu
roz$ifené matice soustavy prevadét do tzv. odstupriovaného tvaru, z n€hoz mizeme urcit

reSeni soustavy.

V odstupiiovaném tvaru matice kazdy nenulovy tadek za¢ind vétSim poctem nul nez ten
predchozi (pokud predchozi fadek existuje). Priklady odstupiiovaného tvaru matice jsou:
G 9o s)fo o 4}
0 O 0 0 O
Druhy tadek (pokud existuje) zacind alespon jednou nulou, tfeti fddek dvéma nulami,
ctvrty fadek tfemi nulami a obecné i-ty fadek zac¢ind minimalné (i — 1) nulami. Matice
soustavy linearnich rovnic je v fadkové odstupiiovaném tvaru, pokud je jeji matice

koeficientl v fadkove odstupfiovaném tvaru. (Becvar, 2019)

Matice budeme pievadét na odstupiiovany tvar pomoci elementarnich radkovych
transformaci. Pokud lze jednu matici ziskat z druhé pomoci elementarnich fadkovych
transformaci, oznacujeme je jako radkove ekvivalentni matice, zapisujeme A~B. Plati, Ze
pokud je matice A fadkové¢ ekvivalentni s matici B, pak je i matice B fadkovée ekvivalentni

s matici A. (Anthony & Harvey 2012)

Elementarni Upravy fadkt vychézi z ekvivalentnich Uprav rovnic, tedy neméni mnoZzinu

feSeni soustavy rovnic. PfifeSeni soustavy vyuzijeme tyto transformace: prohozeni dvou
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radkl, vynésobeni fadku nenulovym ¢islem, pficteni n-nasobku jednoho tadku k jinému
radku.
Prohozeni dvou radki

Tato transformace je podobna zaménéni dvou rovnic v soustave. Soustava rovnic

20x+3y =3

12x — 8y =11
ma stejné feseni jako soustava rovnic

12x — 8y =11

20x + 3y = 3.

Matice téchto dvou soustav budou fadkoveé ekvivalentni:
(20 3 | 3)~ (12 —8|11)
12 -8l11 20 313/
Vynasobeni Fadku nenulovym ¢islem

Stejné jako mlizeme rovnici vyndsobit jakymkoliv ¢islem rtiznym od nuly, mizeme totéz
ucinit i s jakymkoliv fadkem matice, ptiklad uvedeme na fadkové matici:

(1 2 319~@2 4 6l8).
Pricteni n-nasobku jednoho radku k jinému radku
Stejn¢ jako pfi feSeni soustavy rovnic metodou scitaci mizeme n-ndsobek jedné rovnice
pricist k n-ndsobku druhé, mizeme n-nasobek jednoho fadku pficist k n-nasobku druhého.
Pokud secteme dva fadky, soucet umistime namisto jednoho z fadkti a druhy ponechame.

Naptiklad v nasledujici matici pfi¢teme prvni fadek k druhému a soucet zapiSeme misto

druhého radku:

1 2|3 1 2|3
(4 5~ 1)
Vhodnou volbou elementarnich tprav Ize kazdou matici soustavy pievést na odstupiiovany

tvar, ze kterého lze zpétnym pievedenim na soustavu rovnic ur¢it mnozinu vSech feseni.

(Friedberg et al., 2014)
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Lze si to ukdzat na soustaveé (2.1.3). Tu pfevedeme na matici soustavy nasledovne:

(5 Ziho)
3 —1110/°
Matice po libovolném poctu Uprav zapisujeme do fadku, rozdélujeme je znakem ~, ktery

znaci tadkovou ekvivalenci matic. Prvni fadek vynasobime Cislem —3 a pficteme ho

k druhému fadku:

1 1 | 6 ) ~ (1 116 )
(3 —-1110 0 —41-8/
Nyni jsme dokoncili Gaussovu eliminaci a matice levé strany je v odstupfiovaném tvaru.
Mizeme tak ur¢it mnozinu feSeni soustavy. Druhy fadek mizeme prevést zpétné na
rovnici —4y = —8 a urcit kofen y: y = 2. Prvni fddek mlizeme pfevést zpét na rovnici
x +y = 6 a dosazenim y ziskame x: x = 4.
Tento postup se podoba scitaci metod¢€, ale navic pfi ném prevadime soustavu na matici

a zpct. Oproti scitaci metod¢ je tato metoda vhodnd pro soustavu tii a vice rovnic.

Ukazeme si tuto metodu na soustavé rovnic (2.1.5). Soustavu si pievedeme na rozsifenou
matici a pievedeme ji do odstupiiovaného tvaru:

4 -3 1| 6 4 -3 1| 6
8 -7 4[-12)~({0 -1 2]|-24|.
3 0 -9 191-18

5 —6 6
Od druhé¢ho tadku odecteme dvakrat prvni fadek. Tieti fadek vynasobime Ctyfmi

a odeCteme pétinasobek prvniho tadku. Ziskame tak v prvnim sloupci vSude nuly az na

6 4 -3 1| 6
—24|~l0 -1 2]|-24
—18 0 0 -—-11-198

Od tretiho fadku odecteme devitinasobek druhého fadku. Ziskame tak odstupiiovany tvar.

prvni fadek.

4 -3 1
0 -1 2

0 -9 19

Prevedeme-li posledni matici zpét na soustavu rovnic, bude vypadat nasledovné:
4x —3y+z=6
—y+2z=-24

—z = —198.
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Z posledni rovnice miiZzeme urcit z = 198, dosadit jej do pfedchozi rovnice a urcit y:
-y +2-198 = —-24

y = 420.

Nyni dosadime y a z do prvni rovnice a uréime x:
4x —3-420+198 =6

4x = 1068

x = 267.
Reseni nam vyjde stejné jako u predchozich metod: K = {(267; 420; 198)}.

Reseni si rovnéz ukdzeme na soustave (2.1.4):

1 1 1 1j10 1 1 1 1]10

2 4 1 3110_(0 2 -1 1|-10
3 2 3 4|10 0 -1 0 1{-20/)
1 2 1 1110 0 1 0 ol O

Od druhého tadku odecteme dvakrat prvni fadek, od tretiho fadku tiikrat prvni fadek a od

¢tvrtého jednou. Ziskame tak v prvnim sloupci vSude nuly az na prvni fadek.

1 1 1 1[10 11 1 1]10 11 1 1]10
0o 1 0 oo | (o1 0o oo\ [0o1 0 ofo

0 -1 0 1/-20)"{o 0o o0 1|-20/7{0 0 -1 1|-10
o 2 -1 1l-10/ \o o -1 1l-10/ \o o o 1l-20

Druhy tadek vyménime se ctvrtym fadkem, ke tietimu fadku pticteme (novy) druhy fadek,
od c¢tvrtého fadku odecteme dvakrat druhy fadek. Vymeénime tieti a ctvrty fadek. Ziskame

tak odstupiiovany tvar matice a mizeme ji prevést zpét na soustavu rovnic:

a+b+c+d=10.

Dosazenim znamych kofent do ostatnich rovnic ziskame feseni

K = {(40;0; —10; —20)}. Reseni je, stejné jako predchozi, pouze ilustraéni a je to jedno
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z mnoha riznych feSeni, naptiklad neni potfeba vyménovat fadky. Je vyhodné si tadky

sefadit uz na zacatku tak, aby se co nejvice podobaly odstupiiovanému tvaru.
Reseni soustavy péti a vice rovnic by vypadalo obdobné.

U soustavy, kde je vétsi poCet neznamych nez rovnic, v poslednim fadku matice obvykle
ziskame vice nez jeden nenulovy prvek. Po pfevedeni matice zpét na soustavu v posledni
rovnici uréime parametr a pomoci n¢j ziskame tfeSeni zbylych kotend. Napiiklad pokud

Gaussovou eliminaci ziskame nasledujici matici:
(1 1 1|8)
0 2 14/
pirevedeme ji na soustavu rovnic nasledovne:
x+y+z=8
2y +z =4.
Ur¢ime si parametr, naptiklad z = z ( z € R) a pomoci néj ur¢ime koten y:

2y =4—-z
y = 22.

Pomoci kofentl y a z ur¢ime koten x:

x=8-y—z
=8 2+1
X = 72~ 2

=6 1
X = 2Z.

Reseni soustavy je K = {(6 — %z; 2— %z; z ) ,Z € R}.

V ptedchozich ptikladech jsme po Gaussové eliminaci vzdy ziskali odstupiiovany tvar, kde
mél kazdy fadek (kromé prvniho) vzdy o pravé o jednu nulu vice nez predchozi radek.
Ziskali jsme tak vzdy tzv. horni trojuhelnikovou matici, tedy matici, ktera ma pod hlavni
diagonalou samé nuly. Hlavni diagonala je tvofena prvky aq1,0as2,0Qa33, ..., Ann-

U c¢tvercovych matic zacind ,,v levém hornim rohu* matice a kon¢i ,,v pravém dolnim
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rohu’ matice. Termin hlavni diagonala se vyuziva 1 u obdélnikovych matic, za¢ina ,,v

levém hornim rohu®, ale nekon¢i ,,v pravém dolnim rohu®. (Becvar, 2019)

Miizeme se ale setkat s matici soustavy, kterd ma nuly i1 na diagonale a musime tak pro

vyfeSeni soustavy urcit parametr. Napiiklad u soustavy:
4 5134 (2.5.2)
2 3|10
2 3|7
0 33

muzeme pomoci druhého, tfetiho a ¢tvrtého radku urcit feseni kofentll xs, x4, x3:

3x5 =3

xs =1
2x4+3:-1=7

Xy =2

Xx3+2:2+3-1=10
X3 = 3.
Pro ziskéani kotfentl x; a x, ale musime v rovnici
1xq + 2x, + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 34
1xq + 2x, =12

zavést parametr. Zavedeme napiiklad parametr x, =t;t € R a neznamou x; urcime
pomoci parametru: x, =12 - 2t. Reseni soustavy zapiSeme jako

K ={(12 — 2t; t; 3; 2; 1),t € R}. (Bed¢vat, 2019)

Zaména sloupcii matice neni ekvivalentni Upravou, protoze vede ke zméné potadi
proménnych v rovnicich, tedy méni mnoZinu feSeni soustavy. Samoziejmé je mozné
sloupce zaménit, pokud pii pfepisu zpét na soustavu zapiSeme neznamé ke spravnym
koeficientim. Obecné je doporu¢eno meénit pouze tadky, nikoli sloupce, aby nedoSlo

k chybé¢ pfi interpretaci feSeni.
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Abychom ur€ili pocet feseni u riznych soustav, musime se nejprve seznamit s pojmem
hodnost matice. Hodnost matice je rovna po¢tu nenulovych fadk po Gaussové eliminaci.

Hodnost zna¢ime hod (A), taktéz h(A) nebo rank(A). Napiiklad:

hod ((1) g) — 2, hod (é z %) — 3, hod ((1) 201) — 1.

Plati, ze pokud Ize jednu matici ziskat pomoci elementarnich fadkovych uprav z druhé,

matice maji stejnou hodnost, tedy A~B = hod(A) = hod(B). (Goode & Annin, 2007)
Hodnost zavisi na poctu linearné nezavislych fadkl matice. Jsou-li totiz fadky matice
linedrné zavislé, tedy jeden z fadkl je souctem n-nasobku ostatnich fadkul, pii Gaussové

eliminaci ziskdme nulovy fadek (fadek samych nul). Naptiklad:

1 3 1 3 1 3 1 3

-2 0 \_ 0 6 _ 0 11)_ 0 11)_
hod 4 5 | = hod 0 -7 |= hod 0 1/1= hod 0 0l= 2.

7 =3 0 -—-24 0 1 0 0

K druhému ftadku piicteme dvojnasobek prvniho fadku, od tretiho fadku odecteme
¢tyfnasobek prvniho fadku, od ctvrtého tadku odecteme sedminasobek prvniho tadku.
Druhy tadek muzeme vydélit Cislem 6, treti fadek miZeme vydé&lit ¢islem —7 a Ctvrty
fadek mizeme vyd¢lit ¢islem —24. Od tfetiho a ¢tvrtého fadku odecteme druhy fadek,
ziskame tak v obou fadcich nuly. Matice po Gaussové eliminaci obsahuje dva nenulové

radky, ma tedy hodnost 2.

Pocet sloupcii matice, piipadné pocet neznamych, urcuje rozmér prostoru.
Ve dvourozmérném prostoru mizeme mit maximalné dva linedrné nezavislé tadky,
ve tfirozmérném tii, ve Ctyfrozmérném Ctyti a analogicky pro dalsi prostory. Tedy hodnost

matice nikdy neni vétsi nez pocet jejich sloupci.

Jak jsme si uvedli v pfedchozich kapitolach, u soustavy, kde je vétSi poCet neznamych nez
rovnic, je pro nds zadouci, aby byly rovnice navic n-nasobky piedchozich rovnic nebo
linearné zavislé s ptfedchozimi rovnicemi. Pii Gaussové eliminaci se v tomto piipadé
tadky, které jsou nad pocet neznamych, vynuluji. Reeni ziskdme pievedenim zbylych

radkll na rovnice. Naopak, pokud rovnice nejsou linearn¢ zavislé nebo jedna neni
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nasobkem druhé, ziskdme rozporuplné rovnice, pfipadné rovnici ve tvaru 0z = 4. V tomto

piipad€ nema soustava feseni.

Pocty teSeni v jednotlivych soustavach miizeme uréit pomoci Frobeniovy véty. Bican
(2000, s. 35) ji uvadi nasledovné:

1

Nehomogenni® soustava linedrnich rovnic je feSitelna, pravé kdyz hodnost

matice soustavy h(4) je rovna hodnosti matice rozsifené h((A, b))z.

Disledkem této véty je, Ze soustava ma:

1. 1ieSeni © hod (A) = hod (4,B),hod(A) = n,
2. OfteSeni © hod (A) < hod (4,B),
3. nekone¢né mnoho feSeni & hod (A) = hod (A,B),hod(A4) <n

kde A je matice levych stran a B matice pravych stran.

10

20 |, hod(A) = 3,hod(A,B) =3,n =3 = 1 feSeni (x3 = 6, ...),
30
10
20 |, hod(A) = 2,hod(A, B) = 3 = 0 feSeni (0- x3 # 30),
30
10
20 |,hod(A) = 2,hod(4,B) = 2,n = 3 = nekoneéné mnoho feseni
0

\]
QO R OO Kr OOKr
oShAE DN OB DN OBDN
QUTW O U1TW O U1 W

~
(e}
=
w
I
(e}
—

Gaussova eliminace je vhodnd pro soustavy tfi a vice rovnic. U dvou rovnic bychom volili
spiSe metodu s¢itaci. Metoda je vhodnd u soustav, kde si nejsme jisti poctem feSeni a je pro
nas vhodné vyuzit Frobeniovu vétu. Zaroven je vhodné tuto metodu pouZit u rozsdhlych
soustav rovnic, kde vSechny rovnice neobsahuji v§echny nezndmé. Srovnanim rovnic do

roz$ifené matice a zaménénim fadka tak, aby byla matice co nejblize odstupiiovanému

! Pozn. Autorky: V linearni algebfe rozliSujeme homogenni a nehomogenni soustavu rovnic. Homogenni
soustava rovnic obsahuje pii pfevedeni do rozsifené matice na pravé stran¢€ pouze nuly, tedy absolutni ¢len je

v kazdé rovnici soustavy roven nule.

2 V této praci oznadujeme matice velkymi pismeny, v citované literatufe je sloupec pravych stran v matici
soustavy oznacen malym pismenem b.
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tvaru, zachovame piehlednost. Je vyhodné pouzit tuto metodu u soustav, kde je vice rovnic
neZ neznamych. Radky se ndm zde vynuluji nebo budou rozporuplné, a proto snadngji
ur¢ime feSeni.

U této metody musime soustavu rovnic pfevést na rozsifenou matici a po eliminaci zpét na
soustavu a postupnym dosazovanim hledat kofeny. Tomuto kroku se miizeme vyhnout

vyuzitim Gauss-Jordanovy eliminace (viz nasledujici kapitola).

2.6 Gauss-Jordanova eliminace
Pti Gauss-Jordanové eliminaci postupujeme na zacatku stejné jako pti Gaussoveé eliminaci.
Matici ale neptevadime pouze do fadkoveé odstupniovaného tvaru, nybrz do redukovaného

(radkoveé) odstupniovaného tvaru.

Nejprve provedeme Gaussovu eliminaci a u kazdého nenulového tadku urCime pivoty.

Pivoty jsou prvni nenulové prvky v kazdém tadku. Naptiklad u matic
2 g (13 6\ (2 6 12y (2 0 U
(% ).l 0 8] o 2 4]
0 3 0 0
0 0

0 0/ \0 0 1

S ONIN
oS W O

3
0
0

jsou pivoty oznaceny tu¢né. Poté pomoci elementarnich uprav fadkli upravime matici tak,
aby byly pivoty rovny ¢islu 1 a ostatni prvky ve sloupcich, kde se nachazi pivot, byly

nulové.

Radky vydélime koeficientem pivotu, abychom na jeho mistd ziskali ¢&islo 1
a pri¢itdnim/od¢itanim n-nasobkd fadkd eliminujeme ostatni prvky. Poradi téchto uprav
muzeme zaménit, tedy nejprve eliminovat zbylé prvky a posléze vydélit kazdy radek tak,

aby byl pivot roven ¢islu 1. Zde je ptiklad matic v redukovaném odstupiiovaném tvaru:

1 0 1 0 0
G 9o 1)o 1 o)
0 0 0 0 1

Pro matice v redukovaném odstupiiovaném tvaru plati, ze kazdy nenulovy tfadek zacina

SO =
S O o

0 5 0

1 2 0

0 0 1/
0 0 0 0

pivotem, kazdy pivot je vzdy vice napravo, nez pivot v pfedchozim tadku, nulové tadky

jsou v matici pod nenulovymi fadky a kazdy sloupec, kde se nachazi pivot ma mimo pivot

50



nuly. Nemusi platit, ze kazdy fadek, kde se nachazi pivot je mimo pivot nulovy.

(Anthony & Harvey 2012)

U c¢tvercovych matic ziskame tzv. jednotkovou matici. Jednotkova matice je Ctvercova
matice, kterd ma na hlavni diagondle jednicky, mimo diagondlu nuly. Znacime ji E,

muzeme se setkat 1 s oznaenim I.

1.0 0
E=(1);E=((1) (1));E=<0 1 0)
00 1

Gauss-Jordanovou eliminaci u ¢tvercovych matic ziskdme na levé strané roz§ifené matice

jednotkovou matici a na pravé strané ziskame feSeni soustavy.

Ukazeme si postup na soustaveé dvou rovnic o dvou neznadmych. Soustavu si pievedeme do
rozsifené matice:

(135 —82 11271) ~(105 188 13261) - (105 E13|1§1)'
Druhy fadek vynasobime —5 a pricteme k nému prvni fadek. Druhy fadek rovnou
vydélime cislem 18. Tato ¢ast postupu je shodna s Gaussovou eliminaci, ziskali jsme

odstupniovany tvar matice.

(5 -6 %)
Déale od prvniho fadku odecteme osmindsobek druhého fadku, Ziskdme tak diagonalni
matici (tedy matici, ktera ma mimo diagonalu nuly). Vydélenim prvniho fadku ¢islem 15
ziskdme jednotkovou matici a v pravé Casti matice ziskdme feSeni soustavy rovnic
K ={(7;2)}.

UkaZeme si postup u soustavy tfi rovnic o ttech neznamych, konkrétné€ na soustavé rovnic

(2.1.5). Navazeme na posledni ziskanou Upravu matice, kterou jsme ziskali v pfedchozi

6 4 -3 0
—-24 |~{0 -1 O
—198 0 0 -1

kapitole:

4 -3 1
0 -1 2

0 0 -1

—192
—420 ).

—198
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K druhému tadku pticteme dvojnasobek tietiho fadku a k prvnimu fadku pficteme tieti

radek. Ziskame tak ve tietim sloupci vSude nuly, kromé pivotu.

4 0 01068 1 0 0]267
0 -1 01[-420]~{0 1 0420

0 0 —11-198 0 0 1/198

Od prvniho fadku odecteme trojnasobek druhého fadku, ¢imz ziskame diagonalni matici.
Druhy a tfeti fadek vydé€lime ¢islem —1 a prvni fadek vydélime Cislem 4. Ziskdme tak na
levé stran¢ jednotkovou matici a na pravé stran¢ feSeni soustavy rovnic

K ={(267;420;198)}.

Ukazeme si postup u soustavy Ctyf rovnic o ¢tyfech neznamych, opét navazeme na fesSeni

soustavy (2.1.4) v pfedchozi kapitole.

11 1 1]10 1 1 1 0|30 1 0 0 0]40
01 0 0o 01 0 oo |_{o10 00
0 0 -1 1/-10/ {0 0o -1 of10 0 0 1 0[-10
oo o 1l-20/ \o o o 1l-20/ ‘o o o 1l-20

Od tietiho a prvniho fadku odecteme Ctvrty fadek. K prvnimu fadku piicteme tieti fadek
aodecteme od né druhy ftadek. Treti fadek vydélime dCislem —1. Ziskame feSeni
K = {(40; 0; —10; —20)}. Reseni soustavy péti a vice rovnic by vypadalo obdobng.

Mame-li vice rovnic nez nezndmych a soustava ma jedno feseni, po Gaussovée eliminaci se

nam fadky navic vynuluji a mizeme pokracovat v Gauss-Jordanové eliminaci. Napiiklad

soustavu (2.1.8) pfevedeme na matici soustavy:

1

s 13 1 -3]-9 1 —3|-9 1 —3|-9 1 0-3
2 5|4 (2 5|4 ) (0 11|22 (0 1|2 ) [0 1|2
1 1|7} 1 1|-1/7{o 4|8 0 0fo0 0 0|0
\—1 2?/ -1 4111 0o 112 o olo 0o olo

Prvni tadek vynasobime tfemi a ctvrty fadek dvémi. Od druhého tadku odecteme
dvojnasobek prvniho fadku, od tfetitho fadku odecteme prvni tadek, ke ctvrtému tadku
pfi¢teme prvni fadek. Od druhého fadku odecteme jedenactinasobek Ctvrtého fadku a od
tretiho fadku odecCteme cCtyindsobek ctvrtého fadku, druhy a ctvrty fadek prohodime.
Dokon¢ili jsme tak Gaussovu eliminaci a ziskali jsme dva nenulové fadky. K prvnimu

fadku pricteme trojnasobek druhého fadku. Ziskdme tak matici v redukovaném
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odstupiiovaném tvaru. Tato matice neni jednotkova, protoze neni Ctvercovd, nicméné
splituje podminku, Ze na hlavni diagondle m4 1 a mimo diagondlu 0. Z této matice lze

vycist feseni (—3; 2).

Obdobn¢ je to u soustavy, kde je vice neznamych nez rovnic, piipadné u soustavy, kde je
po Gaussové eliminaci méné¢ nenulovych fadkii nez nezndmych. U téchto soustav
neziskdme jednotkovou matici a nelze tedy jednoduse vycist feSeni, nicméné¢ nam
pfevedeni matice do redukovaného odstupfiované¢ho tvaru usnadni feSeni. UkdZeme si

feSeni na soustavé rovnic (2.1.8). Tu ptevedeme do redukovaného odstupnovaného tvaru

nasledovné:
1 2 3 4 5134 1 2 3 4 0429 1 2 3 0 0j21
0 01 2 3(10}y_(0 0 1 2 0Of7)}_(0 O 1 0 03
0 0 0 2 3|7 0 0 0 2 0|4 0 0 0 1 0]2
0 0 0 0 33 0 0 0 0 11 0 0 0 0 11

Ctvrty fadek vydélime tiemi, od tietiho a druhého fadku odedteme trojnasobek &tvrtého
fadku a od prvniho fadku pétinasobek Etvrtého fadku. Od druhého fadku odecteme tieti

fadek a od prvniho fadku odecteme dvojnasobek tietiho fadku, teti fadek vydélime dvéma.

Od prvniho fadku odecteme trojnadsobek druhého fadku. VSechny pivoty jsou rovny ¢islu 1
a Cisla ve sloupcich, kde se pivoty nachézi, jsou rovny Cislu 0 (mimo pivoty). Ziskali jsme
tak redukovany odstupiiovany tvar. Reeni kofenti x5, x4, x5 lze vy¢&ist z matice, ale fedeni
kofenll x4, x, musime urcit pomoci parametru pifevedenim prvniho fadku na rovnici stejné

jako u Gaussovy eliminace. U rovnice x; + 2 x, = 12 zavedeme parametr, naptiklad

x; =t (t €R) a kofen x, ur¢ime pomoci parametru: x, = 6 — % Resenim soustavy je
K={(t; 6-%:3;2;1),t €R}.

Uvedeme si jesté jeden ptiklad matice soustavy, kde mame po Gaussové eliminaci méné

nenulovych fadki nez neznamych:

(5 3 ili)
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Soustavu pfevedeme na redukovany odstupiiovany tvar nasledovné:

10 =2
(2 8 3 20)~(6 0 —23|—84)~ e |—14
0 3 4118 0 3 4118 0o 1 2%|6
3
Od trojnasobku prvniho fadku odecteme osminasobek druhého fadku. Druhy tadek
vydélime tfemi a prvni Sesti. Ziskame tak matici v redukovaném odstupniovaném tvaru.
Zadny z kofent nelze na prvni pohled vy¢ist a budeme je muset uréit pomoci parametru

z nasledujicich rovnic:

23 14
X cZ=

+4 =6
y+zz=6

Urc¢ime si naptiklad parametr z = t,t € R a pomoci parametru z prvni rovnice vyjadiime

x:x =—14 + zjft a zdruhé rovnice y:y=6— gt. Resenim  soustavy je
K={(-14+256-2t¢)}

Mnozinu feSeni z matice soustavy ziskame dvémi zplsoby, a to Gaussovou eliminaci
a zpétnym dosazenim ziskanych kofenti nebo Gauss-Jordanovou eliminaci. S poctem

feSeni u jednotlivych soustav je to stejné jako u Gaussovy eliminace.

Vyhody této metody jsou shodné s vyhodami Gaussovy eliminace. Gaussovu eliminaci
bychom volili zejména u koeficientli ve tvaru zlomku, vysokych ¢isel a obecné tam, kde by
Jelikoz obé metody zaCiname stejn¢, mizeme si vybrat, jak budeme pokracovat az po
dokonceni Gaussovy eliminace. Zaroven muzeme kdykoliv v prubéhu feSeni matici prevést

zpét na soustavu rovnic a dofesit ji jinymi metodami.

Je vhodné Gauss-Jordanovu metodu pouzit u tloh, kde u soustavy uvazujeme vice pravych
stran. V tomto piipadé si mizeme zjednodusit feSeni a nemusime fesit kazdou soustavu
s odliSnou pravou stranou zvlast, ale soustavu vyiesime jednou pro vSechny pravé strany.
V rozsifené matici si na levou stranu umistime matici levych stran rovnic a na pravou

stranu sloupcové matice pravych stran:
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a1 Q12 - agp| by g dy
1 Q22 -+ Ayu| b, ¢, dy

A1 Amz - Amnlby on dp
2.7 Inverzni matice
Inverzni matice A~ (n X n) k matici A (n X n) je takova matice, pro kterou plati:
A-A"1=A"1. A =E, kde E je jednotkova matice fadu n.

Inverzni matici maji pouze regularni &étvercové matice. Ctvercové matice (matice typu
(n X n) mizeme oznaclit jako reguldarni pravé tehdy, kdyZ je jejich hodnost rovna jejich
fadu (tedy poctu fadka matice). Pokud je hodnost matice mensi nez pocet jejich fadk,

hovotime o singularni matici. (Friedberg et al., 2014)

Vynasobime-li matici jeji inverzni matici, ziskdme jednotkovou matici. Zaroven plati, ze

pokud vynasobime matici jednotkovou matici, ziskdme shodnou matici:
A-E=E-A=A.

Pro nasobeni matic plati A-B # B+ A, tedy neni komutativni. Proto budeme hovofit

0 vynasobeni matice zleva a vyndsobeni matice zprava.
Pti této metodé soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych
ai1X1 + A12Xy + -4+ AnXp = b1

a21x1 + azzxz + -+ aann == b2

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by

pfevedeme na rovnici A - x = B, kde

ai1 Q12 - aqq b; X1

Ay Az - a b X2
A=| . X ) m )l p=|"2|x=

Am1 Am2 =+ Omn b Xm

Rovnici vynasobime zleva matici A™1:

A1 A-x=A1-B
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E-x=A"1-B
x=A"1-B.

Sloupcovou matici feSeni tedy ziskdme vynasobenim inverzni matice levych stran a matice

pravych stran.

Pro fteSeni soustavy rovnic pomoci inverzni matice se musime nejprve seznamit
s nasobenim matic.

Nasobeni matic zavisi na poctu jejich tadkid a sloupcti. Dv€é matice A - B muzeme
vynasobit pouze v piipadé, Ze je A typu m X n a B typu n X p, tedy pocet sloupcti prvni
matice je roven poctu sloupcii druhé matice. Soucinem ziskdme matici C typu m X p.
Prvek c;; ziskame skalarnim soucinem i-t€ho fadku prvni matice a j-t¢ho sloupce druh¢

matice. (Goode & Annin, 2007)
Ukazeme si to na prikladu:

(@ B¢ 1 =(er s

Abychom ziskali feSeni soustavy rovnic, budeme vzdy nasobit ¢tvercovou matici typu
n X n a sloupcovou matici typu n X 1. Ziskame sloupcovou matici typu n X 1, kterou lze

transformovat na uspotadanou n-tici.

Inverzni matici ziskame pomoci Gauss-Jordanovy eliminace. Pomoci elementarnich
fadkovych uprav pievedeme levou stranu roz$ifené matice (A|E) na jednotkovou matici

a na pravé strané nové matice ziskdme matici inverzni (E|A™1).

Ukazeme si feSeni soustavy rovnic (2.1.3), kde

A= G —11)'3 - (160)'x - (;Cf)

Rozs§ifenou matici (A|E) upravime Gauss-Jordanovou eliminaci:

11
G246 D=6 A5 -6 1 )6 5k
4

4 4
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Od druhé rovnice odecteme trojnasobek prvni rovnice, druhy fadek vydélime Cislem —4,

od prvni rovnice odecteme druhou rovnici. Ziskali jsme

1
-1_1( 4
A7 =13
2

Miuizeme provést zkousku tak, Zze vyniasobime A a A~1. Méli bychom ziskat jednotkovou

matici:
1 1 1 1 +1 3 1 1 1 1
(1 1 ) 4 4 |_ 4 4 4 4 _ (1 O)
3 -1 3 1 3 1 " 3 3 1 " ( 1) 0o 1/
4 4 4 4 4
Nyni vynasobime A™! - B pro zisk x:
x=A"1-B
1 1 1 6+ 1 10 16
=4 4 ). ( 6 ) _|4 4 _| 4 |= (4)
3 1 10 3 6 1 10 8 2/
4 4 4 4 4

Resenim soustavy je usporddana rovnice (4; 2).

Pro soustavu tfi a vice rovnic je feSeni obdobné. Napiiklad soustavu (2.1.5) bychom

1 0 O 4 -3 1|1 0 O
2 -1 0fJ~|l0 1 =22 -1 O]~
-5 0 4 0 O 1113 -9 4
72 —48 20 1 0 0|18 —-12 5
28 =19 8 |~(0 1 028 —-19 8|

13 -9 4 0 0 1113 -9 4

pomoci inverzni matice vyftesili nasledovné:
4 -3 1|11 0 O 4 -3 1
A7 (8 -7 40 1 o|~|l0 1 =2
5 -6 610 0 1 0 -9 19
4 -3 0]-12 9 -4 4 0 O
~(0 1 o0[28 -19 8 |~(0 1 O

o o 1113 -9 4 0 0 1

Od dvojnasobku prvniho fadku odecteme druhy tadek, soucet zapiseme do druhého fadku.
Do tretiho fadku zapiSeme rozdil ¢tyifnasobku tfetiho fadku a pétinasobku prvniho fadku.
Ke tretimu tadku pficteme devitinasobek druhého fadku. K druhému fadku piicteme

dvojnasobek tfetiho fadku a od prvniho fadku odefteme tfeti fadek. K prvnimu fadku
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pfi¢teme trojnasobek druhého tadku. Prvni fadek vydélime c¢islem 4. Ziskame tak inverzni

matici:
18 —12 5
Al=(28 —-19 8|
13 -9 4

Reseni soustavy rovnic (2.1.5) ziskdme soucinem inverzni matice A~! a matice pravych

stran:

18 —-12 5 6 108 + 144 + 15 267
28 —19 8)-|—-12|=|168+ 228+ 24 |=1420)).
13 -9 4 3 78 + 108 + 12 198

Reseni vychazi stejné jako u predchozich metod K = {(267;420; 198)}.

Uvedeme si feSeni soustavy Ctyt rovnic o ¢tyfech neznamych, konkrétné soustavy (2.1.4).

111 111 0 0 O 1 1 1 1|1 0 0 O
241 30100} (0 2 -1 1/-2 1 0 0] _
3 2 3 40 0 1 0 0 -1 0 1-3 0 1 O
1 2 1 110 0 0 1 0 1 0 0l-1 0 0 1

Od druhého tadku odecteme dvojndsobek prvniho fadku, od tietiho fadku odecCteme

trojnasobek prvniho fadku a od ¢tvrtého fadku odecteme prvni fadek.

1 1 1 11 0 0 0\ /1 0 1 1 00 -1

(o 1 0o o100 1) {01 0 o-100 1])_
0o -1 0o 113 0 1 0f] (oo 0 1-4 0 1 1
0o 2 -1 1-2 100 \o 0o -1 1 1 0 -2

I pti hledani inverzni matice mizeme fadky prohazovat. Vyménime tedy druhy a ctvrty
radek. Ke tretimu fadku pticteme druhy fadek a od ¢tvrtého fadku odecteme dvojnasobek
druhého tadku. Zarovenn mizeme rovnou odecist druhy fadek i od prvniho fadku. Ziskame

tak v druhém sloupci vSude nuly, kromé pivotu, ktery je Cislo 1.

10 1 112 0 0 -1 1 0 0 Oj10 1 -2 -5
/01 0 O-12 00 1} (0 1 0 O-1 O 0 1
0 0 -1 1 1 0 -2 0 01 04 -1 1 3
0 0 0 1-4 0 1 1 0 0 0 11-4 ©O© 1 1
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Dale prohodime treti a ¢tvrty fadek. Timto jsme dokoncili Gaussovu eliminaci. Tieti fadek
vynasobime Cislem —1 a pfi¢teme k nému ctvrty fadek. Od prvniho fadku odecteme treti

a Ctvrty fadek. Ziskame tak inverzni matici:

L_[-1 0 0 1
ATl =
-4 -1 1 3
-4 0 1 1

Inverzni matici vynasobime sloupcem pravych stran:

10 1 -2 =5 10 40
-1 0 0 1)\ ([10)_[ O
-4 -1 1 3 10| | =10 [
-4 0 1 1 10 —20

Resenim soustavy rovnic (2.1.8) je, stejné jako wu predchozich metod,

K ={(40;0; —10; —20)}.

V této kapitole bylo vysvétleno ndsobeni matic, které mizeme vyuzit pro ovéfeni

ziskanych kotend. Plati A - x = B, kde

aj1 Q12 -+ Qqq b, X1

az1 Qzz2 - a, b X2
A=| X ) St LB= "2 | x=

An1 Am2 -+ Amn bm Xm

Vynésobime tedy matici levych stran soustavy sloupcovou matici ziskaného feSeni. Pokud

ziskame sloupcovou matici pravych stran soustavy, je naSe feseni spravné.

Naptiklad chceme-li ovéfit feSeni K = {(267; 420; 198)} u soustavy rovnic (2.1.5),

budeme postupovat nasledovné:
4 -3 1 267 4-267—3-420+1-198 6

<8 -7 4) : (420) = <8 +267 —7-420+ 4 - 198) = (—12).
5 —6 6 198 5-267—-6-420+ 6-198 3

Ziskali jsme sloupec pravych stran ze zadani, naSe feSeni je tedy spravné. Provedeni
zkousky timto zplisobem neni jednodussi nez klasické dosazeni kotend do rovnic a ovéieni
rovnosti, jsou to shodné tkony. Zkouska pomoci nasobeni matic je vhodné pro soustavy,

které se nachéazeji v maticovém tvaru.
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Jak bylo uvedeno, inverzni matici maji pouze ctvercové regularni matice. Tuto metodu lze
pouzit pouze na soustavu n rovnic o n neznamych, zaroven matice levych stran musi byt

regulérni, u singularnich matic nelze najit inverzni matici. (Becvar, 2019)

Touto metodou nelze fesit vétSinu soustav, coz je jeji velkou nevyhodou. Lze ji pouzit
pouze u rovnic, které maji jedno feSeni. Abychom nasli inverzni matici, je potieba provést
Gauss-Jordanovu eliminaci. Pokud provadime Gauss-Jordanovu eliminaci, muizeme
soustavu rovnic rovnou vyiesit. ReSeni pomoci Gauss-Jordanovy eliminace by tedy bylo
casove jednodussi.

Jednou ziskana inverzni matice muze byt pouzita k feSeni soustav rovnic s riznymi
pravymi stranami bez nutnosti opakovat cely vypocet. Takto ziskdme univerzalni inverzni
matici, kterou muzeme pouzit k feSeni jakékoliv soustavy rovnic s danou matici

koeficienttl, coz je vyhodou této metody.

2.8 Cramerovo pravidlo

V této kapitole budeme pracovat s determinantem matice. Pro ucely této prace se zaméiime

na vypocet determinantu, nikoli na jeho teoretické pochopeni a definici.

Determinant je jedna Ciselna hodnota. Pokud jsou prvky matice redlna cCisla, determinant
bude také redlné cislo. Determinant lze vypocitat pouze pro Etvercové matice. Pro
determinant matice A pouzivame znaceni det(A) nebo |A|. Kazda Ctvercova matice ma
pravé jeden determinant. U singularnich matic je determinant roven nule, pro regularni

matice je determinant nenulovy, mlize nabyvat kladnych i zdpornych hodnot.
Pro matici prvniho fadu je determinant roven prvku matice:
lal = a.

Pro determinanty vyssiho tadu plati, ze pfi vypocétu sCitdme souliny prvkid matice.
V kazdém soucinu se vyskytuje pravé jediny prvek z kazdého sloupce a prave jediny prvek

z kazdého fadku matice.

Pro n = 2 Ize vypocitat determinant pomoci vzorce:

|Z Z| = ad — bc,
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tedy vyndsobime prvky na hlavni diagondle a od soucinu odefteme soucin prvkil
na vedlejsi diagonadle. VedlejSi diagonala se sklada z prvka anq, an—12,0p-23, ... Q1.

(Becvar, 2019)

Naptiklad determinant fadu 2 matice B = (1 vypocitame nasledovng:

3 1)
|B|=|§ i|=1-4—2-3=—2.

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu by vypadal nasledovné:

a1 412 dg3
a1 dpz; dzz
asz; dszz dzz

= Q41032033 T 021032Q13 + A31012023 —

— 31022013 — Q11032023 — Az10A12033.
K vypoctu determinantu lze vyuzit Sarrusovo pravidlo. Pod matici opiSeme znovu prvni
adruhy fadek. Determinant uvaZzované matice je roven souctu Sesti soucini
(viz obrazek 11). Jak bylo uvedeno vySe, kazdy soucin obsahuje pravé jeden prvek

z kazdého tadku a z kazdého sloupce.

4y Q1o G153 —a31G022013
as1 095 a5 —a11032023
ag - %2' 645 —a210120a33
ari ; 0»12- 643 12022033
azi a22 623 021832013

+a31a12023

Obrazek 11: Sarrusovo pravidlo (Barto & Tiima, 2022, s. 231)

Vypocitame determinant matice levych stran soustavy rovnic (2.1.5):

4 -3 1
8 —7 4/ =4-(-7)-6+8-(—6)-1+5-(=3) 4~
5 —6 6

—5-(=7)1—4-(—6)-4—8-(=3)-6=—1.

Pro vSechny ctvercové horni trojuhelnikové matice libovolného fadu plati, Ze jejich

determinant je sou¢inem prvkii na hlavni diagonale. Napftiklad:
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5 7 2
0 3 6|=5-3-8=120.
0 0 8

Zaroven to plati 1 pro dolni trojuhelnikovou matici (tedy matici, ktera ma nad hlavni

diagonélou samé nuly):

5 0 0
7 3 0/=5-3-8=120.
2 5 8

Plati, Ze determinant matice A je roven determinantu matice transponované AT .

|Al = 1A7]
Transponovana matice k matici A = (al- j) typu m X n je matice AT = (b; ;) typu n X m,
kterou ziskdme z matice vzajemnou vymeénou fadki za sloupce a naopak, tedy
b;j = aj; pro vSechny i € {1,2,..,n} aj € {1,2,..,m}. Napiiklad horni trojuhelnikova
matice a dolni trojuhelnikova matice z pfedchoziho ptikladu jsou vzajemné transponované,

zarovei je jejich determinant shodny. Matice tedy miiZeme transponovat, aniz by se zménil

jejich determinant. (Bican, 2000)
Matici miizeme prevést na horni (dolni) trojuhelnikovou pomoci nasledujicich tprav.

Pri¢teni t-nasobku jednoho Fadku/sloupce k jinému radku/sloupci

Napftiklad u matice (?1 i) odecteme od druhého fadku trojnasobek prvniho fadku.

Determinant vysledné matice bude roven determinantu ptivodni matice.
1 2 — ] — - P —
5 4l =14-32=-2

|12
0

Sl=1-02=-

Jak si mizeme vSimnout, u druhé matice se druhy soucin vynuluje, tedy determinant je

roven soucinu prvkl na hlavni diagonale, jak je uvedeno vyse.

Tato uprava je ekvivalentni, tedy neméni vysledny determinant. Ostatni Upravy

determinant méni.
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Vynasobeni Fadku/sloupce nenulovym ¢islem

Vynasobime-li fddek nebo sloupec libovolnym nenulovym koeficientem t, determinant se
zmeéni t-krat. Naptiklad pokud u matice |é i| = —2 vynasobime napfiiklad prvni fadek

¢islem 2, vysledny determinant bude dvojndsobek prvniho determinantu:
2 Y 9.4 3.4=_4(=2 (-
5 J=24-3-4=-4(=2-(-2).

Pokud provedeme tuto tpravu, musime vysledny determinant vynasobit %

Zaména radku/sloupci

Vymeénime-li mezi sebou libovolné dva fadky/sloupce, vysledny determinant se zméni
na opacny. Tedy za kazdou vyménu dvou tadki/sloupcti musime vysledek vynéasobit
¢islem —1. Napftiklad:

cd=

|a bl = —1:(cb — ad) = ad — cb.
a b

c al=71 |
Pomoci téchto iprav miizeme matici upravit do na horni/dolni trojihelnikovou a urcit jeji
determinant vyndsobenim prvki na hlavni diagondle, pfipadné miizeme matici upravit
na jakykoliv tvar, ktery nam usnadni vypocet determinantu pomoci jiné metody.

(Anthony & Harvey 2012)

Pro vypocet determinantu ¢tvrtého a vyssiho fadu nelze pouzit Sarrusovo ani podobné
pravidlo. Je proto vhodné matici upravit na horni/dolni trojihelnikovou a vynésobit prvky
na hlavni diagonale. Naptiklad determinant matice pravych stran soustavy rovnic (2.1.4)

vypocteme nasledovngé:

1111 |1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
2 4 1 3/_0 2 -1 1f__, o 1 0 o__, o1 0 of_
3 23 4 o -1 0 1 0 -1 0 1 00 0 1
1211 lo 1 0 o 0 2 -1 1 00 -1 1
11 1 1
0100—--_-—_
=-1-(-Dfy o _; 1=1'1"CD1=-1
00 0 1
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Postupné odecteme n-nasobky tadka tak, jako jsme to udé€lali u ptedchozich tii metod.
Zaroven zaménime druhy a tieti fadek a posléze tieti a ctvrty fadek. Vysledné znaménko se

tedy nezméni.

Dals$i moznost je vypocitat determinant pomoci Laplaceova rozvoje (také rozvoje podle

radku/sloupce).

Pro matici

se determinant pomoci Laplaceova rozvoje vypocita nasledovne¢:

Az A3 Ay a1 dz3 Q4
Al = (=D - ay; - |a32 a3z Az + (=1D)'*?-a;,- [AG31 A3z Gz +
Az QAg3  Qgq Qg1 Qg3 Q44
Qz1 Az QG4 a1 Q2 dz3
+(—1D)3 a5 |a31 A3z Azg|+ (1)1t -qq, - (a1 Az asz).
(41 Qa2 CQaq Ag1 Qg Q43

Tedy vSechny prvky aj jednoho ftadku/sloupce (miZeme si vybrat kterykoliv
radek/sloupec) vynasobime postupné determinanty matic typu (n—1) X (n — 1), které
vzniknou z ptivodni matice vynechanim i-t¢ho tfadku a j-tého sloupce (plati pro matici
fadu n).
Napftiklad pro prvek as, vynechame tfeti fadek a druhy sloupec, tedy vyslednd matice se
skladé z tuéné€ zvyraznénych prvki:

11 A2 Q13 Aq4

A1 Qzz Q23 Q34

azq dzp; Q33 QA3
Qg1 Qyp Qg3 Gyq

Tyto souciny postupné seCteme nebo odecteme, v zavislosti na poloze prvku v matici. Je-li
pro prvek soucet i+ j lichy (naptiklad pro prvky aq4,as;,a43,...), soucin odecteme.
Pokud je soucet i +j sudy (napiiklad pro prvky ai3,a43,a41,..-), souin pfi¢teme. Ve
vzorci je to zndzornéno umocnénim &isla —1(+/) | Plati, e pokud umociiujeme &islo —1

na lichou mocninu, ziskame ¢islo —1 a pokud umoctujeme ¢islo —1 na sudou mocninu,
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ziskdme +1. Kontrolou nam muze byt, Ze se znaminka stfidaji. Ve vySe uvedené rovnici

budou znaménka vypadat nasledovné:

Al =+ ayq -

+a13'

Qzz
asz
QAs2
az;
asq
as1

— a4y [431

— Ay asy

Determinant matice druhého fadu ziskdme sectenim soucinli dvou prvka v fadku/sloupci

a dvou matic prvniho fddu. Determinant matice tietiho fadu ziskdme sectenim soucinti tii

prvki z fadku/sloupce a tii matic druhého fadu. Determinant matice Ctvrtého fadu ziskame

seCtenim soucina Ctyf prvkl v fadku/sloupci a tfi matic tietiho fadu. Obdobné pro matice

patého a vyssiho tadu. Uvedeme si priklad vypoctu determinantu matice ctvrtého fadu

pomoci Laplaceova rozvoje. Rozvoj provedeme napiiklad podle tietiho sloupce.

10 1 1 1 10 4
10 4 1 3/_1.l{0 »
10 2 3 4 10 2
10 2 1 1

3
4
1

-1

10 1 1
10 2 4
10 2 1

10 1 1 10 1 1
+3-110 4 3|—1-]10 4 3=
10 2 1 10 2 4

=1-(10-2-1+10-2-34+10-4-4—-10-2-3—-10-4-1—-10-2-4)

-1-(10-2-1+10-2-14+10-1-4—-10-2-1—-10-1-1—-10-2-4)

+3-(10-4-1+10-2-14+10-1-3-10-4-1—-10-1-1-10-2-3)

-1-(10-4-4+10-2-1+10-1-3-10-4-1—-10-1-4—-10-2-3) =

=60+ 30—-60—70=—40

Pro vypocet determinantu je vhodné vybrat fadek, kde se vyskytuje co nejvice nul.

Vyhneme se tak pocitani determinantii matic (n — 1), protoZze je budeme ndsobit nulou,

tedy se vynuluji a nemusime znat jejich konkrétni hodnotu. Matici si miizeme upravit

pomoci vyse uvedenych Gprav. Opét si musime davat pozor na ty, které determinant méni.

Naptiklad u matice

_WN R

NN D=

10

10
10

10

_ R W
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muzeme od ¢tvrtého fadku odecist prvni fadek. Ve ¢tvrtém fadku tak ziskame az na jeden

prvek samé nuly. Determinant vypocitame nasledovné¢:

1

% 41} 18 3 1101

=—-0+1-12 10 3|—-0+0=10.
3 2 10 4 3 10 4
01 0 O

Pokud bychom pomoci jedné z uprav ziskali fddek nebo sloupec obsahujici samé nuly,

znamena to, Ze matice je singularni a determinant je roven nule. Napftiklad:

1 10 1 1 1 10 1

1
2 10 1 3)_(2 10 1 3
3 10 3 4 3 10 3 4/
1 10 1 1 0 0 0 O

Zde odectenim prvniho fadku od ctvrtého tadku ziskame nulovy ftadek, D = 0.

(Goode & Annin, 2007)

Vyse je uvedeno nékolik zpisobi, jak vypocitat determinant ¢tvercové matice. Nyni si

ukaZeme, jak ho vyuzit pro feSeni soustav rovnic.
Pti feSeni soustavy rovnic Cramerovym pravidlem feSime vSechny kotfeny soustavy zvlast'.
Pro v8echny kofeny x; plati x; = %, kde x; jsou jednotlivé kofeny (x4, Xz, ...,%p), D je
determinant matice levych stran a D; je determinant matice levych stran, kde j-ty sloupec
nahradime sloupcem pravych stran. Obecné pro dvé rovnice o dvou neznamych (tedy
matice levych stran bude mit fad n = 2) najdeme kofeny nasledovné:

a11X1 + Az1%; = by

A12X1 + 2%, = by

by az, a1 by

_ by ay, _la;; by

1= |a11 a21|’ 2= |a11 a21|'
Q1 Ay Qi Ay

Naptiklad soustavu rovnic (2.1.3):

(; _11) ' (;) - (160)

vyfes§ime pomoci Cramerova pravidla nasledovné:
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1

x—D 1 1 2 4
3 -1
D |1 © 8
_ 2 _13 101 _ 79 _
Y=p™n 1|__4 2.
3 -1

Reseni soustavy je K = {(4; 2)}.
Uvedeme si feSeni soustavy tii rovnic o tfech nezndmych, konkrétné soustavy (2.1.5).

Determinant matice levych stran jsme si vypocitali vySe (D = —1). Staci ndm vypocitat

6
determinanty matic se zaménénym j-tym sloupcem za sloupec pravych stran (—12) a obé
3

hodnoty dosadit do vzorce pro vypocet jednotlivych kotent.

6 -3 1

Dl _267
Dy=|-12 -7 4|=-267, x=—=——""=267
3 -6 6
4 6 1 D, —420
5 3 6
4 -3 6 D, —198
D3: 8 -7 —-12|=-198, ZZFZ_—1:198
5 —6 3

Reseni soustavy rovnic (2.1.8) je K = {(267; 420; 198)}.

Uvedeme si feSeni soustavy Ctyf rovnic o ¢tyfech neznadmych, konkrétné soustavy (2.1.4).
Pti vysvétlovani vypoctu determinantu fadu 4 jsme si vySe vypocitali determinant matice
levych stran D = —1 a zéarovei determinanty matic D; = —40,D, = 0,D; = 10.
Determinant matice D, = 20 lze uréit jakymkoliv z vySe uvedenych zptisobu. Kofeny

vypocitame nasledovneé:

_Di_ 40 _

=P T 17
D, 0

b:—:—:o
D —1
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=D "1
LD 20
=2

ReSeni  soustavy rovnic (2.1.4) 1 pomoci Cramerova pravidla vychazi

K = {(40;0; —10; —20)}. (Bican, 2019)

Nevyhodou Cramerova pravidla je, stejné jako u inverzni matice, Ze ho mizeme aplikovat
pouze na n rovnic o n nezndmych, zaroven pouze na soustavy, které maji prave jedno
feSeni (jinak bychom ve vzorci museli délit nulou). Metoda je vhodna pro soustavy dvou
nebo tii rovnic (o dvou a tfech neznamych). Pro soustavy se ¢tyfmi a vice neznamymi neni
prilis vyhodna, protoze metoda vyzaduje pro kazdé teSeni vypocet n + 1 determinantd
fadu n. Tato metoda se hodi pro ulohy, kde u soustavy nehledame mnozinu vSech feseni,

ale pouze jeden nebo ne¢kolik mélo kotentl.

68



Zavér

V praci je shrnut postup metod feSeni linedrnich rovnic, konkrétné metody dosazovaci,
srovnavaci, scitaci, grafické, Gaussovy eliminace, Gauss-Jordanovy eliminace, feSeni
pomoci inverzni matice a Cramerova pravidla. Jsou zde uvedeny ptiklady pro soustavy
nrovnic o n nezndmych a je zminéno, jak by vypadal postup, pokud bychom méli méné
rovnic nez neznamych nebo obracené. U kazdé metody je uvedeno, pro jaké soustavy
rovnic je vhodnd, podobné metody jsou mezi sebou porovnany. Cilem mé prace bylo
vysvétlit aplikaci danych metod feseni soustav linedrnich rovnic a pfiradit ke kazdé metodé
jeji vyhody a typ soustavy, pro kterou je tato metoda vyhodna. Dle mého nazoru byl cil

préce splnén.

Jednodussi metody jsou v praci rozebrany detailn€ i s vysvétlenim pojml zminénych
¢1 potfebnych k feSeni soustavy. U slozit¢jSich metod jsou informace uvedeny v takové
mife, v jaké jsou potieba k feSeni soustav rovnic. V praci neni vysvétlena teorie z oblasti

analytické geometrie ani linedrni algebry.

Prace byla napséna s imyslem umistit ji vefejné¢ na internet, aby pomohla co nejvice

¢tenaftim s efektivnim feSenim soustav rovnic. Obsahuje konkrétni pfiklady feSeni.

Na tuto praci by se dalo navazat popsanim metod, které tato prace neobsahuje, zaméirenim
se na soustavy rovnic, které nejsou linearni nebo na soustavy nerovnic.

Osobné si myslim, Ze prace bude uzZite¢nd, zejména pro zaky zakladni a stfedni Skoly.
Muj vlastni pfinos je zejména diskuse nad poctem feSeni soustav rovnic v zavislosti

na podobé soustavy a piiblizeni vyhod jednotlivych metod.
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