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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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2.1 Markovské řetězce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Markovské řetězce a matice přechodu v teorii kreditńıho
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Abstrakt: Řı́zeńı kreditńıho rizika se v posledńıch letech stalo kĺıčovým
nástrojem pro správnou diverzifikaci portfolia a s ńı spojenou minima-
lizaci př́ıpadné ztráty. Na jeho základě můžeme odhadovat výši ztráty
společnosti, která plyne ze zhoršeńı situace jej́ıch dlužńık̊u. Byla vyv-
inuta řada model̊u zabývaj́ıćıch se kreditńım rizikem a většina z nich
je založena na teorii markovských řetězc̊u. Ta je také základem modelu
CreditMetrics, kterému se v práci věnujeme. Základńım vstupem do to-
hoto modelu je matice přechodu mezi ratingy. Sestrojeńım a testováńım
takovýchto matic se zabývaj́ı dvě kapitoly této práce. Daľśı kapitoly se
potom věnuj́ı nejprve obecnému simulačńımu postupu a poté následuje
analýza dat na reálném úvěrovém portfoliu. Součást́ı práce je také CD
se vstupńımi daty a algoritmem výpočtu, napsaném v programu Mathe-
matica. Kód programu lze rovněž nalézt i v dodatku práce.
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Abstract: Credit risk management has become the key instrument for bet-
ter portfolio diversification and related minimalization of possible loss.
Upon the credit risk management we can estimate amount of company’s
loss brought with creditworthiness of its obligors. Lots of models deal-
ing with credit risk have been developed and most of them are based on
Markov Chains theory. This theory also makes up the basis of CreditMet-
rics, the model which we introduce. Rating migration matrix is the basic
input into this model. Two chapters are concerned with constructing and
modifying of such matrices. Other chapters deal at firs with general sim-
ulation and data analysis on the real credit portfolio come after. CD with
input data and computational procedure in Mathematica is also added.
The code is pasted as an appendix, too.
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Úvod

V práci se budeme zabývat využit́ım teorie markovských řetězc̊u při mo-
delováńı a výpočtech v oblasti kreditńıho rizika. Jedná se o stále se
rozv́ıjej́ıćı, ale v praxi již hojně využ́ıvaný př́ıstup.

Základńı pojmy týkaj́ıćı se kreditńıho rizika uvád́ıme hned v prvńı
kapitole. Po krátkém historickém úvodu následuje přehled produkt̊u ne-
soućıch kreditńı riziko a dále potom vztah kreditńıho rizika k riziku
tržńımu. Poté definujeme d̊uležitý pojem ratingu a na závěr kapitoly
uvád́ıme př́ıstupy k modelováńı kreditńıho rizika a zp̊usoby jeho měřeńı.

V kapitole 2 nejprve shrnujeme základńı definice a vlastnosti markov-
ských řetězc̊u a následně vlastnosti matic přechodu konkrétně v modelech
kreditńıho rizika.

Dále navazuje kapitola 3, která se zabývá sestrojeńım a testováńım
matic přechodu.

Pokud se nechceme omezit pouze na jednoletý horizont, muśıme pro-
vést zobecněńı skrze tzv. generátor matice přechodu. V kapitole 4 tedy
uvád́ıme tři metody, jak takovýto generátor sestrojit a jak s jeho pomoćı
doj́ıt k matici přechodu pro libovolný časový interval.

Kapitola 5 se potom zabývá konstrukćı pro výpočet budoućı hod-
noty portfolia a z ńı plynoućı charakteristiky. Základńımi body této kon-
strukce jsou výpočet korelačńı matice mezi jednotlivými úvěry v port-
foliu, stanoveńı rizikových náklad̊u pro každý úvěr, generováńı scénář̊u
vývoje ratingu pro každý úvěr a nakonec samotný výpočet hodnoty port-
folia včetně určeńı rozděleńı této hodnoty a jeho charakteristik.

V závěrečné kapitole 6 potom vybudovanou teorii aplikujeme na kon-
krétńı reálná data. Vstupńı data i výsledky jsou pro lepš́ı orientaci do-
plněny tabulkami a grafy.

Programová realizace výpočetńıho algoritmu je součást́ı dodatku A a
společně se souborem vstupńıch dat také přiloženého CD.
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Kapitola 1

Kreditńı riziko a rating

1.1 Historie

Kreditńı riziko se pro útvary ř́ızeńı rizika stalo kĺıčovým na konci de-
vadesátých let minulého stolet́ı. S nár̊ustem množstv́ı úvěr̊u a daľśıch
kreditńıch instrument̊u, jejichž výčet uvád́ıme hned v následuj́ıćım od-
stavci, bylo třeba přij́ıt s propracovaněǰśı technikou ř́ızeńı rizika jejich ne-
splaceńı. K tomu využ́ıváme výpočet tzv. očekávané ztráty, kterou přesně
definujeme v odstavci 5.5. Důležitým nástrojem se v posledńı době stala
také tzv. hodnota v riziku (VaR - Value at Risk), d́ıky ńıž můžeme měřit
kromě očekávané i tzv. neočekávanou ztrátu. Přesnou definici uvád́ıme
také v odstavci 5.5. Očekávaná a neočekávaná ztráta nám umožňuje
lépe pochopit kreditńı portfolio, koncentraci rizika v jednotlivých jeho
součástech a t́ım jej lépe diverzifikovat.

1.2 Produkty nesoućı kreditńı riziko

Typickými produkty nesoućımi kreditńı riziko jsou bankovńı úvěry nebo
dluhopisy. U těchto instrument̊u většinou docháźı k jednorázovému čer-
páńı částky. Jiným typem jsou debetńı účty (nazývané také kontoko-
renty) nebo kreditńı karty. Pro tyto produkty je zase typické postupné
čerpáńı částky, a to v libovolnou dobu, což z nich čińı pružněǰśı nástroje
než jsou klasické úvěry. Specifickým kreditńım instrumentem je potom
směnka (eskontńı úvěr), kde je riziko klienta kombinované s rizikem ak-
ceptanta směnky.

8



1.3 Kreditńı versus tržńı riziko

Tržńı riziko měř́ı možnost ztráty v d̊usledku změn v tržńıch cenách
aktiv, zat́ımco kreditńı riziko je rizikem ztráty zp̊usobené neschopnost́ı
dlužńıka dostát svým smluvńım závazk̊um. Např́ıklad v př́ıpadě akcíı ne-
docháźı ke splátce jejich jmenovité hodnoty, a tak se k nim vztahuje pouze
tržńı riziko. Naproti tomu u úvěr̊u lež́ı riziko primárně na neschopnosti
(př́ıpadně neochotě) splácet dlužnou částku, mluv́ıme u nich tedy jen
o kreditńım riziku. Jiné instrumenty nesou ale oba typy rizika. Mezi ně
patř́ı třeba dluhopisy. U nich se v okamžiku splatnosti vypláćı jmenovitá
hodnota a riziko tedy lež́ı kromě citlivosti hodnoty na změnu úrokové
sazby i na možnosti, že emitent tohoto dluhopisu nebude schopen jmeno-
vitou hodnotu vyplatit. Dluhopis v sobě tedy nese jak tržńı tak i kredit-
ńı riziko. Obě spolu nav́ıc navzájem souvisej́ı, nebot’ kupř́ıkladu změny
tržńıch cen aktiv v držeńı emitenta mohou ovlivnit schopnost spláceńı
dluhu plynoućıho z emise dluhopisu.

1.4 Rating

Dlužńıci, respektive pohledávky za nimi, jsou klasifikovány takzvaným
ratingem, který znač́ı jejich úvěrovou spolehlivost (kreditńı kvalitu). Ta
odpov́ıdá relativńı šanci, že klient nebude schopen dostát svým závazk̊um.
Ratingový systém si některé společnosti vytvářej́ı sami, častěji však vyu-
ž́ıvaj́ı údaj̊u ratingových agentur. Těmi největš́ımi a nejznáměǰśımi jsou:

• Standard & Poor’s

• Moody’s Investor Service.

Jednotlivé ratingové stupně jsou většinou značeny ṕısmeny. Např́ıklad
nejvyšš́ı stupeň u Standard & Poor’s má označeńı AAA, v př́ıpadě Moo-
dy’s potom Aaa. Jako nejnižš́ı stupeň se většinou přidává takzvaný de-
faultńı stav, který ř́ıká, že dlužńık dosáhl úrovně, na které již neńı schopen
dostát svým závazk̊um.

Rating se měńı v čase. Ovlivňuje jej řada faktor̊u, např. hospodářský
a technologický vývoj, změna vládńı politiky nebo vlastńı hospodařeńı
společnosti.

Jak spolu souviśı rizikovost instrumentu a jeho rating ukážeme na př́ı-
kladu dluhopisu:

V př́ıpadě, že dojde ke zvýšeńı rizikovosti tohoto dluhopisu, sńıž́ı se
jeho rating a zároveň poklesne jeho cena. T́ım držitel tohoto dluhopisu
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(tedy věřitel) utrṕı finančńı ztrátu. Na druhou stranu v př́ıpadě sńıžeńı
rizikovosti dluhopisu si věřitel z d̊uvodu zvýšeńı ratingu a r̊ustu ceny
přiṕı̌se zisk.

Téma ratingu je zaj́ımavě zpracované např. v [8].

1.5 Modelováńı kreditńıho rizika

Ćılem model̊u je kvantifikovat kreditńı riziko v portfoliu složeném z tra-
dičńıch kreditńıch produkt̊u, které jsme uvedli v předchoźım odstavci, a
modelovat hodnotu tohoto portfolia za určitý časový úsek.

V posledńıch letech se ale měřeńı kreditńıho rizika stává stále složitěǰśı.
V minulosti si banky splátky úvěr̊u ponechávaly a jejich úspěch tedy
závisel pouze na schopnosti odhadnout úvěrovou spolehlivost klienta.
V současnosti ale banky stále častěji p̊ujčky zajǐst’uj́ı nebo je postupuj́ı
daľśım subjekt̊um. Nové možnosti přináš́ı také obchodováńı s kreditńım
rizikem na stále se rozv́ıjej́ıćıch trźıch s finančńımi deriváty. Obchodováńı
s nimi se stává stále populárněǰśı, ale nese s sebou také značná úskaĺı.
Právě složitost těchto instrument̊u a jejich navázáńı na trh s hypotékami
stály na počátku současné celosvětové finančńı krize.

Daľśım problémem při oceňováńı kreditńıho rizika je skutečnost, že
většina kreditńıch instrument̊u má obt́ıžně pozorovatelnou tržńı cenu.
Nedostatek informaćı o cenách nás nut́ı založit odhad kreditńıho rizika
na jiných typech dat.

V současné době se nejv́ıce využ́ıvaj́ı dvě metody. Prvńı z nich využ́ıvá
k odhadu kreditńıho rizika tržńıch cen akcíı. Nejpouž́ıvaněǰśı model, zalo-
ženým na této metodě, vyvinula společnost Moody’s pod zkratkou KMV.
Druhou metodou je př́ıstup skrze teorii markovských řetězc̊u. Touto ces-
tou se vydala společnost J.P. Morgan ve svém modelu Creditmetrics. Ten
využ́ıvá k oceněńı rizika rating̊u.

Právě model CreditMetrics tvoř́ı základ naš́ı práce. Krátce můžeme
tento model shrnout následuj́ıćım zp̊usobem: Každé investici v portfoliu
s možnost́ı defaultu přǐrad́ıme určitý rating a z historických dat odhad-
neme pravděpodobnosti jeho zlepšeńı nebo zhoršeńı v horizontu jednoho
roku. Soubor těchto pravděpodobnost́ı zapisujeme do matice, tzv. matice
přechodu mezi jednotlivými ratingy. Simulaćı r̊uzných scénář̊u konzis-
tentńıch s těmito pravděpodobnostmi můžeme poté odvodit rozděleńı
hodnoty portfolia a spoč́ıtat očekávanou a neočekávanou ztrátu z port-
folia.
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Kapitola 2

Modely založené na
markovských řetězćıch

Většina v dnešńı době použ́ıvaných model̊u výpočtu kreditńıho rizika
stoj́ı na teorii markovských řetězc̊u. Stejně tomu je i v př́ıpadě mode-
lu Creditmetrics. Proto v této kapitole shrnujeme základńı definice a
vlastnosti týkaj́ıćı se markovských řetězc̊u a souvisej́ıćı s tématem této
práce.

2.1 Markovské řetězce

Markovským řetězc̊um se věnuje např́ıklad publikace [9]. My se zde ome-
źıme pouze na základńı definice a vlastnosti, které využ́ıváme v našem
textu.

Na pravděpodobnostńım prostoru uvažujeme posloupnost náhodných
veličin {Xn, n ∈ N0} a množinu celých č́ısel S, která se nazývá množinou
stav̊u a jej́ı prvky stavy. Plat́ı i ∈ S právě když existuje n ∈ N0 tak, že
P (Xn = i) > 0.

Definice 2.1 Posloupnost celoč́ıselných náhodných veličin {Xn, n ∈ N0}
se nazývá markovský řetězec s množinou stav̊u S, jestlǐze

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i)

pro všechna n = 0, 1, . . . a všechna i, j, in−1, . . . i0 ∈ S taková, že P (Xn =
i, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) > 0.

Vztah v definici 2.1 znamená, že pravděpodobnost výskytu řetězce
v budoućım čase n + 1 záviśı pouze na jeho současném stavu (v čase n),
nikoliv na stavu v minulých časech n− 1, n− 2, . . . , 0.
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Definice 2.2 Pravděpodobnost

pij(n) := P (Xn+1 = j|Xn = i), i, j ∈ S

nazveme pravděpodobnost́ı přechodu ze stavu i v čase n do stavu j v čase
n + 1.

Následuj́ıćı definice uvád́ı vlastnost homogenity markovského řetězce,
která zjednodušuje modely výpočtu kreditńıho rizika a z toho d̊uvodu se
v nich často využ́ıvá.

Definice 2.3 Plat́ı-li pro libovolné m,n ∈ N
pij(n + m) = pij(n), i, j ∈ S,

mluv́ıme o homogenńım markovském řetězci nebo o markovském řetězci
se stacionárńımi pravděpodobnostmi přechodu a m̊užeme zjednodušeně
psát

pij := pij(n), i, j ∈ S.

Homogenita jinými slovy ř́ıká, že pravděpodobnost přechodu nezáviśı
na časovém okamžiku, ve kterém se řetězec nacháźı.

Definice 2.4 Pravděpodobnosti přechodu obvykle zapisujeme do matice.
Ta má (v homogenńım př́ıpadě) tvar

P =




p11 p12 . . . p1K

p21 p22 . . . p2K
...

...
. . .

...
pK1 pK2 . . . pKK




a nazývá se matićı přechodu. Pı́smeno K znač́ı počet prvk̊u množiny stav̊u
S.

Ze samotné definice pravděpodobnosti a z toho, že matice přechodu je
matićı pravděpodobnost́ı, vyplývá, že všechny jej́ı prvky jsou nezáporné.
Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı matice přechodu je, že součet prvk̊u v každém
řádku se rovná jedné. Řı́káme, že matice přechodu má stochastickou vlast-
nost. Matematicky lze zmı́něné vlastnosti zapsat následuj́ıćım zp̊usobem:

0 6 pij 6 1, i, j = 1, . . . , K

K∑

k=1

pik = 1, i = 1, . . . , K
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Označme nyńı pj(n) := P(Xn = j) pravděpodobnost, že se řetězec
v čase n nacháźı ve stavu j a vektor těchto pravděpodobnost́ı p(n) =
(p1(n), p2(n), . . . , pK(n))⊥. Potom plat́ı:

p(n + 1)⊥ = p(n)⊥P (2.1)

Pravděpodobnosti pj(n) se nazývaj́ı absolutńı pravděpodobnosti v čase n.
Zobecněńım vztahu (2.1) dojdeme k pravděpodobnostem výskytu ře-

tězce v libovolném čase n + m,m ∈ N:

p(n + m)⊥ = p(n)⊥Pm.

2.2 Markovské řetězce a matice přechodu

v teorii kreditńıho rizika

Posloupnost prvk̊u stavové množiny S znač́ı v našem př́ıpadě jednotlivé
ratingové stupně (seřazené podle jejich kvality). Připočteme-li defaultńı
stav, dostáváme K+1 možných stav̊u. Matice přechodu potom vyjadřuje
pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými ratingy za jeden rok.

Jednoduchost rovnice 2.1 vysvětluje, proč se markovské řetězce hod́ı
k popisováńı pravděpodobnost́ı přechodu mezi ratingy. Znač́ı-li p(n) roz-
děleńı aktiv mezi jednotlivé kreditńı stupně v čase n, potom p(n +
1) udává toto rozděleńı v čase n + 1. Ze vztahu 2.1 je dále vidět, že
pravděpodobnost přechodu do jiného stavu nebo setrváńı ve stejném
stavu nezáviśı na tom, kde se pohledávka nacházela v minulosti, přechody
jsou tzv. bez paměti. Jde o významnou vlastnost markovských řetězc̊u,
avšak v praxi může být omezuj́ıćı.

Nyńı uved’me daľśı vlastnosti markovských řetězc̊u, které se týkaj́ı
konkrétně matic přechodu mezi ratingovými kategoriemi:

1. Defaultńı stav je absorpčńı, tzn. že pravděpodobnost přechodu z de-
faultńıho do jakéhokoliv jiného stavu je rovna nule.

2. Pravděpodobnost selháńı, tj. pravděpodobnost přechodu do default-
ńıho stavu, je nepř́ımo úměrná kvalitě ratingu, kterým je pohledávka
ohodnocena.

3. Matice je striktně diagonálně dominantńı, tj. pohledávka s největš́ı
pravděpodobnost́ı z̊ustane ve stejné ratingové kategorii.
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4. Matice je řádkově i sloupcově monotónńı v̊uči diagonále, tzn. že
pohledávka přejde s vyšš́ı pravděpodobnost́ı do a z bližš́ıho ratin-
gového stupně.

Čtvrtá vlastnost ř́ıká, že matice je tzv. stochasticky monotónńı.
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Kapitola 3

Sestrojeńı a testováńı matic
přechodu

Matice přechodu P nám udává pravděpodobnosti přechodu mezi jed-
notlivými ratingovými stupni, tj. pravděpodobnostńı rozděleńı stav̊u (ra-
ting̊u) v čase T +1 na základě znalosti stav̊u v čase T . V této kapitole se
pod́ıváme na zp̊usob sestrojeńı matice P. Tento postup můžeme nalézt
v [10] a podrobněji ještě v [6].

Předpokládejme, že počet stav̊u řetězce je roven K + 1, kde (K + 1)-
ńım stavem mysĺıme default. Potom potřebujeme odhadnout (K×K)+K
prvk̊u matice P. Posledńı řádek matice přechodu je nulový až na posledńı
člen, který je roven jedné (vzhledem k absorpčńı vlastnosti defaultu).

V [5] můžeme naj́ıt rozděleńı metod odhadu prvk̊u matice přechodu
na implicitńı a explicitńı. Implicitńı metody využ́ıvaj́ı k odhadu tržńı
ceny dluhopis̊u s nulovým kupónem. My se zde ale budeme zabývat
zástupcem druhé množiny metod, tj. explicitńıch. Ty odhaduj́ı prvky
matice přechodu na základě historických dat o přechodech mezi ratingy.

Než se dostaneme k vlastńımu popisu metody, muśıme uvést d̊uležitý
předpoklad, který zde využijeme. Jedná se o časovou homogenitu, tzn.
že pro nás bude d̊uležitá délka sledovaného časového intervalu, zat́ımco
jeho počátek může být libovolný bez vlivu na výsledek. Předpoklad ho-
mogenity velice zjednodušuje použitý model, ale může být i omezuj́ıćı,
jak uvád́ıme v závěru této kapitoly.
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3.1 Metoda kohorty

Nejjednodušš́ı a také nejpouž́ıvaněǰśı metodou je tzv. metoda kohorty.
Jedná se o př́ımou metodu, využ́ıvaj́ıćı empirického počtu přechod̊u mezi
jednotlivými stavy. Necht’ pij, i, j = 1, . . . , K + 1 je pravděpodobnost
přechodu ze stavu i do stavu j v horizontu jednoho roku a nij, i, j =
1, . . . , K +1 necht’ jsou relativńı četnosti přechodu ze stavu i do stavu j,
odvozené z empirických dat o přechodech, které proběhli během jednoho
roku. Jak jsme již zmı́nili, z absorpčńı vlastnosti defaultu plyne, že

pK+1,j = 0, j = 1, . . . , K,

pK+1,K+1 = 1,

Známe tedy posledńı řádek matice přechodu P. Zbývaj́ıćı členy odhad-
neme metodou maximálńı věrohodnosti.

Věrohodnostńı funkce má tvar

L(P) =
K∏

i=1

K+1∏
j=1

pij
nij

a po jej́ım zlogaritmováńı dostáváme:

ln L(P) =
K∑

i=1

K+1∑
j=1

nij ln pij

Maximalizaćı vzhledem k neznámým parametr̊um pij dojdeme k násle-
duj́ıćım maximálně věrohodným odhad̊um:

p̂ij =
nij∑K+1

r=1 nir

, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , K + 1.

3.2 Daľśı metody

Kromě popsané metody kohorty lze v [5] nalézt daľśı dva př́ıstupy ke kon-
strukci matice přechodu mezi ratingy. Jedná se předevš́ım o metodu
intenzit přechodu, která je zde uvedena jak v homogenńı, tak v ne-
homogenńı verzi. Důvodem zkoumáńı také nehomogenńıho př́ıpadu je
reálné stř́ıdáńı ekonomických cykl̊u, d́ıky nimž se měńı počty jednotlivých
migraćı mezi ratingy a také počty default̊u.
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Na základě statistických test̊u jsou zde r̊uzné metody srovnávány a
pro podmı́nku homogenity je zde ukázáno, že neńı př́ılǐs omezuj́ıćı a lze
ji tedy přijmout jako rozumně zjednodušuj́ıćı předpoklad.

Mezinárodńı ratingové agentury jako S&P’s nebo Moody’s uveřejňuj́ı
pr̊uměrné matice přechodu za určité obdob́ı, č́ımž částečně eliminuj́ı vliv
ekonomických cykl̊u a můžeme je tedy považovat za homogenńı matice
přechodu.
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Kapitola 4

Generátor matice přechodu

Generátor̊um matice přechodu se podrobněji věnuje [4]. My zde z této
práce uvedeme jen některé části, které potom použijeme na konkrétńı
data.

Nejkratš́ım intervalem, pro který jsou sestrojovány matice přechodu
z empirických dat, bývá obvykle jeden rok. Pro kratš́ı interval většinou
neńı dostatečný počet přechod̊u k sestrojeńı spolehlivé matice přechodu.
Pokud tedy chceme źıskat matici přechodu pro kratš́ı horizont než jeden
rok, muśıme použ́ıt generátor matice přechodu.

Než se pod́ıváme na jeho definici, zavedeme pojem maticové expo-
nenciály.

Definice 4.1 Necht’ Q je čtvercová matice a t ∈ R+. Maticovou expo-
nenciálu definujeme jako následuj́ıćı rozvoj:

exp{tQ} = I + tQ +
(tQ)2

2!
+

(tQ)3

3!
+ · · · , (4.1)

kde I znač́ı jednotkovou matici takovou, že h(I) = h(Q).

Rozvoj maticové exponenciály v definici 4.1 je analogický rozvoji reálné
exponenciálńı funkce.

Nyńı již můžeme přistoupit k samotné definici generátoru matice
přechodu.

Definice 4.2 Generátorem t-leté matice přechodu P(t) vytvořené z ho-
mogenńıho markovského řetězce nazveme takovou matici Q = {qij}, pro
kterou plat́ı:

1. h(P) = h(Q) = n,
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2. exp{tQ} = P(t),

3. qij > 0, i 6= j, i, j = 1, . . . , n,

4. qii < 0, i = 1, . . . , n,

5.
∑n

k=1 qik = 0, i = 1, . . . , n

Pod́ıvejme se nyńı na postup, jak zkonstruovat generátor matice pře-
chodu. Bez újmy na obecnosti předpokládejme t = 1 a zaved’me pomocné
označeńı:

S = max{(a−1)2 + b2; a+ bi je vlastńı č́ıslo matice P, a, b ∈ R}. (4.2)

Pro náš praktický výpočet v posledńı kapitole bude kĺıčovým násle-
duj́ıćı tvrzeńı, jehož d̊ukaz lze nalézt v [4].

Tvrzeńı 4.1 Necht’ P je matice přechodu typu n × n. Je-li S < 1 (S
ze vztahu (4.2)), potom matice

Q̃ = (P− I)− (P− I)2

2
+

(P− I)3

3
− (P− I)4

4
+ · · · (4.3)

má součty řádk̊u rovny nule a splňuje exp{Q} = P. Řada v (4.3) kon-
verguje geometricky rychle.

Matice Q̃ neńı ještě generátorem matice přechodu, ale má již většinu
požadovaných vlastnost́ı.

Následuje tvrzeńı, které nám ř́ıká, že pro striktně diagonálně domi-
nantńı matici je podmı́nka S < 1 splněna vždy.

Tvrzeńı 4.2 Necht’ jsou diagonálńı prvky matice P všechny věťśı než
1
2

(tj. pii > 1
2

pro všechna i). Potom S < 1 a konvergence v (4.3) je

zaručena, tzn. Q̃ existuje.

V části 2.2 jsme uvedli, že matice přechodu mezi ratingovými stupni má
vlastnost striktńı diagonálńı dominance a při konstrukci generátoru tedy
nemuśıme ověřovat podmı́nku S < 1.

Matice Q̃ obecně nemuśı splňovat podmı́nku na nezápornost prvk̊u
mimo diagonálu. Vzhledem k tomu, že tyto prvky jsou ale relativně malé,
můžeme tuto matici upravit tak, aby již podmı́nka generátoru splněna
byla. Zmı́ńıme dva zp̊usoby, jak toho dosáhnout.
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Nejjednodušš́ım zp̊usobem (označme jej pro pozděǰśı účely jako me-
toda 1) je vynulováńı záporných prvk̊u. Abychom ale dodrželi podmı́nku
na nulovost řádkových součt̊u, muśıme chyběj́ıćı hodnotu přidat k hod-
notě diagonálńıho prvku. Lépe to uvid́ıme z následuj́ıćıho matematického
zápisu.

qij = max{q̃ij, 0}, i, j = 1, . . . , n, i 6= j,

qii = q̃ii +
n∑

k=1

min{q̃ij, 0}, i = 1, . . . , n.

U druhého zp̊usobu (pojmenujeme ji metoda 2) opět nulujeme záporné
prvky, ale následně tuto chyběj́ıćı hodnotu rozděĺıme mezi kladné prvky
poměrně k jej́ım velikostem. Opět v́ıce napov́ı matematický zápis. Nejpr-
ve zavedeme pomocné proměnné, které znač́ı řádkové součty př́ıpustných
resp. nepř́ıpustných hodnot ve smyslu splněné podmı́nky na zápornost
diagonálńıho prvku a nezápornost ostatńıch prvk̊u.

Gi = |q̃ii|+
∑

j 6=i

max{q̃ij, 0}, i = 1, . . . , n,

Bi =
∑

j 6=i

max{−q̃ij, 0}, i = 1, . . . , n,

Výsledný prvek matice Q potom źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem:

qij =





0, i 6= j a q̃ij 6 0,

q̃ij − Bi|q̃ij |
Gi

, Gi > 0,

q̃ij, Gi = 0

Na rozd́ıl od konstrukce matice Q přes tvrzeńı 4.1 a následuj́ıćı posky-
tuje [5] odlǐsný postup výroby generátoru matice (označ́ıme jej jako
metodu 3). Jedná se o jednoduchou ideu, která spoč́ıvá v logaritmováńı
prvk̊u matice P, matematicky zapsáno

qii = log(pii), i = 1, . . . , n,

qij = pij
log(pii)

(pii − 1)
, i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Aplikaćı jednoho z předchoźıch postup̊u sice dostaneme matici Q,
která splňuje podmı́nky 3-5 v definici 4.2, ale bohužel nesplňuje přesně
podmı́nku exp{Q} = P.
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Snaha o minimalizaci odchylky mezi výslednou maticovou exponen-
ciálou a matićı P je d̊uvodem k daľśımu zlepšováńı postupu aproximace
generátoru Q.

V části 6.4 se pod́ıváme na výsledky źıskané pomoćı jednotlivých
metod a zhodnot́ıme jejich přesnost.
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Kapitola 5

Simulace

K výpočtu hodnoty portfolia s větš́ım množstv́ım složek se využ́ıvaj́ı
r̊uzné simulačńı postupy. V naš́ı práci se oṕıráme o model CreditMetrics,
jehož podrobný popis lze nalézt v [2]. Daľśı kapitola potom obsahuje
aplikaci tohoto postupu na konkrétńı reálná data.

Výpočet můžeme rozdělit do několika krok̊u:

1. Výpočet korelačńı matice mezi pohledávkami

2. Stanoveńı rizikových náklad̊u pro každý rating

3. Generováńı scénář̊u - každý scénář odpov́ıdá jednomu rozložeńı ra-
ting̊u pohledávek za jeden rok

4. Výpočet hodnot pohledávek a celého portfolia pro každý scénář

5. Určeńı rozděleńı hodnoty portfolia a výpočet charakteristik tohoto
rozděleńı

Nyńı se na jednotlivé kroky pod́ıváme podrobněji.

5.1 Výpočet korelačńı matice

Uvažujme portfolio složené z n pohledávek. Jednotlivé pohledávky ne-
jsou vzájemně nezávislé, muśıme proto zohlednit korelace mezi nimi.
Každá pohledávka př́ısluš́ı do určitých skupin pohledávek (podle regionu,
odvětv́ı, ...). Necht’ tedy máme p takovýchto skupin a každá z nich má
mq člen̊u, q = 1, . . . , p. Korelace mezi r̊uznými skupinami považujeme
za nulové. Matice korelaćı v rámci každé skupiny označ́ıme K1, . . . ,Kp.
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Zkonstruujeme následuj́ıćı matici:

Y =




K1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . Kp 0
0 . . . 0 I




kde I je jednotková matice typu n× n, vyjadřuj́ıćı idiosynkratické riziko
jednotlivých pohledávek a 0 jsou př́ıslušné nulové matice. Matice Y je
tedy také čtvercová a jej́ı hodnost je

h(Y) = h(K1) + · · ·+ h(Kp) + n = m1 + · · ·+ mp + n.

Nyńı muśıme ohodnotit př́ıslušnost pohledávek v rámci každé skupiny.
Necht’ tedy a

(q)
ij znač́ı př́ıslušnost j-té pohledávky k i-tému členu q-té

skupiny a εi necht’ je tzv. idiosynkratický prvek. Zápisem do matice
źıskáme:

X =




a
(1)
11 . . . a

(1)
1n

...
. . .

...

a
(1)
m11 . . . a

(1)
m1n

...
...

...

a
(p)
11 . . . a

(p)
1n

...
. . .

...

a
(p)
mp1 . . . a

(p)
mpn

ε1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . εn




,

kde m1 = h(K1), . . . , mp = h(Kp).
Máme-li matici Y a matici X, výslednou korelačńı matici źıskáme

z následuj́ıćıho vztahu:
C = XTYX.

Matice C je typu n× n (tzn. počet jej́ıch řádk̊u i sloupc̊u je roven počtu
pohledávek) a vyjadřuje, jak jsou jednotlivé pohledávky mezi sebou ko-
relované. V matici je ještě třeba dopoč́ıtat idiosynkratické prvky ε1, . . . , εn

tak, aby korelačńı matice měla na diagonále jednotky. Prvek v r-tém
řádku a s-tém sloupci má tvar:

p∑
q=1

mq∑
i=1

a
(q)
ir

mq∑
j=1

a
(q)
js k

(q)
ij ,

kde k
(q)
ij je prvek matice Kq, q = 1, . . . , p.
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5.2 Stanoveńı rizikových náklad̊u

V této části uvád́ıme bez odvozováńı několik vztah̊u. Jejich odvozeńı
proběhlo v [3].

Rizikové náklady považujeme za rizikovou přirážku k bezúrokové mı́̌re,
která oceňuje riziko, které je věřitel ochoten nést. Jejich výše se stanov́ı
tak, aby byla pokryta středńı hodnota ztráty. Požadujeme tedy, aby výběr
očekávaných náklad̊u byl roven očekávané ztrátě. Tato rovnost se v lite-
ratuře často nazývá bilančńı rovnice. Zavedeme následuj́ıćı značeńı: Jako
P̃ označ́ıme matici přechodu bez defaultńıho stavu a pravděpodobnosti
defaultu poṕı̌seme vektorem pd. Potom plat́ı:

P =

(
P̃ pd

O 1

)
,

kde 0 znač́ı nulový vektor, jehož délka je rovna počtu stav̊u bez defaultu.
k-letá matice přechodu je potom rovna k-té mocnině matice P a plat́ı
pro ni:

Pk =

(
P̃k

∑k
i=1 P̃k−1pd

O 1

)
=

(
P̃k (I− P̃k)(I− P̃)−1pd

O 1

)

=

(
P̃k (I− P̃k)1
O 1

)
,

kde 1 znač́ı nulový vektor, jehož délka je rovna počtu stav̊u bez defaultu.
Uvažujme nyńı K-letý úvěr jehož současný rating je s. Pro rizikové

náklady odpov́ıdaj́ıćı tomuto úvěru plat́ı následuj́ıćı vztah:

rs =

∑K
k=1 eT

s P̃k−1(I− P̃)1
∫ k

k−1
ξ(t)dt

∑K
k=1

(
eT

s P̃k1
∫ k

k−1
ξ(t)dt +

∑K
k=1 eT

s P̃k−1(I− P̃)1
∫ k

k−1

∫ u

k−1
ξ(t)dtdu

)

Čitatel vyjadřuje očekávanou ztrátu, zp̊usobenou defaultem úvěru, jme-
novatel potom očekávaný př́ıjem z úvěru.

V rámci zjednodušeńı uvažujeme pouze dvě možnosti spláceńı úvěru:

• jednorázově (na konci jistinou)

• postupně (lineárně během celé doby trváńı úvěru)

Pro jednorázově splatný úvěr můžeme vzorec pro rizikové náklady
upravit na tvar:

r(J)
s =

∑K
k=1 eT

s P̃k−1(I− P̃)1
∑K

k=1

(
eT

s P̃k1 + 1
2
eT

s P̃k−1(I− P̃)1
)

24



=
eT

s (I− P̃K)1

eT
s

(
P̃(I− P̃K)(I− P̃)−11 + 1

2
(I− P̃K)1

)

Obdobně lze odvodit vzorec pro postupně splatné úvěry:

r(P )
s =

∑K
k=1 eT

s P̃k−1(I− P̃)1
∫ k

k−1
ξ(t)dt

∑K
k=1

(
eT

s P̃k1
∫ k

k−1
ξ(t)dt +

∑K
k=1 eT

s P̃k−1(I− P̃)1
∫ k

k−1
(k − t)ξ(t)dtdu

)

=

1
2K

eT
s

(
(2K + 1)(I− P̃K)− 2(I− P̃K)(I− P̃)−1 + 2KP̃K

)
1

eT
s [A + B]1

,

kde

A =
1

2K

(
(2K + 1)I− P̃K − 2(I− P̃K)(I− P̃)−1

)
(I− P̃)−1 a

B =
1

6K

(
(3K + 2)I− 2P̃K − 3(I− P̃K)(I− P̃)−1

)

5.3 Generováńı scénář̊u

Každá pohledávka v portfoliu má na základě své rizikovosti přǐrazen ra-
ting. Necht’ je jejich počet roven S. Naš́ım úkolem je nyńı určit scénář
budoućıho vývoje všech pohledávek a podle něj každé z nich přǐradit
nový rating. K tomu využijeme jednoletou matici přechodu mezi rat-
ingy, kterou můžeme źıskat odhadem z historických dat (např. postup
v kapitole 3). My zde (podobně jako je to v modelu CreditMetrics)
využijeme jednu z matic, které pravidelně zveřejňuj́ı ratingové agentury
(Standard & Poor’s, Moody’s, . . . ), konkrétně pr̊uměrnou jednoletou
matici přechodu za roky 1983 až 2007, kterou lze naj́ıt na stránkách
společnosti Moody’s Investors Service, viz [7]. V matici přechodu je uve-
deno, s jakou pravděpodobnost́ı pohledávka změńı sv̊uj rating z si na sj,
i, j = 1, . . . , S.

Máme-li k dispozici matici přechodu mezi jednotlivými ratingovými
stupni, rozděĺıme podle ńı hustotu normálńıho rozděleńı na úseky, odpo-
v́ıdaj́ıćı jednotlivým pravděpodobnostem budoućıho výskytu pohledávky
(za jeden rok). Pro každý rating tedy máme Gaussovu křivku rozdělenou
na úseky, z nichž odpov́ıdá jednomu ratingu za jeden rok.

Nyńı potřebujeme z v́ıcerozměrného normálńıho rozděleńı N(0,C)
vygenerovat náhodný vektor V , který každé pohledávce přǐrad́ı nový ra-
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ting. Jednotlivé prvky tohoto vektoru maj́ı mezi sebou vztah určený ko-
relačńı matićı C. Vektor náhodných hodnot budeme generovat s využit́ım
tzv. Choleského dekompozice podle vztahu

Z = L · U,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, kterou źıskáme z korelačńı matice C
právě použit́ım zmı́něné Choleského dekompozice. Vektor U je jednoduše
vektorem náhodných hodnot, vygenerovaných z jednorozměrného nor-
movaného normálńıho rozděleńı N(0, 1).

Choleského dekompozice matice C rozlož́ı korelačńı matici tak, že
plat́ı

C = L · LT .

Prvky matice L můžeme poč́ıtat postupně zleva po sloupćıch a ve sloupci
shora dol̊u. Pro prvńı sloupec tedy plat́ı

c11 = l11l11 =⇒ l11 =
√

c11

c21 = l21l11 =⇒ l21 =
c21

l11

...

cn1 = ln1l11 =⇒ ln1 =
cn1

l11

,

pro druhý sloupec

c22 = l21l21 + l22l22 =⇒ l22 =
√

c22 − l221

c32 = l31l21 + l32l22 =⇒ l32 =
c32 − l31l21

l22

...

cn2 = ln1l21 + ln2l22 =⇒ ln2 =
cn2 − ln1l21

l22

a podobně pro daľśı sloupce. Z těchto vztah̊u lze odvodit následuj́ıćı
obecné vzorce. Pro prvky na diagonále plat́ı

ckk =
k∑

i=1

l2ki =⇒ lkk =

√√√√ckk −
k−1∑
i=1

l2ki

a pro prvky pod diagonálou

crs

s∑
i=1

lrilsi =⇒ lrs =
crs −

∑s−1
i=1 lrilsi

lss
.
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Prvky nad diagonálou jsou vesměs nulové.
Pro každou pohledávku již tedy máme vygenerovanou hodnotu, která

spadá do určité oblasti naš́ı Gaussovy křivky mezi nějaké dvě kumulativńı
hodnoty, určuj́ıćı př́ıslušný rating. T́ım jsme źıskali budoućı rating všech
pohledávek.

Opakováńım tohoto postupu źıskáme celou řadu scénář̊u budoućıho
vývoje rizikovosti pohledávek.

5.4 Výpočet hodnoty úvěru a celého port-

folia

Pro každý scénář namodelovaný v předchoźım kroku nám zbývá spoč́ıtat
současnou a budoućı (za 1 rok) hodnotu jednotlivých úvěr̊u a následně
celého portfolia.

Rozlǐśıme dva typy spláceńı úvěru. Prvńım typem je jednorázově
splatný úvěr, kdy je celá částka splacena v době splatnosti jistinou.
Druhou uvažovanou možnost́ı je postupné spláceńı úvěru, kdy jsou jed-
notlivé splátky rovnoměrně rozloženy na celé obdob́ı až do doby splat-
nosti. V naš́ı práci předpokládáme denńı spláceńı. Ve vzorćıch budeme
jednoduše rozlǐsovat oba typy pomoćı indexu J , resp. P .

Do celkové expozice úvěru je započ́ıtána čerpaná částka, kterou k da-
nému datu zbývá splatit, ale také určitá část nečerpané částky. Ta vy-
jadřuje množstv́ı prostředk̊u, které sice nejsou aktuálně dlužńıkem čer-
pány, ale může je v budoucnu také čerpat. Onen pod́ıl nečerpané částky
v celkové expozici vyjadřuje tzv. kreditńı konverzńı faktor (CCF - credit
conversion factor).

Pro účely této kapitoly dále zavedeme následuj́ıćı označeńı:

• t0 . . . současné datum (ke kterému máme data)

• T . . . datum splatnosti úvěru

• K . . . počet dńı do splatnosti úvěru (tj. počet dńı mezi t0 a T )

• Va . . . výše nesplacené čerpané částky v čase t0

• Vb . . . výše nečerpané částky v čase t0

• V = Va + CCF · Vb

• s . . . rating úvěru
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• u . . . mı́ra úročeńı úvěru

• i . . . bezriziková úroková mı́ra v čase t0

• rs . . . riziková přirážka př́ıslušná úvěru s ratingem s

5.4.1 Současná hodnota úvěru

Současnou hodnotu úvěru spoč́ıtáme jako součet jeho splátek diskonto-
vaných k času t0. Speciálně u jednorázově splatného úvěru dojde pouze
k jedné splátce, a to v okamžiku splatnosti. Diskontńım faktorem je
zde bezriziková úroková sazba navýšená o rizikovou přirážkou, jej́ıž výše
záviśı na ratingu úvěru a jej́ımuž výpočtu jsme se věnovali v předchoźı
kapitole. Dostáváme tedy následuj́ıćı vztahy:

PV (J) =
V (1 + u)

K
365

(1 + i + rs)
K
365

(5.1)

PV (P ) =
K∑

k=1

[(1 + u)
1

365 − 1]K−k+1
K

V + 1
K

V

(1 + i + rs)
K
365

(5.2)

Pokud se úvěr nacháźı v defaultu, potom výpočet současné hodnoty
vypadá jinak. Do hry vstupuje tzv. ztráta zp̊usobená defaultem (LGD -
loss given default), která vyjadřuje, jaká část úvěru se stane nedobytnou.
Vzorec pro současnou hodnotu je stejný pro oba typy úvěr̊u (jednorázově
i postupně splatný) a má následuj́ıćı tvar:

PVdefault = (1− LGD) · V. (5.3)

5.4.2 Budoućı hodnota úvěru

Nyńı přejděme k výpočtu budoućı hodnoty úvěru, tedy (v našem př́ıpadě)
hodnota v horizontu jednoho roku.

Na základě vygenerovaného ratingu je každému úvěru přǐrazena nová
hodnota rizikové přirážky.

Pokud podle vygenerovaného scénáře nedojde k defaultu, je budoućı
hodnota úvěru složena ze splacené částky v pr̊uběhu jednoho roku a bu-
doućıch splátek právě k času t0 + 1. U jednorázově splatného úvěru je
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znovu situace podstatně jednodušš́ı, nebot’ jedinou splátkou je celá výše
úvěru navýšená o naběhlé úroky. Zaṕı̌seme-li vše do vzorc̊u, dostáváme
následuj́ıćı vyjádřeńı:

FV (J) =
V (1 + u)

K
365

(1 + i + rs)
max{0, K

365
−1} (5.4)

FV (P ) =

min{K,365}∑

k=1

[(1 + u)
1

365 − 1]
K − k + 1

K
V +

1

K
V

+
K∑

k=366

[(1 + u)
1

365 − 1]K−k+1
K

V + 1
K

V

(1 + i + rs)
K
365

−1
. (5.5)

Pokud do splatnosti úvěru zbývá nejvýše jeden rok, potom K 6 365 a
druhou sumu považujeme za nulovou (jej́ı horńı mez je menš́ı než dolńı).

V př́ıpadě, že úvěr nebyl v defaultu, ale během roku do něj přešel,
považujeme okamžik přechodu do něj jako rovnoměrně rozložený - pro
úvěr, jemuž do splatnosti zbývá v́ıce než rok (tj. T > t0 + 1) jako
rovnoměrně rozložený na intervalu (t0, t0+1) a v př́ıpadě splatnosti úvěru
do jednoho roku (tj. pro t0 < T < t0 + 1) potom jako rovnoměrně rozlo-
žený na intervalu (t0, T ). Výpočet prob́ıhá podle následuj́ıćıch vztah̊u:

FV
(J)
default = (1− LGD)V (1 + u)

min{ K
365 ,1}
2 , (5.6)

FV
(P )
default =

dmin{K
2

, 365
2
}e∑

k=1

[(1 + u)
1

365 − 1]
K − k + 1

K
V +

1

K
V

+ (1− LGD)
K − dmin{K

2
, 365

2
}e

K
V, (5.7)

(5.8)

kde d. . .e znač́ı horńı celou část.
Pokud byl úvěr v defaultu již na počátku roku, z̊ustává v něm vzhle-

dem k absorpčńı vlastnosti tohoto stavu i nadále a plat́ı jednoduše:

FVdefault = PVdefault = (1− LGD) · V. (5.9)

5.4.3 Hodnota portfolia

Jak již bylo dř́ıve uvedeno, předpokládáme portfolio složené z n úvěr̊u.
Současnou a budoućı hodnotu j-tého úvěru označme PVj, resp. FVj. Po-
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tom hodnotu portfolia dostaneme jednoduše součtem hodnot přes všechny
úvěry v něm obsažené, tj.

PVportfolio =
n∑

j=1

PVj a (5.10)

FVportfolio =
n∑

j=1

FVj (5.11)

5.5 Rozděleńı hodnoty portfolia a jeho charak-

teristiky

Necht’ na základě vygenerovaných scénář̊u máme spočtenou m-krát bu-
doućı hodnotu portfolia. Můžeme tedy přistoupit k určeńı rozděleńı této
hodnoty a z něho źıskat očekávanou a neočekávanou ztrátu věřitele z
tohoto portfolia.

Nejprve urč́ıme středńı hodnotu, směrodatnou odchylku a kvantily
rozděleńı budoućı hodnoty portfolia. Pro větš́ı přehlednost označme Xi

budoućı hodnotu portfolia pro i-tý scénář.
Středńı hodnotu urč́ıme jednoduše jako aritmetický pr̊uměr všech

hodnot a směrodatnou odchylku standardně jako odmocninu ze součtu
čtverc̊u odchylek od středńı hodnoty, tj.

µ = X =
1

m

m∑
i=1

Xi a (5.12)

σ =

√√√√
m∑

i=1

(Xi − µ)2. (5.13)

Směrodatná odchylka nám udává, jak volatilńı je budoućı hodnota
portfolia, tj. jak moc tato hodnota koĺısá kolem středńı hodnoty. Samotná
středńı hodnota (diskontovaná k počátku obdob́ı a odečtená od současné
hodnoty) určuje očekávanou ztrátu portfolia za 1 rok, kterou označ́ıme
Z. Plat́ı totiž

Z = PVportfolio − µ

1 + i
, (5.14)

kde i znač́ı bezrizikovou úrokovou mı́ru.
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Je-li právě α% hodnot menš́ıch než určitá hodnota, nazveme tuto
mezńı hodnotu α%-kvantilem a označ́ıme ji Xα%. Neočekávanou ztrátu
měř́ıme pomoćı tzv. hodnoty v riziku (VaR - Value at Risk). Neočekáva-
nou ztrátu na hladině 1− α vypočteme podle vztahu

V aR(1−α)% = µ− Xα%

1 + i
.

Výsledná hodnota nám ř́ıká, že s pravděpodobnost́ı (1−α)% ztráta port-
folia nepřesáhne hodnotu V aR(1−α)%
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Kapitola 6

Numerická analýza dat

Postup uvedený v předchoźı kapitole nyńı použijeme na konkrétńı reálná
data. Nejprve uvedeme, jaká konkrétńı data vstupuj́ı do modelu.

6.1 Vstupńı data

Máme portfolio k 1.10.2005 a v něm 1000 úvěr̊u. Ke každému z nich
máme následuj́ıćı údaje:

• výše čerpané částky, kterou zbývá splatit

• výše nečerpané částky, kterou je ještě možné během doby do splat-
nosti čerpat

• datum otevřeńı a datum splatnosti úvěru

• forma spláceńı úvěru - jednorázově, resp. postupně

• rating úvěru k počátečńımu datu

• úroková sazba, kterou je úročena zbývaj́ıćı nesplacená část úvěru

• procento ztráty v př́ıpadě defaultu (LGD)

• region a odvětv́ı, ke kterému úvěr př́ısluš́ı

Následuj́ıćı tabulka a graf ukazuj́ı počty úvěr̊u s nesplacenou čerpanou
částkou spadaj́ıćı do př́ıslušného rozmeźı.
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čerpaná částka počet úvěr̊u
do 100 000 175

100 000-250 000 234
250 000-500 000 218

500 000-1 000 000 194
v́ıce než 1 000 000 178

< 100 tis. 100-250 tis. 250-500 tis. 500 tis.-1 mil. > 1 mil.
0

50

100

150

200

Z data splatnosti každého úvěru je vypočtena doba, která do splat-
nosti zbývá. Přehled zbývaj́ıćı délky úvěru dává daľśı tabulka.

doba do splatnosti počet úvěr̊u
do 1 roku 292
1-2 roky 254
2-3 roky 173
3-4 roky 130
4-6 let 88

v́ıce než 6 let 64
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< 1 rok 1-2 roky 2-3 roky 3-4 roky 4-6 let > 6 let
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Úvěry jsou rozděleny do 6 region̊u a 16 odvětv́ı a každý z nich je
ohodnocen jedńım z 20 rating̊u, mezi které řad́ıme i defaultńı stav.

Máme k dispozici pr̊uměrnou jednoletou matici přechodu mezi těmito
ratingy od společnosti Moody’s Investor Service, matici korelaćı mezi
jednotlivými regiony a matici korelaćı mezi odvětv́ımi. Tyto matice a
všechny údaje k jednotlivým úvěr̊um v našem portfoliu lze nalézt v souboru
Matice a data.xls na přiloženém CD.

Následuje výčet ratingových kategoríı společně s počty úvěr̊u, které
jsou př́ıslušným ratingem oceněny a grafické znázorněńı.

rating počet úvěr̊u rating počet úvěr̊u
Aaa 0 Ba1 257
Aa1 0 Ba2 140
Aa2 0 Ba3 99
Aa3 0 B1 31
A1 0 B2 63
A2 0 B3 101
A3 2 Caa 13

Baa1 17 Ca 10
Baa2 27 C 9
Baa3 199 Default 32
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Pro úplnost vstupńıch dat zbývá ještě uvést kreditńı konverzńı faktor
a bezrizikovou úrokovou mı́ru, za kterou bereme ročńı sazbu PRIBOR k
1.10.2005 (údaj České národńı banky):

CCF = 75%

i = 1, 96%.

6.2 Současná a budoućı hodnota

K samotnému výpočtu současné hodnoty, množiny budoućıch hodnot a
daľśıch charakteristik jsme využili program Mathematica (verze 6.0.3.0)
od společnosti Wolfram Research, Inc. Zdrojový kód algoritmu je také
součást́ı přiloženého CD, my se zde zaměř́ıme na rozbor výsledk̊u, které
jsme s jeho pomoćı źıskali.

Podle vzorc̊u (5.1), (5.2), (5.3) a (5.10) jsme spoč́ıtali současnou hod-
notu portfolia:

PV = 653 350 644 Kč.

Dále jsme vygenerovali 5000 scénář̊u a pro každý z nich vypoč́ıtali
podle (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.9) a (5.11) budoućı hodnotu portfolia.
Výsledky jsou graficky znázorněny v následuj́ıćım histogramu:
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Z grafu je patrné, že ztráta, které může portfolio dosáhnout, je po-
měrně výrazná, zat́ımco př́ıpadný zisk je přirozeně omezen výš́ı úrok̊u.
Tato asymetrie čińı ř́ızeńı rizika tak obt́ıžným.

6.3 Očekávaná a neočekávaná ztráta

Rozděleńı budoućıch hodnot charakterizuj́ı následuj́ıćı hodnoty:

µ = 668 719 395 Kč

σ = 13 147 456 Kč

Očekávaná ztráta portfolia je podle vzorce 5.14

Z = 657 279 263− 668 719 395

1 + 0, 0196
= −2 466 974 Kč.

Z toho vyplývá, že banka očekává zisk ve výši téměř dva a p̊ul milionu
korun. To je pro banku zprávou, že na počátku zřejmě dobře odhadla
rating jednotlivých úvěr̊u.

Neočekávanou ztrátu na hladinách 95%, 99%, 99,5% a 99,9% udává
daľśı tabulka.

hladina α V aRα (v Kč)
95% 21 481 718
99% 45 032 995

99,5% 54 348 653
99,9% 83 772 887
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Hodnoty V aR nám ř́ıkaj́ı, že např́ıklad s pravděpodobnost́ı 99% společnost
na úvěrech neztrat́ı v́ıce než necelých 55 milión̊u.

6.4 Matice přechodu pro libovolný horizont

V kapitole 4 jsme uvedli tři zp̊usoby, jak vyrobit generátor matice pře-
chodu a s jeho pomoćı matici pro libovolný časový horizont. Tyto tři
matice jsme použili jako vstup daľśıch výpočt̊u a źıskali výsledky, které
uvedeme v tomto odstavci. Jednotlivé př́ıstupy jsme označili jako metoda
1, metoda 2 a metoda 3. Pro každou z metod jsme na 200 scénář́ıch
vypoč́ıtali očekávanou ztrátu za p̊ul roku, jeden rok a dva roky. Variantu
jednoho roku jsme zvolili z d̊uvodu srovnáńı s výsledky źıskanými pomoćı
p̊uvodńı matice přechodu. Srovnáńı i na základě pouhých 200 scénář́ıch je
možné d́ıky funkci SeedRandom, která programu Mathematica umožňuje
generováńı tzv. pseudonáhodných č́ısel. Dı́ky tomu dostaneme pro každou
variantu stejnou množinu náhodných č́ısel.

Nejprve uvedeme velikost očekávané ztráty na 200 simulaćıch s vyu-
žit́ım p̊uvodńı matice přechodu. Ta je rovna

Z(200) = −1 537 983.

Metoda 1 byla d́ıky své jednoduchosti a př́ımočarosti nejjednodušš́ı
při kódováńı v programu Mathematica, ale na druhou stranu poskytla
velmi nepřesné výsledky, které zde neuvád́ıme.

O něco přesněǰśı výsledky nám vyšly pro metodu 2, i když i zde
z̊ustává výrazná odchylka od hodnoty Z(200) a pro všechny časy vycháźı
výrazná ztráta. Směrodatná odchylka nav́ıc naznačuje velkou volatilitu
výsledk̊u. V tabulce znač́ı Z

(r)
[t] očekávanou ztrátu a σ

(r)
[t] směrodatnou

odchylku budoućı hodnoty pro r-tou metodu a časový interval délky t.

t Z
(2)
[t] σ

(2)
[t]

1/2 roku 26 911 443 17 617 289
1 rok 61 874 653 26 047 192
2 roky 90 353 357 34 957 438

Nejpřesněǰśı metodou se z výsledk̊u zdá být třet́ı metoda, kterou jsme
převzali z práce [5]. I zde ale vycháźı oproti výpočt̊um s p̊uvodńı matićı
přechodu v horizontu jednoho roku ztráta.
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t Z
(3)
[t] σ

(3)
[t]

1/2 roku -14 808 927 8 033 435
1 rok 5 478 263 13 547 367
2 roky 28 080 889 19 853 636

Na základě těchto výsledk̊u bychom usoudili, že společnost očekává za
p̊ul roku zisk téměř 15 milión̊u, za jeden rok už ale ztrátu přes 5 milión̊u.
To je zřejmě zp̊usobeno větš́ım počtem default̊u v př́ıpadě dvojnásobného
obdob́ı.
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Závěr

Naše práce se zabývala tématem použit́ı markovských řetězc̊u v kreditńım
riziku. Toto téma je v současné době velmi aktuálńı a mnoho společnost́ı
využ́ıvá právě modely založené na markovských řetězćıch. Obĺıbenost
těchto metod zp̊usobuje jejich relativńı jednoduchost. Vzhledem k vlast-
nosti závislosti pouze na současném stavu řetězce odpadá při použit́ı
těchto model̊u nutnost pamatovat si historický vývoj a t́ım odpadá i
velká datová zátěž.

Věnovali jsme se sestrojováńı matice přechodu, a to předevš́ım metodě
kohorty, která odhaduje přechody mezi ratingy na základě informace o
historických přechodech.

Pro zobecněńı matice přechodu na libovolný časový horizont jsme
zavedli pojem generátoru matice přechodu a ukázali tři zp̊usoby, jak tento
generátor zkonstruovat.

Poté již práce dospěla k ryze praktické části, kdy byl nejprve obecně
představen algoritmus výpočtu - od sestrojeńı korelačńı matice přes vý-
počet rizikových náklad̊u a generováńı scénář̊u až k samotnému výpočtu
současné hodnoty portfolia a budoućı současné hodnoty (v práci zjedno-
dušeně, i když trochu nepřesně označované jako budoućı hodnota).

Závěr práce poskytuje aplikaci simulaćı na konkrétńı reálná portfolio
s tiśıci úvěry. Výsledky jsou ilustrovány také na několika grafech.

Odchylky, které vznikaj́ı, jsou do značné mı́ry zp̊usobeny užitými
zjednodušuj́ıćımi předpoklady a v př́ıpadě konstrukce matic přes generátor
také aproximativńım př́ıstupem.

V daľśıch letech se dá předpokládat daľśı vývoj a zpřesňováńı model̊u
kreditńıho rizika, a to nejen na bázi markovských řetězc̊u.
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Dodatek A

Programová realizace

(*IMPORT DAT Z EXCELU*)
cesta = "...\Matice_a_data.xls";(*!NUTNO NASTAVIT!*)
cestavysledky = "...\vysledky.xls";(*!NUTNO NASTAVIT!*)
korelaceregionuvstup = Import[cesta, {"Sheets", "Regiony"}];
korelaceodvetvivstup = Import[cesta, {"Sheets", "Odvetvi"}];
maticeprechoduvstup = Import[cesta, {"Sheets", "Matice_prechodu"}];
datavstup = Import[cesta, {"Sheets", "Data"}];
korelaceregionu = Drop[Transpose[Drop[korelaceregionuvstup, 4]], 2];
(* korelacnı́ matice regionu *)
korelaceodvetvi = Drop[Transpose[Drop[korelaceodvetvivstup, 4]], 2];
(* korelacni matice odvetvi *)
maticeprechoduvcdefaultu =

Transpose[Drop[Transpose[Drop[maticeprechoduvstup, 4]], 2]];
(* matice prechodu mezi ratingy vcetne pravdepodobnosti defaultu *)
maticeprechodu =

Transpose[Drop[Transpose[Drop[maticeprechoduvcdefaultu, -1]], -1]];
(* matice prechodu mezi ratingy bez pravdepodobnosti defaultu *)
pstidefaultu = Drop[Last[Transpose[maticeprechoduvcdefaultu]], -1];
(* pravdepodobnosti defaultu sestupne podle ratingu *)
ratingovestupne = Drop[First[Take[maticeprechoduvstup, {4}]], 2];

(*ROZDELENI DAT DO VEKTORU PODLE TYPU INFORMACE*)
data = Transpose[Drop[datavstup, 1]];
cerpanacastka =

Map[IntegerPart,
First[Take[data, {2}]]]; (* vektor cerpanych castek *)

necerpanacastka =
Map[IntegerPart,
First[Take[data, {3}]]]; (* vektor necerpanych castek *)

datumplusrok = datum + {1, 0, 0};
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datumotevreni =
Transpose[
Take[Transpose[First[Take[data, {4}]]],
3]]; (* vektor dat otevreni *)

datumsplatnosti =
Transpose[
Take[Transpose[First[Take[data, {5}]]],
3]]; (* vektor dat splatnosti *)

typsplatek = First[Take[data, {6}]] ;(* vektor typu splatek *)
rating = First[Take[data, {8}]];(* vektor ratingu na pocatku *)
default =

rating /. x_ /; x == "D" -> 1 /.
y_ /; y != 1 -> 0; (* indikatory defaultu *)

urokovasazba = First[Take[data, {9}]]; (* vektor urokovych sazeb *)
lgd = First[Take[data, {10}]]; (* vektor LGD *)
region =

Map[IntegerPart,
First[Take[data, {11}]]]; (* vektor prislusnosti k regionu *)

odvetvi =
Map[IntegerPart,
First[Take[data, {12}]]]; (* vektor prislusnosti k odvetvi *)

(*NASTAVENI HODNOT A DALSICH POMOCNYCH PROMENNYCH*)
dimenze = First[Dimensions[maticeprechodu]];
jednotkovamatice = IdentityMatrix[dimenze];
pocetpohledavek = Length[First[data]];
pocetregionu = First[Dimensions[korelaceregionu]];
pocetodvetvi = First[Dimensions[korelaceodvetvi]];
castka = cerpanacastka + (ccf*necerpanacastka);
datum = {2005, 10, 1}; (* datum, ke kteremu mame data *)
dnydosplatnosti = Map[DateDifference[datum, #] &, datumsplatnosti];
urok = 0.0196; (*PRIBOR k 1.10.2005*)
ccf = 0.75;
pocetsimulaci = 5000;
Tt = 2; (* horizont matice prechodu *)
metoda =

1; (* metoda vypoctu generatoru matice, 0 - puvodni matice *)

(*NASTAVENI FUNKCI PRO VYROBU GENERATORU MATICE PRECHODU*)
irw[x_] := Module[{gen, Gg, Bb},

gen = Sum[((-1)^(i - 1))*((maticeprechodu - jednotkovamatice)^i)/
i, {i, 1000}]

Which[x == 1, For[i = 1, i <= dimenze, i++,
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Gg =
Abs[gen[[i, i]]] +
Sum[Boole[i != l]*Max[0, gen[[i, l]]], {l, dimenze}];

Bb = Sum[(Boole[i != l]*Max[0, -gen[[i, l]]]), {l, dimenze}];
For[j = 1, j <= dimenze, j++,
Which[And[i != j, gen[[i, j]]], gen[[i, j]] = 0,
Gg > 0, gen[[i, j]] = gen[[i, j]] - (Bb*Abs[gen[[i, j]]]/Gg),
Gg == 0, Continue[]]]],

x == 2, For[i = 1, i <= dimenze, i++,
gen[[i, All]] = gen[[i, All]] /. y_ /; y < 0 -> 0;
gen[[i, i]] = Total[-gen[[i, All]]]]];

gen]
jlt[] := Module[{gen},

gen = maticeprechodu;
For[i = 1, i <= dimenze, i++,
For[j = 1, j <= dimenze, j++,
If[i == j, gen[[i, i]] = Log[maticeprechodu[[i, i]]],
gen[[i, j]] =
maticeprechodu[[i, j]]*
Log[maticeprechodu[[i, i]]]/(maticeprechodu[[i, i]] - 1)]]];

gen]

(*VYPOCET MATICE PRECHODU PRO HORIZONT T*)
generator = Which[Or[metoda == 1, metoda == 2], irw[metoda],

metoda == 3, jlt[], metoda == 0, 0];
maticeprechodu2 =

jednotkovamatice +
Sum[MatrixPower[Tt*generator, l]/(l!), {l, 1000}];

pstidefaultu2 = Map[1 - Total[#] &, maticeprechodu2];
maticeprechoduvcdefaultu2 =

Transpose[
Join[Transpose[
Join[maticeprechodu2, {Table[0, {dimenze}]}]], {AppendTo[
pstidefaultu2, 1]}]];

If[metoda != 0, maticeprechodu = maticeprechodu2];
If[metoda != 0, pstidefaultu = pstidefaultu2];
If[metoda != 0,

maticeprechoduvcdefaultu = maticeprechoduvcdefaultu2];

(*VYROBA POMOCNE MATICE PRO VYPOCET KORELACNI MATICE*)
nulovamatice = Table[0, {pocetregionu}, {pocetodvetvi}];
pomocnamatice1 = MapThread[Join, {korelaceregionu, nulovamatice}];
pomocnamatice2 =
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MapThread[Join, {Transpose[nulovamatice], korelaceodvetvi}];
souhrnnamatice = Join[pomocnamatice1, pomocnamatice2];

(*VYROBA MATICE PRISLUSNOSTI K REGIONUM A ODVETVIM*)
reg = NestList[Join, region, pocetregionu - 1];
odv = NestList[Join, odvetvi, pocetodvetvi - 1];
For[i = 1, i <= pocetregionu, i++,

reg[[i, All]] =
reg[[i, All]] /. i -> "a" /. x_Integer -> 0 /. "a" -> 1];

For[i = 1, i <= pocetodvetvi, i++,
odv[[i, All]] =
odv[[i, All]] /. i -> "a" /. x_Integer -> 0 /. "a" -> 1];

maticeprislusnosti = Join[reg, odv];

(*VYPOCET VYSLEDNE KORELACNI MATICE*)
maticekorelaci =

Transpose[maticeprislusnosti].souhrnnamatice.maticeprislusnosti;
For[i = 1, i <= pocetpohledavek, i++, maticekorelaci[[i, i]] = 1];

(*CHOLESKEHO ROZKLAD KORELACNI MATICE*)
choleski = Transpose[CholeskyDecomposition[maticekorelaci]];

(*NASTAVENI FUNKCE PRO URCENI NOVEHO RATINGU*)
generovaniratingu[matprvcdef_] :=

Module[{nahvektor, nahodnyvektor, kumulativnihodnoty,
kumulativnimaticeprechodu, newrating, radek, vyhledani, pozice},

(*GENEROVANI NAHODNEHO VEKTORU*)
nahvektor = RandomReal[NormalDistribution[], pocetpohledavek];
nahodnyvektor = choleski.nahvektor;
kumulativnihodnoty = CDF[NormalDistribution[], nahodnyvektor];
(*VYPOCET KUMULATIVNI MATICE PRECHODU*)
kumulativnimaticeprechodu =
Map[Reverse, Map[Accumulate, Map[Reverse, matprvcdef]]];

(*URCENI NOVEHO RATINGU*)
newrating = Table["", {pocetpohledavek}];
For[i = 1, i <= pocetpohledavek, i++,
radek = First[First[Position[ratingovestupne, rating[[i]]]]];
vyhledani =
kumulativnimaticeprechodu[[radek, All]] /.
x_ /; x > kumulativnihodnoty[[i]] -> "True";

pozice = First[Last[Position[vyhledani, "True"]]];
newrating[[i]] = ratingovestupne[[pozice]]];

newrating];
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(*NASTAVENI FUNKCE PRO VYPOCET SOUCASNE HODNOTY POHLEDAVKY*)
pvJ[r_, i_, k_, d_] := d*(((1 + i)/(1 + urok + r))^(k/365))
pvP[r_, i_, k_, d_] :=
Sum[(((1 + i)^(1/365) - 1)*((k - j + 1)/k)*

d + (d/k) )/((1 + urok + r)^(j/365)), {j, k}]
pvdef[l_, d_] := (1 - l)*d
fvJ[r_, i_, k_, d_, w_] :=
d*((1 + i)^(k/365))/((1 + urok + r)^(Max[k/365 - w, 0]))

fvP[r_, i_, k_, d_, w_] :=
Sum[((1 + i)^(1/365) - 1)*((k - j + 1)/k)*d + (d/k) , {j,

Ceiling[Min[k, w*365]]}] +
Sum[(((1 + i)^(1/365) - 1)*((k - j + 1)/k)*

d + (d/k))/ ((1 + urok + r)^(j/365 - w)), {j, Ceiling[w*366],
k}]

fvJdef[i_, k_, l_, d_, w_] := (1 - l)*d*((1 + i)^(Min[k/365, w]/2))

fvPdef[i_, k_, l_, d_, w_] :=
Sum[((1 + i)^(1/365) - 1)*((k - j + 1)/k)*d + (d/k) , {j,

Ceiling[Min[k/2, w*365/2]]}] + ((1 -
l)*((k - Ceiling[Min[k/2, w*365/2]])/k)*d)

(*NASTAVENI HLAVNI FUNKCE PRO VYPOCET HODNOTY PORTFOLIA*)
hlavnivypocet[cas_, rtg_, matprech_, t_] :=
Module[{jednotkovyvektor, inverznimatice, rizikovaprirazka, Kk, Rr,
mocninamaticeprechodu, rozdilmatic, icastka, ilgd, itypsplatek,
iurokovasazba, idefault, hodnotapohledavky = 0,
hodnotaportfolia = 0},
jednotkovyvektor = Table[1, {Length[pstidefaultu]}];
inverznimatice = Inverse[jednotkovamatice - matprech];
For[i = 1, i <= pocetpohledavek, i++,
(*VYPOCET RIZIKOVE PRIRAZKY*)
Kk = dnydosplatnosti[[i]];
Rr = t*Kk/365;
mocninamaticeprechodu = MatrixPower[matprech, Rr];
rozdilmatic = jednotkovamatice - mocninamaticeprechodu;
Which[rtg[[i]] == "D", rizikovaprirazka = "default",
Kk == 0, rizikovaprirazka = 0,
typsplatek[[i]] == "J",
(*jednorazove splatne uvery*)
rizikovaprirazka =
First[Take[(rozdilmatic.jednotkovyvektor)/((maticeprechodu.\

rozdilmatic.inverznimatice.jednotkovyvektor) + \
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(0.5*(rozdilmatic.jednotkovyvektor))), {First[
First[Position[ratingovestupne, rtg[[i]]]]]}]],

typsplatek[[i]] == "P",
(*postupne splatne uvery*)
rizikovaprirazka =
Module[{Aa, Bb},
Aa = (1/(2*Rr))*((2*Rr + 1)*jednotkovamatice -

mocninamaticeprechodu - (2*
rozdilmatic.inverznimatice)).inverznimatice;

Bb = (1/(6*Rr))*((3*Rr + 2)*
jednotkovamatice - (2*mocninamaticeprechodu) - (3*
rozdilmatic.inverznimatice));

First[Take[((1/(2*Rr))*((2*Rr + 1)*
rozdilmatic - (2*rozdilmatic.inverznimatice) +

2*Rr*mocninamaticeprechodu).jednotkovyvektor)/((Aa +
Bb).jednotkovyvektor), {First[

First[Position[ratingovestupne, rtg[[i]]]]]}]]]];
(*VYPOCET SOUCASNE HODNOTY POHLEDAVKY*)
icastka = castka[[i]];
ilgd = lgd[[i]];
itypsplatek = typsplatek[[i]];
iurokovasazba = urokovasazba[[i]];
idefault = default[[i]];
If[cas == 0,
Which[rizikovaprirazka == "default",
hodnotapohledavky = pvdef[ilgd, icastka],
itypsplatek == "J",
hodnotapohledavky =
pvJ[rizikovaprirazka, iurokovasazba, Kk, icastka],

itypsplatek == "P",
hodnotapohledavky =
pvP[rizikovaprirazka, iurokovasazba, Kk, icastka]],

If[itypsplatek == "J",
If[rizikovaprirazka == "default",
hodnotapohledavky = (1 - idefault)*

fvJdef[iurokovasazba, Kk, ilgd, icastka, t] + (idefault*
pvdef[ilgd, icastka]),

hodnotapohledavky =
fvJ[rizikovaprirazka, iurokovasazba, Kk, icastka, t]],

If[rizikovaprirazka == "default",
hodnotapohledavky = (1 - idefault)*

fvPdef[iurokovasazba, Kk, ilgd, icastka, t] + (idefault*
pvdef[ilgd, icastka]),
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hodnotapohledavky =
fvP[rizikovaprirazka, iurokovasazba, Kk, icastka, t]]]];

(*PRIPOCTENI HODNOTY POHLEDAVKY K HODNOTE PORTFOLIA*)
hodnotaportfolia += hodnotapohledavky];
hodnotaportfolia]

Total[cerpanacastka] + Total[necerpanacastka]

(*SOUCASNA HODNOTA PORTFOLIA*)
soucasnahodnotaportfolia =
hlavnivypocet[0, rating, maticeprechodu, 1]

(*BUDOUCI HODNOTA PORTFOLIA*)
budoucihodnotaportfolia = {};
SeedRandom[666];
Do[novyrating = generovaniratingu[maticeprechoduvcdefaultu];
hodnotaportfolia = hlavnivypocet[1, novyrating, maticeprechodu, Tt];
AppendTo[budoucihodnotaportfolia,
hodnotaportfolia], {pocetsimulaci}]

budoucihodnotaportfolia

(*OCEKAVANA ZTRATA*)
strednihodnota = Mean[budoucihodnotaportfolia]
StandardDeviation[budoucihodnotaportfolia]
ocekavanaztrata =
soucasnahodnotaportfolia - strednihodnota/((1 + urok))^(Tt)

(*NEOCEKAVANA ZTRATA*)
kvantily =
Quantile[Sort[budoucihodnotaportfolia], {0.05, 0.01, 0.005, 0.001}]

VaR = Table[
soucasnahodnotaportfolia, {Length[
kvantily]}] - (kvantily/(1 + urok))

Export[cestavysledky, budoucihodnotaportfolia]

Needs["Histograms‘"]

histbudhodn = Histogram[budoucihodnotaportfolia2]
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