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Uvod

Pii vypoctu technickych rezerv na pojistnd plnéni u odvétvi nezivotniho
pojisténi se objevuje celd fada praktickych problému, kterym je nutné v pii-
padé aplikace standardnich i alternativnich matematickych a statistickych
metod ¢elit a zhodnotit, zda pro analyzovana data je vubec uvazovana me-
toda vhodna.

V této praci se zamérime na srovnani celého procesu vypoctu IBNR re-
zervy pro dvé odlisné metody, pficemz nejprve pripomeneme nutné teoretické
zaklady, pouzivané statistické testy pro podkladova data, principy tvorby
modelu a ovéreni vysledku pro analyzované vyvojové schéma z dat popisujici
vyplaty z tzv. povinného ruceni.

Vyznamnou soucésti prace bude zhodnoceni statistickych vlastnosti ziska-
nych odhadu, detailni ovéreni splnéni predpokladi obou metod a celkové
srovnani vysledku.

Nutné pripomenuti prvni analyzované metody (stochastickd verze Chain
ladder) bude uvedené v druhé kapitole spolu s uvedenim aparatu, ktery se
pouzije pro statistické testovani predpokladu a vypocty rozdéleni vysledné
rezervy.

Ve tteti kapitole uvedeme "spojovaci clanek” mezi metodou Chain ladder
pripomenutou a alternativnim piistupem k modelovani logaritmu ptirustko-
vych dat vychazejicich ze skodnich thrnu, ktery se dale vyuzije k predstaveni
tzv. PTF modelu ve ¢tvrté kapitole prace.

Predstaveni statistickych testu pro oba pristupy a detailni porovnani obou
metod z hlediska statistickych vlastnosti je pak ilustrovano na zakladé analy-
zovanych dat v paté kapitole, kdy pro oba modely predvedeme jiz pouzivané
statistické testy a navrhujeme nékteré rozsitujici pristupy predevsim pro PTF
model. Z hodnoceni vysledku téchto testu pak Cinime zavéry o interpretaci
ziskanych vysledku obou pouzitych metod.



Kapitola 1

Uvod do problematiky

1.1 Technické rezervy

Pojistitelé jsou ze zdkona povinni pro provozovani své ¢innosti vytvaret
tzv. technické rezervy ke kryti skod nastalych z pojistnych udélosti. Zékladni
rezervou, kterou musi pojistitel vytvaret, je rezerva na pojistnd plnéni. Tato
rezerva je urcena ke kryti zavazku z pojistnych udalosti, které

1. byly nahldseny, ale nebyly dosud zlikvidovany (RBNS rezervy),
2. jiz vznikly, ale nebyly dosud nahldseny (IBNR rezervy).

RBNS rezervy stanovuji zpravidla likvidatofi na zakladé odhadnuté vyse
skody z jednotlivych pojistnych udélosti. Neni-li to timto zpusobem mozné,
pouzije se matematicko-statistickd metoda. Rezerva je dale upravovana podle
dalsiho Setfeni pojistné udalosti v prubéhu jeji likvidace. Naproti tomu se
IBNR rezervy stanovuji predevsim na zékladé matematicko-statistickych me-
tod. Pokud neni mozné z objektivnich duvodu pouzit tyto metody, vyuzije
se metoda kvalifikovaného odhadu.

1.2 Vyvojové trojihelniky

Pti vypoctu rezervy na pojistnd plnéni potfebujeme mit kromé fundamental-
nich znalosti pojistného odvétvi také informace o skodnim vyvoji pojistného
rizika, tzn. informace o dosud vyplaceném pojistném plnéni a vytvorenych
RBNS rezervach, coz predstavuje ndm dosud znamy zavazek. Nejcastéji se
pozorované hodnoty uvadeéji ve formé tzv. vyvojovych trojihelniku, které
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mohou mit formu kumulativni nebo nekumulativni (pfirustkovou). Cilem je
tento trojihelnik doplnit na ¢tverec. Data se sleduji za stejné dlouhd obdobf,
pricemz obdobim se nejcastéji rozumi 1 rok.

Jak je uvedeno v [9], pokud uvazujeme kumulativni data, oznacme C;
celkovou vysi skod, které vznikly v obdobi 7, 1 <7 < n, a byly uhrazeny nebo
nahldseny do konce vyvojového obdobi k£, 0 < k < n — 1. Hodnoty C;, kde
1+k < n, patii do znamé ¢asti ctverce, tedy vyvojového trojihelniku. Ostatni
hodnoty, kde i + k > n, patii do nezndmé ¢asti ¢tverce a potfebujeme je od-
hadnout. Piedevsim nds zajimaji hodnoty C;,,, které udévaji celkovy thrn
skod vzniklych v obdobi ¢ a uhrazenych nebo nahlasenych se zpozdénim n
obdobi, : = 2, ..., n. Tyto hodnoty mohou dobfe aproximovat celkovy skodni
thrn v daném obdobi, pokud predpoklddame, ze skodni vyvoj je po n ob-
dobich ukoncen.

0 1 . k ... n—2 n-—1
1 Cl,O 0171 Ce Cl,k e Cl,n—? Cl,n—l
0270 0271 . 6127]g c. 02,n72
7 CZ 0 Oi,l e Ci,k

n—1 Cnfl,() Cnfl,l
n Cn,O

Tabulka 1.1: Kumulativni vyvojovy trojihelnik

Méme-li piirustkovd data, oznacme S, vysi Skod vzniklych v obdobi i
a uhrazenych nebo nahldsenych ve vyvojovém obdobi k. Pouzijeme-li oznaceni
z kumulativniho trojihelniku, muzeme prirustkova data vyjadrit rozdilem

Sik = Cip — Ci g1, 1<i<n, 0<k<n-1,

s konvenci C; _; = 0. I zde zndme hodnoty S; ;, pouze pro i + & < n a taktéz
potiebujeme odhadnout prirustky pro i + k > n.
Zavedme dale veli¢inu R; a R nasledujicim zptisobem:
R, = Ciy—Cipni = Sinti—i+ ...+ Sin, 2<i<mn,
R = Ro+...+R,.

Cir (resp. S;x) vSak nemusi oznacovat pojistné plnéni a RBNS rezervu
dohromady, muze se také jednat napiiklad pouze o pojistné plnéni. Proto



jestlize C;  je oznaceni znamého zavazku, pak R; znac¢i IBNR rezervu pro ob-
dobi vzniku ¢, pokud C;; znaci pojistné plnéni, pak R, znaci celou rezervu
na pojistna plnéni, tj. rezervy RBNS a IBNR dohromady. R oznacuje celko-
vou rezervu pro vSechna uvazovana obdobi vzniku.

Nakonec pro zjednoduSeni zapisu ozna¢me D mnozinu dosud pozoro-
vanych dat

DZ{Ci’k,Z'—i-kZSTL}.



Kapitola

Metoda Chain ladder

2.1 Deterministicka verze Chain ladder

Metoda Chain ladder je pravdépodobné nejznaméjsi metodou pro stanoveni
odhadu rezervy na pojistna plnéni. Klasickda deterministickda verze metody
Chain ladder odhaduje nezndmé hodnoty Skodnich thrnu Cjy, ¢ + k > n,
ze znamych hodnot D podle vzorce

Cik = Cin—ifusici-- focr, i+k>n,  i>2 (2.1.1)
kde L
fr = &= Lk 2oy C’““ 0<k<n-—2, (2.1.2)

Pt
jsou odhady tzv. vyvojovych faktori fy.

Je ztejmé, ze metoda Chain ladder vyuziva k odhadim neznamych hodnot
C;r kromé odhadu vyvojovych faktoru fk také posledni znamou hodnotu
C’in iV obdobl' vzniku 7. Samozi"ejmé by se mohla misto Cj,—; Vyuiivat
a s ni i vice odhadu vyvojovych faktoru To by vsak bylo vV rozporu prave
s predpokladem metody Chain ladder, ze posledni znamé hodnota v daném
obdobi vzniku je povazovana za nejlepsi dostupny tdaj pro odhad kone¢ného
skodniho tthrnu pro toto obdobi vzniku i.

Hlavni nevyhodou deterministické metody Chain ladder je nemoznost
jakkoliv zmérit a ohodnotit variabilitu jejich odhadu. V nasledujici casti
k vyfeseni tohoto problému vyuzijeme stochastického pristupu, jak navrhuje
Mack v [6].
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2.2 Stochasticky pohled na Chain ladder

2.2.1 Zakladni vlastnosti

Uvazujme situaci, ze jsme na konci k-tého vyvojového obdobi v libovolném
obdobi vzniku a zname tedy hodnoty Ciy,...,C; . Proto miuzeme hodnoty
Cik+1,---,Cipn povazovat za ndhodné veliciny. Metoda Chain ladder ve své
deterministické podobé predpoklada existenci vyvojovych faktoru f, které
jsou zavislé pouze na vyvojovém obdobi, nikoliv obdobi vzniku. Pokud se
na problém podivame ze stochastického pohledu, muzeme uvést v souladu
s ¢lankem [6] zakladni predpoklad ve tvaru

E[Ci7k+1|Ci,1, ey Cz,k] = Ci,kflm 1 S 1 S n, 0 S ]{J S n— 1. (221)

Vyvojové faktory fi vyjadiuji ocekavany prirustek z Cjj do Cjpyq.
Individudlni vijvojové faktory f; = Ci k+1/Ci . v8ak mohou byt rizné od fy,
a proto je muzeme povazovat za nahodné odchylky od fi, coz lze vyjadrit
ekvivalentnim zapsanim ptredpokladu (2.2.1) ve tvaru:

E[Ci7k+1/ci7k‘ci71, Ce 7Ci,k] = fk, 1 S 7, S n, 0 S k S n — 1 (222)

V naésledujici vété ukazeme, ze predpoklad (2.2.1) spolu s predpokladem
o nezavislosti skodnich obdobi, ktery byva ¢asto pii aplikaci Chain ladder
prehlizen, prestoze nemusi byt vzdy splnén (napiiklad kvuli silnému efektu
inflace v nékterém kalendainim obdobi), je nutnou soucasti metody Chain
ladder. Budeme proto déle predpokladat, ze nadhodné vektory skodnich dhrnu

{Cir,.. ., Cin}t {C1,...,Cin}, 17, (2.2.3)
jsou nezavislé.

Véta 2.2.1. Za predpokladu (2.2.1) a (2.2.3) plati ndsledujici:
1. E[Cip1|D] = Cinifni-- - fr, n—1<k<n-2,

2. fk jsou nejlepsi nestranné a navzdjem nekorelované odhady fy,
0<k<n-2.

Diikaz. Uveden v [8]. O
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Jak uvadi Mack v [6], nekorelovanost fi mize byt prekvapujici, protoze
fk_l a fk zavisi castecné na stejnych datech. Z tohoto duvodu by se neméla
metoda Chain ladder aplikovat v takovych odvétvich, kde po nizké hodnoté
vyvojovych faktoru nasleduji vysoké hodnoty a naopak.

Z Véty 2.2.1 diky nestrannosti a nekorelovanosti plyne, ze

E[fn—z’--~fk]:fn—i---fk; n—1<k<n-2.

Odtud ihned dostavame

~

ECist1] = ElCinifoi-. fil =
Ci,n—iE[fn—i o fk] =
Oi,n—z’fn—z’ k=
= E[C;x|D].

Vysledkem je odhad skodniho ihrnu
éi,k+1 = Ci,n—ifn—i cee fka
ktery je nestrannym odhadem

E[Cik1|D]) = Cin—ifo—i--- [

2.2.2 Variabilita odhadu

V dalsim pripomeneme zékladni statistické vlastnosti odhadu celkového skod-
niho thrnu C; ,,. Vime, Ze odhad

A o ~
Ci,n = i,nfifnfi s fn72

je pouze bodovym odhadem, ktery nam nic netfika o tom, s jakou pravdépo-
dobnosti a o kolik se budouci realizace C;, muze od tohoto odhadu lisit.
Proto by nas mélo zajimat, jak velkda muze byt v pruméru odchylka od tohoto
odhadu, k ¢emuz se vyuziva, jak uvadi Mack v [6], stredni kvadratickd chyba
mse(CA'm) odhadu C'm, ktera je definovana

mse(CA’i,n) =E [(C’m - C’i,n)2|D] .
a obdobné definujeme také
mse(R;) = E [(Ri . Ri)2|p} .
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Ziejmé plati
mse(f) = E (R = Ri)*|D| = B |(Ci = Cia)ID| = mse(Cin)

a také

N

A ~ ~ 2
mse(R) = Var[Cin| D] + |E[Cip] = Cin|” = mse(Cia),

coz ukazuje rozklad mse(é’i,n) na dve slozky - ndhodnou chybu a chybu mo-
delu.

Nez ptejdeme k vypoctu odhadu mse(é’iyn), je nutné se zminit o podminé-
ném rozptylu individudlnich vyvojovych faktoru. Jak ukazuje Mack v [7],
za podminky nezévislosti obdobi vzniku (2.2.3) je rozumny predpoklad, ze
podminény rozptyl C; x+1/C; . nepiimo umérny C; . Tedy

0.2

Ci k1 &
V. K O i = =2, 2.2.4
ar | o 1Cin K= (2.2.4)

kde o > 0 je nezndmy parametr. Protoze Cji; je diky podminéni zndm4
hodnota, muzeme vyjadiit podminény rozptyl C; 11 ve tvaru

Var[Ci,kH]Ci,l, ceey Cz,k] = Ci,ka,z, 1 S 7 S n, 0 S k S n—2. (225)

Tento vztah (2.2.5), stejné jako predpoklad o nezavislosti obdobi vzniku
(2.2.3) a (2.2.1), je nutné testovat, zda-li je splnén, k ¢emuz se dostaneme
v dalsi ¢asti textu.

Mack v ¢ldnku [7] dale uvadi vypocet nestrannych odhadi parametrii o}

podle vzorce

1 5 2\ 2
0 = n_k_lzclk( kH—f) 1<k<n-3 (2.2.6)
i=1

Pro k = n — 2 Ize odhad ¢2_, vypocitat napifklad zpusobem

~2 _ . ~4 ~2 : ~2 ~2
On—2 = min {Un—S/Un—4’ ITlll’l(O'n_4, Un—3)} .

Nyni jiz mame vSechny potiebné podklady k formulaci odhadu mSE(éi,n).

Véta 2.2.2. Necht jsou obdobi vzniku skodnich uddlosti nezdvisld dle (2.2.3)
a predpokladejme (2.2.1) pro i =2,...,n. Pak plati

/\

-2
mse( Z JTE ( - — i ) (2.2.7)
= x > G,

zk
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Diikaz. Uveden v [6]. O

Pro zjednoduseni zépisu vzorce (2.2.7) je v predchozi vété pouzito oznacent
Ci,n—i = Ci,n—i-

Dusledek 2.2.3. Za predpokladu (2.2.1) a (2.2.3) plati pro odhad celkové

rezervy R

ik

i=2 j=it1 k=n—i 2<j=1 J

2.2.3 Odhady skodnich dhrnt a rezerv

Vyznamnou veli¢inou, kterd se vypocitd ze stiedni kvadratické chyby

~ N

mse(C; ), je standardni odchylka (standard error) s.e.(C;,) pocitand podle
vzorce

e.(Cin) = \/mse(CA’i,n) = \/mse(f%i) = s.e.(R)).

Odhad s.e.(Ri) je zfejmé stanoven zpusobem

— |

s.e.(R;) =\ mse(R;).

Prirozené by nas zcela jisté mélo zajimat rozpéti hodnot, ve kterém se
muze realizace C; ,,, resp. R;, pohybovat s jistou pravdépodobnosti. V nasledu-
jicim se proto budeme zabyvat, jakym zpusobem lze odvodit odhad pravdépo-
dobnostniho rozdéleniC; ,,, resp. R;.

Vime, ze C;,, = C;,—; + R;. Protoze Cj,_; je zndma hodnota, znamend
to, ze pravdépodobnostni rozdéleni C;,, je uréeno pouze R;. Proto nam staci
formulovat odhad rozdéleni R; a odtud posunutim ziskat odhad rozdéleni
Cin. Jak uvadi Mack v [7], pokud lze celkovy skodni thrn interpretovat jako
soucet velkého poctu diléich nezavislych skodnich uhrnu jednotlivych po-
jistnych udélosti, coz byva v praxi splnéno, muzeme diky centralni limitni
vété predpokladat, ze rozdéleni R; je normalni, pricemz jeho stiedni hodnotu

— N\ 2

A

odhadujeme hodnotou R; a rozptyl hodnotou (s.e.(Ri)> . Odtud muzeme

odvodit intervalovy odhad potiebného objemu rezervy R; o spolehlivosti
1—a,a€(0,1), ve tvaru

L — L ——

(PLZ — ul_a/g . S.@.(R%), Rz -+ Ul_a/Q . 8€(RZ)> s (229)

14



coz implikuje intervalovy odhad celkového skodniho ihrnu C; ,, o spolehlivosti
11—«

(R@ + C@nfi — Ul_a/g . 8.€.<Ri), Rz + Ci,nfi + ul—a/2 . Se(RZ)) . (2210)

Pokud by vsak bylo rozdéleni zesikmené, neni pouziti normélniho rozdéle-
ni piilis vhodné pro poruseni symetrie. Podle Macka v [7] je tento problém
v praxi vyrazny v piipadé, kdy s.e.(R;) je vétsi nez 50% R;. To pak muze vést
k zdpornému dolnimu intervalovému odhadu, coz je v rozporu s pozadavkem
na nezapornost rezerv. V takovém piipadé doporucuje Mack vyuzit logarit-

micko-normalni rozdéleni. Budeme-li uvazovat, ze R; mé logaritmicko-normal-
ni rozdélen{ s parametry ju; a o2, dostavame rovnosti:

~

R, = ettoil?, (2.2.11)
N 2
(3.6.(&)) . <e”?—1>. (2.2.12)

Upravou téchto rovnic ziskdme vyjadreni odhadt parametri y; a o?:

— \ 2
<s.e.(Ri)>
67 = In |14+ —~~—n—-2—],
R2

= In(R) - 52/2.

Intervalovy odhad rezervy R; s logaritmicko-normalnim rozdéleni o spo-
lehlivosti 1 — a je podle (A.1.2) ve tvaru

<em—u1,a/gfr$/27 em+u17a/sz$/2> _ (2.2.13)

Konecné si ukazeme, jak odhadnout celkovou rezervu R bez rozliseni ob-
dob{ vzniku skodnich udalosti. Bodovy odhad rezervy R je souc¢tem bodovych
odhadu rezerv pro vSechna obdobi vzniku, tj.

A

R:R2+é3++Rn

N

Odhad smérodatné odchylky s.e.(R) se vypocte ze vztahu (2.2.8) dle
vzorce



Odtud formulujeme vzorec pro vypocet kvantilu celkové rezervy R

ve tvaru
eftti—a/20%/2 (2.2.14)

a taktéz uréime intervalové odhady R o spolehlivosti 1 — « ve tvaru
<eﬂ—ul—ax2&2/ ? eﬂ+U1fa/2&2/2> : (2.2.15)

kde odhady 1 a 6% se vypocitaji analogicky jako odhady ji; a 2.

Po zavedeni stochastické verze metody Chain ladder jsme postupné
uvedli tii predpoklady (2.2.1), (2.2.3) a (2.2.5), které by mély byt splnény,
abychom mohli model pouzit. Pro testovani splnéni téchto podminek dat exis-
tuje fada statistickych testu, z nichz nékteré predstavime a zaroven vyuzijeme
v paté kapitole.
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Kapitola 3

Modely zalozené na vyvojovych
faktorech

3.1 Motivace

V této kapitole si ukdzeme odlisny pohled na vyvojové trojihelniky
prezentovany Zehnwirthem v [10]. Budeme vychézet z predpokladu, ze v ne-
kumulativnim trojihelniku existuji tfi ruzné trendy - ve vyvojovych ob-
dobich, obdobich vzniku a kalendainim obdobi, a zobecnime tak metodu
Chain ladder z predchozi kapitoly. Nezbytnou slozkou zahrnutou v datech je
nahodnd fluktuace, kterd udava odchylku od zminénych trendu. Schématicky
muzeme tento vztah znazornit nasledovneé:

data = trendy + nahodna fluktuace.

Ukolem je odhadnout z pozorovanych hodnot tyto trendy a priradit je
k odpovidajicim modeliim na zdkladé regresni analyzy. V nasledujicim textu
si ukazeme nékteré pristupy, které budou zakladem pro stochastické modely
vylozené v nasledujici kapitole.

3.2 (Geometrické pojeti trendu

Méjme k-té vyvojové obdobi a obdobi vzniku i. Ozna¢me dale t = ¢ + k,
1+ k < n, kalendaini obdobi, ve kterém byla data do trojuhelniku zazna-
menana. Odtud je ihned zfejmé, ze prestoze mame 3 trendy, tak pouze 2 z
nich jsou nezavislé.
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Vztahy mezi vSemi trendy lze jednoduse znazornit také graficky pomoci
sméru (smér vzniku, smér vyvoje, smér kalendaintho obdobi), které jsou
v souladu s vyvojovym trojihelnikem, viz Obrazek 3.1.

t=i+k

Obrazek 3.1: Trendy v datech

Zakladni ekvivalentni vztahy mezi trendy vyplyvajici z definice znazornime
graficky na nasledujicich obrazcich.
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Na dalsim obrazku znazornime moznou zaménu trendu ukazujici na ne-
jednoznacnost identifikace trendu.

a at+b

at+b

Pro dplnost uvedeme kratky priklad prezentujici zminéné vztahy na ne-
kumulatnvim vyvojovém trojihelniku.

Priklad 3.2.1. Uvazujme prirustkova data uvedena ve vyvojovém trojihel-
niku 1 (Tabulka 3.1).

1 2 3 4 5 6

1150 75 60 50 45 40
2150 75 60 50 45
3150 75 60 50

4150 75 60

550 75

6 | 50

Tabulka 3.1: Vyvojovy trojuhelnik 1: homogenni vyvoj

Vidime, ze vSechna obdobi vzniku maji totozny vyvoj, tzn. maji homo-
genni individudlni vyvojové faktory. Na tomto trojihelniku pridejme 10%-ni
trend v obdobich vzniku, ¢imz dostaneme trojihlenik 2.
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12 3 4 5 6

1150 75 60 50 45 40
2155 8 66 55 50
3161 91 73 62

4167 100 80

5173 110

6 | 81

Tabulka 3.2: Vyvojovy trojihelnik 2: 10%-ni trend v obdobich vzniku

Dale dodejme jesté 10%-ni trend ve zpozdéni a ziskame trojuhelnik 3,
ktery ma v obou kolmych smérech stejny 10%-trend.

12 3 4 5 6

1150 83 73 67 61 65
215 91 8 73 73
3162 100 83 82

4167 110 97

5|73 121

6 | 81

Tabulka 3.3: Vyvojovy trojihelnik 3: 10%-ni trend v obdobich vzniku a 10%-
ni trend ve vyvojovych obdobich

Nyni do trojihelniku 1 ptridejme 10%-ni trend v kalednainim obdobi.
Ziskame trojuhelnik, ktery je shodny s trojihelnikem 3, protoze tento trend
je podle vyse uvedenych pravidel ekvivalentni se dvémi trendy, které jsme
postupné pridali k puvodnimu trojihelniku 1.

Obratme nyni situaci a pfedstavme si, Ze mdme trojihelnik 3 a prvni
analyzou bychom zjistili, ze trojuhelnik obsahuje prave 10%-ni kalendaini
trend. Jinou nezavislou analyzou bychom ale zjistitli, Zze trojihelnik obsahuje
misto tohoto kalendéiniho trendu 10%-ni trendy v obdobich vzniku a vy-
vojovych obdobich, které jsme postupné pridali k puvodnimu trojihelniku.
Nastava tedy otazka, ktery vysledek je spravny? Odpovedét lze casto pouze
se znalosti dalsich informaci, které data v trojtihelniku jiz neobsahuji.
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3.3 Deterministické modely

Uvazujme nejprve pouze jedno obdobi vzniku. Ozna¢me Sj, prirustek v k-tém
vyvojovém obdobi a Yy = In(Sk) jeho logaritmovanou hodnotu. Déle defi-
nujme hodnotu absolutniho ¢lenu (intercept) o = In(Sy) a trend v piirustcich
Yo =Y — Yi-1.

Ziejmeé plati

Y, = Yo+V1i—Yo+...+Y,—Y, 4,

k
Yi = a+) v (3.3.1)
j=1

Trend v 1ze vyjadrit také jako logartimus podilu prirustku:

Ww = Y=Y
ln(Sk) - ln(Sk_l)
= ln(Sk/Sk_1>.

Podil Si/Sk_1 muzeme chapat jako individuélni vyvojovy faktor prirtst-
kovych dat a v je pak logaritmus téchto ”vyvojovych faktoru”.

Opustme piedpoklad pouze jednoho obdobi vzniku a zavedme determi-
nistické modely, které vychazeji z predpokladu existence trendu ve tiech
diskutovanych smérech, tj. ve vyvojovych obdobich, obdobich vzniku a ka-
lendainich obdobich. Obecna rovnice pro tyto modely je

k-1 itk
Yie = + Z v+ Z Lt (3.3.2)
=0 =1

kde «; znaci pocdtecni troven obdobi vzniku 4, v; je trend ve vyvojovém
obdobi j a ¢; oznacuje trend v kalednainim obdobf ¢.
Dodejme, ze specialnim piipadem téchto modelu je model

k
Yie=a+ Y v (3.3.3)
j=1

ktery se nazyvéa statisticky Chain ladder, nebot neobsahuje parametry
kalendarnich trendu.
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3.4 Stochastické modely

Nez prejdeme ke stochastickym modelim odvozenych z rovnice (3.3.2),
popiSeme ve zkratce v tomto odstavci systém stochastickych modela
Extended link ratio family (ELRF) prezentovany Zehnwirthem v ¢ldnku [10].

Modely ELRF jsou povazovany za jakysi mezi¢lanek mezi determinis-
tickymi metodami vyvojovych faktoru a stochastickymi metodami vyuzivajici
(zlogaritmovand) prirustkova data.

ELRF vychdzi z kumulativnich dat C;j. Pro kazdé obdobi vzniku
i=1,...,n zavedme oznaceni

i—1
1}(2) = Z Os,'ifla
s=1

i1
y(@) = Y Cu
s=1

a uvazujme tzv. vyvojovy pomér (link ratio) y(i)/x(i). Kazdy pomér urcuje
sklon pfimky prochézejici po¢atkem grafu [0, 0] a bodem [z(7), y(i)] muze byt
povazovan za trend, viz Obréazek 3.2. Modely ELRF pak vychazeji z jedno-
duché myslenky o existenci prumérného vyvojového poméru (trendu).

Yy

e X E XU S TERY

y @) .

X(l) | X
Obrazek 3.2: Trendy v ELRF modelech

Modely ELRF vychézi z regresniho modelu

y(i) = Bx(i) + e(7), (3.4.1)
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kde
(i) ~ N(0, 0%z ()%). (3.4.2)

Parametr 3 je prumérnym vyvojovym trendem, ktery hleddme. Rozptyl y(7)
zavisi na z(i) ptes funkci z(7)°. Napiiklad volbou § = 1 lze ziskat odhad
vyvojového poméru ve tvaru vazeného prumeéru vyvojovych poméru

> x().y(@)/x(i) > y(i)
> x(1) > x(1)
Ztejmeé plati, ze 3 je z(1)-vazenym prumérem vyvojovych faktoru uzivanych
v metodé Chain ladder.
Zékladnim ptfedpokladem ELRF je

g= (3.4.3)

Ely(i)|z(0)] = B(i). (3.4.4)

V praxi vSak tento predpoklad ale nebyva prili§ ¢asto splnén, jak muzeme
vidét na Obrazku 3.3, kde jsou zobrazena standardizovand residua v zavislosti
na (i) indikujici klesajici trend. Obrazek znaéi situaci, ve které jsou nizké
pozorované hodnoty v predpovédich podhodnoceny a vysoké naopak nad-
hodnoceny.

10+ o
° ° ¢ L4
L . .
05} . . e .
L .. ° o :
. ° % °
’. ° ° .
“““\““\‘.‘.‘éwf“..‘\“"\““\‘
0| 50000 100000 150000 200000 o 250000 300000
—05F . .

Obrazek 3.3: Standardizovand rezidua v zavislosti na x(i)
Tento nedostatek vedl k vyvoreni obecného modelu ELRF
y(i) —z(i) = a+~vi+ (6 — Da(i) + (i), (3.4.5)

23



kde
Var[e(i)] = o?2(i)°.

Blizsim pohledem na rovnici (3.4.5) zjistime, ze ELRF model nebere v dvahu
moznost zmén v trendech v obdobi vyvoje pro ruzné obdobi vzniku, coz je
vzhledem k praktickému vyuziti velky nedostatek.
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Kapitola 4

Modely Probabilistic trend
family (PTF)

4.1 Popis modelu

V této kapitole navazeme na deterministicky model (3.3.2) a rozsitime jej
o nahodnou slozku, ¢imz ziskdme novou skupinu modeli, kterou se zde
budeme detailnéji zabyvat.

Méjme logaritmovand prirustkova data a uvazujme nejprve pouze jedno
libovolné obdobi vzniku. Pak ndhodna veli¢ina Y}, je prirustek v k-tém vyvojo-
vém obdobi ve tvaru

k
YkzlnSk:Q+Z'7j+€, (4.1.1)

j=1

kde e ~ N(0,0?).
Rovnice (4.1.1) popisuje model, ve kterém Y, ~ N(a,0?). ; je stfednf
hodnota trendu mezi zpozdénim j—1 a j, protoze z rovnice (4.1.1) 1ze vyjadrit

YVi=Yja = v+¢& —¢gi, (4.1.2)

kde ¢; je odchylka pro vyvojové obdobi j. Odtud pak

7j—1

S,
LY, - Vil =B [log 22| =, (413

Z dosud uvedeného vyplyva, ze prirustky S; maji logaritmicko-normalni
rozdéleni nasledujicimi vlastnostmi:
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median(S;) = e*TXi=17%,
]

= median(Sj).e0'5"2,

Ziejmeé Y; — Yj_1 ~ N(v;,20?) a proto podil piirustki mezi obdobimi
J — 1 a j ma stfedni hodnotu

E [—Sj } = Wt
Sj,1

Opustme déle piedpoklad pouze jednoho obdobi vzniku a uvazujme

model
k i+k
Yie=ai+ Y %+ utein (4.1.4)
7j=1 t=2

kde ¢, , ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou. Rovnice (4.1.4) je
zépis obecného modelu skupiny nazyvané PTF (Probabilistic trend family).
Rovnice popisuje rozdéleni kazdého obdobi [i, k| zvlast. Jak uvddi Barnett
v [2], pokud by rozptyl ndhodnych veli¢in €; ; nebyl konstantni, je pak nutné
tuto skutecnost vzit v ivahu pfi sestavovani modelu.

Jak upozornuje Boulter v [3], u piirustkovych dat, pfedevsim pokud
mame data o prirustcich pojistného plnéni i RBNS rezerv, muze nastat
situace, kdy dojde k zapornému prirustku - poklesu RBNS rezervy. V ta-
kovém pripadé nelze tyto hodnoty zlogaritmovat. Existuje nékolik moznosti
(napt. v [8]), jak se v praxi s touto situaci vyporadat. Hodnoty lze, napf.
jestlize technické skoky v rezervovani nemaji z pohledu vyvoje vyznam,
interpolovat takovym zpusobem, aby kumulativni hodnoty byly po skonceni
obdobi se zapornymi hodnotami shodné pro oba soubory dat. Pokud mame
velky pocet dat, je dalsi moznosti iplné vynechani zapornych dat. Volba
pristupu vzdy zavisi na posouzeni konkrétnich dat.

Ocekavané trendy v jednotlivych smérech jsou uréeny nasledovneé:

EYir—Yig—1] = e+ itk
ElYix —Yicn] = i —aim1 + tig, (4.1.5)
E [Yi,k - Y;fl,kfl] = o; — 01+ Vet Livk-

Pro nazornost se podivejme na jednoduchy ptiklad.
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Priklad 4.1.1. Uvazujme model
Yir =10—10,3k+0,05(i + k) + <.

Model popisuje situaci, ve které prirustky konstantné klesaji se zvysujicim
se vyvojovym obdobim a konstantné rostou v obdobich vzniku i v kalendai-
nich obdobich. Na Obrézku 4.1 jsou znazornény prirustky v zavislosti na ob-
dobi vyvoje.

Y
wosI——
100°

)-47

90"

85"

F 1 1 1 1 k
2 4 6 8

Obrazek 4.1: Piirustky v zavislosti na obdobi vyvoje

Kdybychom chtéli z grafu ¢i piimo z dat ziskat trendy, nelze je stanovit
jednoduse pouhym pohledem. Nepomuze k tomu ani technika vyvojovych
faktort pouzitda na kumulativni hodnoty. K urceni trendu je mozné vyuzit
pouze regresni pristup, ktery lze aplikovat na jakykoliv typ ptirustkového
trojuhelniku, tzn. nikoliv pouze na prirustcich celkovych zavazku, ale i na poc¢-
tech skodnich udalosti ¢i samotné vysi pojistného plnéni. o

4.2 Regresni model

Definujme vektor neznamych parametru 3

B = (1, ey Oy Y1y ooy Yy bly v o vy bt 1)
a zaved me nahodny vektor
Y = (}/1,07 Yi,la s 7}/1,71—17 }/2,(% s 7Yn—1,17 Yn,O)'

Ke stanoveni odhadu vektoru 8 potfebujeme mit k dispozici matici X
v regresnim modelu

Y =X[G+e.
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Je ziejmé, ze vyvojovy trojihelnik, kde logaritmy piirustku na pozici [i, k]
popisuje ndhodna veli¢ina Y; j,, mé jeji stfedni hodnoty ve tvaru zndzornéném
v Tabulce 4.1.

1 k n
1 aq a1+Z]1]+Zt 1Lt" 041+Z]1]+Zi+1nbt

i OéH’ZtH;Lt-..OéH-Z]l J+Zi+’fbt

1+n
no|ant Zt IR

Tabulka 4.1: Vyvojovy trojihelnik sttednich hodnot PTF modelu

Odtud Ize vyjadrit vektor stfednich hodnot nahohodného vektoru Y ve tva-
ru

i+k n+1
EY = X3 = (a1, a1 +71+12, . . ozZ—I—Z’yﬂ—Z L, .- an—l—z ). (4.2.1)

a taktéz lze stanovit tvar matice X. V obecném tvaru jsou jejimi prvky 0 nebo
1 indikujici jednotliva ¢asova obdobi. Vzhledem k jisté slozitosti vyjadieni
obecného tvaru regresni matice X si jeji vyjadieni ilustrujeme na nasledujicim
prikladé.

Priklad 4.2.1. Stanoveni regresni matice budeme ilustrovat na diive uve-
deném Prikladé 4.1.1, kde jsme uvazovali model

Yip=10—0,3k+0,05(i + k) + .

Pridejme navic ptedpoklad n = 4, tzn. mame 4 obdobi vzniku i = 1,....,4
a 3 vyvojové obdobi k = 0,...,3. Potom stfedni hodnota obecného regres-

28



niho modelu pro n = 4 je ve tvaru

Yio 1'0000O0O0O0O0OO o
Yia 100 010O0T1O0O0 Qg
Yio 1000110110 a3
Yis 1000111111 oy
Yoo [0 100 000100 " (4.2.2)
Youl |01 00100110 Yo -
Yss 0100110111 3
Ys 001 0O0O0O0T1T1O0 11
Y 0010100111 Lo
Yio 0O00010O0O0T1T171 L3
V naSem piipadé diky shodnosti parametru plati
= 0612062:0{32054:10,
= nm=7%=73=-03
L = 11 =1y =13 =14 = 0,05,
coz implikuje jednodussi tvar matice X
Yio 100
Yi 111
Yio 1 2 2
Yis 1 3 3
Y. 1o 1| (¢
2,0
= 4.2.
Yoo 12 3| M
Ys 1 0 2
Y1 11 3
Yio 10 3

Koneéné odhad vektoru 3 je uréen metodou nejmensich ¢tvercu ve tvaru

B =(X"X)"'X"Y, (4.2.4)

pro ktery plati, ze
E[B = B, (4.2.5)
Var[f] = o*(XTX)™L (4.2.6)
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4.3 Hledani modelu

V Prikladé 4.2.1 jsme ilustrovali zpusob stanoveni regresni matice. Navic jsme
ukazali, ze lze pocet parametru jednoduchym zpusobem snizit v pripadé,
ze platnost nartustu nebo poklesu je delsi nez 1 obdobi. Pravé pocet pa-
rametru je pri hledani optimalnitho modelu jednim z kritérii, ktery urcuje
kvalitu modelu. Obecné nelze tici, kolik parametru by mél vysledny model
mit, ovSem pii nespravném poctu parametri muze dojit bud k podpara-
metrizovani modelu, kdy vysledny model nedostateéné a prilis obecné po-
pisuje pozorovana data, anebo k jeho pfeparametrizovani, kdy model je az
prilis citlivy na jakékoliv drobnéjsi zmény v datech. Dusledkem pak muze
byt nestabilni predikce neznamych budoucich hodnot. Pti hledani modelu
tedy mame dva protichudné pozadavky (jednoduchost a citlivost modelu),
které ovliviuji vysledny pocet parametru. Jestli je pocet parametru modelu
vhodny vzhledem k témto pozadavkum, lze posuzovat napiiklad na zakladé
minimalizace Akaikeho informaé¢niho kritéria (AIC), které je ve tvaru

AIC = N.In(276?) + N + 2p,

kde N je pocet pozorovani, p je pocet parametru a 62 = S,/N. Pfi hledan{
modelu bychom stale méli mit na paméti mozné ekvivalentni vztahy mezi
trendy v obdobich vzniku, vyvoje a kalendainich obdobich, které jsme uvedli
ve treti kapitole a jsou pomitckou pro slucovani nebo naopak déleni jednot-
livych ¢asovych intervalt majicich funkci vysvétlujicich proménnych. S tim
také souvisi problém moznych korela¢nich vazeb mezi jednotlivymi promeén-
nymi a tim i mozného vyskytu multikolinearity. Ta narusuje predpoklad
linedarni nezavislosti sloupcu v regresni matici. Dusledkem multikolinearity
jsou pak nestabilni modely majici velkou chybu predikce. Jednoduchy test
na existenci multikolinearity ukazeme v praktické ¢asti této prace.

K hledéni optimalniho modelu lze vyuzit piistup, ve kterém se vychéazi
z nejjednodussi situace uvazujici pouze kontstantni trend ve sméru vyvoje.
Zkoumanim residui, napf. analyzou zlomu v jejich vyvoji vzhledem k neza-
vislym proménnym, se nasledné pridavaji dalsi parametry. Dle vyznamnosti
jednotlivych parametru v regresnim modelu se pak rozhoduje o zahrnuti pa-
rametru do modelu. Vyhodou tohoto piistupu je jeho mensi casova naro¢nost
proti situaci, kdy vychazime z plného modelu s odlisSnymi parametry
pro vsechna obdobi. Tento pristup také vyuzijeme v praktické ukazce v paté
kapitole. Opacny postup hledani vhodného modelu popisujici pozorovana
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data, popsany napiiklad v [10], je pFechod od plného modelu vysvétlovaného
z nejkratsich moznych intervalu jejich postupnym sdruzovanim a vypousténim
nevyznamnych regresoru k vyslednému modelu. Vyhodou je mensi riziko
vynechani nékterého vyznamného parametru.

Musime zde také zminit, ze v praxi obcas nastava situace, kdy vysvétlujici
interval nelze prukazné vysledovat ptimo z dat. Takové proménné se urcuji
spise diky detailnéjsi znalosti daného pojistného odvétvi a zakonitosti v ném
obsazenych. Prikladem muze byt indikator sezonnosti urcujici pravidelné
fluktuace (pokles, narust) skodnich udélosti ¢i indikdtor popisujici ucinnost
novych legislativnich zmén a jejich promitnuti do vyvoje dat. Pokud je pak
takovy parametr statisticky vyznamny, bylo by chybou ho nezahrnout do vy-
sledného modelu.

Nakonec dle vyse uvedeného predpokladame normélni rozdéleni rezidui,
pricemz je nezbytné splnéni tohoto predpokladu ovétit vhodnymi statis-
tickymi testy.

4.4 Odhady budoucich hodnot

4.4.1 Stabilita modelu

Jednim z hlavnim pozadavki na vysledny model je jeho schopnost stabilné
predpovidat budouci hodnoty. Zpusob testovani tohoto pozadavku ukazuje
Zehnwirth v ¢lanku [10]. Vyuzivd v ném techniku vynechani posledni dia-
gonaly ve vyvojovém trojihelniku. Testovani pak spoc¢iva ve vytvoreni testo-
vactho modelu z dat, ktera neobsahuji hodnoty pozorované v poslednim
¢i nékolika poslednich kalendainich obdobich. Pokud je vysledny model ko-
rektni, nemély by se predikované hodnoty vytvorené testovacim modelem
prilis lisit od vynechanych pozorovanych hodnot. To také znamend, Ze i od-
hady parametru testovaciho modelu by mély byt podobné odhadum para-
metru vysledného modelu.

4.4.2 Predikce hodnot

Nyni jsme v situaci, kdy méame vytvoreny regresni model a potiebujeme
doplnit piirustkovy vyvojovy trojihelnik (Tabulka 4.1) na ¢tverec.
Zaved me nahodny vektor Y budoucich pozorovani ve tvaru

Yr=Xpfl+e, (4.4.1)
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kde matice Xy je vytvorena analogicky jako matice X.
Pak plati

ElYr] = Xpp, (4.4.2)
Var[Yp] = XpVar[6]XE + o1

Vidime, ze variabilitu muzeme rozlozit na dvé slozky - chybu modelu
a ndhodnou chybu. Zehnwirth v [10] ukazuje, ze kazdd odhadovand burika
ma normalni rozdélent se stfedni hodnotou Y, a rozptylem Var[Yz, ;|. Déle
nahodny vektor Yz ma vicerozmérné rozdéleni s vektorem stiednich hod-
not E[Y ] a rozptylovou matici Var[Yr]. Znalost vicerozmérného rozdélent
umoznuje doplnit vyvojovy trojihelnik na ¢tverec pii respektovani korelacni
struktury.

Odtud jiz muzeme ziskat odhad celkové rezervy R. K urceni odhadu jejich
jednotlivych kvantilu lze vyuzit dostatecného poc¢tu simulaci ze zminéného
vicerozmérného normélniho rozdéleni, jak navrhuje Zehnwirth v [10].
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Kapitola 5

Modely Chain ladder a PTF
v praxi

K praktické ukazce a porovnani obou zminénych piistupu jsme si vybrali
ilustrativni data o vyplaceném pojistném plnéni v pojisténi odpovédnosti
z provozu motorovych vozidel. Zdkon 168/1999 Sb. o pojisténi odpovédnosti
za Skodu zpusobenou provozem vozidla umoznil liberalizaci ¢eského trhu
s tzv. povinnym ru¢enim od pocatku roku 2000. Ziskané data obsahuji ilu-
strativni udaje o vyplaceném pojistném plnéni vyplaceném od 1. ledna 2000
do 30. ¢ervna 2008. Za jednotku obdobi jsme zvolili 1 pololeti, coz nam dava
celkem 17 obdobi (n =1,...,17) a zpozdéni nabyva hodnot £ =0,. .. 16.

Vychozi data najdeme ve formé piirustkového trojiuhelniku v Dodatku B,
tabulka B.1.

5.1 Aplikace Chain ladder

Zacneme stochastickou metodou Chain ladder, pricemz budeme uvazovat ku-
mulativni trojuhelnik B.2. Na Obrazku 5.1 je zobrazen vyvoj plnéni v za-
vislosti na pololeti vyvoje pro kazdé pololeti vzniku. Pti prvnim pohledu
vidime, ze vyvoj plnéni se v jednotlivych pololetich nijak zasadné neodlisuje
s vyjimkou narustajicich finanénich objemu.

5.1.1 Vysledky CL

Aplikujme tedy metodu Chain ladder na pozorovana data. V prvnim kroku
spocitame odhady vyvojovych faktoru a to véetné individualnich vyvojovych
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faktoru, viz Tabulka 5.1.

<40 000 000
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Obrazek 5.1: Run-off pojistného plnéni

Déle muzeme podle vzorce (2.1.1) vypocitat bodové odhady konecného
pojistného plnéni C; 16 na konci 16-tého pololeti vyvoje a také rezervy R;
pro pololeti vzniku ¢ = 2,...,17, viz Tabulka 5.2.

Odtud vychazi odhad celkové rezervy na pojistna plnéni ve vysi

R =56 270 543.

Tento vysledek by nam prinesla klasickd deterministickd verze Chain
ladder. Jak jsme jiz naznacili ve druhé kapitole, pravdépodobnost toho, ze
skutecna vyse pojistného plnéni bude rovna tomuto bodovému odhadu, je
v ptipadé spojitého rozdéleni nulova. V dalsim nejprve uvedeme vysledky sto-
chastické verze Chain ladder a poté budeme diskutovat splnéni predpokladi.

V Tabulce 5.3 nalezneme vedle odhadu rezerv R; také odhady stredni
kvadratické chyby mse(R;), smérodatné odchylky s.e.(R;) a jejich podil k R;.
Pro pololeti vzniku i = 2 je podil roven 113% a pro ¢ = 3 je roven 50%. Proto
pii odhadu rezerv budeme postupovat v souladu s doporucenim uvedeném v
zéavéru druhé kapitoly vychézejici z ¢lanku [7] a namisto normélniho rozdélent
rezerv zvolime u téchto obdobi logaritmicko-normélni rozdéleni.

V dodatku B v Tabulce B.3 nalezneme kompletni vysledky pro vSechna
uvazovana obdobi vzniku. Zde uvedeme pouze odhad rezervy R =56 270 543
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fik

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

© 00 O UL W -

e e e el
DU W N = O

2,287 1,149 1,061 1,037 1,037 1,032 1,011 1,003 1,003 1,007 1,005 1,002 1,000 1,001 1,001 1,000
2,278 1,137 1,052 1,042 1,024 1,030 1,010 1,002 1,003 1,001 1,000 1,000 1,000 1,002 1,001
2,112 1,169 1,085 1,043 1,043 1,011 1,002 1,004 1,001 1,002 1,006 1,003 1,001 1,001
2,289 1,123 1,074 1,049 1,028 1,017 1,001 1,014 1,001 1,002 1,001 1,001 1,000

2,355 1,238 1,072 1,049 1,025 1,012 1,014 1,001 1,004 1,001 1,001 1,001

2,407 1,180 1,087 1,064 1,025 1,012 1,007 1,004 1,004 1,006 1,002

2,288 1,163 1,071 1,039 1,022 1,012 1,015 1,007 1,001 1,001

2,335 1,121 1,058 1,027 1,013 1,004 1,005 1,002 1,001

1,799 1,104 1,046 1,034 1,022 1,027 1,009 1,013

1,897 1,129 1,065 1,050 1,020 1,028 1,008

1,769 1,096 1,071 1,026 1,011 1,021

1,837 1,165 1,076 1,030 1,020

1,775 1,106 1,042 1,028

1,772 1,106 1,073

1,690 1,111

1,759

=

1,917 1,131 1,066 1,038 1,021 1,018 1,008 1,006 1,002 1,003 1,002 1,001 1,001 1,001 1,001 1,000

Tabulka 5.1: Odhady vyvojovych faktoru

% 2 3 4 5 6 7 8 9

Ci 16 9289385 10445184 12567889 16066488 23369384 24341088 29279555 30494788
R; 4030 15646 36670 55559 113958 173665 284100 363673

i 10 11 12 13 14 15 16 17

Ci16 | 37227960 33244767 36666186 35386992 37579678 38065148 43120064 48451182
R; 661149 863025 1598885 2248910 3667745 5830086 10828412 29525029

Tabulka 5.2: Odhady kone¢ného pojistného plnéni a rezerv

—

~

a odhad smérodatné odchylky s.e.(R) = 5 313 174. Budeme-li dale uvazovat
interval spolehlivosti 95% (tj. a = 0, 05), pak dle vzorce (2.2.15) spo¢teme in-
tervalovy odhad R s dolnim limitem 50 158 537 a hornim limitem 62 382 549.
Vysledek pak tika, ze celkové pojistné plnéni pro uvazovand obdobi vzniku
se s pravdépodobnosti 95% dale navysi o 50 158 537 az 62 382 549, coz je
jisté cenngjsi udaj, nez pouze bodovy odhad stfedni hodnoty. Nesmime za-

pomenout zminit, ze vyvoj pojistného plnéni povazujeme po 8 a pul letech

za ukonceny.

5.1.2 Statistické testovani predpokladi

V druhé kapitole jsme uvedli tii predpoklady, které musi byt splnény, aby

mohla byt stochastickd verze metody Chain ladder pouzita. Byly to:

1. existence vyvojovych faktoru nezavislych na obdobi vzniku (2.2.1),

2. nezavislost skodnich hrnu pro ruzné obdobi vzniku (2.2.3),
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i R mse(R;) s.e.(R;) s.e.(R;)/R;
2 4030 20667858 4546 113%
3 15646 60602357 7785 50%
4 36670 199172182 14113 38%
5 55559 305594978 17481 31%
6 113958 989803725 31461 28%
7 173665 3049028315 55218 32%
8 284100 7247378915 85132 30%
9 363673 9031576655 95035 26%
10 661149 31935072465 178704 27%
11 863025 40664543404 201655 23%
12 | 1598885 119222591563 345286 22%
13 | 2248910 161519480036 401895 18%
14| 3667745 300483544059 548164 15%
15| 5830086 474688713075 688977 12%
16 | 10828412 1705242105138 1305849 12%
17 | 29525029 25375155256211 5037376 17%
Celkem | 56270543 28229815130937 5313174 9%

Tabulka 5.3: Vysledky stochastické verze Chain ladder

3. ptima umeéra rozptylu nasledujicich Skodnich tdhrni vzhledem k pred-
chazejicimu obdobi vyvoje ve stejném roce vzniku (2.2.5).

Ovéreni existence vyvojovych faktora

Jak ukazuje Mack v [7], splnéni predpokladu (2.2.1) implikuje nekorelovanost
po sobé nasledujicich individudlnich vyvojovych faktoru v jednom obdobi
vzniku. Pokud bychom tedy prokazali jejich nenulovou korelaci, predpoklad
existence nezavislych vyvojovych faktorti by nebyl splnén.

Pro testovani nekorelovanosti vyuzijeme, jak ukazuje Mack v [7], Spear-
manuv korelacni koeficient, ktery je definovan

Sak)2

n—k
. (Ti,k—
T’“‘l‘@ (n—k)((n— k)Z—1)’

kde 7 je potadi C; j+1/Cix v k. sloupci a s;, je potadi C;1/Ci -1 v k — 1.
sloupci.

Pti testovani predpokladu nekorelovanosti, ktery pii normalité odpovida
nezavislosti, se pomoci Spearmanova korelacniho koeficientu ovéruje plat-
nost nulové hypotézy o nekorelovanosti nasledujicich individualnich faktoru,
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pri jejimz splnéni plati
1
n—k—1

Vysledky tohoto testu jsou uvedeny v Tabulkidch B.4, B.5 a B.6. V po-
sledni tabulce je také indikovano, ze pro zpozdéni k = 1, 2, 8 a 11 zamitame

E[Ty] = 0 a Var[T;] =

nulovou hypotézu na hladiné 5%. Proto nulovou hypotézu vyjadienou v pied-
pokladu (2.2.1) zamitame.

Na problém se muzeme podivat také zpusobem, ze existence stejnych fak-
toru v jednom obdobi zpozdéni pro ruzna obdobi vzniku znamena existenci
regresni piimky s linearnim koeficientem f; bez absolutniho clenu, ¢ili

Y =Cipr1 = fiCix + €,

kde E[e;] = 0 a Var[g;] = 02Ciy.

Na Obrazku B.1 zobrazujici graf porovnavajici C;; proti C; je ziejmé
vidét, ze odchylky od regresni piimky (¢ervend piimka) nejsou ndhodné a vy-
kazuji klesajici tendenci. Tento fakt podporuje také porovnani vazenych re-
siduf (tj. (Cip+1 — C’,;j@/@) na Obrazku B.2. Znamena to, ze odhady
pojistného plnéni v diivéjsich letech, a tedy nizsi hodnoty, jsou podhodnoceny
a naopak odhady pro novéjsi data (vyssi hodnoty) jsou nadhodnoceny. Proto
nemuze byt splnén predpoklad existence jednotného vyvojového faktoru mezi
nultym a prvnim vyvojovym obdobim. Obdobné vysledky pfinasi i porovnani
pro nasledujici vyvojové obdobi, viz Obrazek B.3 a Obrazek B.4.

Ovéieni nezavislosti obdobi vzniku

Nezavislost jednotlivych obdobi muze byt porusena néjakou akci s vyznam-
nym jednorazovym efektem, napt. zména zpusobu likvidace, zména zdkona
¢i vyrazna zména inflace. Jednd se o zménu, kterd probéhne v urcitém ka-
lendainim obdobi ¢ a promitne se do vSech obdobi vzniku ¢. V nésledujicim
textu proto provérime, zda k takovym zménam v naSich datech mohlo dojit.

Strucné si zde popiSeme testovaci proceduru popsanou v [7]. Oznaéme
diagonaly vyvojového trojihelniku

D; ={Cj0,Cj11,-.-,C252,Crj 1}, 1<j<mn,
a diagonalni mnoziny vyvojovych faktoru
Aj={C;1/C50,C5-12/Ci11,...,C1;/Crj 1}
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A= {Cj—l,l/Oj—l,Oa Oj—2,2/Oj—2,17 cee Ol,j—1/01,j—2} .

Pokud by v datech byl zaznamenan néjaky kalendarni efekt, potom by bylo
D; vétsi (mensi) nez obvykle a zaroveii by bylo A; vétsi (mensi) a A;_; mensi
(vetsi) nez obvykle.

Déle pozorované indiviudlni faktory pro kazdé obdobi vyvoje usporadejme
do mnozin Fi, = {C;x11/Cikl|l <i<n—k} a ty rozdélme na mnoziny LFj,
obsahujici hodnoty Fj, vétsi nez median(Fy) a SFj obsahujici hodnoty Fj,
mensi nez median(Fy). Hodnoty Fy, které jsou rovny medidnu Fj ponechdme
zvlast. Kazdy prvek z mnoziny F,, méd 50%-ni pravdépodobnost byt bud
v LEF}, nebo v SFy. Pro kazdou diagonalu oznac¢me L, (S;) pocet prvku vétsich
(mensich) nez piislusny medidn individudlnich vyvojovych faktortu. Ptirozené
by pak ¢isla L; a S; méla byt priblizné stejné velika, coz by odpovidalo
nahodné fluktuaci. Pokud by ale bylo

Zj = min(L;, S;)

vyznamné vetsi ¢i mensi nez (L; + S;)/2, pak je v datech obsazen ziejmé
néjaky silny kalendaini efekt.
Oznacme n; = L; +S; am = |(n; —1)/2]. Pak

Varfz;) = 2= - (= D) =) gz - (ep)

Aby pii testovani kazdého Z; oddélené nedoslo ke kumulaci ndhodné

E[Z;] =

chyby, doporucuje Mack v ¢lanku [7] uvazovat veli¢inu
7 =Tt Zat ...+ oo,

ve které jsme neuvazovali 77, ktera je velicinou s nulovym rozptylem, protoze
muze nabyvat pouze jedné hodnoty. Protoze za platnosti nulové hypotézy
jsou veli¢iny Z; nekorelované, dostavame

E[Z] = E[Zy] + E[Zs] + ... + E[Z, 2],
Var[Z] = Var|Zs] + Var[Z;] + ... + Var[Z, 5],

pricemz muzeme predpokladat, ze Z ma aproximativné normalni rozdéleni.
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Tabulka 5.4: Test nezavislosti roku obdobi

Pak nulovou hypotézu zamitneme, jestlize

1Z — E[Z]| > \/Var|Z].

Aplikujeme-li tuto proceduru na nas piiklad, ziskame v prvnim kroku
trojuhelnik obsahujici rozttidéni vyvojovych faktoru do skupin dle velikosti,
viz Tabulka 5.4, kde L zna¢i vétsi hodnotu nez median Fj, S oznacuje mensi
hodnotu nez medidn Fj a M = median(Fy).

Podle vyse zminéného postupu vypocéitame dalsi pozadované hodnoty,
viz Tabulka 5.5.

Pak testova statistika Z nabyva hodnoty 39, coz je mimo interval
tabelovanych hodnot (40,001, 53,338), v némz nulovou hypotézu na hladiné
5% nezamitame. Vysledkem je tedy zamitnuti nulové hypotézy a nesplnéni
dalsiho predpokladu metody Chain ladder.
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G Ly | S | My | Zy | ny | my | BlZ] | Var[Z;]
20 21 01 0] O 21 0,5] 0,50| 0,2500
31 2| 1 0] 1 31 1,0 0,75| 0,1875
41 2] 2 0| 2 41 1,5| 1,25 | 0,4375
5 4| 1 0 1 5| 2,0 1,56 | 0,3711
6| 6| 0| 0| ol 6| 25| 2,06| 0,6211
77 0] 00 71 3,0 2,41| 0,5537
8| 6| 2 0| 2 81 3,5] 2,91 0,8037
91 4| 4 1] 4 81 3,5] 2,91 0,8037
10| 4! 5| 1] 4] 9| 40| 3.27| 0,7359
11| 30 7| 1| 3] 10| 45| 3.77| 0,9859
121 2110 0| 2| 12| 5,5| 4,65| 1,1680
13| 6| 5 2| 5| 11| 5,0| 4,15| 0,9180
14| 5| 8 11 5] 13| 6,0 5,03 1,0999
15 61 9 0] 6 15| 7,0| 5,93 | 1,2818
16| 4110 2| 4| 14| 6,5| 553| 1,3499
Celkem | 63 |64 | 839|127 |56,0|46,67 | 11,5679

Tabulka 5.5: Test nezavislosti roku obdobi

Ovéreni primé iiméry rozptylu

Posledni predpoklad, jak uvadi Mack v [3], jiz sta¢i v tomto piipadé ovérit
pouze pomoci grafu zobrazujici vazend rezidua v zavislosti na C; ;. Pro k =1
a k = 2 jsou tyto grafy zndzornény na Obrazku B.2, resp. Obrazku B.4. Tato
residua by méla byt soustfedéna nahodné okolo osy x, coz na prvni pohled
neni splnéno. Proto ani posledni predpoklad metody CL o linearité rozptylu
pojistného plnéni neni splnén.

Zavér aplikace metody Chain ladder

Vysledkem aplikace metody Chain ladder na ziskand data je vypocet re-
zervy podle odvozenych vzorcu, nicméné pouziti této metody je sporné vzhle-
dem k nesplnéni jejich predpokladu, jak i v pitipadé neexistence pozadavku
na pravdépodobnostni rozdéleni ukazuji provedené statistické testy.
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5.2 Aplikace PTF

Nyni se zaméfime na pristup vypoctu rezervy R z pohledu PTF modelu. Jak
jsme jiz uvedli ve ctvrté kapitole, budeme vychazet z logaritmovanych dat
piirustkového trojihelniku. V praxi se obecny PTF model (4.1.4) standardné
rozsifuje o absolutni ¢len p (intercept), cemuz odpovida rovnice

k i+k
Yik :M+Qi+27j+zbt+5i,k' (5.2.1)
j=1 t=2

5.2.1 Tvorba modelu

Pti vytvareni vysledného modelu jsme zacinali od nejjednodussiho modelu
obsahujici pouze pocéatek, parametr vyvojového obdobi (7 = v, k =0, ..., 16)
a jeden parametr obdobi vzniku (o = «;, @ = 1,...,17). Prvni krok pfinesl
nasledujici vysledky:

u o= 14,82004
a = 0,11701
v = —0,49585
R? = 91,82655%
& 0,69783

Avsak vice nez tyto konkrétni hodnoty je na zacatku tvorby modelu
vzniku a kalenddinim pololeti (Obrazek 5.3).

Na Obréazku 5.2 ihned vidime, ze residua se nevyskytuji nahodné kolem
nuly, protoze napt. v prvnich dvou pololetich vyvoje jsou vyrovnané hodnoty
podhodnoceny a naopak nasledujicich tiech obdobich mirné nadhodnoceny.
Proto musime dale model uptesnit pridanim dalsich parametri.

Stejné tak na Obrazku 5.3 vidime ze je mirné porusena nahodnost re-
sidui. Nakonec je nutné prozkoumat podobnym zpusobem residua v zavislosti
na pololeti vzniku.

V tomto okamziku méame prvni diagnostiku modelu za sebou. Déle tento
model upfesnime na zakladé zjisténych skutecnosti v grafech residui. Vysled-
kem nésledného postupu je model, ktery obsahuje pocateéni hodnotu a dalsich
8 parametru, viz Tabulka 5.6.

Pokud uvazujeme 5%-nf hladinu testu vyznamnosti regresnich parametru,
pak bychom za nevyznamné parametry povazovali 4. a 9. parametr. Podle
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Residua vs. pololeti vyvoje
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Obréazek 5.2: Residua v zavislosti na pololeti vyvoje

grafu residui (Obrazek B.5 a Obrézek B.6) se lze domnivat, ze by vsak tyto
parametry mohly patfit do vysledného modelu. V této situaci muzeme zku-
sit vyuzit piistup, ktery navrhuje Zehnwirth v [10]. Jednd se o odstranéni
odlehlych pozorovani, ktera na zakladé regresni diagnostiky vyrazné neod-
povidaji modelu.

Postup zjisténi odlehlych hodnot je nasledujici:

1. setadime data podle velikosti jejich standardizovanych residui v abso-
lutni hodnoté,

2. uréime empiricky dolni (LQ) a horni kvartil (UQ) a spocitdme jejich
rozpéti (MS),

3. spocitdme horni mez pro odlehlé hodnoty UB = UQ + 1,5.MS,

4. vSechny hodnoty, které maji residuum v absolutni hodnoté vétsi nez
UB jsou odlehla pozorovani.

V nasem prikladé jsme podle tohoto postupu odstranili hodnoty, které
mely standardizované residuum v absolutni hodnoté veétsi nez 1,6. Po jejich
odstranéni jsme znovu vytvorili model s puvodné navrzenymi proménnymi.
Novy model jiz nulovost 4. a 9. regresniho parametru na hladiné 5% zamit4,
jak lze vidét v Tabulce 5.7.
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Residua vs. kalendarni pololeti
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Obrazek 5.3: Residua v zavislosti na kalendainim pololeti

Potadi | Parametr | Hodnota | p-hodnota | Koeficient v obdobili, k]
1. . 14,255000 | 0,000000 I
9. a 0,052970 | 0,024146 i o
3. 07 —0, 280820 | 0,000000 k-~
4. vyvoj 0-1 | 0,264560 | 0,074078 min(k + 1, 2)
5. | vivoj 2-3 | —0,512050 | 0,000775 | max(min(k — 1,2),0)
6. | vyvoj 6-8 | —0,446110 | 0,000001 | max(min(k —5,3),0)
7. o 0,458210 | 0,007565 X[i=1]
8. | vznik 4-6 | 0,243020 | 0,000369 | max(min(:— 3,6),0)
9. cas 1-7 0,073980 | 0,239420 min(i + &, 7)

Tabulka 5.6: Vysledny model pted odstranénim odlehlych pozorovani
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Poradi | Parametr | Hodnota | p-hodnota | Koeficient v obdobi[i, k]
1. L 14,13151 | 0,000000 Iz
9. a 0,04651 | 0,001319 i o
3. 0 —0,30206 | 0,000000 k~y
4 | vivoj 0-1| 0,26987 | 0,002881 min(k + 1,2)
5. | vivoj 2-3| —0,49866 | 0,000000 | max(min(k — 1,2),0)
6. | vyvoj 6-8 | —0,39962 | 0,000000 | max(min(k — 5,3),0)
7. o 0,39733 | 0,000363 X[i=1]
8. | vznik 4.6 | 0,18203 | 0,000043 | max(min(i — 3,6),0)
9. cas 1-7 0,12878 | 0,001039 min(i + k, 7)

Tabulka 5.7: Vysledny model po odstranéni odlehlych pozorovani

5.2.2 Statistické vlastnosti modelu

Déle se zamérime na statistické vlastnosti tohoto modelu. V Tabulce 5.8
uvadime nékteré statistické veliciny tohoto modelu.

o 0,339110
R? 97, 858987%
Durbin — Watson 1,894512

Tabulka 5.8: Statistické vlastnosti vysledného modelu

Tabulka 5.8 ukazuje, ze vysledny model vykazuje nizky rozptyl, ma vy-
sokou vysvétlovaci schopnost a podle Durbinovy-Watsonovy statistiky nelze
zamitnout nekorelovanost residui, jelikoz kritickd hodnota testu je 1,84573.
Zde je vsak nutné si uvédomit, ze pii vypoctu testové statistiky v Durbi-
nové-Watsonové testu se predpoklada setfazeni hodnot néjakym pfirozenym
zpusobem. V tomto pripadé mame serazeny hodnoty nejprve podle obdobi
vzniku a dale podle obdobi vyvoje. Tento test tedy chapeme jako podpurny
nastroj urcujici kvalitu modelu, kdy naznacené sefazeni ma smysl pro kazdy
radek.

K testovani normalniho rozdéleni residui jsme pouzili nasledujici statis-
tické techniky:

¢ Kolmogortv-Smirnonuav test
Tento test (viz dodatek A) byl pro nds zdkladnim prostiedkem
pro ovéfeni existence normality residui. Testova statistika vychazi
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Obrazek 5.4: Histogram residui

K, = 0,0755 s p-hodnotou 0, 2. Proto na testové hladiné 5% normalitu
residui nezamitame.

e histogram residui
Histogram na Obrazku 5.4 je pro nds pouze pomocnym nastrojem,
ktery lze pouzit k predbéznému ovéreni normality. I podle néj nelze
v8ak jednoznacné normalitu zamitnout.

e Q-Q plot
Graf porovnava kvantily empirického rozdéleni vychézejici ze zkou-
manych dat s kvantily normélniho rozdéleni N(0,1). V piipadé, ze by
empirické rozdéleni bylo normalni, byly by body tohoto grafu na piimce.
Na Obrazku 5.5 vidime, ze body se od primky ptilis nelisi a normalni
rozdéleni dat proto nelze zamitnout.

Protoze ani jedna z uvedenych technik normalitu nezamita, 1ze predpokladat
splnéni normality residui.

Dalsim testem, ktery jsme na modelu provedli, je orientacni test multi-
kolinearity navrzeny v [4], ktery poslouzi taktéz jako podpurny nastroj pro
urceni kvality modelu. Tento test je zalozen na splnéni nerovnosti

pi = R,

kde R? je koeficient determinace a p;,j = 2,...,9, jsou koeficienty mno-
honasobné korelace jednotlivych vysvétlujicich proménnych, 7 = 2,...,9, se

vSemi ostatnimi proménnymi.
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Theoretical quantiles

Normal Q-Q Plot: residua

3 —
o
2 o
P
of
i ﬂ
0
n / f
%
o ‘9"9
2t ol AT
o ’__,/

e -
gl
=20 -15 -10 -05 0.0 05 1,0 1.5

Data guantiles

Obréazek 5.5: Q-Q plot

20

Jelikoze R = 0,989237014, je z Tabulky 5.9 patrné, ze na zdkladé tohoto
testu nezamitneme neexistenci multikolinearity:.

Parametr 0j Nekorelovanost zamitnuta?
2. 0,759149 NE
3. 0,910844 NE
4. 0,769215 NE
5. 0, 864936 NE
6. 0, 845605 NE
7. 0,306373 NE
8. 0, 739074 NE
9. 0, 547489 NE

Tabulka 5.9: Statistické vlastnosti vysledného modelu

Pohledem na grafy residui v zavislosti na pololeti vzniku (Obrazek B.7),

vyvoje (Obrazek B.8) a kalenddinim pololeti (Obrazek B.9) nelze zamitnout,

ze by se rozptyl residui néjakym vyraznym zpusobem vyvijel a lze proto

prepokladat konstantni rozptyl residui.

Poslednim tikolem pro ovéreni korektnosti modelu bylo testovani stability

modelu, kterou jsme provedli ve dvou krocich odebranim dat nejprve z po-

sledniho kalendéiniho obdobi (¢t = 17) a nésledné odebranim pfedposledniho
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pololeti (t = 16). Po odebrani dat jsme vytvorili dva analogické modely
a zkoumali jsme zménu odhadu jejich parametri. Vysledky tohoto testu jsou
zobrazeny v Tabulce 5.10, ze které vyplyva, ze po odebréni jednoho i dvou
poslednich obdobi se odhady parametru od puvodniho modelu lisi pouze ne-

patrné a model je tudiz schopen dobte predikovat budouci neznamé hodnoty.

t<17] t<16] t<15
1| 14,13150 | 14,17900 | 14,2398
2.1 0,04651| 0,04363| 0,05933
3. [ —0,30206 | —0,29091 | —0, 30429
4. 0,26987 | 0,26016| 0,29477
5. | —0,49866 | —0,52695 | —0,43391
6. | —0,39962 | —0,40105 | —0, 34318
7.1 0,39733| 0,39488 | 0,33749
8.| 0,18203| 0,20345| 0,21055
9. 0,12878| 0,11856| 0,07824

Tabulka 5.10: Testovani stability modelu

5.2.3 Odhad rezervy PTF modelem

Vysledné rozdéleni rezervy jsme odhadli na zakladé provedeni dostatecného
mnozstvi simulaci z vicerozmérného normalniho rozdéleni s odhadnutymi pa-
rametry, tak jak je doporuceno v [5]. Timto zpusobem jsme schopni stano-
vit empirické kvantily tohoto rozdéleni. Simulace byly provedeny v softwaru
Mathematica. Vysledkem simulaci je odhad sttedni hodnoty rezervy R ve vysi
51 511 385 se smérodatnou odchylkou 8 413 533. Pro tuplnost dodejme, ze
analytickym vypoc¢tem odhadu stfedni hodnoty je odhad rezervy ve vysi
51 196 502. Bohuzel, ziskané hodnoty nemuzeme nijak vice vyuzit napr. k od-
hadtm kvantilu R, jelikoz nezname dalsi podrobnosti o pravdépodobnostnim
rozdéleni. Proto pii urcovani odhadu rezerv na dané hladiné spolehlivosti
budeme vychéazet z empirickych kvantilu, které by vsak diky velkému poctu
simulaci mély byt dostatecné vérohodné. Napt. na hladiné spolehlivosti 95%
vychéazi odhad rezervy ve vysi 66 538 473.
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Obrazek 5.6: Porovnani empirickych distribuénich funkei

5.3 Srovnani vysledku

Pokusme se nyni porovnat ziskané vysledky obou metod pro vypocet rezerv
na pojistnd plnéni.

Na Obrazku 5.6 muzeme vidét porovnani distribuc¢nich funkei obou me-
tod, ze kterého vyplyva riziko nedostatecné vyse rezervy R podle CL v ptripadé
korektnosti PTF modelu.

S tim souvisi i porovnani empirickych hustot, viz Obréazek 5.7, diky nimz
muzeme zietelné pozorovat néasledujici rozdily:

1. metoda Chain ladder pfindsi symetrické rozdéleni s nizsim rozptylem,

2. metoda PTF ma rozdéleni zeSikmené doprava, ptricemz pro vyssi hod-
noty vykazuje vyssi pravdépodobnost nez metoda Chain ladder.

Nakonec v Tabulce 5.11 prezentujeme pro srovnani sledované statistické
velic¢iny vychézejici z obou metod.

Z provedenych statistickych testi muzeme usoudit, ze preferovani modelu
PTF oproti metodé Chain ladder je v tomto ptipadé statisticky opravnéné
pro zamitnuti nékterych predpokladu metody Chain ladder.
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Obrazek 5.7: Porovnani empirickych hustot

veli¢ina PTF CL

o 8413533 | 5313174

R 51511385 | 56270543
o500 | 00633889 | 56270543
Uo,7s0 | 06424593 | 59854224
Upg00 | 62513499 | 63079649
Up950 | 66538473 | 65009936
Upo75 | 710359125 | 66684172
Upg90 | 75874730 | 68630833

Tabulka 5.11: Srovnani vysledku CL a PTF

49



Zaver

V této praci jsme po pocateénim pripomenuti dvou pouzivanych metod k od-
hadu rezervy na pojistné plnéni diskutovali jejich statistické vlastnosti a moz-
nosti pouzivané k testovani splnéni jednotlivych predpokladu.

V praktické situaci ¢asto nastava situace, kterd se ukazala i ve zpraco-
vaném piiklade, ze napi. podkladova data vykazuji vyznamné trendy v ka-
lendainim obdobi, coz zpusobi, ze statistické testy navrzené a pouzivané
pro metodu Chain Ladder naznacuji zamitnuti klicovych predpokladu této
metody. V nasem piipadé, ale i v dalsich obdobnych situacich, neni proto
metoda Chain Ladder vhodna.

Naproti tomu i v téchto piikladech jsou na prvni pohled Sirsi predpoklady
na modely typu PTF, kdy predevsim tento model nelze pouzit pro libovolné
bot umoznuji zahrnout veskeré mozné trendy a skokové zmény ve vyvojovém
schématu.

Dalsi klicovou prednosti PTF modelu je maly pocet vysvétlujicich promén-
nych, na jejichz zakladé 1ze vyvoj ve vSech ¢asovych smérech vyvojového troj-
thelniku modelovat. Tato skutecnost je klicova pro stabilitu predikei a vubec
pro moznost realistického statistického testovani kvality modelu tohoto typu.

Na druhé strané existuji i nevyhody pouziti PTF modelu, mezi které
patii predevsim vysSi casova narocnost tvorby modelu spocéivajici predevsim
v postupnych krocich hledani modelu.
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Dodatek A

Matematicky aparat

A.1 Normalni a logaritmicko-normalni rozdéleni

V tabulce nize uvadime nékteré vzajemné vztahy mezi normalnim a logaritmicko-
normalnim rozdélenim.

| X ~N(u,0%) | ¥ =Y ~ LN(,0?) |

x—p)? —p)2

o) = e (~ ) Frlv) = Jramo (- 45)

FX(‘/E) = fipoo 217ra-eXp <_ (52_0“2‘) > dS FY(y) = ny \/LE 217ro‘eXp <_ (t2_0#2) > dt

EX = pu EY = e#to?/2

VarX = o? VarY = 2197 (e7%/2 — 1)

VVarX = o VVarY = etto?/2\/eo?/2 ]

median(X) =0 median(Y) = e*

Necht X ~ N(u,o?). Pak plat
X —
=R N, 1).
o
Necht X m4 normaln{ rozdéleni N(p, 0?), Y méa logaritmicko-normalnfho
rozdéleni LN (p, 02), u;_q je (1—a)-kvantil rozdéleni N(0,1) a y;_, je (1—a)-
kvantil Y. Pak plati mezi nimi nésledujici vztah:
ln(Y) — M < ln(ylfa) —H
o o o

l—a = P[Yﬁyl_a]:P{

- {M} = (u_y).

o
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Odtud lze vyjadiit vztah mezi kvantily X a Y = eX:
Y1_q = el THui—ad, (A.1.1)

Déle uvedeme vyjadreni intervalového odhadu stiedni hodnoty ndhodné
veli¢iny s normélnim a logaritmicko-normélnim rozdélenim.

X —p
o

P

S (_ul—a/27u1—a/2> = l—-a,
P [X € (1 —0x1-a/2, 1+ UUl_a/g)] = 1-a.
Posledni rovnost stanovuje intervalovy odhad stfedni hodnoty ndhodné
veliciny X je na hladiné spolehlivosti 1 — «
(1 — oUr_a)2, pt + OUI_a/2).

Déle vyuzijeme fakt, ze exponencielni funkce je monoténni a proto muzeme
pro ndhodnou velicinu Y = e* ~ LN(u, 0?) jednoduse stanovit intervalovy
odhad stfedni hodnoty na hladiné spolehlivosti 1 —« nasledujici transformaci

(eu—o'ulfa/QjeH+o'ul—a/2)_ <A12)

A.2 Regresni model

Definice A.2.1. Dle [1]: Necht Yi,Y5,....Y, jsou ndhodné veli¢iny
a X = (x;,) je matice typu n x k, kde k < n. Necht déle plati, ze

Y =X3+¢, (A.2.1)

kde Y = (V1,....Y,)T, B = (B1,...,0:)" je vektor nezndmych parametri
a e = (e,...,6,)7 je ndhodny vektor, pro ktery plati E[e] = 0
a Var[e] = 0?1, piicemz 0? > 0 je nezndmy parametr. Tento model nazyvame
linedrni regresni model.

Predpoklada se, ze sloupce jsou linedrné nezavislé, tj. h(X) = k. V modelu
plati EY = X3 a VarY = ¢°I.

Odhad parametru 3 je ddn vztahem 3 = (XTX)'XTY, ktery odpovida
metodé nejmensich ¢tverci. Potom odhad stfedni hodnoty nahodného
vektoru Y je ndhodny vektor

Y = X3 =XX"X)"'X"Y. (A.2.2)
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Definice A.2.2. Zavedme ndsledujici pojmy:

o rezidudlni soucet ctvercu:

Se=§nl(Yz-—Yz-)2 = (Y -V)"(Y - V),

=1

e standardizované residuums:

e koeficient determinace:

kde

Koeficient determinace vyjadiuje, nakolik je model schopen vysvétlit

variabilitu vysvétlované proménné. R? € [0, 1]. Cfm blize je koeficient

blize jedné (100%), tim je model kvalitnéjsi.

e koeficient mnohondsobné korelace p;:

Ozna‘émeﬁz (517"‘7ﬁj—176j+17"’761\7)7j = ]-7"'7N7 pak

Pi = p/Bj7B7

kde N je délka vektoru parametru (3, pricemz
L n-1pT
Pos =\ RoplsRs5
kde

RB,B = (Pﬁiﬁj)i,j:l,..-,N

RB,B - (pﬁ,ﬁj ) i=1,...N

jsou korela¢ni matice.

o Durbonova- Watsonova statistika:

D S (G —&)°
Se '

o4



Definice A.2.3. Jednovybérovy Kolmogoriv-Smirnoniv test

Necht X, X5, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni. Necht F), je
empirickd distribu¢ni funkce ndhodného vybéru. Budeme testovat hypotézu
Hy, ze vybér mé distribucéni F. Testova statistika K, je ve tvaru

K, =sup,|F,(z) — F(z)].

Pak hypotézu H, zamitdme na hladiné «, jestlize K,, > K, («a), kde K,(«)
jsou kritické hodnoty pro Kolmogoruv-Smirnonuv test.
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Dodatek B

Prilohy

B.1 Tabulky
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LS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1] 2766108 3560231 939932 439659 281629 294031 261203 90377 22388 26450 56458 43774 16866 4099 11960 12533 3832
2| 3037857 3883824 945640 410578 351300 205629 262784 91265 18696 32021 10511 3224 1664 2120 21492 6748
3| 3468820 3857417 1240390 727886 400136 415052 114834 24719 39470 6213 18482 65082 33508 10411 7108
4| 4057008 5229687 1139129 771479 553837 333951 199411 12881 171277 11141 20275 15186 10362 5595
5| 4603068 6235226 2577063 968260 701077 373959 191201 226870 17864 69185 11154 17185 18728
6| 6676304 9391284 2887502 1657386 1314569 553621 277009 153074 85119 89127 132932 37498
7| 7703895 9920827 2880365 1463265 864225 510645 270041 348811 156832 28883 19634
8 | 9926235 13248401 2799774 1516855 751871 380809 120471 156748 59040 35251
9 | 13068499 10438576 2449095 1200102 914841 628077 781175 260706 390046

10 | 14453692 12958037 3549694 2001387 1636845 685540 991334 290282

11 | 14716783 11311656 2493518 2021600 804484 353466 680236

12 | 14494175 12129539 4395531 2371473 989732 686850

13 | 15765188 12212299 2963345 1302089 895161

14 | 16132290 12456588 3017948 2305106

15 | 17168236 11840556 3226269

16 | 18357952 13933700

17 | 18926153

Tabulka B.1: Prirustkova data pojistného plnéni
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

© 00 N O Uk W N

el e e el e
N O Ut W N = O

2766108 6326339 7266270 7705930 7987559 8281590 8542793 8633170 8655558 8682008 8738466 8782240 8799106 8803205 8815165 8827698 8831529
3037857 6921681 7867321 8277899 8629199 8834828 9097613 9188878 9207574 9239595 9250106 9253331 9254995 9257115 9278607 9285355
3468829 7326246 8566635 9294522 9694658 10109710 10224544 10249263 10288733 10294947 10313429 10378511 10412019 10422431 10429539
4057008 9286695 10425824 11197303 11751140 12085091 12284503 12297383 12468661 12479802 12500077 12515262 12525624 12531219

4603068 10838294 13415357 14383617 15084694 15458653 15649943 15876813 15894677 15963862 15975016 15992201 16010929

6676304 16067588 18955090 20612476 21927045 22480666 22757675 22910749 22995868 23084996 23217928 23255426

7703895 17624722 20505087 21968351 22832577 23343222 23613263 23962074 24118906 24147789 24167422

9926235 23174636 25974411 27491265 28243136 28623946 28744417 28901165 28960205 28995456

13068499 23507075 25956170 27156271 28071112 28699189 29480363 29741070 30131115

14453692 27411728 30961422 32962809 34599654 35285194 36276528 36566810

14716783 26028439 28521957 30543557 31348041 31701506 32381743

14494175 26623715 31019246 33390719 34380451 35067301

15765188 27977487 30940832 32242921 33138082

16132290 28588879 31606827 33911933

17168236 29008792 32235061

18357952 32291652

18926153

Tabulka B.2: Kumulativni data pojistného plnéni
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Normalni Logaritmicko-normalni
i Ci17r—i CA'ZJG R; mse(Ri) s.e.(]%i) se(f%l)/f%Z dolni 1. hornf 1. g (712 dolnf 1. horn{ L.
1 8831529 8831529
2 9285355 9289385 4030 20667858 4546 113% —1199 9260 7,8913 0,8208 943 7581
3 10429539 10445184 15646 60602357 7785 50% 6690 24601 9,5473 0,2212 8154 24062
4 12531219 12567889 36670 199172182 14113 38% 20435 52905 | 10,4407 0,1381 22317 52480
5 16010929 16066488 55559 305594978 17481 31% 35449 75669 | 10,8780 0,0944 37218 75466
6 23255426 23369384 113958 989803725 31461 28% 77767 150149 | 11,6069 0,0735 80426 150036
7 24167422 24341088 173665 3049028315 55218 32% 110145 237185 | 12,0167 0,0963 115814 236505
8 28995456 29279555 284100 7247378915 85132 30% 186169 382031 | 12,5141 0,0860 194223 381326
9 30131115 30494788 363673 9031576655 95035 26% 254350 472996 | 12,7710 0,0661 261797 472900
10 36566810 37227960 661149 31935072465 178704 27% 455578 866721 | 13,3665 0,0705 470247 866264
11 32381743 33244767 863025 40664543404 201655 23% 631052 1094998 | 13,6416 0,0532 644605 1095636
12 35067301 36666186 1598885 119222591563 345286 22% 1201685 1996085 | 14,2620 0,0456 1222525 1997933
13 33138082 35386992 2248910 161519480036 401895 18% 1786590 2711229 | 14,6102 0,0314 1805371 2714720
14 33911933 37579678 3667745 300483544059 548164 15% 3037165 4298325 | 15,1040 0,0221 3057368 4303844
15 32235061 38065148 5830086 474688713075 688977 12% 5037522 6622650 | 15,5716 0,0139 5056248 6629769
16 32291652 43120064 10828412 1705242105138 1305849 12% 9326229 12330595 | 16,1905 0,0144 9362653 12344120
17 18926153 48451182 29525029 25375155256211 5037376 17% | 23730287 35319771 | 17,1864 0,0287 23951535 35365998
Celkem | 418156725 474427268 56270543 28229815130937 5313174 9% | 50158537 62382549 | 17,8412 0,0089 50267357 62434029

Tabulka B.3: Odhady celkového pojistného plnéni metodou Chain ladder
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Tabulka B.4: Spearmantuv korela
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Tabulka B.5: Spearmanuv korela

B.2 Obrazky
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

|T%| | 0.7071 0.5736 0.5165 0.5385 0.0455 0.3212 0.4000 0.7619 0.2500 0.7714 0.9000
T(0.95) | 0.5179 0.5341 0.5549 0.5804 0.6091 0.6364 0.6833 0.6905 0.7450 0.8286 0.9000
Zamitnuti | ANO ANO NE NE NE NE NE ANO NE NE ANO
hypotézy?

Tabulka B.6: Spearmantuv korelacni koeficient: hodnoty T},
kritické hodnoty T3(0.95) a ovéfeni nulové hypotézy
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Obrézek B.1: Porovnani C; ; k C; vzhledem k pifmce f,C;
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Obrézek B.2: Vazena residua odchylky C; ; od piimky fyC;o vzhledem k C;
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Obrézek B.3: Porovnani C; 2 k C;; vzhledem k piimce f,C;
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Obrézek B.4: Vazena residua odchylky C; 2 od piimky f,C;; vzhledem k Cj 4
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Residua vs. pololeti vywvoje
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Obrazek B.5:

Pololeti wwaje

Residua v zavislosti na pololeti vyvoje

Residua vs. kalendarni polaleti
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Kalendarni pololeti

Obrazek B.6: Residua v zavislosti na kalendarnim pololeti
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Residua vs. pololeti vzniku
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Pololeti vzniku

Obrazek B.7: Vysledny PTF model: Residua v zavislosti na pololeti vzniku

Residua vs. pololeti vywvoje
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Obréazek B.8: Vysledny PTF model: Residua v zavislosti na pololeti vyvoje
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Residua vs. kalendarni polaleti
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Obrazek B.9: Vysledny PTF model: Residua v zavislosti na kalendairnim
pololeti
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