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Uvod

Chaos v klasickeém i kvantovém p°ipad¥ se projevuje ztratou informace o po£a-
teEnich stavech po £asovém vyvoji systém-. Chaotické systémy v £asovém vyvoji
zapominaji na své p-vodni rozpolo®eni a rozplyvaji se p°es cely dostupny prostor.
V klasickém chaosu toto zaji2'uje miseni fazového prostoru vlivem kterého mame
citlivost na po£ate£nich podminkéch, kdy i minimélni nep°esnost v urfeni po£a-
te£niho stavu vede na exponenciéln¥ velkou nejistotu koneEném £ase vyvoje. V
kvantov¥ chaotickych systémech pofate£ni stavy po £ase termalizuji, zapominaji
své pof£ate£ni podminky, a jedinou p°elivajici charakteristikou se stava energie.

Byla v2ak objevena nefekand vyjimka v podob¥ kvantového jizveni. V jed-
nof£asticovych kvantov¥ chaotickych systémech byly nalezeny stavy, které jsou
nefekan¥ odolné v-£i tomuto £asovému vyvoji a termalizaci. V systému nam z--
stavaji zbytky struktur a v klasické limit¥ pozorujeme tyto jizvy jako nefekanou
lokalizaci podél nestabilnich periodickych orbit. Toto jizveni prostoru bylo nej-
prve pozorované na dynamickém billiardu Bunimovifova stadionu v praci (Heller,
1984).

V této praci nas budou zajimat p°edevzim jizvy na mnoho£éasticovych sys-
témech, kde nam ztratu struktur udava hypotéza termalizace vlastnich stav-
(anglicka zkratka ETH). A i zde mame anomalni stavy, zvané kvantové mnoho-
£asticove jizvy, které si i uprost®ed chaosu zachovavaji své struktury. V kvanto-
vych simulacich na °etizku 51-Rydbergovych atom:| (Bernien a kol., 2017) byly
nalezeny stavy, u kterych byly nam¥°eny periodické revivaly

Na zaklad¥ t¥chto pozorovani zapof£alo buduvani teorie mnoho£asticovych
kvantovy jizev (QMBS). Jsou to individualni stavy, které p°imo naru2uji ETH.
ETH ndm dava p°edpov¥e chovani kvantové chaotickych systému na zaklad¥ sta-
tistické mechaniky. Vlastni stavy kvantov¥ chaotickych systém- termalizuji. Fyzi-
kani pozorovatelné na vlastnich stavech jsou funkcemi energie a pseudonahodného
2umu a stavy jsou v klasické limit¥ delokalizované na dostupnych oblastech fazo-
vého prostoru. Na zaklad¥ tohoto £lanku (Bernien a kol., 2017) byly sestavovany
modely, které obsahovaly stejny jev. Zejména modely PxP (Serbyn a kol., 2021)
a AKLT (Moudgalya a kol., 2018h), na kterych se QMBS °ez?ily analyticky. Jako
QMBS byly identi kovany Neélovy Z, stavy, které maji pravidelnou strukturu
st°idajicich excitovanych £astic a £astic v zadkladnim stavu v °etizku.

Dal2Zim nalezem bylo, °e vlastni stavy QMBS maji abnormaln¥ nizké hodnoty
entropie provazani. Entropie provazani nam slou®i jako dobry indikator QMBS.

V odbornych pracich jsme se setkdvame se zcela odliznym p°istupe k QMBS.
V praci (Pilatowsky-Cameo a kol., 2022) jsou QMBS studovany, v analogii s jed-
no£asticovim p°ipadem, na lokalizaci stavu na fazovém prostoru v klasické limit¥.
Na fazovy prostor byly vyna2eny hodnoty Husimiho funkce, na kterych byly po-
zorovany lokalizace kolem nestabilnich periodicky orbit jako u jedno£asticovych

INevlastni stavy, které po £asovém vyvoji maji v periodickych £asech nezanedbatelné p°e-
kryvy s pofate£nim stavem.

2Pokud jsou QMBS nevlastnim stavem, tak vlastni stavy, které maji vysoké projekce na
QMBS, maiji nizké hodnoty entropie provazani Pro QMBS, které jsou vlastni stavy (izolované
QMBS) nam tyto entropie p°imo identi kuji stav QMBS



jizev.

V této praci jsme vy2e zmin¥né metody aplikujeme na 2-Lipkinovy a 3-
Lipkinovy modely. Z&kladem t¥chto model- je Lipkin-v model, ktery je pln¥
propojenou verzi Isingova modelu. 2-Lipkinovy a 3-Lipkinovy se od b¥°ného Lip-
kinova modelu lizi tim, °e obsahuji vice typ- interagujicich £astic s r-znymi silami
interakce. Na rozdil od b¥°ného Lipkinova modelu maji pro vhodn¥ zvolené para-
metry i chaotické £asti spektra, na kterych m-°eme hledat QMBS. Tyto modely
p°imo nabizi rozd¥leni na podprostory, co® nAm dava p°imo£arou cestu pro vy-
pofet entropie provazani a jsou kolektivni, co® vede na jednoduchou realizaci
klasické limity. Proto jsme je zvolili pro hledani a studium QMBS.

V prvni kapitole p°edstavujeme chaos v klasickém i kvantovém p°ipad¥ a
davame zde extra d-raz na £4asti, které jsou relevantni pro kontext jizveni. V
druhé kapitole prace uvadime zminky o kvantovému jizveni v odbornych pra-
cich. Nejprve struEn¥ p°edstavujeme jedno£asticové jizvy. Dale zavadime ETH a
p°edstavime QMBS jako jeho p°imé naru2eni. V¥nujeme samostatné podkapitoly
konkrétnim QMBS na vy2e zmi-ovanych PxP a Dickeho modelech. V posledni
kapitole sestavujeme dva a vicenasobné Lipkinovy modely, na které aplikujeme
vy2e popsané metody pro nalezeni a studium QMBS. Krom¥ t¥chto metod také
na Peresovych m°i®ich uka®eme, °e stavy, které jsme identi kovali jako QMBS
nam p°imo naru?uji p°edpov¥di ETH.



1. Chaos

Chaos v klasické fyzice ozna£uje jev v nelinearnich systémech, kdy maléa od-
chylka od po£ate£niho stavu vede na exponencialn¥ velkou odchylku po £asovém
vyvoji. O chaotickych systémech tedy °ikdme, °e jsou citlivé na po£ate£ni pod-
minky. V d-sledku této citlivosti neni mo°né p°edpovidat vyvoj systému bez
p°esné znalosti po£ate£nich podminek. Zajem o studium chaotickych systému
nastartoval Edward Lorenz, kdy® p°i jeho simulacich pofasi za£al dostavat ex-
trémn¥ odlizné vysledky, na zéklad¥ toho jestli zaokrouhlil vstupni data na t°i
nebo p¥t desetinnych mist. V popularnich textech se citlivost na po£ate£ni pod-
minky ozna£uje pojmem efekt mavnuti motylich k°idel, nebo” stabilita po£asi
byla popularn¥ redukovana na otazku, zda mavnuti motylich k°idel m-°e zp-sobit
hurikan na opaEné stran¥ zem¥koule.

V kvantovém p°ipad¥ mame Eist¥ linearni systém. V kvantovém systému
neni mo°né dosadhnout exponencialniho r-stu odchylky dvou r-znych pof£ate£-
nich stav-. Proto nem-°eme zavad¥t kvantovy chaos stejnym zp-sobem jako v
p°ipad¥ klasickém. Kvantov¥ chaotickymi nazveme systémy, které maji korelované
uktuace hladin spektra. Tyto korelace se projevuji jako odpuzovani hladin. V
regularnich (ne-chaotickych) systémech jsou hladiny rozd¥leny nahodn¥ zatimco
v chaotickych systémech je rozd¥leni podobné rozd¥leni viastnich £isel ndhodnych
matic.

| kdy® se zda, °e klasicky a kvantovy chaos jsou dva naprosto odli2né jevy,
tak jde najit n¥kolik souvislosti. V klasickém i kvantovém p°ipad¥ Ize dokazat,
% pokud je systém integrabilni, tak nem-°e byt chaoticky. A pokud provedeme
klasickou limitu kvantov¥ chaotického systému, tak dostaneme systém, ktery je
klasicky chaoticky} Kv-li rozdil-m v de nici chaosu v klasickém a kvantovém p°i-
pad¥ Michael Berry navrhl ozna£ovat kvantovy chaos pojmem kvantova chaologie
(Berry, 2006).

1.1 Klasicky chaos

Kolem studia klasického chaosu vznikl matematicky a fyzikalni obor zvany
teorie chaosu. Teorie chaosu studuje £asovy vyvoj dynamickych systém-, tedy i to
jak se projevuji zm¥ny po£ate£nich podminek po vyvoji systému v dlouhém £ase.
Zatatek tohoto oboru se pCipisuje J. H. Poincarému, ktery studoval dynamiku
nebeskych t¥les. Poincaré ukazal na to, °e p°i studii t°i hmotnych t¥les neni mo°né
pouCivat poruchoveé teorie pro vyvoj podobnych systém-. | p°es to, °e Poincaré
nepou®ival termin chaos, tak se jeho prace na problému t°i t¥les povauje za
po£étek teorie chaosy.(Poincare a Popp, 2017)

Hlavnim p°iznakem chaoti£nosti systému je citlivost na zm¥nu po£ate£nich
podminek. Po chaotickych systémech po®adujeme, aby maximalni odchylka mezi
dv¥ma trajektoriemi rostla exponencialn¥. Exponentu v takto nalezené exponen-
ciale se °ik& Lyapun-v exponent. Tyto exponenty slou®i jako jednoduchy zp-sob
jak kvantitativn¥ odliit chaotické systémy od regularnich.

LExistuji i vyjimky, kdy po klasické limit¥ chaotického systému dostaneme regularni systém.
Nap°’iklad 'eb-v billiard, ktery vznikne kdy° pro Sinaj-v billiard po2eme polom¥r kruhové
hranice uprost®ed do nuly ("eba, [1990).



1.1.1 De nice chaosu

Obecn¥ za chaoticky systém oznafime ka°dy dynamicky systém, ktery je cit-
livy na pof£ate£ni podminky s urfitymi dodateEnymi podminkami.

De nice 1 (Dynamicky systém) Dynamicky systém je tvo°eny fazovym prosto-
rem bod- x a funkci Fy(t) ,kter4 popisuje vyvoj bodx v £aset.

Body x jsou zde vektory, které nesou celou informaci o stavu nami popisova-
ného systému. V této praci budeme pouCivat operatorovy zapis(t)x = Fy(t),
ktery p°iadi ka°®dému bodu jeho hodnotu po £asovém vyvoiji.

Pro rigordzni de nici pou®ijeme de nici, kterou zavedl Robert Luke Deva-
ney(Devaney, 2021). Tato de nice vy°aduje aby systém spl-oval nasledujici vlast-
nosti:

1. Citlivost na po£ate£nich podminkach
2. Topologicka tranzitivita
3. Husté periodické orbity

Devaneyho de nice popisuje chaos na uzav°enych dynamickych systémech a klade
zde siln¥j2i pofadavky ne° jen citlivost na pof£ate£nich podminkach. Devaneyho
de nice je nejfast¥ji uvad¥na v literatu®e, a proto ji p°edstavime i v této praci.

Citlivost na pof£ate£nich podminkéach

De nice 2 (Trajektorie). Nech” mame dynamicky systém popsany operatorem
£asového vyvojé (t) a bodx na fazovém prostoru. Trajektorii bodw pak nazveme
keivku, kterou dostaneme p-sobenirk (t) na x. ZnaEime 4(t) = F(t)x

Body x chapeme jako vektory na fazovém prostoru. Nap°iklad u dynamickych
billiard- budou slo®ky x, sou°adnice polohy a sm¥r hybnosti. Ve 2D billiardu m--
%eme popsat fazovy prostor pomoci dvou sou’adnic polohy a Uhlu, ktery popisuje
sm¥r hybnosti. Diky jednozna£nosti £asového vyvoje, nam ka°dy bod fazového
prostoru le®i na prav¥ jedné trajektorii. Jinymi slovy nam ka°dy bodx na fazo-
vém prostoru de nuje trajektorie jednozna£n¥.

Trajektorii bodu, ktery je o malé  vzdaleny odx pak znafime .. (t).

De nice 3 (Citlivost na pofate£nich podminkach) Systém nazveme citlivym
na pofate£ni podminky, pokud pro skoro vZechmaa skoro v2echna plati, °e
sup( x(t) x+ (1)) et prot v¥t3i ne® n¥jakét,.

Zde je vy2e zmi-ovany Lyapun-v exponent. Supremunsup( x(t) x+ (t)j)
chapeme jako maximalni vzdalenost trajektorii, p°es body z blizkého okoli bodu
X. Tahle de nice nam dava mo°nost citlivost na po£ate£nich podminkach dob°e
de novat i pro systémy, které jsou omezené. Za omezené nazveme systémy, které
maji kone£né fazové prostory. V p°ipad¥ omezenych systém-, hledame exponen-
cialni r-st odchylky zmen2ovanim za xniho maxima t.

Skoro v2ude v de nici znamena, °e to plati pro v2echnax a x + a° na
mnoCinu miry nula. Nap°iklad dva periodické trajektorie se £asto nemusi od sebe
vzdalovat exponencialn¥ (nap°iklad na Bunimovichov¥ stadionu, rovnob¥°né tra-
jektorie kolmé na £ast bez k°ivosti nikdy nenarazi na zak°ivenou hranici, a tak v
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tomto velmi speci ckém p°ipad¥ nem-°eme pozorovat exponencialni vzdalovani).

Topologicka tranzitivita

Topologicka tranzitivita nam v systému zarufuje perfektni promichani. Kon-
krétn¥ abychom o systému °ekli, °e je topologicky tranzitivni, tak musi £asovy
vyvoj ka°dé podmnoCiny v systému projit skoro celym systémem.

De nice 4 (Topologicka tranzitivita) . Systém nazveme topologicky tranzitivni,
pokud pro ka°dé dv¥ otev°ené podmnaoCiny fazového prostara B existuje n¥jaké
t takové aby:F (t)A\ B 6 ;

Husté periodické orbity

De nice 5 (Periodicka orbita). Pokud pro trajektorii , existuji t;, T takové, e
T60 a «(t1) = «(t1+ T), pak o ji nazveme periodickou orbitou.

O systému °ekneme, °e ma husté periodické orbity pokud na libovoln¥ malém
okoli libovolného bodu fazoveého prostoru m-°eme najit periodickou orbitu.

Vlastnosti z de nice chaosu nejsou na sob¥ nezavislé. V r-znych systémech
se daji ukazovat ekvivalence nebo implikace mezi t¥mito vlastnostmi. Lze de-
monstrovat nap°iklad jak z hust¥ zastoupenych periodickych orbit a topologické
tranzitivity m-°eme vyvodit citlivost na po£atef£nich podminkach (Vellekoop a
Berglund, 1994). Na libovoln¥ malé podmno®in¥ systému jsme schopni najit dvo-
jici bod- takovou, °e po uplynuti urfitého £asut, jeden bod se vrati do po£atku
a druhy skon£i v libovolné £asti systému. Analogické tvrzeni plati i pro £asovou
inverzi systému, na libovolné podmnao®in¥ systému v £asemame body, které
pochazi s libovolné £asti systému.

V praxi se v¥tZinou setkdvame s systémy, které nejsou chaotické na celém
fazovém prostoru, ale pouze na n¥jaké jeho podmnoCin¥. Jde zejména o systémy
s malym po£tem stup-- volnosti. P°ikladem mixovaného systému je t°eba tzv.
Mushroom billiard, ktery obsahuje jak chaotické tak regularni £asti fazového
prostoru. O chaosu pak mluvime v kontextu chaoti£nosti jednotlivych trajektorii a
ne celého systému. Trajektorii pak nazveme chaotickou, pokud na jejim arbitrarn¥
blizkém okoli spl-uji vy?e zmin¥né podminky chaoti£nosti. Chaotické trajektorie
nazveme jako nestabilni. Regularni trajektorie pak nazyvame jako stabilni.

1.1.2 (Ne)Integrabilita systéem:-

P°i diskuzi chaoti£nosti systém- je nutné zminit pojem integrability. Jak v
klasickém tak v kvantovém p°ipad¥ se integrabilita a chaotiEnost systému navza-
jem vylu£uji. V integrabilinich systémech jsou skoro v2echny trajektorie stabilni.
Systém je integrabilni, pokud mame prav¥ tolik integral- pohybu, kolik je stup--
volnosti v sytému. Integrabilitu systému popsaného hamiltionidnentd (x), stu-
dujeme pomoci Poissonovych zavorek.



De nice 6 (Poissonova zavorka) Poissonova zavorka je operator p-sobici na 2
funkce A(x); B(x) nasledujicim zp-sobem:

X
fABg= (1.1)

-1 @a@p @p@f
X je zde bod fazoveého prostoru jako vy2e. Komponenty rozd¥lime na zo-

becn¥né polohy a k nim sdru®ené hybnostj ap;, i = 1;:::N. N je zde pofet

zobecn¥nych poloh nebo hybnosti. Dimenze fazového prostoru baie

De nice 7 (Integral pohybu). M¥jme dynamicky systém popsany hamiltonia-
nem H(x), pak o funkci A(x) °ekneme °e je integralem pohybu, prav¥ pokud je
Poissonova zavorkad a A rovna nule

fAJHg=0: (1.2)

De nice 8 (Integrabilni systém). Systém s hamiltonianenH (x) nazveme inte-
grabilni pokud maN nezavislych integral- pohybu (x);, které spl-uji:

fli;ljg=0; (1.3)
kdeN je pofet stup-- volnosti.

Samotny hamiltonian £asov¥ nezavislych systém- je vody jednim integralem
pohybu, a proto dostdvame chaotické chovani a® na systémeciNs 2.

1.1.3 Dynamické billiardy

Jako £asta ukézka klasicky chaotického systému se uvadi pohyb bodu na tzv.
dynamickych billiardech. Jde o idealizovanou situaci, kde mame voln¥ pohybujici
se £4astici na ohraniEeném prostoru. P°i kontaktu s hranici dojde k dokonalému
odrazu bez ztraty energie a pod stejnym uhlem jako by se odr&®elo sv¥tlo od zrca-
dla. V hamiltonovkém formalismu mame potencialni energii rovnou nule pro cely
billiard krom¥ hranic, kde je potencialni energie nekone£na. Pro popis trajektorie
£astic na dynamickych billiardech nam sta£i znat pouze polohu £astice a rych-
lost normovanou na jednotkovy vektor. Veli£iny jako energie a velikost rychlosti
nam udavaji pouze £asovou 2kalu, ale nem¥ni trajektorie. FAzové prostory dyna-
mickych billiard- jsou pak prostory pouze pozic a t¥chto normovanych rychlosti.
Tyto fazové prostory jsou jednozna£n¥ urfeny tvarem hranice.

Dynamickeé billiardy jsou jednoduché modely jak integrabilnich (regularnich) tak
chaotickych dynamickych systém-. Kruhoveé a eliptické billiardy jsou £astym p°i-
kladem integrabilniho dynamického systému. Déle pak billiardy bez zak®ivenych
hranic jsou také integrabilni. Chaotické billiardy jsou £asto komplikovan¥j2i. Kla-
sicky uvad¥nym p°ikladem chaotického je Bunimovi£-v stadion, ktery vznika roz-
p-lenim kruhu a p°idanim rovnych hranic mezi kruhy (Bunimovich, 20017). Dal2im
klasickym p°ikladem chaotického billiardu, se kterym se £asto setkavame p°i stu-
diu chaosu je Sinaj-v billiard, ktery vznikne p°idanim kruhové hranice do st°edu
£tvercové hranice.

Na dynamickych billiardech Ize sestavit i systém, ktery ma jak chaotickou
tak regularni £4st fazového prostoru. Takovym p°ikladem je tzv "mushroom bil-
liard"(houbovy billiard), ktery se sklada z p:-lkruhové hranice ktera je spojena
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Obrazek 1.1: Dynamickeé billiardy. (Stockmann, 2010)
(a) Peiklad integrabilniho billiardu. Hranici tvo°i kru®nice
(b Bunimovi£-v stadion: p°iklad chaotického billiardu

s £tvercovou hranici. V takovémto billiardu jsou trajektorie, které neuniknou z
p-lkruhové £4sti regularni a ty ostatni chaotické (Bunimovich, 2001).

Pohyb £astice na billiardech m-°eme °esit i kvantov¥, kde potom nachazime kvan-
tou analogii k klasickému chaosu. Pohyb kvantové £4stice na Sinajov¥ billiardu vy-
kazuje spektralni statistiky, které nazyvame kvantovym chaosem(Bohigas a kol.,
1984), ktery popi2eme v nadchazejici kapitole. Modely billiardu ndm propojuji

chaos v klasické a kvantové dynamice. A termin kvantovych jizev se zaved| na
studii lokalizace vlastnich stav- na Bunimovifov¥ stadionu(Heller, 1984).

1.2 Kvantovy chaos

Kvantova evoluce se °idi Schrodingerovou rovnici, ktera je £ist¥ linearni. Li-
nearita £asoveé evoluce Schrodingerovy rovnice neumo®-uje exponencialni r-st od-
chylky dvou stav-. M¥jme systém s operatorem £asového vyvoli(t) a dva r-zné
stavyj (1)i aj (2)i. Vyvoj v odchylky t¥chto dvou stav- je pak dan nasledujici
rovnici:

j0mi @i 0w @i =i @i @i (1.4)

Diky unitarit¥ operatoru O(t) nem-°eme zavést chaos v kvantové mechanice

stejnym zp-sobem jako v klasickém p°ipad¥.

Chaos v kvantové mechanice se da zavad¥t n¥kolika zp-soby, pro tuto praci
p°edstavime zavedeni chaosu na zaklad¥ spektralni statistiky. Takovéto zavedeni
chaosu ma ty vyhodu, °e Ize provad¥t i pro systémy bez klasické limity. Nevyho-
dou tohoto p°istupu je to, °e nem-°eme p°ipisovat chaotiEnost ka°dé energetické
hladin¥ zvla? jako u trajektorii v klasickém p°ipad¥. Stejn¥ jako v klasickém p°i-
pad¥ budeme dostavat smi2ené systémy, které maji jak chaotické tak regularni
£asti. V n¥kterych p°ipadech mohou byt smi2zené spektra i p°elo®ena p°ez sebe
(Percival, 11973).

Systémy nazveme chaotické, pokud budou jejich spektralni statistiky podobné
statistice nahodnych matic. V této £asti prace p°edstavime zakladni metody pro
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klasi kaci kvantového chaosu na zaklad¥ kratkodosahovych uktuaci ve spektru.
Budeme studovat korelace uktuaci v unfoldovaném spektru na statistice rozdil-
nejbli®2zich soused- (NNS Nearest Neighbour Spacing).

De nice 9 (rozdily nejbli®?ich soused- NNS a NNSD) M¥jme energetické hla-
diny spektra se®azené podle velikogtj. Pak rozdily nejbli®?ich soused- NNS jsou:

Si = Ein Ei (1'5)

Rozd¥leni NNSD je potom hustota pravd¥podobnosti nalezu hodnoty NNS;)
unfoldovaného spektra.

De nice 10 (Unfolding). Hustotu hladin zna£ime (E;). Lze si tuto hustotu na-
psat jako soufet hladkg E) a oscilujici ~(E) £4sti.

(BE)= (E)+ ~(E) (1.6)

NejEast¥j2sim zp-sobem provedeni unfoldingu je t kumulativni distribu£ni funkce
hustoty (E) polynomemp(E). Unfoldované spektrunE® pak dostavam jako:

E’= p(Ei) (1.7)

Pro unfoldované spektrumE° plati (E9°= 1, tak®e nam v spektraini sta-
tistice zbivaji pouze lokalni uktuace. Unfolding provadime p°edevzim, pokud
chceme pracovat s velkou £asti spektra. Pokud se divame pouze na n¥jakou lo-
kalni £4st spektra, tak budou p°isp¥vky uktuaci dominantni a pokud ka®dou £4st
spektra nanormujeme, aby byla s pln¥na podmink&E) = 1, tak se m-°eme obe-
jit bez unfoldingu. P°esko£eni unfoldingu m-°e vést na nep°esnosti, p°edevzim pro
okrajové hodnoty spektra, kde se hladka £ast nejvyrazn¥ji lizi od linearni funkce.

1.2.1 Nahodné matice

Teorie nahodnych matic (Random Matrix Theory RMT) dob°e modeluje °adu
jev- v matematice a fyzice. Ve fyzice se zatatek vyuCivani nahodnych matic p°i-
pisuje E. Wignerovi, ktery s nimi modeloval neutronové rezonance u t¥°kych
atomovych jader. Pozd¥ji Wigner p°edpov¥d¥l, °e se spektra chaotickych kvanto-
vych systém- budou podobat t¥m u nahodnych matic.|(Wigner, 1955). Budeme
se v¥novat maticim z Gausovskych soubor- (Gaussian ensamble).

Gaussovsky soubor oznafuje nahodné matice, kde ka®dy element matice je
vygenerovan z Gaussova rozd¥leni. Déale jsou gaussovské soubory rozd¥lené podle
transformace v-£i kterym jsou tyto soubory invariantni. Mame t°i souboryGOE
(Gaussian Orthogonal Ensamble)GUE (Gaussian Unitary Ensamble) aGSE
(Gaussian Symplectic Ensamble), tyto soubory se pak projevuji jako symetrie
v t¥chto maticich a odpovidaji symetriim v simulovanych kvantovych systémech.
Ke ka®dému souboru mame NNSD spektra danou p°isluznym Wigner-Dysonovym
rozd¥lenim.

De nice 11 (Invariance soubor- v-£i transformaci). Invarianci soubor- X v-£i
transformaci matici H chapeme tak, °e pokud se transformuje matice:

G2 X HGH != G°2 X; (1.8)

pak je pravd¥podobnost na vygenerovani maGica G°2 X stejna.
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De nice 12 (Gausovsky ortogonalni souborGOE)). SouborGOE tvo°i matice,
kde je ka°dy element matice vygenerovan pomoci normalniho rozd¥leni a vysledny
soubor je invariantni v-£i transformaci:

G2 GOE OGO != G°2 GOE; (1.9)

kde O je libovoln& ortogonalni matice. Rozd¥leni NNS spektra matic souboru je
pak dano Wigner-Dysonovym rozd¥lenim pro=1:

Py (s) = 5seT52 ; (1.10)

Tato forma ( = 1) rozd¥leni se nazyva jednodu2e Wignerovo rozd¥lﬂ1|'.

Invariance v-£i ortogonalnim transformacim omezuje soubor GOE na reéalné
symetrické matice. Matice ze souborGOE se pouPivaji k modelovani kvantovych
systém- s £asovou inverzi. Analogicky KGOE nam invariance v-£i unitarnim
transformacim soubor omezuje mo°né matice na komplexni hermitovské matice.
SouboremGUE pak modelujeme systémy bez £asové inverze. Nakonec soubor
GSE je tvo°en samosdru®enymi maticemi s kvaternionovymi elementy. V praxi
se s nimi moc £asto nesetkavarfigModeluji se podle nich systémy s polo£iselnym
spinem, které maji £asovou invarianci, ale nejsou rota£n¥ invariantni.

Regularni spektra maji nekorelované uktuace ve spektru. Takovato spektra
m-°eme generovat jednodu2e generovanim nahodnych £isel pomoci uniformniho
rozd¥leni. Distribuce hodnot NNS regularniho spektra je pak dana exponenci-
alnim rozd¥lenimP(s) = e 3. V kontextu kvantového chaosu se toto rozd¥leni
Poissonovo rozd¥leni a pro Ufely této prace ho budu také nazyvat Poissonovo
rozd¥leni.

1.2.2 M¥°eni chaotiEnosti kvantovych systém:-

Pro stanoveni zda je £4ast spektra kvantového systému chaotickd, nebo regu-
larni porovndvame spektralni statistiku NNS se statistikou NNS nahodnych ma-
tic. NejEast¥j2i metoda kvanti kace této podobnosti je t NNSD unfoldovaného
spektra Brodyho rozd¥lenim. Brodyho rozd¥leni je rozd¥leni, které spojit¥ p°e-
chazi mezi Poissonovym rozd¥lenim (pro £ist¥ regularni spektra) a Wignerovym
rozd¥lenim (pro £ist¥ chaotické spektra).

De nice 13 (Brodyho rozd¥leni)

Ps(s!)=(! +1)N,s e V"™, (1.11)
kdeN, je o
H + 1 +
Ny =[( ﬁ)](' 2 (1.12)

2Rozd¥leni bylo odvozeno pro 2x2 matice, ale s velkou p°esnosti plati i p@OE s libovolnou
velikosti. Aby v2ak spravn¥ popisovalo NNS na v¥t2ich maticich musime provést vize popsany
unfoldingu, ktera nam redukuje statistiku ve spektru pouze na lokélni oscilace

SExperimentaln¥ byla spektra, které dob°e modeluje souborGSE nam¥°ena a° ne-
davno.(Rehemanijiang a koll., 2015)
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a ! se nazyva Brodyho parametr. Pro hodnotyy = 1 dostdvame p°esn¥
Wignerovo rozd¥leni jak bylo zavedeno vy2e. Prb = 0 dostaneme Poissonovo
rozd¥leni pro regularni spektra. Nam¥°eni Brodyho parametru mezi nulou a jed-
nou v spektru m-°eme interpretovat jako to, °e je spektrum smizene.

Pro m¥°eni chaoti£nosti systému existuji i jiné metody. Nap®iklad existuji me-
tody, které se divaji nejen na korelace v rozdilech nejbli®2ich soused- ve spektru,
ale divaji se i na vzdalen¥j2i energie ve spektru. Dal?i mo°nosti je se divat na podil
nésledujicich hodnot v NNS spektra, co® lokaln¥ normalizuje ka°dou hodnotu a
odstrani nutnost provad¥ni unfoldingu. V této praci budu pou®ivat zjednodu2e-
nou metodu, ktera p°esko£i t Brodyho rozd¥lenim a porovna rozptyl rozd¥leni
£asti NNS spektra s rozptylem Poissonova a Wignerova rozd¥leni nasledujicim
zp-sobem (Garcia-Ramos a kal., 2017):

2
— NNS W . (113)

T
gm

kde Zns je rozptyl normalizovaného NNS studované £asti spektraz = 1 je
rozptyl Poissonova rozd¥leni a3, = (2 1) je rozptyl Wignerova rozd¥leni. Po
dosazeni pak dostaneme:

— l%INS (ﬂ 1) 1.14

1 (2 1) (1.14)

P°e2kalovani NNS je provedeno lokaln¥ aritmetickym pr-m¥rem pro ka°dy

studovany interval. Takto zavedené funguje jako rychla statistika, ktera je
schopna detekovat, ve které £4sti spektra je chaos. Pro=1 je 3ys = 3 =1,
c0° znamena, °e se spektralni statistika podoba poissonovskeé, a tudi® je £4st spek-
tra regularni. Pro =0 dostavame Zys = & = (2 1), co® zna£i podobnost
wignerovskeé statistice, a tedy chaotiEnost této £4sti spektra.
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1.2.3 Peresovy m°i%

Peresovy m°i% (Peres, 1984) jsou uliteEnd metoda jak vizualn¥ identi kovat
chaotické £asti spekter. Do graf- vykreslujeme zavislost st°edni hodnoty arbit-
rarni pozorovatelné v zavislosti na energii daného vlastniho stavu. Pro integra-
bilni £4sti spektra budou mit takovéto grafy podobu uspo®adané m°i°e, zatimco
v chaotickych £astich spektra se body hromadi a nelze rozpoznat struktura dana
n¥jakymi kvantovymi £isly jinych integral- pohybu ne® energie.

<Zl>

N1

1.0 -

Obrazek 1.2: P°iklad Peresovy m°i°e (modré body) prolo®ené mirou chaoti£nosti
(Eervend £&ra), viz rovnice[ (1.13)).

Metoda je zalo®ena na Einstein-Brillouin-Kellerov¥ (EBK) kvantovani inte-
grabilnich systém-. Mame systém <k stupni volnosti a k integraly pohybu Iy.
M-°eme zde pro tyto integraly pohybu zavést kvantova £isla jako st°edni hodnoty
t¥chto integral- pohybu ve vlastnich stavech. St°edni hodnotyh (t)jlj (t)i =
~ng, kde ny budou kvantova £isla. Pokud si vykreslime graf, kde na osach bu-
dou st°ednich hodnoty jednotlivych integral- pohybu a body jsou stavy dané
kvantovymi £isly ny. Tak ndm tento graf da perfektni m°i°.

V t¥chto integrabilnich systémech je pak arbitrarni operator pozorovatelné
dostate£n¥ hladkou funkci integral- pohybu. Pokud vykreslim zavislost st°ednich
hodnot pozorovatelné na energii, tak dostaneme spojit¥ deformovanou verzi vy2e
zmi-ované m°i°e. Jsou zde stale vid¥t pravidelné struktury dané hladkou zavis-
losti na rovhom¥rn¥ rozd¥lenych kvantovych £islech.

V chaotickych £astich systému pak tyto struktury nejsou. Neexistuje dosta-
teEny pofet nezavislych integral- pohybu pro zachovani struktur. Odhad pro
chovani st°ednich hodnot operator- v chaotickych systémech popi2eme pak v ka-
pitole o termalizaci vlastnich stav- (ETH), kterd nam p°edpovida tyto st°edni
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hodnoty jako funkce energie a pseudonahodné odchylky. Na Peresovych meizich
je to pak vid¥t jako hromad¥ni kolem n¥jaké hladké funkce dané energii.

U smi2enych spekter jsou tyto Peresovy m°i%e £aste£n¥ nabourany a m-°eme
pozorovat n¥jaké poz-statky regularnich strukturu. Tyto pozustatky m°i° nam
ukazuji, °e by se v této £4sti systému mohly nachazet poz-statky integral- po-
hybu.
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2. Kvantove jizveni

V této kapitole p°edstavime pojem kvantového jizveni v jak jedno£asticovém
p°ipad¥, tak vtom mnoho£asticovém. Nejprve zavedeme pojem termalizace vlast-
nich stav- (ETH), ktery vylep2uje odhady z RMT. Mnoho£4asticov¥ zjizvené stavy
potom budou stavy takove, které se vyrazn¥ odli2uji od p°edpov¥di ETH.

Kvantové jizveni je jev, ktery nastava v chaotickych kvantovych systémech.
Tento termin pochazi ze studie semiklasickych jedno£asticovych systém-, kde po
vykresleni vinové funkce v n¥kterych stavech byla vyrazn¥ vy#i hustota pravd¥-
podobnosti podél nestabilnich periodickych trajektorii v klasickém analogu.

| p°es absenci klasické analogie v mnoho£asticovych systémech se da pojem
kvantovych jizev zavést. Jak v jedno tak vice £asticovych systémech je pojem
kvantovych jizev spojeny se stavy uprost°ed chaotického spektra, které maji ne-
charakteristické chovani, p°ipominajici regularni stavy a jsou dob°e lokalizované
[ na fazovém prostoru.

2.1 Jedno£asticové kvantove jizvy

Pojem kvantového jizveni byl zaveden na zaklad¥ ne£ekané lokalizace vlastnich
stav- p°i studiu semi-klasické limity ~! 0 na dynamickém billiardu, konkrétn¥
Bunimovifov¥ stadionu |(Heller, 1984). Vzhledem k chaoti£nosti systému v kla-
sickém p°ipad¥ bychom podle p°edpov¥di RMT(D'Alessio a kol., 2016) £ekali,
% stavy budou nahodn¥ rozd¥lené bez °adné viditelné lokalizace. Pro n¥které
vlastni stavy byla pozorovana vyrazna lokalizace kolem klasickych nestabilnich
periodickych orbit. Tyto stavy byly nazvany jizvami.

De nice 14 (Kvantova jizva (jedno-£asticova)) Vlastni stav nazveme jizvou pe-
riodické orbity pokud: Hustota pravd¥podobnosti tohoto vlastniho stavu je vyrazn¥
vy2?i ne® udava statisticka p°edpov¥a RMT.(Kaplan a Heller, 19098)

Nebo analogicky nestabilni periodickou orbitu nazveme za zjizvenou pokud lze
kolem ni najit neEekan¥ lokalizovany vlastni stav. Ozna£eni jednof£asticova kvan-
tova jizva se pou®iva jak pro stavy, které se lokalizuji kolem nestabilnich periodic-
kych orbit tak pro tyto orbity kolem, kterych se lokalizuje jeden nebo vice vlastnich
stav-.

1Lokalizace velifiny je zvy2ena hodnota m¥°ené velifiny na malé £asti prostoru, kde velifinu
m¥°ime oproti zbytku prostoru. Zde konkrétn¥ jde o vy2?i hustotu pravd¥podobnosti kolem
nestabilnich periodickych orbit. Viz obrazek 2.1
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Obréazek 2.1: Jedno£asticové jizvy na Bunimovifov¥ stadiorju (Heller, 1984)

(a) Hustota stav- na stadionu

(b) Zvyrazn¥né periodické orbity prolo®ené £arou pro ilustraci. (Stejny obrazek
jako v (a) s zvy2enym kontrastem pro lep?2i £itelnost)

Jednou z vlastnosti jedno£asticovych jizev je odolnost v-£i £asovému vyvoji.
Pokud sestavime gaussovsky vinovy balijgi kolem zjizveného stavu, tak p°i
studiu p°ekryvu £asov¥ vyvinutého baliku s balikem v £ase ndig(0)jg(t)i vidime,
periodické navraty s upadajici amplitudou(Heller] 1984), jako na obrazKu 2.2.
Zatimco pro baliky u nezjizvenych stav- vidime rychly pad k nule bez jakychkoliv
navrat-.

Dal?i metody jak popisovat jedno£asticové jizvy jsou popsany a
Heller,[1998). Zejména "Linear Scar Theory", ktera popisuje semiklasicky p°istup
k £asovému vyvoji v linearizované aproximaci a Husimiho projekci, ktera kvan-
ti kuje zjizvené stavy integraci p°es podprostor tvo°eny trubici kolem zjizvené
periodické orbity. Tyto metody se aplikuji i na vinové baliky sestavené ze stav-
s vysokou projekci na tyto nestabilni periodické orbity.
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Obréazek 2.2: Fidelitajhg(0)jg(t)ij > na Bunimovi£ove stadionu. Mod°e gaussovsky
balik kolem zjizveného stavu, £erven¥ nahodny stav po kratkém £ase. U zjizveného
stavu vidime vyrazny névrat.(Serbyn a kol.| 2021)

2.2 Mnoho£asticové kvantové jizvy

Na rozdil od jedno£éasticovych systém- v mnoho£asticovych systémech nejde
jednoduze zavést analogii ke klasickym trajektoriim. Poprvé se termin mnoho£4as-
ticovych kvantovych jizev (Quantum Many Body Scars), dale jen QMBS, pouCil
pro popis dlouho p°eCivajicich revivalu na simulaci 51-Rydbergovych atom- (Ber-
nien a kol!, 2017). Revivaly jsou periodické navraty k p-vodni vinové funkci po
£asovém vyvoji. Tyto revivaly jsou v rozporu s hypotézou termalizace vlastnich
stav- (ETH), ktera nam dava velmi dobry odhad pro popis kvantov¥ chaotickych
systém-. ETH shrneme v nésledujici kapitole. Tento systém by popsan pomoci
PxP modelu. PxP model se tak stal uEebnicovym p°ikladem pro studium QMBS.
Na t¥chto modelech byly objeveny dal?i vlastnosti kvantov¥ zjizvenych stav-.
Nejlep2i metodou pro identi kovani stavu jako QMBS je studium entropie pro-
vazani jednotlivych stav-. Zjizvené stavy maji entropie provazani podobné regu-
larnim stav-m i p°es to, % |e°i v chaotické £asti spektra. Jedine£nost zjizvenych
stav- nam dob°e demonstruje tabulkg 2.L:

flanek (Moudgalya a koll,|2022) krom¥ jizev studuje i dal2i naru2eni ETH.
Pro nas jsou v tabulce d-leije jen ergodické, integrabilni a QMBS stavy. Rozd¥-
leni ETH na silné/slabé zna£i jestli ETH plati pro v2echny, nebo skoro v2echny
stavy v termodynamické limit¥Pl Pro QMBS zde mame mno°inu miry nuld?,

2Termodynamicka limita je limita, ktera popisuje mnoho£asticové systémy, kdy dreime kon-
stantni hustotu po£tu £astic N=V a po4eme obsah prostoru do nekonefn¥ ! 1

3MnoCina miry nula zde znamend, e zatimco celkovy pofet stav- roste s obsahery, tak
pofet stav- QMBS roste pomaleji a pro limitu V !'1  je zanedbatelny.
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Systém Silné/Slabé ETH Provazani Statistika hladin]

Ergodické Ano/Ano Obsah Wigner-Dyson
Integrabilni Ne/Ne Obsah/Pod-Obsah Poisson

MBL Ne/Ne Plocha Poisson
QMBS Ne/Ano Obsah/Pod-Obsah Wigner-Dyson
Siln¥ fragmentovany Ne/Ne Obsah/Pod-Obsah Poisson

Tabulka 2.1: Taxonomie stavu z £lanku (Moudgalya a kol., 2022)

ktera naru2uje ETH, a proto plati pouze slab¥. Kolonka provazani zna£i s jakou
velifinou je p°imoum¥rna entropie provazani. Nakonec je uvedena statistika hla-
din rozlizuje zda jsou tyto stavy v chaotické nebo regularni £asti spektra, tak jak
jsme to p°edstavili v p°edchozi kapitole.

Z tabulky P.1] je vid¥t, °e se daji QMBS uprost°ed chaotického spektra jed-
nodu2e identi kovat pomoci entropie provazani. Regularni stavy se chovaji jako
integrabilni a chaotické se chovaji jako ergodické. QMBS pak vy£nivaji jako stavy
uprost®ed chaotického spektra, které maji entangelemnt entropii srovnatelnou s
regularnimi stavy.

Krom¥ t¥chto metod identi kace QMBS je2t¥ v této praci p°edstavime me-
todu pouCitou v £lanku (Pilatowsky-Cameo a kol.| 2022), ktera k systému p°i-
°adi semiklasicky fazovy prostor a ukazuje, °¢ QMBS jsou na tomto prostoru
lokalizované kolem nestabilnich periodickych orbit. Tato lokalizace také jde proti
p°edpov¥dim ETH.

V¥t2ina £lanku identi kuje jizvy jako n¥jaky specialni nevlastni stav ktery
naru2uje p°edpov¥di ETH. Nap°iklad v PxP modelu, ktery popi2eme déle v této
kapitole se za kvantovou jizvu oznatuje Néel-¥, stav, ktery ma strukturu, kde se
na °etizku stale opakuje exicitovana«) a neexcitovana ( ) £astice v této form¥:
(+ + + + ). Metody, které hledaji vlastnosti jizev na vlastnich stavech,
nam pak vybiraji ty stavy, které maji vyraznou projekci na zjizvené stavy.

Stavy QMBS de nuju jako maly pofet chaotickych stav:, které se signi -
kantn¥ odli2zuji od p°edpov¥di ETH. Pro jejich identi kaci pou®ijeme zejména
entropii provazani.

V této préaci p°edstavime aplikaci metod pro identi kaci jizev bez nutnosti
znalosti stav-, které vykazuji specialni symetrie v systtmu. Budeme se zame°o-
vat na studium vlastnich stav:, co® ndm neumao®ni klasi kaci jizev na zaklad¥
periodickych revival-. Takovéto QMBS se v £lancich nazyvaji izolované QMBS.

2.2.1 Hypotéza termalizace vlastnich stav- (ETH)

Hypotéza termalizace vlastnich stav- (Eigenvector Thermalization Hypothesip)
dale jen ETH je teorie inspirovana statistickou mechanikou, ktera vylep2uje p°ed-
pov¥di RMT £asovych st°ednich hodnot lokalnich operator- o hladkou funkci
zavislou na energii. ETH je snaha o vytvo°eni kvantové analogie k termalizaci v
klasickych p°ipadech. Systémy, kde plati ETH, se v analogii s klasickym p°ipadem
nazyvaji Ergodické, viz tabulka 2.1. Zpravidla jde o kvantové chaotické systémy.

De nice 15 (Hypotéza termalizace vlastnich stav- (ETH)). ETH je p°edpo-
v¥a chovani £asové st°edni hodnoty libovolné pozorovatéhné libovolnym pofa-
teEnim stavem] (0)i. Uvaujme £asovy vyvoj v Schrodingerov¥ obrageg(t)i =
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Exp(—HL)j (0)i. St°edni hodnota je dana rovnichOi; ; = h (1)j0j (b)i. fa-
sové st’edni hodnota®i je pak dané nasledujicim vzorcem:

R o S
hOi = lim = . h (1)jOj ()i dt (2.1)

M¥jme rozkladj (0)i = = ¢ JE i.Kdec jsou koe cienty.O = tE jOJE i
St°edni hodnotahi; () je pak:
X X .
fbij i = jc 120 + ccO €E Ejy (2.2)
6

V £asové st°edni hodnot¥ nam potom vymizi nediagonalni £leny

Z
i = lim % OTh ®j0 @idt= X jic j?0 (2.3)

ETH dale na zaklad¥ tohoto p°edpokladu dava zp-sob, jak velmi dob°e odhado-
vat tvar matice O pomoci metod klasické statistické mechaniky. fasova st°edni
hodnota operatoru pro termalizujici systémy odpovid4 mikrokanonickym odhad-m
pro energieE.

X X
O = jcj’0 ; (2.4)
E 2[E+ E ]
kdec jsou koe cienty maticovych elementu na daném energetickém okn¥. Z to-
hoto potom dostavame p°edpis pro odhad obecnych maticovych element- operatoru
O v energetickém oknE 2 [E+ ;E ] (D'Alessio a kol!,2016) (Srednicki,
1999).

hELiOIEmi = O(E) nm *+ Rumfo(E;! )e S®2 (2.5)

kdeE = (E, + Ey)=2a! = E, E, nam davaji zavislost na energiiR,., je
pseudonahodna matice s nulovou st°edni hodnotou a jednotkovym rozptyle¢s.)

je zde termodynamicka entropie s energii. Funkce O(E) je zde hladka funkce,
ktera je zavisla pouze na energii, a odpovida vysledk-m ziskanym mikrokanonic-
kym p°istupem |(Srednicki; 1999). Funkcéo(E;! ) je hladka funkce energii, ktera

se neZkaluje s velikosti systému. SpoleEn¥ s mafitinam popisuje odchylky od
mikrokanonické p°edpov¥di. fler S(F)=2 zaji2’uje 2kalovani t¥chto odchylek. Ofe-
kavame 2kalovani t¥chto odchylek p°ibli®n¥ rovné odmocnin¥ z dimenze Hylbertova
prostoru (Moudgalya a kol., 2022).

ETH bylo analyticky (Rigol a kol.} 2008) a experimentaln¥| (Wang a kal,, 2022)
ov¥°ovano pro mnoho systém-. | p°es ov¥°ovani, tak jde pouze o hypotézu jeliko®
existuji vyjimky (klasi kované v tabulce P.1). Tato prace se zam¥°uje konkrétn¥
na QMBS, které naru2uji ETH na mnoCin¥ stav- miry nula. Divame se konktrétn¥
na vlastni stavy systému, které maji trivialni £asovy vyvoj. Proto pro p°ime
naruzeni ETH se v této praci budeme divat na Peresovi m°i°e, kde by stavy v
chaotickém regionu m¥li byt pohromad¥ a°® na na2e stavy QMBS, které m-°eme u
n¥kterych operator- najit kompletn¥ mimo v¥t2inu bod- a m-°eme p°edpokladat
v tomto bod¥ zavislost na jiné velifin¥ ne° je jen energie.
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2.2.2 Periodické revivaly

Prvnim p°ikladem QMBS v v¥deckych pracich bylo pozorovani periodickych
revival- v kvantové simulaci 51-Rydberg atom- v £lanku (Bernien a kol., 2017),
kde se je2t¥ nemluvilo o QMBS, ale byly pozorovany v simulaci nevlastni stavy s
netradi£ni odolnosti proti £asovému vyvoji. Standardni metodou je m¥°eni delity
v zavislosti na £ase. Pro klasické nevlastni stavy, které nejsou blizko vlastnim sta-
v-m (nebo linearni kombinaci malého po£tu vlastnich stav:), po£itame s rychlym
Upadkem delity k nule bez °adnych dalich vyskyt- ve v¥t2ich £asech. U stavu
QMBS vidime periodicky vyskakujici nenulové hodnoty delity, viz obrazek 2]3.

De nice 16 (Fidelita). Fidelita je hodnota zavisla na £ase ktera m¥°i p°ekryv
mezi po£ate£nim stavem a jeho £asovym vyvojem.

F() =ih (0) (©ii® (2.6)

30.4
(r.0) 3 T i
0 10 ; 20 30
Obrazek 2.3: FidelitaZ, stavu v PxP modelech. Jsou zde vid¥t skoro dokonalé

revivaly. Stavy Z, pro malé hodnotyk byly oznafeny jako QMBS. |(Turner a kol.,
2018a)

ETH p°edpovida ztratu informace o nevlastnich stavech po £asovém vyvoiji.
Pozorovani periodickych revival- je v p°imém rozporu s p°edpov¥di ETH pro
chaotické stavy.

V experimentu (Bernien a kol.,[ 2017) viz obrazek 2.4 se vyuivd metoda
guenche ktera generuje nevlastni stavy, které jsou lehce perturbovanou verzi p--
vodniho stavu. Quench probiha v simulaci fyzikaln¥, vychylovanim n¥kterych £as-
tic z p°ipraveného stavu.

Toto vybizi k hledani analogie k periodickym orbitAm z 1-£asticového p°ipadu,
kde jsme také pozorovali zpomaleny Upadek delity.
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Obrazek 2.4: P°itomnost periodickych revival- v kvantové simulaci Rydberg-
atom- (Bernien a kol., 2017).

Na ose x je £as od provedeni quenche v simulaci. Na ose y je hustota doménové
zdi, co° je hodnota, ktera kvanti kuje 2anci na p°echod do uspo°adaného stavu.
Zde jde konkrétn¥ o 2anci na p°echod do stavd,, ktery poté podrobn¥ji popi-
2eme Vv kapitole o PxP modelech.

QMBS jako v¥°e stav-

V¥%e stav- jsou jednoduchymi p°iklady konstrukce QMBS. Jde o sérii stav-,
které jsou ekvidistantn¥ rozmist¥né nap°i£ energiemi spektra. Lze ukazat, e takto
rozd¥lené stavy ve spektru vedou na dokonalé periodické revivaly. QMBS jako
nevlastni stavy maji vyrazn¥ vy#i projekci na stavy v t¥chto v¥°ich vlastnich
stav-.

De nice 17 (V¥°stav:) . Za v¥° stav- oznaEime sadu stav-, které se li2i 0 n¥jaké
ve spektru,fEg;Eg+ ;Eo+2 ;Eq+3 5 Eo+(N 1)0.

Pokud vyjad°ime delitu stavu, ktery le®i kompletn¥ ve podprostoru v¥°e
stav- ve stejném rozkladu, ktery byl p°edstaven v de nici ETH, tak dostaneme :

X . X .
F() =jh 0 ®i?=] jei’e =" jecnj’e "G E0 0 (2.7)

n nm

Pak pro stavy z podprostoru v¥°i stav- jsou rozdily v energiiclk,, E, celofiselné
nasobky , z £eho° vidime, % pro £asovou periodli = 2- dostavame dokonalé
periodické revivaly.

QMBS jako v¥°e byly popsany nejprve na AKLT modelech s celo£iselnym
spinem (Moudgalya a kol.} 2018a) (Moudgalya a kol., 2018b), pozd¥ji na to nava-
zovaly prace, které je QMBS jako v¥°e stav- hledaly na jednodu®ich modelech
jako PxP model (ObrazeK 2.p), ktery shrneme pozd¥ji v této kapitole.
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Obrazek 2.5: Entropie provazani stav- v zavislosti na energii v PxP modelu (Choi

a kol., |2019). Stavy QMBS maji vyrazn¥ ni®? entropii provazani. Je zde velmi
dob°e vid¥t struktura v¥°e stav-.

2.2.3 Entropie provazani

fastym zp-sobem jak identi kovat stavy QMBS je se podivat na entropii
provazani, ktera u stav- QMBS déava vyrazn¥ odlizné hodnoty ne° okolni ergo-
dické stavy. Na rozdil od hledani periodickych revival- nam entropie provazani
umo®-uje najit i izolované QMBS (vlastni stavy). Dale v p°ipad¥ °e je v systému
QMBS jako v¥° stav- tak by tyto v¥°e m¥ly viditeln¥ odd¥leny od ergodickych
stav-. Na grafech entropie provazani stavy QMBS okam®it¥ vy£nivaji svymi ni°-
2imi hodnotami jako anomalni uprost®ed chaotické £asti spektra, viz obrazek 2.6:

(a) L= 14

__ o8t
E
= 0.7-
_"::I
I-:I.
B 0.6}
v

0.5+

L [ ] I 1 1
2 4 6 8 10 12 14

E

Obrazek 2.6: Normalizovana entropie provazani v zavislosti na energii stavu v
AKLT modelu (Moudgalya a kol., 2018b). QMBS stavy jsou zde viditeln¥ odlizené

od ostatnich chaotickych stav-. Obzvld2t stav naE = 6, ktery néle®i do v¥°e
stav-.

Pro zade novani entropie provazani pot°ebujeme nejd°iv zavést parcialni stopu.
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De nice 18 (Parcialni stopa). Parcialni stopa Tr je linearni zobrazeni, ktera
provede stopu p°es podsystéAt

Tra:L(A B)Y L(B)
T akowe % :
Tra(R S)= Tr(R)S 8R2A;, 852B

Kde A,B jsou vektorové prostory aL(A), L(B) jsou prostory v2ech linearnich
operaci na A a B (Pro Ufely této prace to budou vedy matice). Tato de nice
parcialni stopu de nuje jednozna£n¥.

De nice 19 (entropie provazani) Von-Neumannovu entropii provazani zavadime
pro stav s matici hustoty g = jABIhABj. Redukovanou matici hustoty stavu
AB znafime 5 =Tr gjJABIhAB|. entropie provazaniS( ag) je pak dana:

S(ag)= Tr( alog( a))= Tr( slog( &)) (2.8)

Vidime, °e pro vypo£et entropie provazani nezale® na po°adi stopovani.
Kvantov¥ provazané stavy jsou z de nice stavy takove, kdy stav nelze zapsat jako
tensorovy sou£in stav- podsystém-, aneb nejsou separabilni. Pro separabilni sys-
témy jsou redukované matice hustoty £isté stavy a proto pro n¥ entropie provazani
vyjde vedy nula. Tato vlastnost nam d¥la z takto zade nované entropie provazani
dobrou miru provazani.

ETH nam p°edpovida, °e pro ergodické systémy bude £asovy vyvoj redukovana
matice hustoty malého podsystému ™) p°ibli°n¥ rovna Gibbsov¥ matici hustoty

G-

1
c= e H (2.9)
Mikrokanonick& p°edpov¥a pro parcialni stopu v termodynamické limit¥:
Iim W) =Trs(e) ¢ (2.10)

Kde Z je partiEni suma, inverzni teplota asociovana s p-vodnim stavem drg

je vy2e popsana parcialni stopa p°es zbytek systému. Diky tomuto m-°eme d¥lat
p°edpov¥a pro velikost entropie provazani z tabulky 2.1. Pro ergodické (terméini)
stavy se nam entropie provazani 2kaluji podle velkosti obsahu podsystému,
zatimco zakladni a siln¥ excitované stavy se 2kaluji podle plochu (podobsahu)

podsystému. Stavy QMBS se nam takto odd¥luji jako stavy, které s velikosti
podsystému 2kaluji velikost entropie provazani viditeln¥ mén¥ ne® okolni chaotické
stavy.

2.3 Modely zjizvenych systém:

V této podkapitole ve struEnosti p°edstavime oba p°istupy k studiu QMBS,
se kterymi se setkavame v £lancich.
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2.3.1 QMBS na PxP

V odbornych £lancich o QMBS se nejfast¥ji setkavdme s jizvami na PxP mo-
delech, ktery je vyrazn¥ jednodu?i ne® AKLT modely a dob°e nam popisuje
simulace z prace|(Bernien a kol., 2017). Jde o model °etizku, na kterém je ka°da
£astice buo v zakladnim i , nebo exitovanénj+i stavu. PxP model se vyzna£uje
podminkou, % v °etizku nemohou byt vedle sebe dva exitované stavy. Jak jsme
psali vie tak model PxP je uEebnicovym p°ikladem systému s QMBS v podob¥
NéelovaZ, stavu viz obrazek 2.J7. Na grafu projekce na Néel-Z, stav vidime
veP stav- a pak na grafu entropie provazani vidime, % stavy, které maji nejv¥tzi
projekci naZ,, maji anomaln¥ nizké hodnoty entropie provazani.

(a) 6 -

140
120
100

G

) 40

logg [{Z2 | ¢>|2

Obrazek 2.7:(a) Entropie provazani S a (b) projekce na NéelovyZ, stavy v
zavislosti na energii vlastnich stav-. (Turner a kol.,[ 2018c). Barva zna£i hustotu
stav-. Na grafu (b) vidime strukturu v¥°i stav-, kde vy22i hodnoty projekce na

Z, jsou p°esn¥ ekvidistantn¥ rozd¥lené a i stavy s ni°i projekci se hromadi kolem
struktury t¥chto v¥°i. Na grafu (a) zase vidime, °e entropie provazani identi kuje
stavy, které pak na druhém grafu maji nejv¥t2i hodnoty projekce né,.
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Hamiltonian PxP modelu pro °etizek velikostiL je dan vztahem:

x
H = ﬁikHl ﬁi+2 (211)
i=1
Kde operatory X ;, ¥ 2i, jsou Pauliho operéatory a operator P je dan p°edpisem:
P, =1 2,). Operatory vyjad°ime v bazi excitovanychj+i; a zakladnich stav-
ji i.V této bazi jsou operatory:

Ri=j+ithji+ji ihj (2.12)
2i = j+ish+ji jioihj; (2.13)

a potom
P.=ji ihj: (2.14)

P-sobeni operatoruX ; ndm na i-té £astici p°ehodi excitovanou £&stici do za-
kladniho stavu a naopak. OperatoryP; potom zajiz' uji podminku neexistence
dvou excitovanych stav- vedle sebe.

[ o] o] @) OeCe e

0 1 2 3 4 5 6 Dz
Obrazek 2.8: Struktura stav- na °etizkuL = 6. Obrazek ukazuje v2echny do-
stupné stavy v tomto modelu a v2echny mo°né p°echody mezi nimi. Na levém

konci mame stavZ, a na pravémZ3. Dz, je pofet p°echodu pro zm¥nZ, na
Dz,. (Turner a kol., 2018b)

QMBS hleddme po vzoru (Bernien a kal., 2017) jako Néel-¥, stav, ktery
ma strukturu st°idajicich se excitovanych £astic a £4stic v zakladnim stavzl, =
j+ + + mmiazZi=j + + +:ijsou tyto Néelovy stavy, kde pozorujeme
periodické revivaly viz obrazeK 2]3. Podobné efekty pozorujeme i u obecn¥j2ich
stavu Zy, které maji excitovanou ka°dou k-tou £astici. 3 = j + + ).
Z grafu vidime, °%¢ PxP model dob°e odpovida semipoissonoyskézlo®eni
NNSD a pro rostouci L se bli°i wigner-dysonovskému. NNDS se siln¥ odli2zuje

“Rozd¥leni popsané Brodyho rozd¥lenim parametrefd <! < 1, popisuje spektralni statis-
tiku smi2enych systém-
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od poissonovského a proto v PxP modelu nehledame integrabilitu a ma smysl se
divat na p°edpov¥di ETH. Graf z obrazkd 2.0 ndm ukazuje Perésovu m°i°, kde
vidime, %e se stavy, které maji vysoké projekce na QMBS, vymykaji p°edpov¥di
ETH.

Obrazek 2.9: Spektralni statistika PxP modelu| (Turner a kol/, 2018b). Na v¥t2im
grafu mame NNDS pro PxP modely s délkou °etizku L. P°eru2ované £ary jsou
NNDS pro regularni (P - Poisson), mixované (SP - SemiPoisson) a chaotické (WD
- Wigner Dison) spektra. V men2im grafu vidime hustotu stav- v zavislosti na
energii.

Canonical

—10 0 10
E

Obrazek 2.10: Peresova m°i® pro PxP modells = 30 .Vyrazné naru2eni ETH
na st°edni hodnot¥ operatori? ;. Modrou £arou je vyznafena termodynamicka
p°edpov¥a pro hodnotuZ ; v zavislosti na energii.
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2.3.2 QMBS na Dickeho modelu

Nakonec této kapitoly p°edstavime Upln¥ jiny p°istup k QMBS. V préaci
(Pilatowsky-Cameo a kol.,| 2022) aplikuji metody inspirované jedno£asticovymi
jizvami. Stavy QMBS se studuji na zaklad¥ jejich lokalizace na fazového prostoru
v semiklasickeé limit¥.

Pro aplikaci t¥chto metod si auto®i £lanku zvolily Dickeho model, ktery po-
pisuje pln¥ provazany systém interagujicich £4stic popsanymi dvouhladinovymi
systémy, které krom¥ vzajemnych interakci interaguji i s vn¥j2im polem. Dickeho
hamiltonian ma tvar:

A = lava+ 1,3, + %(au ag,. +3 ), (2.15)

kde N je pofet £astic v systémud’, & jsou bosonové krea£ni a anihilaEni opera-
tory, operatory momentu hybnosti

3 =3, 3§, al, jsou operatory kolektivniho pseudospinu, které nam popisuii
fastice.N je pofet £astic v systému! je parametr radiaEni frekvence pole a
I je frekvence p°echodu dvou stavové £astice v systému. Parametpopisuje
interakce £astic s polem. Dickeho model by zvolen kv:li dob°e proveditelné kla-
sické limit¥. Klasickou limitu provedeme v Glauberov¥ bosonovych a Blochov¥
atomovych koherentnich stavech

xi =jo;p j QiPi (2.16)
s
A | 5 5
hg = hx“qux' = S0P+ Q)+ J(PPrQ)+2Q 1 P ;Q Lo (2.17)
Kde Glauberovy a Blochovy stavy jsou:
Os : 1
joii = e AT exp@ L (q+ ip)a’A o (2.18)

'y : !
jopi= 1 P2 o p(_Q_Zj“F',P)ng i i (2.19)

Fazovy prostor je zde omezeny podminkd®? Q? 4. Podminkou na energii
(hg ), kde je hodnota energie, se nam de nuji klasické nadplochy konstantni
energie.
Lokalizaci studujeme na Husimiho funkci spo£itané na vlastnich stavech Dic-
keho modelu. Husimiho funkce je de novana jako:

Qn(x) = IjAjxi (2.20)

Husimiho funkce vlastniho stavu dostaneme dosazenim matice hustoty vlast-
niho stavu do vzorce® = jEihEj. Husimiho funkci na vlastnim stavu znafime
Qx(x). Pro vizualizaci lokalizaci pak do graf- vykreslujeme projekci mocniny
Husimiho funkce vlastniho stavu na podprosto(P;Q), kterou vypo£teme nasle-
dujicim zp-sobem:

zZz
Q(P;Q) = dqdp (ha(x)  K)Qk(X) ; (2.21)
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kde je exponent, ktery umo®-uje na obrazcich zvyraznit bua oblasti, kde jsou
hodnoty Husimiho funkce nejvy?i, nebo naopak sni°t kontrast. A hodnotay je
normalizovana energie vlastniho stavi. Pokud vyu®ijeme podminky zachovava-
jici se energie, tak m-°eme vyjad°itq jako funkci (p;Q;P) a tim se zbavit jedné
integrace, co® podstatn¥ zrychli a zp°esni vypo£ty.

V préaci (Pilatowsky-Cameo a kol.,| 2022) se vlastni stavy pro bli°2 hledani
QMBS volily na z&klad¥ miry lokalizace nazyvané Rényiho okupace, ktera vychazi
z Rényho entropie a je v £lanku detailn¥ popsana. Na obrazku 2.11 jsou vykresleny
t°i stavy, které byly na zéklad¥ Rényiho okupaci nejlépe lokalizované.

(A1) k = 10303,a = 1.0 [(A2) k = 10303, = 2.0

(B0) £ = 10196,a — 0.5 |(B1) k = 10196, 0 — 1.0 | (B2) k = 10196, — 2.0

0.8 :
P
~0.8} :
(C0) k= 940,a =03

(C1) k=9440,0 = 1.0 [(C2) k = 9440, = 2.0

—JQI

Obrazek 2.11: Projekce Husimiho funkc®,(P; Q) viz vzorec [2.21). Jsou zde
vykresleny stavy A(k = 10303), B(k = 10196) a C(k = 9440), které jsou t°i
nejlépe lokalizované stavy v systéemu, na r-znych hodnotach. Pro =2 byly

na obrazku £erven¥ vyzna£eny periodické trajektorie, které £lanek p°i°azuje jed-
notlivym stav-m.

Pro kontrast na obrazku[2.IP vidime stejné vykresleni Husimiho funkce pro
dva stavy, které maji nizkou miru lokalizace a pro ndhodny nevlastni stav tvo°eny
gaussovskym balikem.

Prace (Pilatowsky-Cameo a kol., 2022) dale studuje vyznaEené periodické tra-
jektorie, které identi kuje jako nestabilni trajektorie (izolované periodické trajek-
torie v chaotickych oblastech). Ukazuje se, °e takto nalezené stavy QMBS jsou
p°imou analogii jedno£asticovych jizev, které jsou de nované svou lokalizaci ko-
lem nestabilnich periodickych trajektorii.
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(GO)k=973La=05 |(GL)k=973La=10 |(G2)k=07La=20
0.8—

0.3 \ ___J

(HO)k=9324,a=0.5 |[(H1)k=9324,a=1.0 |(H2)k=9324,a =20

or A

P| W |

T

Random State
R2)a = 2.0

-1 Q 1
Obrazek 2.12: Projekce Husimiho funkc®, (P; Q) viz vzorec [2.21). Jsou zde

vykresleny stavy G(k = 9731), H(k = 9324), které ilustruji mélo lokalizované
stavy v systému a dale nahodny nevlastni staR.
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3. Mnoho£asticové kvantove
jizveni na Lipkinovych modelech

V této kapitole p°edstavime postup pro identi kaci stav- izolovanych QMBS
Lipkinova modelu. Postup by m¥l byt aplikovatelny na libovolny model, kde lze
rozumn¥ zavést entropie provazani. Nejprve zavedeme model a jeho parametri-
zace, které maji chaotické £4sti spektra a poté zde podrobn¥ popi2eme realizaci
metod pro identi kaci stav- QMBS. Nakonec se podivdme na klasickou limitu,
kde na Husimiho funkci budeme studovat lokalizaci stav-, které jsme identi ko-
vali jako QMBS.

3.1 Lipkin-v model

V této praci budeme aplikovat vy?e zmin¥né metody na speci cké verze Lip-
kinova modelu, ktery ve struEnosti popi2eme v této kapitole. Lipkin-v model
je variantou Isingova spinového modelu, kde interakce mezi £asticemi ma neko-
ne£ny dosah. Interaguji spolu v2echny £astice a to stejnou silou. T¥mto model-m
se °ik& "pIn¥ propojené"(“fully connected’)(Cejnar a kol., 2021). PIn¥ propojena
verze Isingova modelu se popisuje obecnym hamiltonianem:

AX A A
=B 7i<i0 )((I) )((IO) = Bl NJXZ-'_ Z;
kde B je koe cient jedno£asticové interakce individuélnich spin- nap°®iklad s vn¥j-
2jm polem aA je koe cient pro interakce mezi £asticemi. {!) jsou Pauliho matice
a Jy, J, kolektivni operatory momentu hybnosti. Pofet £astitN = 15 kdej (j +1)
je kvantové £islo odpovidajici operatord?. Operatory spl-uji komuta£ni relace:

(3.1)

[Ja;Jb] = achc
[H; 3% =[Ja; 3% = 0:
Sila interakce roste s pof£tem £astid a proto je zde normovana, aby interakEni

£len nebyl kompletn¥ dominantni v IimitdN! 1 . V literatu®e se Lipkin-v model
objevuje v rozzi°eném tvaru:

(3.2)

#
N 2
Parametr nam zde udava silu interakce a paramety je dal2im parametrem

systému.

Lipkin-v model byl pro tuto praci zvolen proto®e jde o model, kde Ize dob°e
provést klasickou limitu a je velmi blizko vy2e zmi-ovanému Dickeho modelu.
Lipkin-v model méa jeden stupe- volnosti a tedy £ist¥ regularni spektrum. ETH
a jeho naru2eni v podob¥ QMBS vy®aduji abychom m¥li chaotické spektrum, a
proto pouCijeme 2-Lipkin-v model (2- uid Lipkin model) se dv¥ma stupni vol-
nosti, ktery ma pro n¥které parametry i chaotické £asti spektra.
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3.2 Dva a vicenasobné Lipkinovy modely

V této praci budeme aplikovat vy2e zmin¥né metody identi kace QMBS na
rozzi°eni Lipkinova. Standartni Lipkin-v model neobsahuje ve svém spektru cha-
otickou £ast. Proto vyu®ijeme roz2i°eni prezentované v £lanku (Garcia-Ramos
a kol.,12016). Tam je popsany 2-Lipkin model, ktery je vystav¥ny nad algebrou
u(2) u(2) narozdil od standardniho Lipkinova modelu, ktery je popsan algebrou
u(2).

Toto analytické rozzi°eni budeme v této praci dale extrapolovat na t°i a vice
nasobné verzey(2) u(2) u(2):::) u kterych je vyrazn¥j2i rozdil mezi chaotic-
kou a regularni £asti spektra. | pro men?i velikosti systému m-°eme najit velké
£asti spektra, kde jsme schopni s jistotou °ici, °e jde o chaotické spektrum. Toto
nadm umo®ni identi kovat zjizvené stavy i na systémech s men2im pof£tem £astic
ne® by bylo mo®°né pro 2-Lipkin-v model.

Nevyhodou t¥chto vicenasobnych Lipkinovych model- je vy22i po£et stup-- vol-
nosti. P°i provedeni klasické limity dostdvame pro x-Lipkin-v model2x dimenzi
fazového prostoru. Pokud bychom cht¥li po£itat Husimiho funkce popsané v ka-
pitole 2.3.2 tak bychom dostali vicenasobnou integraci, kterd neni dob°e optima-
lizovana a jeji vypo£et by byl vyrazn¥ del?i ne® na 2-Lipkinov¥ modelu, kde si
vystafime s jednim integralem.

3.2.1 2-Lipkin-v model

V¥t2ina této prace se bude v¥novat 2-Lipkinovu modelu, ktery popisuje cho-
vani dvou interagujicich Lipkinovych model- nebo Upravu, kdy v Lipkinov¥ mo-
delu mame dva r-zné vibragEni mody. 2-Lipkin-v model byl zvolen kv:li p°itom-
nosti chaotické a regularni £asti ve svém spektru. Také proto, % jde o systém,
ktery Ize jednodu2e rozd¥lit na dva interagujici podsystémy, co® nam dava jed-
noduchou a p°imo£arou cestu jak zavest parcialni stopy p°i vypo£tu entropie
provazani.

Jeho konstrukci ud¥lame po vzoru praci (Garcia-Ramos a kol., 2016) a (Garfia-
Ramos a kol., 2017). V této praci zrychlen¥ p°edstavime konstrukci 2-Lipkinova
modelu z t¥chto £lank-. P°edstavim konstrukci v reprezentaci skalarnich boson..
V2echny £4asti hamiltonianu budou takto popsané kombinaci krea£nich a anihi-
lafEnich operéator- st sWy: tDy; 52): 1) 52)Y; 1Y které spl-uji komuta£ni
relace: o )

[S(I), S(J)y] — (i)
[t®; g0y = @)
[sV; 0] = [s1¥: )] = 0 (3.4)
[t®: 0] = [tOY; 10V] = 0;
kde horni indexy v kulatych zavorkach(i) jsou indexy podsystém-.
Sestavujeme hamiltonian ve tvardf}

1 X
H = x(n® + n®) ND 7 N@ Q012 Quaya) (3.5)

1V literatu®e se tento tvar nazyva Q-formalismus, ktery vychazi z jaderného modelu intera-
gujicich bosonu(Arima a lachello, 1981)
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a® = Oy (3.6)

— 1 2
Quays = (QF + Q%) (3.7)
QEiy)i) = s 4 MOy 4y 1 O¥0): (3.8)

Kde x;y1; Y- jsou volné parametry systtmuN® a N®@ jsou pofty £astic v jed-
notlivych podsystémech. Hamiltonian v této podob¥ neni nejobecn¥j?i verzi 2-
Lipkinova hamiltonianu. Konstrukce z Q formalismu nam xuje n¥které parame-
try. Upln¥ obecna verze a volba parametr- je popsana v £lanku (Garcia-Ramos
a kol., |2016). Hamiltonian vyjad°ime pomoci operator- momentu hybnosti spl-
—ujici komuta£ni relace:

[JS);JE,”] = achéi) (i) (3.9)

Mapovani mezi operatory momentu hybnosti{’ a operatory (3.4) se provede
Schwingerovou transformaci

30 = 30 = ;(ta)yt(i) S5y (3.10)
3O = gy (3.11)
30 = g0y (3.12)
IO = g0 4 50 (3.13)

) . ) N
le)i) =J0 + y (30 + 71): (3.14)

Operétorlef) vedy p-sobi na vybrany podsystém. Maji tvar tensorového sou£inu
operator- momentu hybnosti s operatorem identity| :

IV =31
Jlﬁl;) = | k I (3.15)
Cely hamiltonian méa pak tvar:
H = x JZ(1)+|\121+JZ(2)+I\|22
1 x N NTRE: (3.16)
el SN GG LR BTG CER)
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3.2.2 n-Lipkin model

Vicendsobné modely sestavime p°idavanim podsystém-. Stale budeme pro
jednoduchost vyuivat Q formalismu a budeme postupovat analogicky k vyze
ukazané konstrukci pro 2-Lipkin-v model. O dal?i podsystémy model rozzi°ime
nasledujicim zp-sobem:

1 x

= x4 n®en®) . SoiNe s No

Q(yl;yz;ysriir)Q(yl;yz;yszzz:) (3-17)

de: 1 (2) (©)]

Quaya) = (Quy + Q) + Q) (3.18)

N
Q) = Quny = I+ %P + 2H) (3.19)

Jlﬁl) =J | luz
Jlﬁz) =1 J¢ |l (3.20)

(i) —
J =1 ||_{ZL}Jk SO
k-1 krat

Na n-Lipkinovych modelech je Iépe rozliitelna chaoticka a regularni £ast spek-
tra. Také slou®i jako mo°nost demonstrovat vy?e zmin¥né metody pro systémy,
které maji vice podsystém:-.

3.2.3 Maticova reprezentace Lipkinovych model-

V této praci pracujeme s HamiltoniAinem v maticové reprezentaci. Pro jeho
konstrukci popi2eme v2echny stavebni vy?e popsané prvky v této reprezentaci
Operatory moment- hybnosti v maticové reprezentaci:

N @ _ .
ZW =7+ = Diagf (N i)gl,

(+1) !
J: = Diag fag @ (3.21)

2

N @

1)

N (C
J =Diag! 1)fbg_ N,

kde:
H1
NO N@ . 2
= (—— + +
a= (5 *+1) i(i+1) 522
N(l) N @ . # .
T(T+1) i(i 1)

Zde Diagf x;g,- znafi diagonalni matici kterd ma na diagonale prvky; s
indexy i jdouci od do . Diag"? fxig. a(Diag' Yfx;g_ ) jsou pak matice,
které maji nuly v2ude krom¥ prvku nad (pod) diagonélou, kde jsou prvky;.

S t¥mito stavebnimi prvky m-°eme poskladat cely hamiltonian dva a vicena-
sobnych Lipkinovych model-.
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3.3 QMBS na vicenasobnych Lipkinovych mo-
delech

V této £4sti prace p°edstavime na2e vysledky studovani QMBS na Lipkinovych
modelech a pouCité metody.

3.3.1 Metody poucité identi kace QMBS na vicenasob-
nych Lipkinovych modelech

Pro identi kaci stav- QMBS budeme studovat entropii provazani, ktera pro
stavy QMBS ma davat odlizné vysledky ne® pro stavy, které plati p°edpov¥a
ETH, jak jsme psali vy2e. Dale potvrdime, °e stavy, které jsme na zaklad¥ en-
tropie provazani identi kovali jako QMBS vyrazn¥ naru2uji ETH na st°ednich
hodnotach pozorovatelnych, které vykreslime do Peresovych mei°i.

Vicenasobné Lipkinovy modely maji jak chaotickou tak regularni £4st spektra,
proto p°ed samotnym studiem QMBS jako naru2eni ETH musime identi kovat,
ktera £ast spektra je chaotickad. Budeme zde i diskutovat vliv parametry; na
chaotiEnost spektra.

Identi kace chaotické £asti spektra

Pro nalezeni chaotické £4sti spektra pou®ijeme metodu z rovnjc (1.13), (1.14),
ktera porovna spektralni statistiky na2eho systému s pin¥ regularnim a chaotic-
kym. fasti spektra, pro které je < 0:05 oznafime za pIn¥ chaotické. V této
praci budeme vykreslovat v zavislosti na p°e2kdlované energii

Ei

&= o (3.23)
2

Tato 2kdla ndm d& energie na stejny interval pro libovolné velikosti systému,
c0o® nam umao®ni porovnavat grafy systéemu s r-znymi po£ty £astic. Maximalni
hodnoty energie pro tyto modely 2kaluji linearn¥ s po£tem £4astic v ka°dém pod-
systému.

Tato metoda méa problémy pro energie na krajich spektra, kde je vyrazn¥
ni°2j hustota stav- a  utikd daleko nad hodnotu 1. Pro Ufely této prace lze
dob°e aplikovat jeliko® nam jde p°evan¥ o nalezeni chaotické £asti spektra, které
se nachazi ve st°edu spektra. Na okrajich kolem extrém- pak mame velmi dob°e
regularni oblasti co bude z°ejmé na grafech entropie provazani a Perésovych m°i°i,
kde budou ofividné regularni struktury. D-le®itou otdzkou p°i pouCivani této
metody je pofet stav- v intervalu, na kterém d¥lam statistiku NNS. Pro moc
malé intervaly dostavame nep°esné vysledky p°i vypo£tu variance. Pro p°iliz velké
velikosti intervalu roz2i°ujeme vliv okoli na hodnotu v dané energii. Dochazi ke
zhlazeni grafu v obrazkili 3]1 a je h-°e poznat, kde za£in& a kon£i chaotické oblast
ve spektru.
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Obrazek 3.1: Mira chaosu v zavislosti na p°e2kalované energe pro 2-Lipkin-v
model s parametryfx = 0;5;y; = 1;y, = 0,59 a s velikostmi podsystém-
N; = N, = 70. fésti spektra, kde je velmi blizko nule jsou chaotické a £asti,
kde se bli°i nebo p°esahuji 1 jsou regularni.

Hledani parametr- y; s nejlépe viditelnymi stavy QMBS

Tuto metodu také pouCijeme pro nalezeni parametr-y; takovych, aby byla
chaoticka £ast spektra co nejv¥t2i a nejlépe odd¥lena od £asti regularni. Takové
parametry nachazime simulaci modelu pro °adu parametr-, kde potom spo£itame
hodnoty ve spektru. Potom vybereme sady parametr-, které maji nejvy?3i po-
£et hodnot pod n¥jakou hranici blizkou nule. Pro jednoduchost budeme v této
praci hledat pouze parametryy; a x nechavam pevn¥ na hodnot¥;5. Nakonec z
t¥chto sad parametr- vybereme ty, na kterych jsou nejlépe poznat stavy QMBS.
Pro Ufely hledani vhodnych parametr- stafi spustit vypo£ty pro ni®i velikosti
podsystém- pro zvy2eni vypo£etni rychlosti. Hledani jsme v této praci provad¥li
nejprve iteracemi po velkych krocich (zm¥ny parametr- o 0,2) a potom postupn¥
s menzimi kroky hledali na okoli optimalnich parametr- z p°edchozich iteraci.
Takto se poda’ilo najit hodnoty parametr:, pro které byla chaoticka oblast do-
state£n¥ velka, a kde byly dob°e vid¥t stavy QMBS.

Parametry v obrazku[3.1 nebyly nalezeny touto cestou, ale byly p°evzaty z
praci (Garcia-Ramos a kol., 2016) a (Garcia-Ramos a kol., 2017), kde auto°®i také
hledali chaotické £asti spektra. Tato konkrétni verze 2-Lipkinova modelu nam
bude slouCit jako startovaci bod pro demonstrovani t¥chto metod hledani jizev.
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Entropie provazani

Dale vypo£itam entropii provazani jak byla p°edstavena v kapitole 2.2.2 z
parcialnich stop matic hustoty vlastnich stav-.

S,

¥ . khaotickyl
AR o e -] region

&
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Obrazek 3.2: Entropie provazanE a trojndsobek miry chaoswB v zavislosti na
p°e2kalované energie pro 2-Lipkin-v model s parametry

fx = 0;5y, = 1;y, = 059 a s velikostmi podsystém-N; = N, = 70. Je
vyznaEena pln¥ chaoticka oblast urfena na zakla8¥a

Na obrazku je velmi dob°e vid¥t, které £4sti spektra jsou pln¥ chaotické a
které jsou smi2ené a regularni, podle struktur v hodnotach entropie provazani
S. V Reguléarnich oblastech jsou rozeznatelné n¥jaké struktury zatimco, v t¥ch
chaotickych se body hromadi na sob¥. Navic podle p°edpoklad- maji regularni
spektra ni°2i hodnoty entropie provazani ne® ty chaotické. Dale pokud porovname
entropie provazani s mirou chaoti£nosti, tak m-°eme p°imo vymezit chaotické
a regularni oblasti od t¥ch smi2enych. Tyto struktury ndm p°ipominaji Peresovy
m°i°e, kde st°edni hodnoty pozorovatelné jsou uspo°adané na regularni oblasti a
neuspo°adané na té chaoticke.

Pro lep?i £itelnost budeme v t¥chto obrazcich, kde prokladam hodnoty entro-
pie provazani mirou chaoti£nosti , nasobit miru chaotiEnosti n¥jakou konstan-
tou tak, aby =1 bylo na ose y grafu v maximu.

Stavy QMBS pak hledame jako stavy, které le®i v tém¥° pIn¥ chaotické ob-
lasti 0:1 a maji entropii provazani, ktera je bli°e regularnim stav-m ne°
okolnim stav-m uprost°ed chaotického spektra. | na obrazk( 3.2 vidime n¥kolik
bod- uprost®ed chaotické £asti spektra, které maji vyrazn¥ ni°? hodnoty entropie
provazani ne® okolni. Tyto body budeme brat jako potencialni stavy QMBS, na
které se zam¥°ime p°i dal?i analyze.

Po identi kaci stav-, které mohou byt QMBS na systému, ud¥lame Peresovy
m°i°® pro r-zné operatory a studujeme, zda dochazi pro tyto stavy k naru2eni
p°edpov¥di ETH.
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3.3.2 Vysledky studia QMBS na Lipkinovych modelech
2-Lipkin-v model

Obrazky vy?2e byli tvo°eny pro parametry z £lanku (Garcia-Ramos a ko|., 2016)
a (Garcia-Ramos a kol., 2017). V této podkapitole p°edstavime vysledky pro
parametry, které jsme optimalizovali, aby byla chaoticka £ast spektra co nejv¥ti.

S, 3

1.0

Obrazek 3.3: Entropie provazant a trojnasobek miry chaosu8 v zavislosti na
p°e2kalované energie pro 2-Lipkin-v model s parametry

fx =0;5y: = 1;13y, = 1,39 a s velikostmi podsystém-N; = N, = 70. Je
vyznaf£ena oblast < 0:1, ve které jsou dale hledany QMBS stavy.

Na obrazku[3.3, kde popisujeme Perésovu m°i® postavenou z operatoru mo-
mentu hybnosti J? na druhém podprostoru, m-°eme vid¥t, °e pro tyto parame-
try je chaotick& oblast spektra v¥t2i ne® v p°edchozim p°ipad¥ a je Iépe odd¥lena
od regulérnich £asti spektra. Také na 2ké&lované energik 0;39a entropiiS = 1;5
vidime stav, ktery jednozna£n¥ le° uprost®ed chaotické £asti spektra a jeho ent-
ropie provazaniS je vyrazn¥ ni°2i ne ta u okolnich bod-.

Pokud sestavime Perésovy m°i% pro tento 2-Lipkin-v model, viz obrazék 3.4, tak
m-°eme potvrdit, °e tento stav naru2uje ETH. Z rovnice ( mame p°edpov¥g,

% st°edni hodnoty operatoru budou funkci energie a pseudonahodné odchylky,
ktera by m¥la byt generovana Gaussovou distribuci. Pokud se podivame na ob-
razek[3.5, kde jsou Perésovy m°i°e z ostatnich operéator-, tak se ndm stav QMBS
neodli2zuje tak dob°e od ostatnich. | p°esto pro naru2eni ETH stafi najit jeden
operator, kde se st°edni hodnota nechova jako funkce energie stejn¥ jako u okol-
nich stav-.

Na obrazku[3.4 je z°ejm¥ vid¥t, °e stav ktery jsme identi kovali jako QMBS
le®i uvnit® chaotické £asti spektra a vyrazn¥ vy£niva svoji st°edni hodnotou ope-
ratoru.
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Obrazek 3.4: Peresova m°i° vystav¥na z operatod?. Stav QMBS je vyznagen
£ern¥.

<Z2>

I I I I
-1.0 -05 0.5 1.0

<J x1> <Jx2>

I I
-10 -05

I
-1.0

S20

=301

-30 F

Obrazek 3.5: Perésovy m°i° vystav¥né z operatoz®, z@ 30 32 Stav

QMBS je vyznafen £ern¥, kdg® = J( + &
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Déle se divame na to, jestli budeme schopni tento QMBS stav s anomalni en-
tanglement entropii a st°ednimi hodnotami v Perésovych m°i° najit pro vZechny
velikosti systému. Stale dreime stejné velikosti podsystémN® = N@ = N a
zv¥t2ujemeN . Pokud se podivame do energetické oblasti 2kalované energie kolem
bodu QMBS, 0;35 < e < 0;43 pro rzna N, tak zde £asto pozorujeme vyskyt
stav:, které siln¥ vybo£uji od p°edpov¥di ETH, které se viditeln¥ odli2uji od
ostatnich stav-.

Pro ka°dou hodnotu velikosti systétmuN vybereme v2echny stavy, které le°i v
intervalu p°e2kalované energid;35< e < 0;43 Pro tyto stavy spofteme st°edni
hodnotu operatoruhl@i. Z hodnot hJ{?i na tomto intervalu spo£teme pr-m¥r

M = . Operéator normujeme, aby pr-m¥r byl roven nule nasledujicim zp--
sobem:

_ @i ™M

= v .
Hodnota pr-m¥rné hodnoty M je zde linearn¥ rostouci s velikosti systému

N, z £eho° vyplyva, % st°edni hodnoty) @i se 2kaluji s velikosti podsystému

N . Na obrazku 3.6 vykreslime maximalni a minimalni hodnoth)i z intervalu

0;35< e < 0;43 a spo£itame variance 2, ze kterych vykreslime intervaly

i k; P+ k ) kdek =1;3:5.

hr? | (3.24)

Obrazek 3.6: Studium vychylekh‘rf(z)i na velikosti podsystémuN. Maximalni

hodnoty Mathrf(z)i pro ka°dé N jsou vykresleny jako modré body a minima
£ern¥.

Na obrazku 3.6 vidime, °e pro dostate£n¥ vysokd mame alespo- jeden stav,
ktery m& vyrazn¥ ni°2i hodnotu ne® ostatni stavy na tomto energetickém inter-
valu. Tyto hodnoty vybo£uji o vice ne°5 . Tyto stavy prohlasime za naru2eni
ETH a tedy i za QMBS. Pro nizkAN mame malo bod- v energetické intervalu,
a proto i vyrazn¥ v¥t? intervaly . | pro nizké hodnoty N m-°eme usoudit, °e
jsou tyto vyEnivajici body spi2e p°iznakem QMBS ne° statistickou odchylkou.

Maximalni hodnoty hT)((Z)i z grafu zde slou®i jako dobry odhad, kam a° padaji od-
chylky podle p°edpov¥di ETH. Na Peresovym me°i®ich nam maximalni hodnoty
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viditeln¥ nevybo£ovaly a stavy, které tyto hodnoty nabyvaly maji oEekavané hod-
noty entropie provazani. P°i srovnani vychylky shora i zdola vidime, °e minima
jsou skute£n¥ anomalni.

Na grafu 3.6 vidime, °e pokud pro n¥jakéN najdeme stav QMBS, tak jsme
schopni i pro jindN naijit stavy, které jsou na stejnych energiich stejn¥ odchylené
od p°edpov¥di ETH. Pozd¥ji na grafu 3.7 vidime i podobnost na entropiich pro-
vazani. Tyto stavy, které pro r-zna N nachazime na stejnych mistech v grafech
Peresovych mei®ich a entropiich provazani, m-°eme °ict °e pat°i ke stejné QMBS.
Pro jednu hodnotu N m-°eme mit na intervalu vice stav- QMBS, ale na ob-
razku 3.6 vykreslujeme pouze tu nejvyrazn¥ji. Nejvyrazn¥j2i QMBS nachazime
na hodnot¥hTf(2)i = 10 a pak vidime °adu QMBS na koIenhTf(Z)i = 8 Pro
stejné QMBS je v grafu odchylka od p°e2kalované st°edni hodnoty konstantni. Z
tohoto m-°eme usoudit, °@¢ QMBS s rostoucimN nezmizi.

Stejnou analyzu provedeme i pro entropie provazani, se stejnym normovanim:

S M

S= kdeM = S; (3.25)

Na stejném intervalu, tak pozorujeme, °e pro stejné hodnotiN se odd¥luji
body stejnym zp-sobem. Aneb proN, kde jsou siln¥ odd¥lené entropie, tak se
stejny stav vyrazn¥ odd¥luje i na Peresov¥ m°i°. V entropii provazani stavy
QMBS vice vybo£uji od ostatnich stav-, ale pro ov¥°eni naru2eni ETH pot°e-
bujeme provést analyzu i na Peresov¥ m°i°i.

V poslednich kapitolach této prace budeme studovat lokalizaci Husimiho funkce
na semiklasické limit¥ stav-, které jsme zde identi kovali jako QMBS.

Obrazek 3.7: Studium vychylek entropie provazans na velikosti systémuN .
Maximalni hodnoty pro danéN jsou vykresleny jako modré body a minima £ern¥.
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3-Lipkin-v model

Na vicenasobnych Lipkinovych modelech dostavame |épe rozlizené chaoticke a
regularni £asti spektra a jsme schopni najit stavy QMBS i p°i simulacich menzich
velikostech ne® v p°ipad¥ 2-Lipkinovych model-. Nevyhodou t¥chto vicenasob-
nych model- je pak p°idani extra dimenzi do n¥kterych vypo£t- a jak jsme psali
vy2e, tak to podstatn¥ znemo®-uje vykresleni lokalizace t¥chto stav- v semikla-
sické limit¥. V této podkapitole p°edstavime vysledky pro 3-Lipkinovy modely.

3-Lipkin-v model jsme zvolili s parametry: fx =0;5;y; =1;y, = 0;2;y3 =
1:1g. A velikost podsystétm- N; = N, = N3 = 11. S takto zvolenym 3-
Lipkinovych modelech jsme v kratkém vypo£etnim £ase byli schopni najit dob°e
de novanou chaotickou oblast a v ni dva izolované stavy QMBS.

Pro 3-Lipkin-v model mame volnost p°i vypo£tu entropii provazani, kdy v
systému se t°emi dob°e de novanymi podsystémy, neni jednozna£na cesta k pro-
vedeni parcialni stopy. V této praci jsme stopovali p°es ka°dy z podsystém: zvlaz
a potom porovnali vysledky v nasledujicim grafu 3.8.

Mod®e jsou znazorn¥ny hodnoty entropie provazani ziskané stopovanim p°es
prvni podsystém, alov¥ p°es druhy a zelen¥ p°es t°eti podsystém. Takto vypo-
£itané entropie provazani maji r-zné hodnoty, proto®e po£itaji miru provazani
mezi zvolenym podsystémem a zbylou dvojici. Na druhou stranu je chaoti£nost
nezavisla na stopovani, a proto pro v2echny t°i vypo£ty entropie provazani vidime
pravidelné struktury a neuspo®adané data ve stejnych £astech spektra.

Obrazek 3.8: Entropie provazanS stopované p°es v2echny podsystémy. Mod°e

jsou znazorn¥ny hodnoty entropie provazani ziskané stopovanim p°es prvni pod-
systém, alov¥ p°es druhy a zelen¥ p°es t°eti podsystém. VWkreslen je také pr-b¥h
indikatoru chaosu3 (Eervena £ara). Svislé 2edé £ary ohranifuji chaotickou ob-
last.
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Na obrazku 3.8 jsou vid¥t rozdily v jednotlivych entropiich a ja jejich tvaru
m-°eme rozlizit regularni a chaotické £4sti spektra. Vidime zde i n¥kolik stav- v
chaotické oblasti, které hodnotami entropie provazani vy£nivaji. Dale mira chao-
tiEnosti  zde jde v regularnich £astech spektra vysoko na 1 kv-li nizké hustot¥
dat.

Pokud se zam¥°im na chaotickou/smi2enou oblast obrdzku 3.8 (hodndly
e 0;6) tak jsme schopni najit dva izolované zjizvené stavy na hodnotach
e = 0;250a e = 0;215 viz obrazek 3.9. A vidime, °e tyto stavy byly vybrany
nezavisle na volb¥ podsystému pro provedeni parcialni stopy pro vypo£et entro-
pie provazani.

Obréazek 3.9: Entropie provazaniS ziskané stopovanim p°es prvni podsystém,
alov¥ p°es druhy a zelen¥ p°es t°eti podsystém. Wkreslen je také pr-b¥h indi-
katoru chaosu3 (£ervena £ara). Svislé 2edé £ary ohranifuji chaotickou oblast.
Zam¥°eni na oblasD e 0;6. Pozorujeme vybo£ujici stavy (adepty na jizvy)

s energiemie=0;250ae=0;215.

Déale m-°eme sestavit Peresovy m°i® pro r-zné operatory a zkontrolovat, zda
nam tyto dva stavy vybo£uji od ostatnich.

Na obrazku 3.10 vidime °e na tomto systému se stavy QMBS dob°e proje-
vuji i na Peresovych mei®ch, kde stejn¥ jako u entropie provazani, stavy QMBS
viditeln¥ vy£nivaji oproti okolnim stav-m.

Operator Z® je jednim z operator-, které se vyskytuji v konstrukci hamilto-
nianu a proto byl zvolen pro konstrukci Peresovy m°i°e.

Na grafu Peresovy m°i°e 3.10 jdou op¥t dob°e rozeznat chaotické £4sti spektra
od t¥ch regularnich. Zase pozorujeme uspo°adané struktury v regularni £asti a
hromad¥ni bod- v £4sti chaotické. Stavy QMBS jsou necharakteristicky mimo
ostatnich bod- v chaotické £asti spektra. Jejich anomalni hodnoty m-°eme pova-
%ovat za p°imé naru2eni ETH. Z toho obrazku to dokonce vypada jako by body
QMBS byly pokraEovanim regularnich struktur do chaotické £asti spektra.
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Obrézek 3.10: Peresova m°{° operatord® = JM + N1, St°edni hodnota opera-
toru Z® ve vlastnim stavujE,i na ose y a energi&€, na ose X.
Zjizvené stavy jsou zvyrazn¥ny v¥t2i £ernou te£kou.

Pokud se podivame na Peresovy m°i°e dal2ich operator-, viz obrazek 3.11, tak
m-°eme dojit ke stejnym zav¥r-m. Nezavisle na volb¥ operatoru, stavy QMBS
navazuji na n¥jakou strukturu z regularni £asti spektra a to i v p°ipadech, kdy
padnou p°imo doprost®ed chaotickych bod- v Peresov¥ m°i®. Na t¥chto obrazcich
Peresovych mei°i jsou vid¥t jasné rozdily ve volb¥ podsystému, na ktery p-sobime
operatorem, i p°es to, °e se lizi pouze o volbu paramets;. V Peresovych m°i®ich
generovanych operatory p-sobici na t°eti podprostor nam body QMBS le° na
stejné struktu®e, zatimco v ostatnich p°ipadech je ka°dy z nich na jiné.

Zde se nabizi diskuze, zda je zde naru?eni ETH jevem QMBS, nebo jestli jde
pouze o regularni £ast spektra, ktera le®i uprost°ed chaosu. Tyto mo°nosti se
navzajem nevylu£uji. V systému m-°eme mit jak QMBS tak regularitu uprost°ed
chaotické £asti spektra. Pro rozli2eni by bylo pot°eba se podivat do klasické limity
a diskutovat jestli se stavy lokalizuji na regularnich torech nebo na nestabilnich
periodickych orbitach.
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Obréazek 3.11: Perésovy m°i°e pro operatorg9;JM;z@; 32,7333 Vievo
operatory Z() a vpravo operatoryJ{). Stavy QMBS jsou vyznafené £ernou te£-
kou.
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3.4 Lokalizace 2-Lipkinova modelu v klasické li-
Mit¥

V p°edchozi kapitole jsme hledali stavy QMBS na zéklad¥ p°imého naruzeni
p°edpov¥di ETH. V této kapitole budeme studovat tyto stavy v klasické limit¥.
Pro vizualizaci pou®ijeme Husimiho funkci po vzoru prace (Pilatowsky-Cameo
a kol., 2022). V této praci nezavadime °4dnou miru lokalizace. | bez n¥jaké ob-
jektivni miry lokalizace jsme schopni odliit stavy, které jsme identi kovali jako
QMBS, jako anomalni.

3.4.1 Klasicka limita a Husimiho funkce

Pro sestaveni klasicke limity 2-Lipkinova modelu pou®ijeme Holstein-Primako oJo
mapovani (Macek a kol., 2019) na ka°dém podprostoru (pro p°ehlednost bez in-
dexu podsystém-1;2, které v této kapitole budeme psat dole)

J; = '\Z'(q2+ p?+1)

N A
Jo = 5(q+ip) 2 (¢+ )
N q (3.26)
J =5 ip) 2 (+p)
q__
Jx = ;(J+ +J )= qu 2 (¢f+p);
co° vede na klasicky hamiltonian 2-Lipkinova modelu
X 1 X
ha= 2@+ g
) (3.27)

q — q —
20 2 P} E+20 2 p3 B+ yu(of + pd)+ Yo+ p3)

Stavy pro Husimiho funkci pot°ebujeme stayxi sestaveny z Blochovich ato-
movych stav- pro ka°dy podprostor

jXi = joupii j ppoi; (3.28)
kde Blochovy atomové stavy maji tvar:
| 0 1
. 2 ’ 2 1 . .
jgpi = 1 (pz';q) exp@ q+'p2')j'+2A i i (3.29)
2 pf q

_Vyrazy g;pi se lizi od Blochovych atomovych stav- v kapitole 2.3.2 o faktor
2, aby to byly 2kalovany stejn¥ jako v p°edpisu klasické limity hamiltonianu.
Husimiho funkci Q, (p:1; &) po£itame vzorcem:
Zz

Qx(prian) = dadp (ha(x)  )Qk(X); (3.30)
kde Qk(X) = MXjEkihEgjXi, « je energie vlastnich stav-jExi a vektor x =

(u;p1;;p2). Pro vykreslovani mocnin Husimiho funkce budeme jednodu2e umoc-
-ovat Q, (P; Q), namisto mocnin v integraci.
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3.4.2 Lokalizace Husimiho funkce

Klasickou limitu a vypo£et Husimiho funkce provedeme pro 2-Lipkin-v model
s parametry (x = 0:5;y; = 1;13,y, = 1;39) jako v kapitole 3.3.2. pro velikosti
podsystém-N; = N, =31 aN; = N, = 16. Velikosti podsystém- byly zvoleny na
zaklad¥ analyzy v grafech 3.6, 3.7 tak, aby m¥ly co nejmenzi velikost podsystému
a nejvice vyEnivajici stav QMBS. Budeme vykreslovat stavy, které jsme identi-
kovali jako QMBS a pro srovnani také okolni stavy. Dale vykreslime regularni
stavy z obou konc- spektra, abychom m¥li porovnani stav- QMBS, ergodickych
2 a regularnich.

Obrazek 3.12: Projekce Husimiho funkc®, (p:; ), stav- QMBS (k = 613) a
okolnich stav-. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612, k=613, k=614, k=615)

Na obrazku 3.12 jsou vid¥t projekce Husimiho funkce podle vzorce (3.30). Z
tohoto obrazku neni jasné, jestli je stav QMBS Iépe lokalizovany ne® ty ostatni.
Pro lep?i vizualizaci vykreslime odmocninu z Husimiho funkce, ktera zvyzi kon-
trast a umao®ni ndm Iépe porovnavat, na jak velké £asti fazového prostoru se stav
nachazi.

q__
Obrazek 3.13: Odmocnina z projekce Husimiho funkceQ, (p:; th), stav- QMBS
(k = 613) a okolnich stav-. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612, k=613, k=614,
k=615)

Na obrazku 3.13 vidimaa, % se nam tento stav QMBS Iépe lokalizuje. Pro

dal?i porovnani vykreslime Q,(ps; ) i pro stavy z regularni £asti spektra. Do
obrazku3.14 vykreslime stavy s minimalnimi a maximalnimi energiemi.

Vidime, °e pro maximalni energie se stav lokalizuje na hranicich fdzového
prostoru. Pro minimalni energie jsou stavy lokalizované na zapornych hodnotach
0.. Dale na obrazku 3.15 srovnhame Husimiho funkce stav- QMBS pro r-zné
velikosti podsystémuN .

2Stav- v chaotické £asti spektra, které se chovaji podle p°edpov¥di ETH
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q —
Obrazek 3.14: Odmocnina z projekce Husimiho funkceQ, (p:; &), stav- stava z
regularnich £asti spektra.
Naho®e pro minimalni energie (k=1, k=2, k=3, k=4, k=5)
Dole pro maximalni energie (k=1014, k=1015, k=1016, k=1017, k=1018)

Obréazek 3.15: Projekce Husimiho funka®, (p:; o) Stav QMBS pro r-zné velikosti
podsystém-N. vlevo proN = 31 stavk = 613 av pravo proN = 16 stavk = 166

Tyto stavy jsme na zaklad¥ podobnosti z analyzy na Peresovych m°i®ich ozna-
£ily jako stejnou QMBS, viz 3.6. Na obrazku vidime, % tyto stavy vypadaji v
klasické limit¥ stejn¥. Timto si potvrzujeme, e tyto stavy m-°eme nazyvat za
realizaci stejné QMBS. Jsou na stejné normalizované energie, jsou na stejném
mist¥ na normalizované Peresov¥ m°i° a jejich semiklasicka limita vypada stejn¥.

Stav QMBS se na rozdil od okolnich chaotickych stavu lokalizuje také kolem
zapornych hodnotqg,, podobn¥ jako stavy minimalni energie. Pokud se vratime k
grafu Peresovy m°i°e 3.4, tak vidime, °e se tyto stavy QMBS nachazi na stejnych
hodnotach jako body s minimalni energii. Toto je dal?i signal indikator toho, °e by
tyto stavy QMBS mohli byt d-sledkem p°eCivajici regularni struktury v klasické
£asti spektra.
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Zav¥r

V prvni kapitole této prace jsme p°edstavili pojem chaos v jak klasickém tak
kvantovém p°ipad¥. V klasickém p°ipad¥ jsme dali d-raz na chaotickou dynamiku
na billiardech. V kapitolach o kvantovém chaosu jsme krom¥ stadardnich de nic,
p°edstavili i metody pro identi kaci chaotické £asti spektra v systému, ktery
ma jak chaotickou tak regularni £4sti spektra. P°edevzim vizualizace na zaklad¥
Peresovych meioi.

V druhé kapitole této prace jsme se v¥novali zavedeni fyzikalniho jevu kvan-
tového jizveni. Nejprve ve struEnosti pro jedno£asticove jizvy, které se vyznafuji
nestandardni lokalizaci kolem trajektorii nestabilnich periodickych orbit. Pokud
sestavime vinovy balik kolem t¥chto periodickych orbit tak pro jedno£asticové
jizvy pozorujeme i anomalni odolnost proti £asovému vyvoji.

V¥t2inu této kapitoly jsme se v¥novali mnoho£asticovym kvantovym jizvam
QMBS, které se projevuji jako stavy, které se vyrazn¥ odli2uji od p°edpov¥di ETH.
V druhé kapitole jsme se v¥novali p°edstaveni ETH a p°iklad-m jeho naru2eni
z £lank-. Pro QMBS jako nevlastni stavy je to zejména odolnost v-£i £asovému
vyvoji v podob¥ periodicky revival-, které jsou dob°e vid¥t pro PxP modely. Pro
identi kaci stav- QMBS se pou®iva entropie provazani, na které se vyrazn¥ odli2i
stavy, které maji vysokou projekci na nevlastni stavy QMBS a izolované QMBS,
které jsou vlastnimi stavy. Na konci druhé kapitoly jsme shrnuly metody studia
QMBS na zaklad¥ lokalizace v Husimiho semiklasické limit¥ na Dickeho modelu.

V posledni kapitole této prace jsme aplikovaly vy2e zmin¥né metody na jiné
modely ne° jsou uvad¥né v literatu®e. P°edstavili vicenasobné Lipkinovy modely,
které roz2i°uji Lipkinuv model o dal?i typy interagujici £astice. Tyto modely maji
ve spektru dob°e odd¥lenou chaotickou £ast spektra, na které m-°eme hledat
stavy QMBS. Pro 2-Lipkin-v a 3-Lipkin-v model jsme na zaklad¥ entropie pro-
vazani stavy, které jsou potencialnimi izolovanymi QMBS. Pro tyto stavy jsme
potvrdili, °e p°imo naru2uji ETH, vystavenim Peresovych m°i°i a porovnanim s
okolnimy ergodickymi stavy.

Pro 2-Lipkinovy stavy jsme provedly detailn¥j?i analyzu. Studovali jsme ano-
mality hodnot entropii provazani a st°ednich hodnot operator-, v zavislosti na
velikosti systému. Zde jsme pozorovaly podobnosti mezi stavy QMBS nap°i£ r-z-
nymi velikostmi systému. Nakonec jsme provedly klasickou limitu a vykreslily
Husimiho funkci na klasickém fazovém prostoru. Na Husimiho funkci jsme uka-
zaly, °e stavy, které jsme identi kovali jako QMBS vy£nivaji oproti okolnim ergo-
dickym stav-m. Stavy QMBS byli lokalizované na men?i £asti fazového prostoru
ne® okolni a i na Husimiho funkcich jsme pozorovali, °e jsou si tyto stavy velmi
podobné. Jak na Peresovych mei®ich, tak na Husimiho funkcich jsme pro tyto
stavy pozorovali podobnost stav-m s nizkymi energiemi z regularni £4asti spek-
tra. Toto naznatuje, °e by QMBS na 2-Lipkinov¥ modelu mohly byt symptomem
existence regularity uprost®ed chaotické £4sti spektra.

a7



Seznam pouCite literatury

Arima, A. alachello, F. (1981). The interacting boson modelAnnual Review
of Nuclear and Particle Science31(1), 75 105.

Bernien, H., Schwartz, S., Keesling, A., Levine, H., Omran, A,
Pichler, H., Choi, S., Zibrov, A. S., Endres, M., Greiner, M., Vu-
leti¢, V. a Lukin, M. D. (2017). Probing many-body dynamics on a 51-
atom quantum simulator. Nature, 551(7682), 579 584. ISSN 0028-0836. doi:
10.1038/nature24622.

Berry, M.  (2006). Quantum chaology, not quantum chaos?hysica Scripta 40,
335. doi: 10.1088/0031-8949/40/3/013.

Bohigas, O., Giannoni, M.-J. a Schmit, C. (1984). Characterization of
chaotic quantum spectra and universality of level uctuation laws. Physical
review letters 52(1), 1.

Bunimovich, L. (2007). Dynamical billiards. Scholarpedia 2(8), 1813.

Bunimovich, L. A. (2001). Mushrooms and other billiards with divided phase
space.Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science11(4), 802
808.

Cejnar, P., Stransk vy, P., Macek, M. a Kloc, M. (2021). Excited-state
guantum phase transitions.Journal of Physics A: Mathematical and Theoreti-
cal, 54(13), 133001.

Choi, S., Turner, C. J., Pichler, H., Ho, W. W., Michalilidis, A. A.,
Papi¢, Z., Serbyn, M., Lukin, M. D. a Abanin, D. A. (2019). Emergent
su(2) dynamics and perfect quantum many-body scar®hys. Rev. Lett, 122,
220603. doi: 10.1103/PhysRevLett.122.220603. URIttps://link.aps.org/
doi/10.1103/PhysRevLett.122.220603

D'Alessio, L., Kafri, Y., Polkovnikov, A. a Rigol, M. (2016). From
guantum chaos and eigenstate thermalization to statistical mechanics and ther-
modynamics. Advances in Physics65(3), 239 362.

Devaney, R. (2021). An Introduction to Chaotic Dynamical Systems ISBN
9780429280801. doi: 10.1201/9780429280801.

Garcia-Ramos, J. E., Pérez-Fernandez, P. a Arias, J. M. (2017).
Excited-state quantum phase transitions in a two- uid lipkin model. Phys.
Rev. C, 95, 054326. doi: 10.1103/PhysRevC.95.054326. URILtps://link.
aps.org/doi/10.1103/PhysRevC.95.054326 .

Garcia-Ramos, J.-E., Perez-Fernandez, P., Arias, J. a Freire, E.
(2016). Phase diagram of the two- uid lipkin model: A butter y catastrophe.
Physical Review € 93. doi: 10.1103/PhysRevC.93.034336.

48



Heller, E. J.  (1984). Bound-state eigenfunctions of classically chaotic hamil-
tonian systems: Scars of periodic orbitsPhys. Rev. Lett, 53, 1515 1518. doi:
10.1103/PhysRevLett.53.1515. URLhttps://link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRevlLett.53.1515 .

Kaplan, L. aHeller, E. (1998). Linear and nonlinear theory of eigenfunction
scars. Annals of Physics 264(2), 171 206.

Macek, M., Stransky, P., Leviatan, A. a Cejnar, P. (2019). Excited-
state quantum phase transitions in systems with two degrees of freedom. iii.
interacting boson systemsPhysical Review C99(6), 064323.

Moudgalya, S., Rachel, S., Bernevig, B. A. a Regnault, N. (2018a).
Exact excited states of nonintegrable modelsPhys. Rev. B 98, 235155. doi:
10.1103/PhysRevB.98.235155. URIhttps:/link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRevB.98.235155

Moudgalya, S., Regnault, N. a Bernevig, B. A.  (2018b). Entanglement of
exact excited states of a eck-kennedy-lieb-tasaki models: Exact results, many-
body scars, and violation of the strong eigenstate thermalization hypothesis.
Phys. Rev. B 98, 235156. doi: 10.1103/PhysRevB.98.235156. URIitps:
/Nink.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.98.235156

Moudgalya, S., Bernevig, B. A. a Regnault, N.  (2022). Quantum many-
body scars and hilbert space fragmentation: a review of exact resulBeports
on Progress in Physics85(8), 086501. doi: 10.1088/1361-6633/ac73a0. URL
https://dx.doi.org/10.1088/1361-6633/ac73a0

Percival, I.  (1973). Regular and irregular spectraJournal of Physics B: Atomic
and Molecular Physics6(9), L229.

Peres, A. (1984). New conserved quantities and test for regular spectrkhys.
Rev. Lett, 53, 1711 1713. doi: 10.1103/PhysRevLett.53.1711. URAhttps:
/Nink.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.53.1711

Pilatowsky-Cameo, S., Villasefior, D., Bastarrachea-Magnani,
M. A., Lerma-Hernandez, S., F. Santos, L. a Hirsch, J. G. (2022).
Identi cation of quantum scars via phase-space localization measureQuan-
tum, 6, 644. ISSN 2521-327X. doi: 10.22331/g-2022-02-08-644. URIps:
//doi.org/10.22331/q-2022-02-08-644

Poincaré, H. aPopp, B. (2017).The Three-Body Problem and the Equations of
Dynamics: Poincaré's Foundational Work on Dynamical Systems ThearAst-
rophysics and Space Science Library. Springer International Publishing. ISBN
9783319528991. URNDttps://books.google.cz/books?id=TjPbDgAAQBAJ

Rehemanjiang, A., Allgaier, M., Joyner, C., Miller, S., Sieber, M.,
Kuhl, U. a Stockmann, H.-J. (2016). Microwave realization of the gaussian
symplectic ensemblePhysical review letters117(6), 064101.

Rigol, M., Dunjko, V. a Olshanii, M. (2008). Thermalization and its me-
chanism for generic isolated quantum system®ature, 452(7189), 854 858.

49



Serbyn, M., Abanin, D. A. a Papi¢, Z. (2021). Quantum many-body scars
and weak breaking of ergodicityNature Physics 17(6), 675 685.

Srednicki, M.  (1999). The approach to thermal equilibrium in quantized chaotic
systems.Journal of Physics A: Mathematical and General32(7), 1163.

Stockmann, H.-J. (2010). Microwave billiards and quantum chaosScholarpe-
dia, 5(10), 10243.

Turner, C. J., Michailidis, A. A., Abanin, D. A., Serbyn, M. a Pa-
pi¢, Z. (2018a). Quantum scarred eigenstates in a rydberg atom chain:
Entanglement, breakdown of thermalization, and stability to perturbations.
Phys. Rev. B 98, 155134. doi: 10.1103/PhysRevB.98.155134. URtitps:
/Nink.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.98.155134

Turner, C. J., Michallidis, A. A., Abanin, D. A., Serbyn, M. a Papi¢,
Z. (2018b). Weak ergodicity breaking from quantum many-body scardlature
Physics 14(7), 745749. ISSN 1745-2481. doi: 10.1038/s41567-018-0137-5.
URL http://dx.doi.org/10.1038/s41567-018-0137-5

Turner, C., Michailidis, A., Abanin, D., Serbyn, M. a Papi¢, Z. (2018c).
Quantum scarred eigenstates in a rydberg atom chain: Entanglement, bre-
akdown of thermalization, and stability to perturbations. Physical Review B
98(15), 155134.

Vellekoop, M.  a Berglund, R.  (1994). On intervals, transitivity = choas.
The American Mathematical Monthly 101(4), 353 355. ISSN 00029890,
19300972. URLhttp://www.jstor.org/stable/2975629

Wang, Q.-Q., Tao, S.-J., Pan, W.-W., Chen, Z., Chen, G., Sun, K.,
Xu, J.-S., Xu, X.-Y., Han, Y.-J., Li, C.-F. a kol. (2022). Experimental
veri cation of generalized eigenstate thermalization hypothesis in an integrable
system. Light: Science & Applications 11(1), 194.

Wigner, E. P.  (1955). Characteristic vectors of bordered matrices with in nite
dimensions. Annals of Mathematics 62(3), 548 564. ISSN 0003486X. URL
http://www.jstor.org/stable/1970079

‘'eba, P. (1990). Wave chaos in singular quantum billiardPhys. Rev. Lett, 64,
1855 1858. doi: 10.1103/PhysRevLett.64.1855. URhitps://link.aps.org/
doi/10.1103/PhysRevLett.64.1855

50



Seznam obrazk-

1.1 Dynamickeé billiardy. (Stockmann, 2010)a) P°iklad integrabilniho
billiardu. Hranici tvo®i kru®nice (b) Bunimovi£-v stadion: p°iklad

chaotického billiardu . . . . .. ... ... ... ... . .. 8
1.2 P°iklad Peresovy m°i°e (modré body) prolo®ené mirou chaoti£nosti
(Eervend £ara), viz rovnice (1.13)). . . . . . .. ... ... ... 12

2.1 Jedno£asticové jizvy na Bunimovi£ov¥ stadionu (Heller, 1984) (a)
Hustota stav- na stadionu (b) Zvyrazn¥né periodické orbity pro-
lo°ené £arou pro ilustraci. (Stejny obrazek jako v (a) s zvy2enym
kontrastem pro lep?i £itelnost) . . . . .. ... ... L. 15

2.2 Fidelita jhg(0)jg(t)ij > na Bunimovifove stadionu. Mod°e gaussov-
sky balik kolem zjizveného stavu, £erven¥ nahodny stav po krat-
kém £ase. U zjizveného stavu vidime vyrazny navrat.(Serbyn a kol.,
2021) .. e 16

2.3 Fidelita Z, stavu v PxP modelech. Jsou zde vid¥t skoro dokonalé
revivaly. Stavy Z, pro malé hodnotyk byly oznaEeny jako QMBS.
(Turnerakol., 2018a) . .. ... .. ... . .. . ... ...... 19

2.4 Pcitomnost periodickych revival- v kvantové simulaci Rydberg-
atom- (Bernien a kol., 2017). Na ose x je £as od provedeni quenche
v simulaci. Na ose y je hustota doménové zdi, co® je hodnota,
ktera kvanti kuje 2anci na p°echod do uspo°®adaného stavu. Zde jde
konkrétn¥ o 2anci na p°echod do stavd,, ktery poté podrobn¥ji
popi2eme v kapitole o PxP modelech. . . . .. ... ... .... 20

2.5 Entropie provazani stav- v zavislosti na energii v PxP modelu
(Choi a kol., 2019). Stavy QMBS maji vyrazn¥ ni® entropii pro-
vazani. Je zde velmi dob°e vid¥t struktura v¥% stav-. . ... .. 21

2.6 Normalizovana entropie provazani v zavislosti na energii stavu v
AKLT modelu (Moudgalya a kol., 2018b). QMBS stavy jsou zde
viditeln¥ odlizené od ostatnich chaotickych stav-. Obzvla2t stav na
E =6, ktery nale®if do v¥°e stav-. . .. ... ... ........ 21

2.7 (a) Entropie provazani S a (b) projekce na NéelovyZ, stavy v
zavislosti na energii vlastnich stav-. (Turner a kol., 2018c). Barva
zna£i hustotu stav-. Na grafu(b) vidime strukturu v¥°i stav-, kde
vy22i hodnoty projekce naZ, jsou p°esn¥ ekvidistantn¥ rozd¥lené
a i stavy s ni°? projekci se hromadi kolem struktury t¥chto v¥°i.

Na grafu (a) zase vidime, °e entropie provazani identi kuje stavy,
které pak na druhém grafu maji nejv¥t2i hodnoty projekce nZ,. 23

2.8 Struktura stav- na °etizku L = 6. Obrazek ukazuje v2echny do-
stupné stavy v tomto modelu a vzechny mo°né p°echody mezi nimi.

Na levém konci mame stawZ, a na pravémz9. D, je pofet p°e-
chodu pro zm¥nuZ, naDz,. (Turner a kol., 2018b) . . . . . . .. 24

51



2.9 Spektrélni statistika PxP modelu (Turner a kol., 2018b). Na v¥t2im
grafu mame NNDS pro PxP modely s délkou °etizku L. P°eru2o-
vané £ary jsou NNDS pro regularni (P - Poisson), mixované (SP -
SemiPoisson) a chaotické (WD - Wigner Dison) spektra. V menzim
grafu vidime hustotu stav- v zavislosti na energii. . . .. .. ...

2.10 Peresova m°i°® pro PxP model & = 30 .Vyrazné naru2eni ETH
na st°edni hodnot¥ operator ;. Modrou £arou je vyzna£ena ter-
modynamicka p°edpov¥a pro hodnotl; v zavislosti na energi.

2.11 Projekce Husimiho funkc®, (P; Q) viz vzorec (2.21). Jsou zde vy-
kresleny stavyA(k = 10303), B(k = 10196) a C(k = 9440), které
jsou t°i nejlépe lokalizované stavy v systému, na r-znych hodno-
tach . Pro =2 byly na obrdzku £erven¥ vyzna£eny periodické
trajektorie, které £lanek p°i°azuje jednotlivym stav-m. . .. . ..

2.12 Projekce Husimiho funkceQ, (P; Q) viz vzorec (2.21). Jsou zde
vykresleny stavy G(k = 9731), H (k = 9324), které ilustruji malo
lokalizované stavy v systému a dale nahodny nevlastni std&. . .

3.1 Mira chaosu v zavislosti na p°e2kalované energe pro 2-Lipkin-v
model s parametryfx =0;5;y; =1;y, = 0;5g a s velikostmi pod-
systéem- N; = Nj = 70. féasti spektra, kde je velmi blizko nule
jsou chaotické a £asti, kde se bli° nebo p°esahuji 1 jsou regularni

3.2 Entropie provazaniS a trojnasobek miry chaosu3 v zavislosti
na p°ezkalované energie pro 2-Lipkin-v model s parametry fx =
05y1 =1;y, = 0,59 a s velikostmi podsystém-N; = N, = 70.
Je vyznafena pIn¥ chaoticka oblast urEena na zaklagya . . . .

3.3 Entropie provazaniS a trojnasobek miry chaosu3 v zavislosti
na p°e?kalované energie pro 2-Lipkin-v model s parametry fx =
0;5y1 =1;13y, = 1,39 a s velikostmi podsystém:-N; = N, =
70. Je vyznafena oblast< 0:1, ve které jsou dale hledany QMBS
Stavy. .. e

3.4 Peresova m°i® vystav¥na z operatord? . Stav QMBS je vyzna£en
Eern¥. . . . e

3.5 Perésovy m°i% vystav¥né z operatorz®, z@ Jm 3@ Stav
QMBS je vyznafen £ern¥, kdg® = J0+ 8% 00000

3.6 Studium vychylek hT(XZ)i na velikosti podsystémuN. Maximalni

hodnoty Mathf(Z)i pro ka°dé N jsou vykresleny jako modré body
aminima£ern¥. . . ...
3.7 Studium vychylek entropie provazaniS na velikosti systémuN .
Maximalni hodnoty pro danéN jsou vykresleny jako modré body
aminima£ern¥. . . ..
3.8 Entropie provazaniS stopované p°es v2echny podsystémy. Mod°e
jsou znazorn¥ny hodnoty entropie provazani ziskané stopovanim
p°es prvni podsystém, alov¥ p°es druhy a zelen¥ p°es t°eti pod-
systém. Wkreslen je také pr-b¥h indikatoru chaosu3 (£ervena
£ara). Svislé 2edé £ary ohranifuji chaotickou oblast. . . . . .. ..

52

25

25

27

28

. 34

35

36

40



3.9 Entropie provazaniS ziskané stopovanim p°es prvni podsystém,
alov¥ p°es druhy a zelen¥ p°es t°eti podsystém. \Wkreslen je také
pr-b¥h indikatoru chaosu 3 (£ervena £ara). Svislé 2edé £ary ohra-
ni€uji chaotickou oblast. Zam¥°eni na oblafti e 0;6. Pozoru-
jeme vybo£ujici stavy (adepty na jizvy) s energieme = 0;250 a
e=0;215. . ... 41

3.10 Peresova m°i® operatorz @ = J® + N1 St°edni hodnota operéa-
toru Z® ve vlastnim stavujE,i na ose y a energi€, na ose Xx.
Zjizvené stavy jsou zvyrazn¥ny v¥t?i £ernou tefkou. . . . . . . .. 42

3.11 Perésovy mei% pro operatonz®;JM;z®@:3@:7®. 30) Vievo
operatory Z() a vpravo operatoryJ{). Stavy QMBS jsou vyzna-
fené £ernou tefkou. . . ... . Lo 43

3.12 Projekce Husimiho funkceQ, (p1; &), stav: QMBS (k = 613) a
okolnich stav:. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612, k=613,
k=614, k=615) . . ... ... ... .. Qo 45

3.13 Odmocnina z projekce Husimiho funkce Q, (ps; &), stav- QMBS
(k = 613) a okolnich stav-. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612,
k=613, k=614, k=615) . ... ... .. qoti 45

3.14 Odmocnina z projekce Husimiho funkce Q, (p.; 1), Stav: stava z
regularnich £asti spektra. Naho®e pro minimalni energie (k=1, k=2,
k=3, k=4, k=5) Dole pro maximalni energie (k=1014, k=1015,
k=1016, k=1017,k=1018) . . . . . . . . . . .. ... .. 46

3.15 Projekce Husimiho funkce, (p:; ) Stav QMBS pro r-zné veli-
kosti podsystém: N. v levo proN = 31 stav k = 613 a v pravo
proN =16 stavk=166 . .. ... ... ... ... ......... 46

53



	Úvod
	Chaos
	Klasický chaos
	Definice chaosu
	(Ne)Integrabilita systémů
	Dynamické billiardy

	Kvantový chaos
	Náhodné matice
	Měření chaotičnosti kvantových systémů
	Peresovy mříže


	Kvantové jizvení
	Jednočásticové kvantové jizvy
	Mnohočásticové kvantové jizvy
	Hypotéza termalizace vlastních stavů (ETH)
	Periodické revivaly
	Entropie provázání

	Modely zjizvených systémů
	QMBS na PxP
	QMBS na Dickeho modelu


	Mnohočásticové kvantové jizvení na Lipkinových modelech
	Lipkinův model
	Dva a vícenásobné Lipkinovy modely
	2-Lipkinův model
	n-Lipkin model
	Maticová reprezentace Lipkinových modelů

	QMBS na vícenásobných Lipkinových modelech
	Metody použité identifikace QMBS na vícenásobných Lipkinových modelech
	Výsledky studia QMBS na Lipkinových modelech

	Lokalizace 2-Lipkinova modelu v klasické limitě
	Klasická limita a Husimiho funkce
	Lokalizace Husimiho funkce


	Závěr
	Seznam použité literatury

