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Chapter 1

Uvod a zakladni definice

V této kapitole vyslovime zakladni definice a jednoducha Lemmata. VétSinou
se budeme odkazovat na latku probiranou v prednasce Teorie miry a integralu a
uvedend tvrzeni - az na definici Sobolevovych prostorii - budou spise pfehledem
jiz znamého.

Umluva 1.1. Symbolem (a, b) rozumime vizdy omezeny otevieny interval (a,b).
Symbolem [ f(x) dx budeme v textu vzdy myslet Lebesguetv integral funkce f
a symbolem AFE lebesgueovu miru mnoziny F tak, jak jsou uvedeny napiiklad v

i

Definice 1.2. Necht p € [1,00). Funkce f je prvkem prostoru LF(a,b) pravé
tehdy, kdyz f je méritelné a plati:

/ab|f|p<00~

Na tomto prostoru definujeme normu

b
11l e= {] / I

Funkce f je prvkem prostoru L*°(a,b) pravé tehdy, kdyz f je méfitelna a existuje
konstanta M € R, ze pro skoro v8echna z € (a, b) plati:

|f(z)| < M.
Norma na tomto prostoru:
Il flloo := min{M : |f(z)| < M, pro skoro vSechna = € R}.

Véta 1.3 (Uplnost LP). Necht p € [1,00). Prostor LP(a,b) je tplng vzhledem k
normé || ||,-

Diikaz. Diikaz je znam z prednasky Teorie miry a integralu a navic je piehledné
popsan na strané 33 v [1]. O



Definice 1.4. Rikime, 7e funkce f lezi v O ((a, b)) (respektive C°((a, b))), pokud
existuje derivace (respektive vSechny derivace) f na (a,b) a f je spojita. Navic
pozadujeme, aby existovalo spojité rozsifeni f a prislusnych derivaci do bodu a a
b.

Definice 1.5. Rikéme, 7e funkce f je hladkd s nulou na kraji na intervalu (a, b),
pokud vSechny derivace f existuji a jsou spojité na (a,b) a navic existuje interval
[e,d] C (a,b) tak, ze f(z) = 0 pro kazdé x € (a,b) \ [¢,d].

Znacent: [ € C§°(a,b).

Po ujasnéni si pojmu muzeme nyni vyslovit definici Sobolevova prostoru.

Definice 1.6. Necht (a,b) je interval ap € [1,00). Funkce f je prvkem Sobolevova
prostoru WP (a,b) pravé tehdy, kdyz f € LP(a,b) a existuje funkce g € LP(a,b)
tak, ze

b b
JRCRUE ey W ORECE (1)
pro kazdou ¢ € C§°(a,b). Tuto funkci g budeme oznacovat f’.

Poznamka 1.7. Druhd podminka z definice znamend platnost vzorecku pro inte-
graci per partes s kteroukoli funkci z C$° (a,b). Tedy Ct(a,b) C WP (a,b).

Lemma 1.8. Necht 1 <g<p<oo a f€ W' (a,b). Pak f € Wh(a,b).

Diikaz. Sta¢i nam dokazat, ze f € LP(a,b) = f € L%(a,b). My ale vime:

/ab|f|q=/{|f|>1}|f|"+/{|f|<1}|f|qS/ab|f|p+/ab1:/ab|f|p+(b_a)<OO_

]

Nyni vyslovime jesté jednu vétu, kterd ndm velmi usnadni vétsinu dikazi.
Diky ni budeme moci viceméné zaménit konvergenci v prostoru L?(a, b) s bodovou
konvergenci.

Véta 1.9. Necht'l < p < oo a f, je posloupnost funkci z prostoru LP(a,b) takovd,
ze || fn— fll, = 0. Pak existuje vybrand podposloupnost f,, tak, Ze f,, — f skoro
vsude.

Diikaz. Budeme postupovat stejné jako v knize [1|. Volme ¢ > 0 a ozna¢me
E, :={z € (a,b) : |f(z) — fu(z)| > }. Potom vime, ze

AE, < / = FulPdN < |If = full2
B,

A tedy muzeme nalézt posloupnost n; < ny < n3 < ... tak, aby

)\{x € (a,b) : |f(x) = fu,(2)| = %} < 2%



Polozime-li nyni

A= Ulre@n e - nwi= 1},

k=j
je A1 D Ay D A3z D ..., a piitom AA; < Zk%k < 00, a tedy pro B := ﬂ;’ozl A;
plati:

= ‘ :0.

1 1
_k ]—)00 2.7

AB = lim AA; < lim

Jim M < Jim D5
A tedy nam sta¢i dokazat, ze f, () — f(z) pro = € (a,b)\B. Pro kazdé ¢ > 0
vSak existuje j € N tak, ze mnozinu (a, b)\ A; mohu psat jako:

@0 = {s€ @h): 1)~ ful < 1 |-

k=j

A je-li ko > max(j, 1), pak uz pro vSechna k > ko dostavame

f(@) = fu (2)] < % <
]

Na zavér kapitoly pfiddme definici aproximativni spojitosti, ktera nahradi v
Sesté kapitole bodovou spojitost.

Definice 1.10. Necht z € R. Ozna¢me U,, := (z — r,z + r)\{z} okoli bodu
2. Funkce f definovana na U,, se nazve aprozimativné spojitd v z, existuje-li
méfitelnd mnozina M C R tak, ze

. AMnU,,)
lim 2 2=
0t A(Usy) ’

a navic

lim f(z) = [(2).

r—z,2EM
Je-li f aproximativné spojita v kazdém z € (a, b), fikdme, Ze f je aprozimativné
spojitd v (a,b).

Jesté budeme potiebovat hustotu spojitych funci v L? (viz [1]). Pro pohodli
Cétenafe struéné naznac¢ime i dukaz.

Véta 1.11. Necht 1 < p < oo a f € LP(a,b). Pak existuje posloupnost spojitijch
funkci takovd, Ze || f, — f|l, — 0.

Diikaz. Tvrzeni stac¢i dokézat pouze pro jednoduché funkce, a tedy pouze pro
charakteristické funkce mnoziny. Libovolnou charakteristickou funkci méritelné
mnoziny muzeme aproximovat charakteristickou funkci oteviené mnoziny a tu
muzeme velmi snadno aproximovat spojitou funkei. Il



Chapter 2

Zakladni vlastnosti Sobolevovych
prostort jedné dimenze

Na konci této kapitoly vyslovime velmi dulezitou vétu o uplnosti Sobolevovych
prostori. Napred vSak bude nutné sestrojit potiebny aparat. Zacneme definici
konvoluce a zhlazovaciho konvolu¢niho jadra a popisem zakladnich vlastnosti.

Definice 2.1. Necht f, g jsou méfitelné funkce na R. Maéa-li pro skoro vSechna
x € R smysl vyraz

frg(x) = /_Oo flz—y)g(y) dy,

nazyva se funkce f * g konvoluci funkci f a g.

Véta 2.2 (zobecnénd Youngova nerovnost). Necht 1 < p,q,r < oo, % +% =1+ %
Je-li [ € LP(R),g € LYR), je f+xg = g=x* [ definovina skoro vSude, je prvkem
L'(R) a [lf * gllr < [[fllpllgllq-

Ditkaz. Ozna¢me f = |f|P, § = |g|9. Potom funkce f a g lezi v L'. S pouzitim
Fubiniovy véty je ziejmé konvoluce f * § definovana skoro vsude a nalezi do L .
Pro pevné x pak pouzitim Hélderovy nerovnosti dostaneme:

[ 1=t ] < [ 11 -0 la)l ™ (15 - 0Fa) dy

1

([ 1= wriatirar)’

=1/l Nlglla™ ((F % 3)())7.

Predposledni nerovnost plyne z faktu, ze

3=

r— r— 1
p+ g .

pr qr r



Tedy f * g je definovana skoro v8ude a Fubiniova véta dava:

[ o= [ ([ ie-wawar) ao= [ ([ ite=u ) o) ds= 111500l

Tedy s pouzitim (2.1)

1f *gllr = /‘/fx— y)dy|

< AP lgllg AN g NG = 11 gl

dx < |If1E 7]l / (F*§)(x)) do <

Definice 2.3. Necht funkce v je zadefinovana nasledujicim piedpisem:

o explii) el <1

o= {

kde a je takova konstanta, ze [ t(z) dx = 1. Zadefinujeme-li dale funkci
;=7 -¢(j - x), nazveme tuto funkei zhlazovaci konvolucni jadro.

Poznamka 2.4.
(1) Substituci dostaneme, Ze [, 1;(x) dz =1 pro kazdé j € N.

(2) Kazdd z funkci 1; je nekonecné diferencovatelnd.

Lemma 2.5. Necht p € [1,00), [ € LP(R) a k € N. Potom pro 1 zhlazovaci
konvolucnt jadro plati: ¢y x [ € LP(R) a

[0 fllp < ([ f]lp-

Dikaz. Podle Véty 2.2 pror = p a ¢ = 1 mame:

[ fllp < I lollelle < 11,
nebot ||¢ll1 = 1. O

Druha velka véta predchézejici vété o vnoreni popisuje konvergenci konvoluce
funkci a je stézejni pro provedeni dikazu této véty. Izde se nechame pii dokazovani
inspirovat [1].

Véta 2.6. Necht p € [1,00) a f € LP(a,b), a < b. (Pro icely definice konvoluce
uvazugme [ =0 mimo (a,b)). Necht ddle 1y je zhlazovaci konvolucéni jadro. Pak

lf — w* fll, — 0 pro k jdouci do nekonecna.



Diikaz. Zvolme € > 0. Diky Vété 1.11 muzeme nalézt spojitou funkci fy tak, ze
lf = foll, < . Tuto funkci muzeme nalézt tak, Ze navic fo(z) = f(a) pro z < a
a fo(x) = f(b) pro x > b (kvili definici konvoluce).

Protoze funkce fq je spojitd na kompaktu, je stejnomérné spojitd. Mizeme
pro zvolené ¢ volit ky € N tak, ze pro kazdé k > ky a pro vSechna y takova, ze
lz —y| < 1, plati | fo(z) — fo(y)| < e. Prok > ko, a <z —1az+; <btedy
mame

[ ) vute =) dy = o) 1

et z+4
[ al) e =) dy = pe)- [t -y dy

[k * fo(x) = folz)] =

x+%

B
= /_ fo(y)'wk(fv—y)dy—/  Jola) - w(z —y) dy

1
% r=

&

x+% x+%
<[ oe-n) ) - h@ldy<e [ e -pdy<eL

a tedy funkce v * fo konverguji pro k& — oo skoro vSude k funkci fy. Podle
Lebesgueovy véty (s majorantou 2 max | fy|) méme

T o — e # foll, = 0.
Pro dostatecné velkd k tedy podle Lemmatu 2.5 dostavame:

1 = [llp < LS = Sollp + 1o = u s Jollp + (140 % fo = ¢rx [l
<ete+|f = foll, < 3=

O

Nyni jiz pomoci pfedchéazejici véty mizeme dokazat vétu o vnoreni prostoru
C§° do LP, kterou budeme potiebovat v dalsich kapitolach. Diikaz je veden stej-
nym zpusobem jako v [1].

Véta 2.7. Nechl p € [1,00). Potom C§°(a,b) je hustd podmnozina LP(a,b).
Diikaz. Oznac¢me si
lj=(a+ %75 - %) a gj(z) = f(z) - x1, ().

Podle Lebesgueovy véty (majorantou je | f|P) i || f—g;ll, — 0. Déle z ptedchozi véty
vime, ze ||g; —r*g;l|, — 0. Pro v8echna k > j navic vidime, ze ¢y xg; € C§°(a, b)
podle v2tz o derivaci podle parametru, a protoze

1f = e *gilly <N = 95llp + 195 — Uk * g5lps

je tvrzeni dokazéano. O



Jesté vyslovime lemma, které je zobecnénim Véty 1.9 a velmi zpiehledni dalsi
dikazy.

Lemma 2.8. Necht 1 < p < oo a necht f, je konvergentni posloupnost funkci
z LP(a,b). Pak z ni lze vybrat podposloupnost f,, tak, Ze fn, konverguji bodové
skoro vsude, a navic pro ni

9(x) := sup{|fn, (z)], k € N}
patii do LP(a,b).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti f > 0. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z Véty 1.9. Protoze
fn — [ v normé LP, mohu navic najit f,, tak, ze f: |f — fuo|P < 1. Déle mohu

n@ﬁﬁ“mhhaﬁﬁ—jﬁﬁ<%adﬁdméhwﬁ

/ |f fnk|p < ok
Pak plati, ze

/Wg fP—/Wf gP—/Wf—lehml
< [yt 151l + [ 17 =1+
=/ablf—fnol”+/ab|f—fn1|p+/ab|f—fn2|”+---

Cldstitit..<
st Tgt 00,

a protoze [P(a,b) je linearni prostor, g = (g — f) + [ patii do LP(a,b). O
Nyni vyslovime kyZenou vétu o ztplnéni prostoru W1?(a,b).

Véta 2.9. Prostor WYP(a,b) je zuplneni prostoru C*°(a,b) vzhledem k normé

b b
WM%=¢/U@V£+/VWW£-

Diikaz. Dikaz sestava ze tii krokii. V prvnim kroku dokdzeme, 7e f € C'*®(a,b) =
fewWht?(a,b).

Tedy protoze f € C*(a,b), vime, 7e [ je omezena na (a,b), tedy f € LP.
Zbyva ovérit platnost vzorce (1.1). Ale vime, ze f € C™(a,b) = specialné [ €
C(a,b) = pro kazdé ¢ € C*(a,b) plati vzorec pro integraci per partes, a tedy i

pro ¢ € C§°(a,b) plati
‘/f ¢ = ‘/f .




Ale my vime, 7e [f - ¢]° = 0, z ¢eho# jiz plyne

/a f@)-¢'(t) dt =— /ag(t) - (t) dt, pro kazdou ¢ € C§°(a,b).
b b

Ve druhém kroku potiebujeme dokazat, ze pokud f, € C*(a,b) je Cauchy-
ovska vzhledem k normé || ||;,, pak existuje jeji limita f a f € W1P(a,b). Je-li
fn Cauchyovska, plati, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng tak, ze pro kazdé m,n > ng
plati || fr, — finll1p < €. Zvolme tedy pevné e a pocitejme:

b b
1 f = finllV =/ | fa(t) = f(D)]° dt+/ 1(fa(t) = [ (D)) dt < £P.
Zaroven ziejmeé
/|fn — [P dt > 0.

Tedy posloupnost f, je Cauchyovska i v L” a protoze prostor LP je podle Véty 1.3
uplny, existuje f, ze f € LP a f, L, f.

Z Lemmatu 2.8 vime, Ze z posloupnosti f,, lze vybrat podposloupnost f,,,, pro
kterou je funkce g(x) := sup{|f,, ()|, k¥ € N} integrabilni majorantou, a navic je
posloupnost f,, konvergentni bodové pro skoro vSechna x € (a,b). Zaroven vime,
ze i f, & LP(a,b) je Cauchyovskd, a tedy z nich lze podle stejného Lemmatu 2.8
vybrat podposloupnost f,’Lkl , kterd ma skoro vsude limitu g, a kterd ma integrabilni
majorantu. S vyuzitim faktu, ze f, € C*(a,b), a tudiz pro né plati vzoretek
pro integraci per partes, a diky jednoznac¢nosti limity mizeme podle Lebesgueovy
véty psat:

Léﬂﬂw.w%wdt:u/bmnfﬁﬁ). dt—lml/‘ﬁ%
_lli>rcr>lo< /f”k )Z—/alﬂIgofékl(t)-w(t)dt
- [opwa

A tedy vidime, ze g = [/, coz nam dava pozadovany vzorec.

Ve tfetim kroku zbyva dokazat, Ze mame-li libovolnou f € WP (a,b), existuje
k ni posloupnost funkci f; z C'*(a, b) tak, ze f; konverguji k f podle normy || |1 .
Zvolme tedy pevnou f € W'P(a,b), a necht 1; je zhlazovaci konvoluéni jadro.
Nyni zadefinujme posloupnost funkei f; := 1); * f a chci dokézat, Ze to je mnou
hledand posloupnost. éili, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje jo tak, ze pro kazdé j > j,
plati:

b b
/Wﬂw—ﬁmWﬁ+/ﬁf—ﬁWﬁ<a



Z definice f jako prvku W'P(a,b) plyne, ze f € LP(a,b), a tedy lze pouzit Vétu
2.6, ze ||f — ¢, * f]|, — 0, neboli pro dostatecné velka j plati, ze

[l = o de <,

Jelikoz f € LP(a,b) a 1; je omezena konstantou j na intervalu (a,b), lze pouzit
vétu o derivaci podle parametru s majorantou j - |f(x)| a podle (1.1) dostaneme

i) = (e @ = ([ 1) vt o)y
:/a %(f(y)'l/fj(fv—y)) dy:/a f(y)'%(l/fj(fﬂ—y)) dy
=/f'(y)'wj@—y)dy:f,*wj(@’

nebot

e =) = 2 (W= ).

Tedy Véta 2.6 se da pouZit i na f; |f" = [}, a tedy plati:

b b
/a|f(t>—fj(t)|”dt+/a F = fPdt< s+ z<e

O

Jako jednoduchy disledek muzeme nyni vyslovit vétu o tplnosti Sobolevova
prostoru.

Véta 2.10 (Uplnost W'P(a,b)). Prostor WP(a,b) je tplng vzhledem k normé

|| ”1,17'

Diikaz. Vezméme libovolnou Cauchyovskou posloupnost funkei f, z WiP(a,b)
vzhledem k normé || [|;,. Z Véty 2.9 vime, Ze existuje posloupnost funkci g,
z C*(a,b), ze

1
| fn = gnllp < — pro kazdé n € N.

Tedy g, je Cauchyovska i v prostoru W1P(a,b) a tedy (podle Véty 2.9) existuje
[ € WtP(a,b), ze f je limitou funkci g,, a navic pro kazdé ¢ > 0 existuje n, Ze

€ 1
1 = fullp < L= gnllp + lgn — fallp < gt-<e

A tedy f lze zaroven napsat jako limitu funkci f,. O



Chapter 3

Lipschitzovské funkce

V této kapitole vyslovime nékolik definic a vét, které nam piipravi pudu pro
dikazy obsazené v kapitole pristi.

Definice 3.1. Necht K je realné kladné ¢islo. Rekneme, Ze funkce [ je K-
lipschitzovskd na mnoziné F/ C R, jestlize pro vSechna z,y € F plati:

|f(z) = f(y) < K|z —y|.

Pokud je funkce f K-lipschitzovska na E pro néjaké K, fikame, Ze je lipschitzovskd
na F.

Lemma 3.2. Funkce f € C$°(a,b) je lipschitzovskd na (a,b).

Diikaz. Protoze f ma na intervalu (a, b) spojitou a omezenou prvni derivaci, vime,
ze max |f'(x)| = K < oo a tedy muzeme pro kazdé x,y € (a,b) psat:

() = Fly)l < ‘w

\-|as—y| < max [f(©)] - lo—yl = K- |z — g,
Y) )

€e(
U

Definice 3.3. Pro libovolnou A C R nazveme Lebesgueovou vnéjsi mirou mnoziny
A ¢islo A*A:

oo

XA =inf{) (b —a;): U(ai, b)) D A}.

=1 7

Lemma 3.4. Necht f je K-lipschitzovskd funkce na mnoziné EE C R. Potom
Nf(E) < KXN'E.

Diikaz. Pokud \*E = o0, je tvrzeni ziejmé. Pokud \*F < oo, volme ¢ > 0 a
naleznéme posloupnost otevienych intervalii (ay, b;) tak, ze £ C |J;(a;, ;) a

Z(bj — Clj) S NE +e.

J

14



Diky K-lipschitzovskosti f najdeme intervaly [o;,3;] tak, ze f(E N (a;,b;)) C
[Oéj,ﬁj], a pﬁtom ﬁj — < K(bj — aj). Tedy f(E) C Uj[ajaﬁj] a

NIE) <S8 —a)) K (b —a)) < K(VE +e).

J

Limitnim prechodem pro ¢ — 0 dostaneme pozadované. O

Lemma 3.5. Necht f je redlnd funkce na intervalu (a,b) a E C (a,b). Jestlize
existuje K > 0 tak, Ze |f'| < K na E, pak

Nf(E) < KXN'E.
Dikaz. Zvolme K' > K a oznac¢me
Ey:={z e E:|f(y)— f(z)] < K'proviechnay € EN(z—+,z+ 1)}

Potom Fy C Fy C ... a E =], Ej. Bud dale J interval délky mensi nez % Pak
diky omezenosti své derivace je funkce f na mnoziné J N E), K'-lipschitzovska, a
tedy podle Lemmatu 3.4 je

N (TN E) < K'N(J N Ey).

Protoze toto plati pro jakykoli J C (a,b), mizeme cely interval (a,b) takovymi
podintervaly pokryt a dostaneme \*f(FEy) < K'A\*(Ej) pro vSechna k a tedy i
M f(F) < K’X*(FE). Limitnim pfechodem pro K’ — K dostaneme pozadované.

]

Lemma 3.6. Nechl f je méfitelnd funkce na intervalu (a,b) a E C (a,b) je
méritelnd mnozina. Necht v kaZdém bodé x € E existuje vlastni derivace f'(x).
Potom plati:

Ve < [ 11,
5
Diikaz. Muzeme predpokladat, ze I je omezena. Zvolme si ¢ > 0 a zadefinujme:
Ey:={zxeFE:(k—1)e<|f'(v) < ke}.
Pak Ej jsou méfitelné po dvou disjunktni mnoziny, £ = |J, Ey a z Lemmatu 3.5
vime, ze
N f(Ey) < ke X' Ej, = ke\(Fy).

A muzZzeme tedy podcitat:

NFE) <Y NF(E) <3 kedBy <3 (k= 1DedEy + eAEy) <

S;( Ek|f|+5/\Ek) =/E|f|+€)\E.

Limitnim prechodem pro ¢ — 0 dostaneme pozadované. O



Lemma 3.7 (Riesz). Bud h spojitd funkce na intervalu [a,b]. Oznacéme
E:={z € (a,b) : existuje & € (x,b) tak, Ze h(§) > h(x)}.

Potom E je sjednocenim posloupnosti po dvou disjunktnich intervali (a;, b;), spliu-
jicich

h(a;) < h(b)).

Diikaz. Ziejmé I je oteviend mnozina, tudiz ji lze napsat jako sjednoceni posloup-
nosti po dvou disjunktnich maximalnich otevienych intervala (o, ;) obsazenych
v E. Bud z € (ay,3;). Ozna¢me

M :={g € (z,b) : h(§) = h(x)}.

Protoze x € F, je M # 0. Z definice F plyne, 7e 3; ¢ E, a tedy h(3;) > h(y
pro y € [3;,b). Tedy vime, 7e sup{h(§) : £ € M} = h(B;). Tedy h(xz) < h(5;)
limitni pfechod z — a;L dava tvrzeni pro (a;j, 5;).

~—

0O o

Poznamka 3.8. V Lemmatu 5.7 plati i zrcadlovd verze, tj. mnoZinu
E:={xz € (a,b) : existuje & € (a,x) tak, Ze h(§) > h(zx)}
lze napsat jako sjednoceni posloupnosti intervali (a;,b;), Ze h(a;) > h(b;).

Jedin& Véta této kapitoly je zdénlivé trividlni, presto vSak klicova pro dalsi
kapitolu.

Véta 3.9. Kazdd K-lipschitzovskd funkce f na intervalu [a, b] md konecnou derivaci
ve skoro vsech bodech tohoto intervalu.

Diikaz. Bez 1jmy na obecnosti miuzeme piedpokladat, ze f je neklesajici funkce
(jinak totiz muzeme zadefinovat funkci

f(z) = f(x) + 2Kz,

ktera je rostouci a pritom f’(z) existuje a je konefna, pravé kdyz f'(z) existuje

a je kone¢na). Bez ajmy na obecnosti muzeme také predpokladat, ze f je 1-
lipschitzovska. Zadefinujme si dale funkce:

. r+1)— flw

Dt f(z) := limsup / )~ @)

t—0+ t

flx+1) - [(z)
t

D_f(x) := liminf

t—0—

a pro 0 < p < g < 1 uvazujme mnozinu

M,,:={z € (a,b): D_f(z) <p<q< D*f(x)}.



Pak podle Poznamky 3.8 najdeme posloupnost po dvou disjunktnich intervali
(CL]', b]) tak, ze
{z € (a,b): D_f(z) < p} C
C {x € (a,b) : existuje & € (a,z) tak, ze f(§) —p& > f(x) —pz} = U(aj,bj),
J
a navic plati
f(bj) = pb; < flaz) — pay.
Nyni aplikujeme Rieszovo lemma 3.7 na funkci f(x) — gz v kazdém intervalu
[ak, b]. Najdeme po dvou disjunktni intervaly (ay;, br ;) C (ax, bx) tak, ze
{z€(a,b): DT f(z) > q} C

- U{:c € (ag,by) : existuje & € (ay, z) tak, ze f(&)—q€ < f(x)—qx} = U W js b ),
k

a pritom
S(brj) — qbrj > flar;) — qar;.

Odtud, protoze f je neklesajici funkce, mizeme pocitat:

Stejnym zptsobem muzeme vytvofit posloupnosti intervalt (ax. 1, bk 1) C (ak.j, brj)
a (,j1my Orgim) C (g0, brjp) & pocitat:

1
Z (bk,jim — Ok gim) < = Z (f (brygim) — [langim)) < = Z (brgi) — flari))
k,7,l,m k,3,l,m k J35l
p p p
<= Z(bk,jJ — 1) < = Z(bm —ay;) < = Z(f(ka) — flaky))
kol 47 T %
2 2
S%Z )<<§) Z(%-%)S(%) (b—a)
p p

A tedy induktivné dostavame posloupnosti do sebe zarazenych systému intervali;
v 2n-tém kroku dostaneme systém intervalii {(As, Bs)} tak, Ze

UAaB) D Myy a > (B —A,) < (g) (b—a).

s

Z toho vyplyva (protoze E< 1), ze M, , je miry nula. A protoze

{z € (a,b): D_f(z) < DT f(z)} C U M, 4,

p,q€(0,1)NQ



vime, ze DT f < D_ f skoro v8ude. Snadno si miZeme rozmyslet, Ze pokud funkce
neni diferencovatelné v bodé x, pak bud

fle+t) - f(z)

DY f(x) = limsup > D_f(z) = liminf fz+1) — flz)

t—0t+ t t—0— t ’
nebo . .
lim inf flz+t) — f(z) < lim sup flztt) - f(a;)
t—07F t—0— t

Prvni moZnost nemiiZze nastat skoro nikde diky DT f < D_f skoro vSude a ana-
logicky lze ukézat, 7ze druh&d moznost nemuze nastat skoro nikde. O



Chapter 4

Absolutné spojité funkce

V této kapitole zavedeme pojem absolutné spojitych funkci, zminime nékteré zak-
ladni vlastnosti, abychom se nakonec dostali k velmi dulezitému tvrzeni, Ze prostor
absolutné spojitych funkei na intervalu (a,b) je totozny s prostorem Whti(a,b).

Definice 4.1. Rekneme, Ze realn funkee f je absolutné spojitd na intervalu (a, b),
jestlize ke kazdému ¢ > 0 lze nalézt ¢ tak, Ze kdykoliv a; < by < ags < by < ... <
U < by, jsou body intervalu (a, b) spliujici

Z (b; — a;) < 4, pak plati: Z|f — fla;)] <e.

J=1 j=1
Znacent: f € AC(a,b)
Definice 4.2. Mnozina D := {xy,...,z,,} je déleni intervalu (a,b), pokud:
a=1x1 < Ty <3< ...< Ty, =D

Lemma 4.3. KaZdd funkce absolutné spojitd na intervalu (a,b) je rozdilem dvou
monotdénnich funkci absolutné spojitijch na intervalu (a,b).

Diikaz. Zadefinujme si funkci v tak, Ze pro kazdy interval [, d] C (a, b) plati:
np
v(d) —v(c) = sup{z |f(z;) — f(xj_1)| : D déleni intervalu (¢, d)}.

Takova funkce v je neklesajici.
Zvolme pevné ¢ > 0 a k nému prislusné 6 > 0 z definice absolutni spojitosti.
Necht A; < By < Ay < --- < B, jsou body intervalu (a, b) spliujici

14

Z<BJ — AJ> < 0.

j=1
Najdéme déleni

19



intervali [A;, By] tak, Ze

o(By) = o)) < 3 F0) - )] + 5=

Jelikoz

D (B —al) <> (B — Aj) <6,

K j

dostavame z definice absolutni spojitosti pro f:
D lo(By) —v(Ap] < Y |F(B) = flah)] +e < 2.
J Jyi

Tedy funkce v je absolutné spojita. Navic plati, Ze i funkce (v — f) je absolutné
spojita (nebot rozdil dvou absolutné spojitych funkei je absolutné spojita funkce).
Zbyva nam dokazat, ze v — [ je neklesajici, potom f muzeme napsat jako rozdil
dvou neklesajicich absolutné spojitych funkci f =v — (v — f).

Tedy potiebujeme, ze

(v—f)(d)— (v—f)(c) >0 pro kazdé ¢,d € (a,b), c < d.
Zvolme tedy ¢, d pevné. Pak D := {c,d} je jedno z déleni intervalu (c, d), a tedy
v(d) —v(c) > |f(d) — f(e)l,

—
<
|
~
S~—
—
S
S~—
|
—
<
|
~
S~—
—
o
S~—
I

v(d)—v(e)+f(c)=f(d) = [f(d) = f(c)| = (f(d)=f(c)) = 0.
U
Vyslovime specialni verzi Lebesgueovy véty z [1].

Véta 4.4. Necht [ je rostouci funkce na intervalu (a,b) C R. Pak derivace f’
existuje ve skoro viech bodech intervalu (a,b).

Diikaz. Necht ¢ > 0. Pak f je rostouci na intervalu [a + ¢,b — ¢]. Naleznéme
déle interval [A, B] tak, ze [A, B] je obor hodnot funkce z + f(x) na intervalu
[a+e,b—¢], a funkci g takovou, ze g(z+ f(x)) := z. Pak funkce g je na intervalu
[A, B] lipschitzovské s konstantou 1 a neklesajici. Navic pro mnoziny

E:={y € (A B): ¢ (z) neexistuje } , N:={ye€ (A B): ¢ (x)=0}
plati
{z € (a,b) : f'(x) neexistuje } C g(F)U g(N).

My ale diky Vété 3.9 vime, ze AFE = 0, a tedy podle Lemmatu 3.4 je i Ag(FE) = 0.
Navic podle Lemmatu 3.5 (pro K = 0) je i Ag(N) = 0. Limitnim pfechodem pro
£ — () dostaneme tvrzeni. O



vvvvvv

Vyslovime ji ve formé Véty, jejiz diikaz je opét inspirovan knihou [1]

Véta 4.5. Necht [ je absolutné spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom [ existuje
skoro vsude, f' € L'(a,b) a
b
= / i (4.1)

Dikaz. Jelikoz diky Lemmatu 4.3 vime, ze kazda absolutné spojita funkce je
rozdilem dvou monoténnich absolutné spojitych funkci, sta¢i uvazovat pripad.
kdy f je neklesajici. Dale, protoZe nas zajima pouze chovani na intervalu (a,b),
miizeme dodefinovat f(x) := f(b) pro x > b. Tedy muzeme definovat posloupnost
funkei

i) =k (fla+ ) - 1)),

Potom { fx} je posloupnost nezapornych méfitelnych funkei na (a, b) a lim f, = f’
skoro vSude (diky Vété 4.4 limita existuje). Navic protoze f je neklesajici, je
f" > 0 skoro v8ude, a tedy z Fatouova lemmatu vyplyva:

/f <11m1nf/ fk—hmmfk;</b+k —/abf) —
= lim inf & (/bn / ) < lim inf (%f(b) — %f(a)) = f(b) — f(a).

Zbyva dokazat opa¢nou nerovnost, neboli fab I = f(b) — f(a). Zvolme £ >
0 a najdéme piislusné ¢ z definice absolutné spojité funkce. Existuje oteviena
mnozina GG miry mensi nez d obsahujici vSechny body neexistence derivace f’.
NapiSeme G ve tvaru sjednoceni po dvou disjunktnich intervali (a;,b;). Potom
pro vSechna k£ € N mame z definice absolutni spojitosti

SO by) — flay) < e

J=1

tedy mira Af(G) < e a miuzeme diky Lemmatu 3.6 psat:

vine < [y
(1\G) I

A tedy
F(0) = Fla) = M(I) < XFU\G) + M (G / fre



Doplnime je$té jednu intuitivné ziejmou vlastnost absolutné spojitych funkei.
Lemma 4.6. Necht f € AC(a,b) a g € C§°(a,b) pak (f - g) € AC(a,b).

Diikaz. Protoze g € C§° (a,b), vime z Lemmatu 3.2, Ze g je na intervalu (a,b)
lipschitzovska. Tedy existuje @ > 0, Ze pro kazdé z,y € (a,b) plati:

lg(z) —g(y)| < o |z —yl.

Tedy volme € > 0. Pro § = 5= vime, Ze:
163

£

j=1 j=1

Tedy g € AC(a,b) a miuzeme pocitat pro pevné ¢ > 0 a pro vhodné zvolena ¢ z
definice absolutni spojitosti pro f i g:

Zf(ffi>9($i> — [(zi—1)g(mio1)
— Z () - (g(xi) — g(xiz1)) — Zg(gji) (f@i) — flzi))

< sup|f]- Z |9(zi) — g(@i-1)| + sup [g] - Z |f (i) = [(@i1)]

< e (sup|f] +suplgl).
0

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi prostoru Wtt(a,b) a L'(a,b), které jiz
piimo povedou k ocekavané Veété.

Véta 4.7. Necht p € [1,00) a [ je prvkem prostoru W1P(a,b). Pak ezistuje
spojity reprezentant a pro néj plati, Ze

d
/ "= f(d) = f(c) pro vechna [c,d] C [a,b]. (4.2)

Diikaz. Vezméme si pomocnou posloupnost f,, funkei z prostoru C'*(a, b), ktera je
Cauchyovska podle normy || ||1,, a jejiz limitou je funkce f. Takovou posloupnost
umime nalézt diky Vété 2.9. Pro funkce z prostoru C'*°(a,b) vzorec (4.2) plati,
nebot f’ je spojita na (a,b). Tedy vime, Ze

d
/d 1= fuld) — ul0). (4.3)



Z cauchyovskosti posloupnosti f, vime, zZe existuje podposloupnost f,, tak, ze
Jn.(x) — f(x) pro vSechna x € M, kde A((a,b) \ M) = 0. Protoze vztah (4.3)
plati pro kazdé n € N, plati i pro limitu podle n, a tedy muzeme psat:

() = £(e) = Yim (5(d) = £y(0) = fim [ g = [ F.

pro vSechna c¢,d € M. Necht ¢ € M je pevné a definujme

[

Pak f je spojita funkce, plati pro ni (4.2) a f = f skoro vsude. O

Véta 4.8. Necht f € L'(a,b). Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro
kazdou A C (a,b) takovou, Ze mira \(A) < 0 plati:

JALED

Diikaz. Dukaz povedeme sporem. Necht tedy existuje ¢ > 0, Ze pro kazdé § > 0
existuje mnozina A C (a,b) tak, Ze

A)<5a/A|f|Z€.

(b—a)
2n

Pak muzeme volit

Oy :=

a najit k nému A, tak, Ze

AMAR) < (bz_n@ a pritom |f] > e.
A

Necht dale

jsou do sebe zanotfené. Pak

- [n

lim pu(B; ﬂB 0=\ B

Toto ale dava spor s
:/ |f] Z/ |f| > & pro kazdé i.
B; A;

je mira, a tedy



Nyni se jiz da nasledujici Véta pomérné snadno a elegantné dokazat.
Véta 4.9. Prostor Wh1(a,b) je totozny s prostorem AC(a,b).

Diikaz. Dukaz sestava ze dvou implikaci. Budeme dokazovat kazdou zv1ast.

Prvni implikace tvrdi, ze f € AC(a,b) = f € L'(a,b) a plati vzorec (1.1). To,
7e absolutné spojita funkce je prvkem prostoru L', je ziejmé. Z Véty 4.5 navic
vime, Ze pro absolutné spojité funkce plati vzorec (4.1) a tedy podle Lemmatu
4.6 muzeme pocitat pro kazdé g € C§°:

b
a

0=f(b)'g(b)—f(a)'g(a)=/(f'g)'zfab(f"g+f~g’)Z/abf"ng/abf'g',

7 ¢ehoZ jiz vzorec (1.1) vyplyva a tedy f € Whi(a,b).

Druh4 implikace je zajimavéjsi. Chceme dokazat, ze pokud f € Whi(a,b),
pak [ € AC(a,b). Zvolme tedy pevné ¢ > 0. Z Véty 4.8 vime, Ze k tomuto &
mizeme najit ¢ tak, ze pro mnozinu A takovou, 7e A\(A) < ¢ plati:

JAGES

Z Véty 4.7 vime, ze ffj f"= f(b;) — f(a;) pro vSechny [a;,b;] C [a,b]. Necht tedy
a;,b; jsou body intervalu (a,b) takové, 7e

Z |bj - aj| <0,
j=1
neboli mira mnoziny
A= U(aj, b;) splije A\(A) < 0.
j=1

Pak protoze f' € L(a,b), mizeme psat:

m bj m
s>/A|f’|=Z(/ |f’|> EZIf(bj)—f(am-

O

Jako priklad toho, jak zasadni a vyznamnou vétou je Véta 4.9, nam miize
poslouzit nasledujici tvrzeni, které by bez moznosti pouzit tuto vétu nebylo tak
snadné dokazat.

Véta 4.10 (skladani zobrazeni). Necht [ je funkce z prostoru Wti(a,b) a g je
K-lipschitzovskd funkce na intervalu (a,b). Pak i funkce go f je prvkem Wti(a,b).



Diikaz. Vzhledem k Vété 4.9 nam staci dokazat pouze, Ze je-li f € AC(a,b) a g
K-lipschitzovska, pak (go f) € AC(a,b).

Zvolme € > 0. Necht déle ¢y := 5% a necht a;,b; jsou body intervalu (a, b)
splnujici

i |CL1’ — bz| < 5,
i=1

kde ¢ volime z definice absolutni spojitosti funkce f, aby

m

Z | f(ai) = [(bi)] < eo.

i=1

7 definice g jakozto K-lipschitzovské funkce vime, ze pro kazdé ¢ € N plati, ze

[(go f)ai) = (go [ = lg(f(ai)) — g(f(bi))| < K - [f(ai) — f(bi)]-
A tedy:

D_lof() = oG] < K-3o17(0) — fBI S K20 = K- 5 <=



Chapter 5

Véty o vnoreni

V této kapitole ukdzeme nékteré vztahy, které plati mezi riznymi prostory funkei.
Zacneme zajimavym tvrzenim o Sobolevové prostoru s nulou na hranici.

Definice 5.1. Funkce f je prvkem Sobolevova prostoru s nulou na hranici Wol’p(a, b),
pokud pro funkci

) f(x) proxc(a,b)
J(@) = {O pro z € R\ (a,b)

plati f € WP(R).

Véta 5.2. Necht p € [1,00). Pak na prostoru Wy (a,b) jsou normy

b
I flla == { / If'|P al|lfllip ekvivalentni.
a

Diikaz. 7 definice potiebujeme dokézat tvrzeni, ze pro kazdou f € VVO1 P(a,b),
existuje ¢, d > 0 tak, ze

¢l flla < Mfllp < d- (1S lla-

My ale vime, 7e f € [P(a,b) neboli fab |f|P = K < oo. Z definice integralu
navic f: |f|P > 0. Tedy muzeme odvodit prvni nerovnost:

b b b b
1918, = [ e [1re =+ ez =1,

a tedy || fllip = [If]la-
Druh4 nerovnost je zajimavejsi. Protoze f € Wy™(a,b), miZeme psét

f(2) = 1(z) - f(a) = / " p) e

26



podle Véty 4.7 a s pomoci vlastnosti integralu a Fubiniho véty miizeme pocitat:

[urae= [ [ roaf a< [ ([ irora) o
<[ (/b|f’<t>|dt)p o
Holder/ (/ o dt) </ e dt)f?—l du
~o-ar - [ ([yrora) a
ren o [ [rwp ) a

(b—a) /|f P di - /1dr=||f||’;~(b—a>p-
Neboli || fllp < /(6 —a) + 1) - || ]l L

Nyni ukédZeme souvislost mezi Sobolevovymi prostory jedné dimenze a prostory
Holderovsky spojitych funkei.

(1) dt

Definice 5.3. Rikdme, ze [ je holderovskd s koeficientem o na intervalu (a, b),
pokud existuje ¢ > 0, Ze pro kazdé =,y € (a,b) plati:

[f(@) = fy)l < ez -yl
Znacent: [ € C%(a,b)

Véta 5.4. Necht p € (1,00) a f € W'P(a,b). Pak f € C*'~ (a b) a existuje
c> 0, Ze

11l oa-3 < e 1 llp

Diikaz. Jelikoz f € WYP(a,b), patii f' do prostoru LP(a,b), a tedy pro kazdé

z,y € (a,b), x # y plati:
Yy b
[urs [1r-x<x.

A tedy muzeme psat s pomoci holderovy nerovnosti:

- 1= [ rl< [ 1<(/I|f'|p)%-(/j1>l‘%

1
<Kv-(z—y) T <Kv-lz—y|' 7.




Zde vyslovime Vétu, kterd nam ukazuje, ze intuice mize byt nékdy zavadéjici.
Tato Véta i s ditkazem je pievzata z knihy [1].

Véta 5.5. Ezistuje funkce [ rostouci spojitd na intervalu (a,b), kterd neni prokem
Whi(a,b).

Diikaz. Podle Véty 4.9 nam stadi dokazat, 7ze f ¢ AC(a,b). Pro snadnéjsi kon-
strukei zvolme interval (a,b) = (0, 1).

Definujme Cantorovu funkei f : [0, 1] — [0, 1] nasledujicim zptusobem: Polozme
f(0):=0, f(1) := 1. Pro a: € [3, 2] klademe f(z) := 5. Déle polozme f(z) = }
pro z € [3,2] a f(z) = 2 pro z € [£,3]. V obecném kroku vzdy kazdy max-
iméalni interval (a,b), v jehoz zZadném bodé neni f dosud definovéna, rozdélime
na tietiny, v prostfedni tietiné definujeme funkéni hodnotu f(z) := w a
algoritmus provedeme znovu. Po skonceni procedury je funkce definovana a ste-
jnomérné spojita na husté podmnoziné intervalu [0, 1]. Poslednim krokem definice
je spojité rozsifeni funkce f na cely interval [0, 1].

Cantorovu funkci lze také zadefinovat aritmeticky: Necht ¢islo z € [0,1] je

zapsané ve tvaru
o0
xr = E 377,
j=1

kde z; € {0,1,2}. Potom, pokud zadné x; neni 1, definujeme
1 o0
= 5 Z 2_J.Tj.
j=1

V opa¢ném piipadé necht m :=min{j e N:z; =1} a

f(z) = % (Z 279z, + 2_m> :

Jj=1

Takto zadefinovana funkce je ziejmé funkci neklesajici a spojitou. AvsSak
vyjmeme-li z intervalu [0, 1] vSechny oteviené intervaly, na nichZ f neni konstantni,
dostaneme tzv. Cantorovo diskontinuum, coZ je mnozina miry nula. Funkce f ma
tedy derivaci 0 skoro v8ude, nebot je ve skoro vSech bodech intervalu [0, 1] kon-
stantni a

7(1) - £(0) —17&0—/ &
Tedy podle Véty 4.5 dostaneme f ¢ AC(0,1). O

Na zaveér kapitoly se vSak jiz intuici nechdme vést, a proto vyslovime a dokédzeme
celkem predvidatelnou Vétu.

Véta 5.6. Necht 1 < p; < py < co. Pak f € WhHPi(a,b), pokud f € WiP2(a,b),
ale existuje g € WP (a,b), Ze g ¢ W'P2(a,b).
Neboli symbolicky zapsdno: WHP2(a,b) C WP (a,b).



Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni jsme jiz dokdzali v Lemmatu 1.8. Omezime se tedy na
hledéani funkce g. Vezméme 0 < & < (pz — p1). Definujme funkci g jakozto:

g(x) = /:(y —a) m dy.

Pak pro ni plati:

[-ar e -

x

1
1 +1

(y— a)_ﬁ”l]
p1te a

__hte g
—1+p+e

b p1 b _ .
/ lg(z)P* = (7191 +e > / |z — al 1;?; P
a _1+p1 +e a

A tedy g € LP*(a,b), pravé kdyz

neboli

—l+pite

ite p1 > —1.

Ale my vime, Ze

—1l+p+e
A = (D 4e) Pz e P> 05 o,
p1+¢€ p1+¢€ p1+e

Zaroven muzeme pocitat i
—1+4+p +e¢
——rthTe pa=(p1—1)+¢e)- P2 >c- P2 >e> —1.
p1te p1te p1+e

A tedy ze stejného duvodu dostavame i g € LP*(a,b).

Zbyva nam ovétit platnost vzorce (1.1). Z ¢ € C§(a,b) vime, ze existuje
[c,d] C (a,b), kde ¢ = 0 na (a,b) \ [¢,d]. Protoze funkce g je ziejmé prvkem
prostoru C''(c,d), miZeme pouzit vzorec pro integraci per partes s libovolnou
funkei ¢ € C§°(a, b), neboli psat:

b b
p1+¢€ —1+pi+te
/ 9(x) - ¢ (z) do = / m (r—a) e g (x) da

b —
per partes / (x — a)ﬁ () de.

Ozna¢me si nyni ¢'(x) := (z — a)ﬁ. Z Definice 1.6 vime, e g(z) € W'Pi(a,b),
pokud ¢'(x) € LPi(a,b), pro j = 1,2. Tedy budeme pocitat:

b b b "
/ lg'(z)P* dx :/ g ()Pt dx = / (x —a) mte do < oo,




protoze P> 1. Cili ¢'(x) € L*'(a,b). Také viak miizeme poditat:

D2 D2 _ P2

< =22 =1.
prt+e pi+(pe—p1)  p2

A tedy

b b b b
/ lg' (z)|5 da;=/ g (z)P? daz=/ (az—a)_% d:c>/(a:—a)_1 dr = +00

ag ¢ LP(a,b).



Chapter 6

Prostory funkci s necelociselnymi
derivacemi

Tato kapitola se letmo dotkne problematiky prostori funkci s neceloc¢iselnymi
derivacemi a ukaze, ze se daji v jistém smyslu chapat jako rozsifeni Sobolevovych
prostori v jedné dimenzi, coz nam ftikaji prvni dvé Véty. Cela kapitola je in-
spirovana knihou [2].

Definice 6.1. Necht [ je funkce z prostoru LP(a,b). Pak LP-modul spojitosti
funkce f je funkce w:

sty = ([ a0 - F@)P i) g

Zde a v celé kapitole pouzivame konvenci f(x) = f(b) pro vSechna x > b.
Definice 6.2. Pro a € [0, 1] definujeme prostor funkci s necelociselnou derivaci
a na intervalu (a, b) jako prostor W*P(a, b):

WP (a,b) := {f € LP(a,b) : wi—c(f) € L>(0,1).

Norma tohoto prostoru je definovana jako

wp(t)
ta

[ llap := Wl fllp +

HOO

Véta 6.3. Prostor W% (a,b) je totozny s prostorem LP(a,b).

Diikaz. Pokud f patii do prostoru W°?(a,b), pak f € LP(a,b) z definice.
Je-li f € LP(a,b), vime, Ze || f(z+1)|, < K < oo, stejné tak || f(z)||, < K < oo,
a tedy muZzeme pocitat:

0] = el < sup 16a-+0) - S0,
00 t€(0,1)
< s (a0l + 1)) < 2K <o
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Tedy f € WOP(a,b). O

Definice 6.4. Necht 1 < p < +o00 a ¢ = ﬁ (¢ = +o0, je-li p = 1). Necht f,
fi € LP(a,b). Rekneme, 7e f; konvergugi slabé k f v LP(a,b), jestlize pro kazdou
g € L9(a,b) plati:

a a

Véta 6.5. Necht p > 1. Oznacme prostor funkci s necelociselnou derivaci pro
a =1 jako Wi»(a,b). Pak W»(a,b) = WbP(a,b), kde WP (a,b) znaci Soboleviiv
prostor z Definice 1.5.

Diikaz. Nejprve dokdZzeme, Ze je-li f € W1P(a,b), platii f € ﬁ_/\m(a, b):
Z Véty 4.7 vime, 7e

r+t x+t
f(w+t)—f(fv)=/ f’S/ £,

a tedy mizeme pocitat i s pomoci Véty 5.2 (pfedposledni nerovnost):

b T p
) _ S0 - f@pde 2 (71 dy) da
tp - tp - tp
b x ;D p=1 p—1
e Ja (fl’ Sy dy) ' (fw T dy) 9 upini - fy LS )P dy - 7
N 174 o P
=11y < - IfIE, < - KP < 0.

Cili 24 € 1(0,1) a tedy f € WTr(a,b).
Obréacenou implikaci dostaneme také snadno. Vime, 7e f € LP(a,b), a tedy
nam stac¢i dokdzat platnost vzorce (1.1). Protoze pr(t) € L*>(0,1), vime, ze

posloupnost
{f(w + ) — f(@) }oo
m=1

1
m

je omezend v || ||, normé, a protoze LP(a,b) je reflexivni (viz 2.35 v [3]), mizeme
najit funkci g € L?(a, b) a podposloupnost my tak, ze

v+ L)~ f(x oo
I/ mi) /(@) b g slabé v LP(a,b).

mi




Pro kazdou ¢ € C§°(a, b) dale muzeme pocitat podle Véty o substituci

I /b (f(ﬂ”rm—k) —f(x)) o) de

— - ( :bf(fv) (—p(x)) do + / et L)l dx)

e ([ 0 ety dot [ pte - ) i)

1

=/ f(@)- <¢($—m—i)—¢(x)> do = P,

mg

Prava strana konverguje k — f: [ dx, protoze ¢ € C§(a,b). Navic C§°(a,b) C
= (a,b), a tedy z definice slabé limity vime, Ze:

b b
/ggpdaz= lim L = limP=—/ [ du,

k—oo k—oo
atedy f € WP(a,b) a [/ =g. O
Na podobnost téchto prostoru se Sobolevovymi prostory ukazuje i jejich tiplnost.

Véta 6.6. Necht 0 < a < 1 al < p < oo. Pak prostor W*P(a,b) je tplnj
vzhledem k normé || f||a.p-

Diikaz. Necht f, je Cauchyovska ve W*P(a,b). Pak vime, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N tak, ze pro kazdé m,n > ng plati:

€ > ||fn - fm”a,p Z ”fn - fm||p7

a tedy f, je Cauchyovska i v [P(a,b). Protoze LP(a,b) je tuplny (z Véty 1.3),
existuje f € LP(a,b), 7e f, RGN f- A tedy vime z Lemmatu 2.8, Ze existuje
vybrana podposloupnost f,,, zZe

klim Jn.(x) = [(z) pro skoro v8echna x € (a,b),

a navic existuje funkce g(z) € LP(a,b), ktera je pro ni majorantou. Pro vSechna
n € N dale vime, 7e plati f, € W*P(a,b) je omezena posloupnost, a tedy pro
pevné t € (0,1) existuje ¢ > 0, Ze

b
/ |folx 4+ 1) — fu(2)|P dz < c¢-t* pro kazdé n € N.



Tedy pomoci Lebesgueovy véty muzeme psat:

n—00 k—o0

b b
c-t* > limsup/ |folz 4+ 1) — ful2)|P do > limsup/ | fr,(x+ 1) — fo,(x)P dz
b b ’
> k11—>I£lo/a |fnk(l‘ +t) - fnk(l‘ﬂp dx :/a kh_{glolfnk(l"'Ft) - fnk(x)|p dx

=/ f(z+t) — f(@)P da.

A tedy f € W*P(a,b).
Zbyva dokézat, ze f, wes f. Tedy volme ¢ > 0. Pak vezméme m,n > ng z

definice Cauchyovské posloupnosti. Uz vime, Ze limy o frn, = [ skoro vSude, a
tedy muzeme opét s pomoci Lemmatu 2.8 a Lebesgueovy véty pocitat:

e> lim ||f, — fm”cx,p = ||fn — lim mea,p = |Ifn — f”a,p'
m— o0 m—0oo

A tedy f, ) O

A dokonce se da vyslovit tvrzeni, které je velmi podobné Vété 2.9.

Definice 6.7. Funkce f definovana na okoli bodu zy € (a, b) se nazve aprozima-
tivné d-holderovsky spojitd v xo, pokud 6 > 0 a:

lim sup M =0.
h—0+ h’
kde Ap 4, = {x € [xo — hyzo + h] : | f(z) — f(20)| > |z — 30|}

Véta 6.8. Necht a € [0,1] ap € [1,00) tak, Ze v-p>1, a necht 0 < 0 < a — %.
Necht [ € W*P(a,b). Pak je [ aproximativné d-holderovsky spojita pro skoro
vSechna = € (a,b).

Diikaz. Protoze f € W®P(a,b), vime, Ze

/b [z +1) = f(z)

ja
/01 (/ab f<x+if>a_ f)[" dx) dt < oo,

neboli pro skoro vSechna = € (a,b) plati, ze

/1 R (CO) (6.1)
0 2

p
dx < o0,

a tedy i

Tedy zafixujme pevné jedno takové zg.



Necht f neni v xy aproximativné d-holderovsky spojita. Pak ex1stuJe = > >
0, ze:
A(A
lim sup M > €
h—0t h

A tedy pro toto ¢ existuje posloupnost h,, — 0 tak, Ze /\(Ah—’f’“”o) > < pro vSechna

n € N, a navic h,q1 < £ - hy. Oznacme si ddle mnozinu
Bn,xo = [ hn,l‘o ] U [ZEO + = hn, Lo + h ]

Rozmysleme si, ze

9 9 9
AN Brzo VAR, 20) = =hy — 2=hy, = —hy,.
( » L0 hn7 O) — 2 5 10

Pak muzeme diky 1+ dp — ap < 0 pocitat:

/A dt>Z/

Ahn z( NBr, ,ZQ

. L] 5
> / dt | =) h, - / |t dt
2_: Ahn zomBn 0 |h |Oép ; ! Ahn,zoan,zo

n=1

f(wo+1) — fzo)]”
ta

fzo+1t) — f(xg)
te

dt

hn,zq

81

o

>3 (i (51)") 2 32 55 (5) -t

n=1 n=1

g [(E\%P
>N (5) =
—2_210(5) +oo,

n=1

8

coZ nam dava spor se vzorcem (6.1). O



Bibliography

[1] J. Lukes a J. Maly: Mira a integrdl, Praha, 1993.

[2] E.M. Stein: Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions,
Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1970

[3] J.Lukes: Zdpisky z Funkciondlni analyjzy, Karolinum, Praha, 1998.

36



