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1.1 Základńı definice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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4.2 Reprezentace konečného automatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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6.2 Editace derivačńıho stromu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

7 Frey 48
7.1 Struktura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Základńı definice

Definujme nejprve základńı pojmy, které naleznou bohaté uplatněńı v celém
následuj́ıćım textu. Často budeme hovořit o r̊uzných abecedách, slovech, jazyćıch
či dokonce tř́ıdách jazyk̊u. Přirozeně asi každý tuš́ı, že slovo bude nějakým zp̊usobem
složeno z ṕısmen, tedy symbol̊u v abecedě a jazyk by pak mohl být nějaký soubor sro-
zumitelných slov. Je však nezbytné tyto pojmy formálně zavést a náležitě vysvětlit.

Definice 1.1. Abecedou rozumı́me libovolnou konečnou neprázdnou množinu sym-
bol̊u.

Důležitá je zde podmı́nka konečnosti. Bez ńı bychom jen těžko mohli konstruovat
konečný automat či ho později reprezentovat v poč́ıtači.

Definice 1.2. Mějme abecedu X. Slovem w nazýváme nějakou konečnou posloup-
nost symbol̊u patř́ıćıch do abecedy X.

w = x1x2 . . . xn, ∀i : xi ∈ X

Prázdnou posloupnost speciálně označ́ıme jako λ.
Délku slova budeme zapisovat do svislých čar, tedy |w| = n (|λ| = 0).

Definice 1.3. Mějme slovo w = x1 . . . xn, ∀i : xi ∈ X. Prefixem p slova w označ́ıme
konečnou posloupnost symbol̊u p = x1 . . . xm kde m ≤ n. Ṕı̌seme p E w.

Úmluva. Symbolem X∗ budeme dále označovat množinu všech slov na abecedě X.
Konstrukce této množiny je zcela přirozená. Bude obsahovat všechny možné vari-
ace (s opakováńım) symbol̊u z abecedy X. Je tedy zřejmé, že tato množina již neńı
konečná. Můžeme ji chápat jako jakési universum, nad kterým budeme nadále pra-
covat. Podobně bude symbol X+ značit množinu všech neprázdných slov na abecedě
X (Zřejmě plat́ı X+ = X∗ − {λ}).

Použit́ı hvězdičky a znaku plus v označeńı těchto množim bude vysvětleno
a formálně zavedeno později v části o operaćıch nad jazyky (2.3).
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Nyńı už máme potřebný aparát k zadefinováńı formálńıho jazyka tak, jak ho bu-
deme v tomto textu potřebovat.

Definice 1.4. Mějme abecedu X nějakých symbol̊u. Jazykem L budeme rozumět
libovolnou podmnožinu množiny X∗.

L ⊆ X∗

Jazyk tedy stejně jako zmı́něné universum nemuśı být konečná množina. Obecně
tedy neńı možné definovat konkrétńı jazyk jako výčet jeho slov. Naštěst́ı jsme schopni
popsat určité (dalo by se ř́ıci i speciálńı) jazyky jinými zp̊usoby. Právě zp̊usob zápisu,
jeho použit́ı a zpětné rozhodnut́ı, zda dané slovo patř́ı do definovaného jazyka je
předmětem a jádrem této práce.

1.2 Chomského hierarchie

Pro přehledněǰśı práci uspořádejme jazyky do určitých tř́ıd, tedy do skupin, které
vymezuj́ı určité podobné chováńı a vlastnosti jazyk̊u. Nejzákladněǰśım takovým
uspořádáńım je tzv. Chomského hierarchie:

• Rekurzivně spočetné jazyky (L0)

• Kontextové jazyky (L1)

• Bezkontextové jazyky (L2)

• Regulárńı jazyky (L3)

Noam Chomský (*1928) takto uspořádal jazyky podle jejich vyjadřovaćı śıly –
každá následuj́ıćı tř́ıda jazyk̊u je nadmnožinou tř́ıdy lež́ıćı v hierarchii pod ńı. Tedy
např́ıklad všechny regulárńı jazyky jsou zároveň bezkontextové, ale zdaleka ne každý
bezkontextový jazyk je také jazykem regulárńım. Jazyky z nižš́ıch tř́ıch se tedy daj́ı
modelovat zp̊usobem, který funguje pro jazyky z vyšš́ıch tř́ıd.

Pro nás budou d̊uležité zejména jazyky z tř́ıdy regulárńıch a bezkontextových
jazyk̊u, těmi se budeme zabývat podrobněji v následuj́ıćıch kapitolách.

Chomského hierarchie často přesněji popisuje požadavky na gramatiku jazyk̊u
z jednotlivých tř́ıd, či dokonce uspořádává samotné gramatiky. K tomuto rozš́ı̌reńı
se vrát́ıme později, po zadefinováńı pojmu gramatika.
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Kapitola 2

Regulárńı jazyky

2.1 Konečné automaty

Definice 2.1. Konečným automatem nazýváme pětici

A = (Q, X, δ, q0, F )

• Q je konečná neprázdná množina stav̊u, které budeme nadále ř́ıkat stavový
prostor.

• X je vstupńı abeceda.

• δ je zobrazeńı, které definuje přechod (přes symbol z abecedy) z jednoho stavu
do jiného stavu, tedy δ : Q × X → Q. Toto zobrazeńı budeme nazývat
přechodovou funkćı.

• q0 je počátečńı stav, q0 ∈ Q.

• F je množina koncových stav̊u, F ⊆ Q.

Obrázek 2.1: Jednoduchý př́ıklad konečného automatu vyjádřeného pomoćı sta-
vového diagramu

Tato definice je sice maximálně formálńı a přesná, nicméně moc dobře nepopi-
suje skutečnou funkci a význam konečného automatu. Jednen z nejběžněǰśıch a také
nejpřehledněǰśıch zp̊usob̊u jak popsat konečný automat je pomoćı stavového dia-
gramu (Obr. 2.1), kde uzly vyjadřuj́ı jednotlivé stavy, a šipky mezi nimi pak přechody
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definované přechodovou funkćı. Počátečńı stav je označen tlustou šipkou směřuj́ıćı
do stavu, koncové stavy jsou pak označeny tlustou šipkou směřuj́ıćı od stavu.
Všimněme si také faktu, že přechodová funkce je definována pro všechny stavy
a všechny symboly (uvažujeme abecedu X = {a, b}), nemůže tedy nastat situace,
kdy si automat

”
nebude vědět rady“, jakou cestou se má vydat.

Automat pak funguje následovně. Na počátku se nacháźı v počátečńım stavu
(v našem př́ıkladu tedy ve stavu č́ıslo 1). Automat postupně nač́ıtá symboly
z imaginárńı vstupńı pásky a podle načteného symbolu a aktuálńıho stavu použije
přechodovou funkci ke změně stavu. Procedura se pak opakuje dokud je možné č́ıst
symboly ze vstupńı pásky popř. dokud se automat nedostane do koncového stavu.
Symboly načtené ze vstupńı pásky po úspěšném přechodu do koncového stavu nám
pak tvoř́ı slovo, které je přij́ımáno konečným automatem. Všechna taková slova pak
tvoř́ı jazyk, přij́ımaný konečným automatem.

Zadefinujme toto však ještě jednou a pořádně.

Definice 2.2. Mějme přechdovou funkci δ : Q × X → Q. Rozš́ıřenou přechodovou
funkćı pak rozumı́me zobrazeńı δ∗ : Q × X∗ → Q, definované následovně

δ∗(q, λ) = q

δ∗(q, wx) = δ(δ∗(q, w), x), x ∈ X, w ∈ X∗

Jedná se tedy o tranzitivńı uzávěr přechodové funkce.

Definice 2.3. Jazyk rozpoznávaný konečným automatem A = (Q, X, δ, q0, F ) je
takový jazyk L(A), pro který plat́ı.

L(A) = {w | w ∈ X∗ ∧ δ∗(q0, w) ∈ F}

Definice 2.4. Slovo w je přij́ımáno automatem A, právě když w ∈ L(A).

Definice 2.5. Jazyk L je rozpoznatelný konečným automatem, právě když existuje
konečný automat A takový, že L = L(A). Tř́ıdu takových jazyk̊u označ́ıme symbo-
lem F .

2.2 Nedeterministické konečné automaty

Udělejme nyńı malou odbočku, jej́ıž smysl vyjde najevo až v následuj́ıćı podkapi-
tole. V některých situaćıch je jednodušš́ı pracovat sice s konečným, avšak s automa-
tem, ve kterém nejsou exaktně definovány přechody právě do jednoho stavu. Auto-
mat se pak v pr̊uběhu výpočtu nemůže deterministicky rozhodnout, jaký konkrétńı
přechod (z v́ıce možných) má zvolit a mı́sto toho muśı poč́ıtat se všemi variantami.
Automat se tedy jakoby nacháźı ve v́ıce stavech najednou.

Zadefinujme v rychlosti také formálně.

Definice 2.6. Nedeterministickým konečným automatem nazýváme pětici

A = (Q, X, δ, S, F )
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• Q je konečná neprázdná množina stav̊u (stavový prostor).

• X je vstupńı abeceda.

• δ je zobrazeńı, které definuje přechod (přes symbol z abecedy) z jednoho stavu
do množiny stav̊u, tedy δ : Q × X → P (Q) (přechodová funkce).

• S je množina počátečńıch stav̊u, S ⊆ Q.

• F je množina koncových stav̊u, F ⊆ Q.

Definice 2.7. Slovo w je přij́ımáno nedeterministickým automatem A, jestliže exis-
tuje posloupnost stav̊u q1, . . . , qn+1 taková, že

q1 ∈ S

qi+1 ∈ δ(qi, xi), i = 1 . . . n

qn+1 ∈ F

Pro nás bude podstatné následuj́ıćı tvrzeńı, ze kterého plyne, že nedeterministické
konečné automaty zpracovávaj́ı stejnou tř́ıdu jazyk̊u jako deterministické.

Věta 2.8. Je-li A nedeterministický konečný automat, potom existuje konečný au-
tomat B takový, že L(A) = L(B)

D̊ukaz. Provedeme konstruktivńı d̊ukaz spoč́ıvaj́ıv́ı ve vytvořeńı automatu B, jehož
stavy budou nějaké podmnožiny stavového prostoru automatu A (Těch je konečně
mnoho). T́ım dokážeme nasimulovat př́ıtomnost ve v́ıce stavech najednou.

B := (P (Q), X, δ′, S, F ′)

Koncové stavy budou takové podmnožiny, ve kterých je nějaký koncový stav z A

F ′ := {R | R ∈ P (Q), R ∩ F 6= ∅}

a přechodová funkce bude sjednoceńı přechodových funkćı na A

δ′(R, x) =
⋃

q∈R

δ(q, x)

Vzhledem k tomu, že stavy automatu B jsou množiny stav̊u A, jedná se
o přechodovou funkci pro derministický automat. Stejně tak odpov́ıdaj́ı všechny
ostatńı podmı́nky, B je tedy deterministický konečný automat.

Stač́ı dokázat, že skutečně přij́ımaj́ı stejný jazyk.

• λ ∈ L(A) ⇔ S ∩ F 6= ∅ ⇔ S ∈ F ′ ⇔ λ ∈ L(B)

Počátečńı stav B je také koncový, tedy S (počátečńı stav B, ale také množina
počátečńıch stav̊u A) je prvkem F ′ právě tehdy, když maj́ı S a F neprázdný
pr̊unik (podle definice F ′), tedy právě tehdy, když existuje stav automatu A
který je počátečńı a zároveň koncový.
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• L(A) ⊆ L(B)

Pro nějaké slovo z jazyka L(A)

w = x1 . . . xn ∈ L(A) ⇔ ∃q1, . . . , qn+1 ∈ Q (2.7)

q1 ∈ S, qi+1 ∈ δ(qi, xi), qn+1 ∈ F

Polož́ıme posloupnost stav̊u R1, . . . , Rn+1 následovně

R1 = S

Ri+1 = δ′(Ri, xi)

(i + 1)-ńı stav je tedy vždy sjednoceńı výsledk̊u přechodové funkce ze všech
stav̊u automatu A obsažených v i-tém stavu automatu B. Tedy q1 ∈ R1

a qi+1 ∈ Ri+1 (podle definice δ′). Potom ale také Rn+1 ∈ F ′, tedy slovo w =
x1 . . . xn je přij́ımáno také automatem B.

• L(B) ⊆ L(A)

Postupujeme opačně něz v předchoźım bodě. Pro nějaké slovo z jazyka L(B)

w = x1 . . . xn ∈ L(B) ⇔ ∃R1, . . . , Rn+1 ∈ P (Q) (2.2, 2.3, 2.4)

R1 = S, Ri+1 = δ′(Ri, xi), Rn+1 ∈ F ′

Zvoĺıme takové qn+1 ∈ F ∩ Rn+1 (nějaké takové existuje podle definice F ′)
a dále taková qi ∈ Ri, pro která plat́ı, že

qi+1 ∈ δ(qi, xi) (⊆ Ri+1), ∀i = 1, . . . , n

Potom i q1 ∈ R1 = S, tedy jsou splněny všechny podmı́nky pro přijet́ı nede-
terministickým konečným automatem, proto w ∈ L(A).

Nyńı ještě rozš́ı̌ŕıme konečné automaty o takzvané λ-přechody. Jedná se o zvlaštńı
druh přechodu, který ř́ıká, že automat může v tomto mı́stě změnit stav (přej́ıt po
λ-přechodu) aniž by načetl nějaký symbol ze vstupńı pásky.

Úmluva. V následuj́ıćım textu rozumı́me symbolem ǫ speciálńı zástupný znak pro si-
tuaci, kdy neńı přečten žádný znak ze vstupńı pásky.

Definice 2.9. Konečným automatem s λ-přechody rozumı́me pětici

A = (Q, X ∪ {ǫ}, δ, q0, F )

δ : Q × (X ∪ {ǫ}) → Q

pro kterou plat́ı všechny daľśı podmı́nky definované v 2.1. Přechodovou funkci
definovanou pro libovolný stav q ∈ Q a znak ǫ nazveme λ-přechodem.

11



Pro stavy, které nemaj́ı žádný λ-přechod lze definovat přechdovou funkci

”
do smyčky“, tedy δ(q, ǫ) = q.

Jak vidno, opět se jedná o formu nedeterminismu v konečných automatech.

Definice 2.10. Necht’ A je konečný automat s λ-přechody, q ∈ Q jeho libovolný
stav a R ⊆ Q libovolná množina stav̊u.

(i) Množinu E(q) = {p | p ∈ Q, p = δ∗(q, ǫ∗)} kde ǫ∗ je libovolně dlouhá posloup-
nost symbol̊u ǫ nazveme λ-uzávěrem stavu q.

(ii) Množinu E(R) =
⋃

r∈R E(r) nazveme λ-uzávěrem množiny stav̊u R.

Nyńı už chyb́ı jen jediný kr̊uček. Předvedeme, že konečný automat s λ-přechody
lze převést na nedeterministický konečný automat a tedy podle předchoźı věty také
na konečný automat.

Věta 2.11. Je-li A konečný automat s λ-přechody, potom existuje nedeterministický
konečný automat B takový, že L(A) = L(B)

D̊ukaz.
A = (Q, X ∪ {ǫ}, δ, q0, F )

Pak konstruujeme automat B následovně

B = (Q, X, δ′, S, F )

kde

S := E(q0)

δ′(q, x) := E(δ(q, x)), q ∈ Q, x ∈ X

Takový automat jistě přij́ımá stejný jazyk jako p̊uvodńı automat A, protože
každé přij́ımané slovo w = x1 . . . xn ∈ L(B) je ekvivalentńı libovolnému slovu
w′ = ǫ∗x1ǫ

∗ . . . ǫ∗xnǫ∗ ∈ L(A) a můžeme tedy naj́ıt př́ıslušnou posloupnost stav̊u
q1, . . . , qn+1, která je stejná v A i B.

2.3 Množinové operace s jazyky

Jelikož máme jazyky zadefinovány jako nějaké množiny slov, můžeme s nimi sa-
mozřejmě provádět obvyklé množinové operace jako je sjednoceńı nebo pr̊unik.
Tyto operace můžeme jednoduše zadefinovat následovně.

Definice 2.12. Mějme libovolné jazyky L, L1 a L2. Pak jejich

(i) sjednoceńım rozumı́me množinu L1 ∪ L2 = {w | w ∈ L1 ∨ w ∈ L2},

(ii) pr̊unikem rozumı́me množinu L1 ∩ L2 = {w | w ∈ L1 ∧ w ∈ L2},

(iii) rozd́ılem budeme nazývat množinu L1 − L2 = {w | w ∈ L1 ∧ w /∈ L2}
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(iv) a konečně doplňkem jazyka L mysĺıme množinu −L = {w | w ∈ X∗ ∧ w /∈ L}.

Pod́ıvejme se, jak se tyto operace chovaj́ı na tř́ıdě jazyk̊u rozpoznatelných
konečným automatem.

Věta 2.13. Necht’ L, L1 a L2 jsou jazyky rozpoznatelné konečným automatem. Po-
tom L1 ∪L2, L1 ∩L2, L1 − L2 a −L jsou také jazyky rozpoznatelné konečným auto-
matem (Tř́ıda F je uzavřená na operace sjednoceńı, pr̊unik, rozd́ıl a doplněk).

D̊ukaz. Důkaz provedeme konstruktivńı.

(i) sjednoceńı, pr̊unik, rozd́ıl jazyk̊u L1 a L2

Nasimulujeme paralelńı běh dvou automat̊u

A1 = (Q1, X, δ1, q10, F1), A2 = (Q2, X, δ2, q20, F2)

pro něž plat́ı L(A1) = L1 a L(A2) = L2, tedy automat̊u, které přij́ımaj́ı dané
jazyky.

Definujeme automat A = (Q, X, δ, q0, F ) následovně

Q := Q1 × Q2, q0 := (q10, q20)

δ((p1, p2), x) := (δ1(p1, x), δ2(p2, x)), p1 ∈ Q1, p2 ∈ Q2, x ∈ X

a následně pro

– sjednoceńı: F := (F1 × Q2) ∪ (F2 × Q1)

pak automat A přij́ımá taková slova, která přij́ımá bud’ A1 nebo A2, tedy
jazyk odpov́ıdaj́ıćı sjednoceńı jazyk̊u L1 a L2.

– pr̊unik: F := F1 × F2

pak automat A přij́ımá taková slova, která přij́ımá A1 a zároveň A2, tedy
jazyk odpov́ıdaj́ıćı pr̊uniku jazyk̊u L1 a L2.

– rozd́ıl: F := F1 × (Q2 − F2)

pak automat A přij́ımá taková slova, která přij́ımá A1, ale nepřij́ımá A2,
tedy jazyk odpov́ıdaj́ıćı rozd́ılu jazyk̊u L1 a L2.

(ii) doplněk

Zde je situace jednodušš́ı, stač́ı pouze prohodit koncové a nekoncové stavy
automatu A, L(A) = L.

Tento poznatek je jednoduchý, nicméně, stejně jako ten následuj́ıćı, poměrně
zásadńı při konstrukci regulárńıch výraz̊u. Nejprve ale zadefinujme nějaké daľśı ope-
race, které se daj́ı na jazyćıch provádět.
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Definice 2.14. Mějme libovolné jazyky L, L1 a L2.

(i) Zřetězeńım jazyk̊u L1 a L2 rozumı́me množinu L1.L2 = {uv | u ∈ L1 ∧ v ∈ L2}.

(ii) Mocninou jazyka L budeme nazývat množinu Ln iteračně definovou

L0 = {λ}

Li+1 = Li.L

(iii) Pozitivńı iteraćı jazyka L mysĺıme množinu L+ = L1 ∪ L2... =
⋃

i≥1 Li.

(iv) Obecnou iteraćı jazyka L rozumı́me množinu L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2... =
⋃

i≥0 Li.

Existuje samozřejmě celá řada daľśıch operaćı, které se nav́ıc na zkoumané tř́ıdě
jazyk̊u F chovaj́ı rozumně (t́ım je myšlena zejména uzavřenost), my je však pro daľśı
pov́ıdáńı nebudeme potřebovat. I tak jsme si mohli odpustit např́ıklad definici rozd́ılu
nebo doplňku, kterou již dále nevyužijeme. Bližš́ı informace naleznete v [1].

Stejně jako dř́ıve dokažme uzavřenost těchto operaćı na tř́ıdě jazyk̊u rozpozna-
telných konečným automatem.

Věta 2.15. Necht’ L1 a L2 jsou jazyky rozpoznatelné konečným automatem. Potom
i jazyk L1.L2 je rozpoznatelný konečným automatem.

L1, L2 ∈ F ⇒ L1.L2 ∈ F

D̊ukaz. Důkaz provedeme opět konstruktivńı. Tentokrát budeme simulovat situ-
aci, kdy nejdř́ıve poč́ıtá automat A1 = (Q1, X, δ1, q10, F1) rozpoznávaj́ıćı jazyk L1

a ve chv́ıli, kdy skonč́ı, začne poč́ıtat automat A2 = (Q2, X, δ2, q20, F2) rozpoznávaj́ıćı
jazyk L2.

Je jisté, že takovou operaćı zaneseme do výsledného automatu nedeterminis-
mus, jelikož při přechodu prvńıho automatu do koncového stavu neńı jasné, zda má
výpočet prob́ıhat nadále v automatu A1, nebo zda má přepnout do automatu A2.
Muśı se tedy předpokládat obě varianty a t́ım se automat dostává do v́ıce stav̊u
najednou. K realizaci takového automatu můžeme zcela př́ımo a jednoduše využ́ıt
λ-přechody, pro které jsme si připravili teorii v předchoźı podkapitole. Postač́ı, když
λ-přechodem spoj́ıme koncové stavy prvńıho automatu s počátečńım stavem auto-
matu druhého.

Výsledný automat tedy sestav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem.

B = (Q, X ∪ {ǫ}, δ, q01, F )

Q := Q1 ∪ Q2

F := F2

δ(q, x) := δ1(q, x), q ∈ Q1

δ(q, x) := δ2(q, x), q ∈ Q2
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δ(q, ǫ) := q02, q ∈ F1

δ(q, ǫ) := q, q /∈ F1 (q ∈ Q1 ∨ q ∈ Q2)

Stač́ı nahlédnout, že takový automat opravdu rozpoznává jazyk odpov́ıdaj́ıćı
zřetězeńı L1 a L2. Automat B nav́ıc odpov́ıdá definici konečného automatu s λ-
přechody, a tedy podle 2.11 a 2.8 lze převést na konečný automat.

Věta 2.16. Necht’ L je jazyk rozpoznatelný konečným automatem. Potom i jazyk L∗

je rozpoznatelný konečným automatem.

L ∈ F ⇒ L∗ ∈ F

D̊ukaz. Mějme automat A = (Q, X, δ, q0, F ) rozpoznávaj́ıćı jazyk L. Podobně jako
v předchoźım tvrzeńı budeme konstruovat výsledný

”
iteračńı“ automat za pomoćı λ-

přechod̊u. Tentokrát však budeme spojovat koncové stavy s počátečńım stavem toho
samého automatu. Je nutné si však uvědomit jednu maličkost a tou je prázdné slovo
λ. To je prvkem jazyka L∗ i v př́ıpadě, že ho p̊uvodńı jazyk L neobsahoval. Je tedy
nutné λ ošetřit speciálně novým stavem s. Výsledný automat bude tedy definován
následuj́ıćım zp̊usobem.

B = (Q′, X, δ′, q0, F
′)

Q′ := Q ∪ {s}

F ′ := F ∪ {s}

δ′(q, x) := δ(q, x), q ∈ Q

δ(q, ǫ) := q0, q ∈ F1, q 6= q0

δ(q, ǫ) := q, q /∈ F1, q 6= q0

δ(q0, ǫ) := s

A stejně jako v předchoźım tvrzeńı převedeme automat B podle 2.11 a 2.8
na konečný automat.

Úmluva. Jazyk, který neobsahuje žádná slova, tedy prázdný jazyk, označme sym-
bolem ∅.

Nyńı již konečně můžeme přistoupit k bodu, ke kterému jsme celou kapitolu
směle směřovali. T́ım je zadefinováńı regulárńıch jazyk̊u jako takových. Dosud jsme
se bavili jen o jakési tř́ıdě F , nebylo však zcela jasné, jakou má vlastně spoji-
tost s regulárńımi jazyky. Toto poznáńı nás čeká hned v následuj́ıćım podkapitole,
která na naše pov́ıdáńı plynule navazuje.

Definice 2.17. Tř́ıda regulárńıch jazyk̊u RL(X) nad abecedou X je nejmenš́ı tř́ıda
jazyk̊u, pro kterou plat́ı:

• Obsahuje prázdný jazyk ∅.
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• Pro každý symbol x z abecedy X obsahuje jazyk {x}.

• Je uzavřená na operaci sjednoceńı, tedy A, B ∈ RL(X) ⇒ A ∪ B ∈ RL(X).

• Je uzavřená na operaci zřetězeńı, tedy A, B ∈ RL(X) ⇒ A.B ∈ RL(X).

• Je uzavřená na operaci obecné iterace, tedy A ∈ RL(X) ⇒ A∗ ∈ RL(X).

Jedná se tedy vlastně o algebru se zmı́něnými třemi operacemi.

2.4 Kleeneova věta

Věta 2.18. Libovolný jazyk je regulárńı, právě když je rozpoznatelný konečným au-
tomatem.

D̊ukaz.

”
=⇒“

Dokazujeme, že regulárńı jazyky jsou rozpoznatelné konečným automatem.
Stač́ı si uvědomit, že pro triviálńı jazyky (tedy jazyky tvaru {x} pro každý sym-

bol x z abecedy X) jsme schopni zkonstruovat jednoduchý konečný automat (přesný
tvar tohoto automatu bude uveden později v kapitole o implementaci regulárńıch
výraz̊u).

Z poznatk̊u 2.13, 2.15, 2.16 jsme schopni pro všechny operace na RL(X)
(tedy sjednoceńı, zřetězeńı a obecná iterace) nalézt odpov́ıdaj́ıćı postup konstrukce
konečného automatu. Iteraćı těchto postup̊u jsme tedy schopni nalézt konečný auto-
mat pro všechny regulárńı jazyky.

”
⇐=“

Dokazujeme, že jazyky rozpoznatelné konečnými automaty jsou regulárńı, tedy
podle definice 2.17 se daj́ı složit z elementárńıch jazyk̊u aplikováńım operaćı sjedno-
ceńı, zřetězeńı a iterace.

Mějme konečný automat A = (Q, X, δ, q1, F ) a uvažujme na množině Q
uspořádáńı, které nám oč́ısluje jednotlivé stavy indexy 1, . . . , n, |Q| = n. Položme

Rij := {w ∈ X∗ | δ∗(qi, w) = qj}

tedy množinu slov, které převáděj́ı stav qi na stav qj . Jistě plat́ı

L(A) =
⋃

qi∈F

R1i

Položme dále Rk
ij jako množinu slov, které převáděj́ı stav qi na stav qj bez toho,

aby rozš́ı̌rená přechodová funkce prošla nějakým stavem qm, kde m > k (procháźıme
pouze stavy s menš́ım nebo rovným indexem). Jistě tedy plat́ı

Rij = Rn
ij

Nyńı dokažme, že Rk
ij jsou regulárńı pro ∀i, j, k. Budeme postupovat indukćı.
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• ∀i, j : R0
ij jsou jistě regulárńı, nebot’ připadaj́ı v úvahu maximálně jedno-

ṕısmenná slova (neprocháźıme přes žádný mezistav).

• Rk+1
ij = Rk

ij ∪ Rk
i(k+1).(R

k
(k+1)(k+1))

∗.Rk
(k+1)j

Přidávaná slova procházej́ıćı přes stav qk+1 zkonstruujeme tak, že zřetěźıme
slova jdoućı z qi do qk+1 se slovy jdoućı z qk+1 do qj a mezi ně zřetěźıme všechny
možné smyčky z qk+1 zpět do qk+1. Všechny tyto části neprocháźı stavy s větš́ım
indexem než k.

Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že jazyky Rk
ij , Rk

i(k+1), Rk
(k+1)(k+1) a Rk

(k+1)j

jsou regulárńı a operace sjednoceńı, zřetězeńı a iterace zachovávaj́ı regulárnost.
Rk+1

ij je tedy také regulárńı.

Tedy ∀i, j je Rij regulárńı a vzhledem k tomu, že sjednoceńı zachovává re-
gulárnost, je i L(A) regulárńı.

2.5 Regulárńı výrazy

Nyńı již tedy máme určitou představu o tom, jak vypadaj́ı regulárńı jazyky. Dokonce
bychom na základě předešlé teorie byli do uřité mı́ry schopni navrhnout a implemen-
tovat aplikaci, schopnou reprezentovat nějaký regulárńı jazyk (tedy rozhodnout, zda
dané slovo patř́ı do implementovaného jazyka). Čeká na nás však ještě jeden pod-
statný úkol.

T́ım úkolem je navrhnout nějaký jednoduchý zp̊usob definováńı konkrétńıho re-
gulárńıho jazyka. T́ım zp̊usobem by samozřejmě mohlo být definováńı př́ımo po-
moćı odpov́ıdaj́ıćıho konečného automatu, daľśım zp̊usobem by mohlo být např́ıklad
popsáńı přirozeným jazykem (např.

”
jazyk nad abecedou {0, 1}, který obsahuje

všechna slova, která odpov́ıdaj́ı binárńımu zápisu č́ısla dělitelného pěti“). Oba
zp̊usoby jsou však z nějakého d̊uvodu nevyhovuj́ıćı.

Reprezentace konečným automatem sice přesně definuje daný jazyk, na prvńı
pohled však nevypov́ıdá př́ılǐs dobře o tom, jak vlastně daná slova v jazyce vypadaj́ı.
V praxi se pak použ́ıvaj́ı jazyky př́ılǐs složité na to, aby mohl být tento zp̊usob zápisu
pro člověka srozumitelný.

Druhý navrhovaný zp̊usob dává celkem jasnou představu o významu daného ja-
zyka, ovšem jako formálńı definice pro poč́ıtač je pochopitelně zcela nevyhovuj́ıćı.
Nav́ıc nikde neńı jasně dáno, že jazyk, který jsme právě popsali, je obravdu regulárńı.

Z těchto d̊uvod̊u definujeme třet́ı zp̊usob, který bude vhodný jak pro poč́ıtač, tak
poměrně srozumitelný pro člověka.

Definice 2.19. Množina regulárńıch výraz̊u RE(X) nad abecedou X = {x1, ..., xn}
je nejmenš́ı množina slov v abecedě {x1, . . . , xn, ∅, λ, |, ∗, (, )}, pro kterou plat́ı:

• Obsahuje výraz ∅ a výraz λ, ∅ ∈ RE(X), λ ∈ RE(X).

• Pro každý symbol x v abecedě X obsahuje výraz x, ∀x ∈ X : x ∈ RE(X).

• ∀α, β ∈ RE(X) ⇒ (α|β) ∈ RE(X).
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• ∀α, β ∈ RE(X) ⇒ (αβ) ∈ RE(X).

• ∀α ∈ RE(X) ⇒ α∗ ∈ RE(X).

Trochu v předstihu bychom mohli podotknout, že samotný jazyk regularńıch
výraz̊u je sice bezkontextový, avšak my se nyńı budeme zaj́ımat šṕı̌se o hodnotu
regulárńıho výrazu, kterou bude právě nějaký regulárńı jazyk. Ale neprotahujme
a uved’me rovnou formálńı definici.

Definice 2.20. Hodnotou regulárńıho výrazu α ∈ RE(X) je množina slov [α], tedy
jazyk, definovaný následovně. Pro ∀α, β ∈ RE(X) na nějaké abecedě X plat́ı

• [∅] = ∅, [λ] = {λ}, [x] = {x}, ∀x ∈ X,

• [(α|β)] = [α] ∪ [β],

• [(αβ)] = [α].[β],

• [α∗] = [α]∗.

Navzdory definici by se ještě slušelo ujasnit, jakou funkci maj́ı v regulárńıch
výrazech symboly ∅ a λ. ∅ vyjadřuje prázdný regulárńı výraz. Podle definice tento
regulárńı výraz generuje prázdný jazyk, tedy jazyk, ve kterém neńı žádné slovo
(ani prázdné). Oproti tomu λ (ve smyslu regulárńıch výraz̊u) je regulárńı výraz
odpov́ıdaj́ıćı právě jednomu slovu v universu X∗ a to prázdnému slovu λ. Tento re-
gulárńı výraz tedy generuje jazyk, který obsahuje jen prázdné slovo, tedy jazyk X0.

Z definic 2.17 a 2.20 jsou zcela zřejmá následuj́ıćı fakta.

Věta 2.21. Hodnotou regulárńıho výrazu je regulárńı jazyk.

Věta 2.22. Každý regulárńı jazyk lze reprezentovat pomoćı regulárńıho výrazu (jehož
hodnou je onen jazyk).

V regulárńıch výrazech tedy můžeme vidět jakýsi mezikrok mezi přirozeným
vyjádřeńım regulárńıho jazyka a zapsáńım regulárńıho jazyka pomoćı konečného au-
tomatu.

přirozený jazyk → regulárńı výraz → konečný automat

Převod mezi prvńımi dvěma pochopitelně nelze algoritmicky popsat, to je zcela
na lidské invenci, avšak převod mezi regulárńım výrazem a konečným automatem
se dá popsat dokonce nekolika r̊uznými algoritmy. Jedna zcela zřejmá metoda vycháźı
z definic a vět, popsaných výše. Nazveme ji metodou inkrementálńı a sestává ze dvou
krok̊u.

(i) Všechny elementárńı (jednoṕısmenné) regulárńı výrazy převedeme na konečný
automat.

(ii) Složitěǰśı automaty skládáme dohromady zp̊usobem definovaným v 2.20.

Tato metoda bude bĺıže popsána v kapitole 4.3 o implementaci regulárńıch výraz̊u.
Daľśı metody nebudeme dále potřebovat, v př́ıpadě zájmu je naleznete v [1].
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Kapitola 3

Bezkontextové jazyky

3.1 Formálńı gramatiky

Každý se již někdy setkal s pojmem gramatika a pravděpodobně i tuš́ı jeho přibližný
význam. Gramatika by se dala tradičně (tedy v lingvistickém slova smyslu) popsat
jako soubor pravidel, podle kterých se ř́ıd́ı syntaxe a morfologie jazyka, tedy skladba
vět a tvořeńı jednotlivých slov. Tato, pro matematiky trochu vágńı, definice se sa-
mozřejmě dá primárně aplikovat na přirozené jazyky.

My ji však pro naš́ı potřebu trochu zjednoduš́ıme a hlavně zformalizujeme.
Zejména odstrańıme rozd́ıl mezi tvorbou jednotlivých slov a celých vět.

V prvńı řadě nemáme pojem věta v̊ubec zaveden. Časem dopějeme k závěru,
že tvorba slov a tvorba vět je z našeho hlediska dost podobná a tedy námi použitá
analýza jazyka bude prob́ıhat dvoufázově, kde každá jednotlivá fáze lež́ı na stejném
teoretickém základě. Omezme se tedy na dř́ıve definovanou abecedu, symboly z abe-
cedy a slova z nich tvořená. Gramatika v našem slova smyslu bude tedy soubor
pravidel, podle kterých se vytvářej́ı všechny řetězce (slova) daného jazyka.

Definice 3.1. Mějme abecedu V . Přepisovaćı pravidlo (produkce) (nad abecedou V )
je uspořádaná dvojice (u, v), kde u, v ∈ V ∗. Zpravidla zapisujeme ve tvaru u → v

Definice 3.2. Přepisovaćım (produkčńım) systémem nazýváme dvojici R = (V, P ),
kde

• V je abeceda, nad kterou pracujeme.

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel nad abecedou V .

Definice 3.3. Mějme produkčńı systém R = (V, P ).

(i) Ř́ıkáme, že slovo w (∈ V ∗) se př́ımo přeṕı̌se na slovo z (∈ V ∗) (ṕı̌seme w ⇒ z),
jestliže

∃u, v, x, y ∈ V ∗ : w = xuy, z = xvy, (u → v) ∈ P
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(ii) Ř́ıkáme, že slovo w (∈ V ∗) se přeṕı̌se na slovo z (∈ V ∗) (ṕı̌seme w ⇒∗ z),
jestliže

∃u1, . . . , un ∈ V ∗ : w = u1 ⇒ u2 ⇒ . . . ⇒ un = z

(iii) Posloupnost u1, . . . , un nazýváme derivaćı.

(iv) Jestliže ∀i 6= j : ui 6= uj, potom hovoř́ıme o minimálńı derivaci.

Nyńı tedy umı́me nějakým zp̊usobem vyprodukovat slovo složené ze symbol̊u
v abecedě V . To však stále nestač́ı. Máme sice dobrý aparát na tvorbu slov,
ale např́ıklad nev́ıme s č́ım zač́ıt a kde skončit. Rozš́ı̌reńım definice se konečně do-
bereme k dostačuj́ıćımu zavedeńı formálńı gramatiky.

Definice 3.4. Formálńı gramatikou mysĺıme čtveřici G = (VN , VT , S, P ), kde

• VN je abeceda neterminálńıch symbol̊u.

• VT je abeceda terminálńıch symbol̊u. Obě abecedy jsou neprázdné a disjunktńı.

• S ∈ VN je počátečńı neterminálńı symbol.

• P je systém produkćı α → β, kde α, β ∈ (VN ∪VT )∗ a α obsahuje alespoň jeden
neterminálńı symbol.

Definice 3.5. Jazyk L(G) generovaný gramatikou G je takový jazyk, pro který plat́ı

L(G) = {w | w ∈ V ∗
T ∧ S ⇒∗ w}

Přepisováńı slov funguje stejně jaku u produkčńıho systému. Novinkou je
počátečńı neterminál, tedy symbol, od kterého s produkćı zač́ınáme. Stoj́ı tedy
na začátku každé derivace. Terminálńı symboly jsou pak ty symboly, u kterých de-
rivaci konč́ıme, tedy symboly, které se již dále nepřepisuj́ı. Celý postup konč́ı t́ım,
že vyprodukujeme slovo složené jen z terminálńıch symbol̊u. To nám tedy i jasně
ukazuje, že jazyk L(G) je podmnožinou V ∗

T .

3.2 Chomského hierarchie podruhé

Jak jsme již dř́ıve předeslali, doplńıme ted’ Chomského hierarchii za pomoćı grama-
tik. V́ıme, že každé gramatice odpov́ıdá nějaký jazyk. Stejně tak můžeme již zmı́něné
tř́ıdy jazyk̊u definovat právě podle určitých požadavk̊u, které klademe na jejich gra-
matiky.

• Gramatiky typu 0

Maj́ı přepisovaćı pravidla v obecné formě, tedy libovolná, odpov́ıdaj́ıćı 3.4.
Tyto gramatiky generuj́ı tř́ıdu rekurzivně spočetných jazyk̊u L0.
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• Gramatiky typu 1

Jejich přepisovaćı pravidla jsou pouze ve tvaru αXβ → αwβ, kde X ∈ VN ,
α, β ∈ (VN ∪ VT )∗, w ∈ (VN ∪ VT )+. Takové gramatiky jsou tedy nevy-
pouštěj́ıćı (slova se během přepisováńı nezkracuj́ı). Jedinou výjimkou budiž
pravidlo S → λ s t́ım, že se počátečńı neterminál S nesmı́ objevit na pravé
straně žádného pravidla. Touto výjimkou zajist́ıme, aby takové gramatiky byly
schopny generovat jazyky, obsahuj́ıćı prázdné slovo. Gramatiky typu 1 generuj́ı
právě tř́ıdu kontextových jazyk̊u L1.

• Gramatiky typu 2

Právě tyto gramatiky (resp. určitá jejich podmnožina) budou pro nás nej-
zaj́ımavěǰśı. Gramatiky typu 2 maj́ı přepisovaćı pravidla ve tvaru X → α,
kde X ∈ VN , α ∈ (VN ∪ VT )∗. Podrobněǰśıho popisu se dočkáme za chv́ıli.

• Gramatiky typu 3

Tyto gramatiky maj́ı pravidla pouze ve tvaru X → wY nebo X → w,
kde X, Y ∈ VN , w ∈ V ∗

T . Tyto gramatiky generuj́ı tř́ıdu jazyk̊u L3. Ta je
rovna tř́ıdě regulárńıch jazyk̊u, kterou jsme definovali dř́ıve. Formálńı d̊ukaz
tohoto tvrzeńı naleznete v [1], v kapitole 6.

Chomského hierarchie nám utvořila určitou bližš́ı představu o uspořádáńı jazyk̊u
a jejich gramatik. Tato představa je však stále jen přibližná a nebude ji považovat
za formálńı definici. Omeźıme se pouze na tř́ıdu bezkontextových jazyk̊u a spo-
koj́ıme se s následuj́ıćım.

Definice 3.6. Bezkontextová gramatika (zkratka CFG) je taková formálńı grama-
tika, která obsahuje přepisovaćı pravidla pouze ve tvaru X → α, kde X ∈ VN ,
α ∈ (VN ∪ VT )∗.

Definice 3.7. Bezkontextovým jazykem L budeme nazývat takový jazyk, pro který
existuje nějaká bezkontextová gramatika G taková, že L = L(G)

3.3 Derivačńı stromy a jednoznačnost gramatik

Vzhledem k
”
pěknému“ tvaru pravidel, který nám definuje 3.6, můžeme výpočet

(přepsáńı) bezkontextových gramatik zachytit o mnoho názorněǰśı strukturou,
než jen sekvenćı pravidel. T́ımto zp̊usobem zápisu je derivačńı strom.

Jedná se v́ıceméně o pouhé přeuspořádáńı použitých přepisovaćıch pravidel
do grafické podoby stromu s t́ım, že na sebe navážeme stejné neterminály, které se
v jednom kroku vygenerovaly na pravé straně pravidla a v následuj́ıćıch kroćıch
jsou dále přepisovány. Uved’me však přesnou definici následovanou názorněǰśım
přikladem.

Definice 3.8. Mějme bezkontextovou gramatiku G = (VN , VT , S, P ). Derivačńı
strom je takový strom, kde:
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• každý vrchol je ohodnocen prvkem z VN ∪ VT ∪ {λ}.

• kořen je ohodnocen počátečńım neterminálem S.

• vnitřńı vrcholy jsou ohodnoceny prvky z VN .

• je-li A ohodnoceńım vrcholu a u1, u2, . . . , un ohodnoceńım jeho potomk̊u (zálež́ı
na pořad́ı, bereme potomky zleva doprava), potom (A → u1u2 . . . un) ∈ P .

• je-li vrchol ohodnocen λ, potom je to list a je jediným potomkem svého rodiče.

Definice 3.9. Ř́ıkáme, že derivačńı strom dává slovo w, pokud je slovo složeno
z ohodnoceńı list̊u (zleva doprava).

Př́ıklad. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P )

VN = {S, X}

VT = {a, b, c}

P : S → aXb | Sc, X → c | λ

Jedna z možných derivaćı může být

S ⇒ Sc ⇒ aXbc ⇒ abc

K této derivaci pak můžeme sestrojit derivačńı strom, který bude mı́t následuj́ıćı
podobu:

Obrázek 3.1: Jednoduchý př́ıklad derivačńıho stromu

Tento strom podle definice 3.9 dává slovo abc a přehledně vypov́ıdá o tom,
jaká byla použita přepisovaćı pravidla.

Vyslovme ted’ jednu d̊uležitou otázku týkaj́ıćı se právě derivaćı a derivačńıch
stromů. Je možné źıskat pro jedno slovo dva r̊uzné derivačńı stromy? Tato, na pohled
jednoduchá otázka, nám však svou odpověd́ı přináš́ı poněkud znepokojuj́ıćı situaci.
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Pravdou je, že v některých př́ıpadech je to skutečně možné. Ujasněme si pojmy
následuj́ıćımi definicemi.

Zavedeme nejprve jakýsi jednotný zp̊usob přepisováńı. Pokud máme přepisovaćı
pravidlo, které má na pravé straně dva nebo v́ıce neterminál̊u, je pochopitelně možné
přepsat např́ıklad nejprve levý a pak pravý (a dále) nebo obráceně, pokud jich je
tam větš́ı počet, můžeme také postupovat v náhodném pořad́ı.

Dostáváme tedy několik r̊uzných derivaćı (myšleno r̊uzně uspořádaných posloup-
nost́ı z definice 3.3). Význam takových derivaćı je však stále stejný, odpov́ıdaj́ıćı
derivačńı strom má stále stejnou podobu. Pořad́ı přepisovaných neterminál̊u tedy
nemá z hlediska jednoznačnosti význam, nicméně ńıže specifikovaná kanonická forma
derivace nám umožńı jednoznačnost zadefinovat.

Definice 3.10. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ) a slova α, β ∈ (VN ∪ VT )∗.
O levém přepsáńı α ⇒ β mluv́ıme tehdy, přepisuje-li se nejlevěǰśı neterminál

∃γ, δ ∈ (VN ∪ VT )∗, ∃w ∈ V ∗
T , ∃X ∈ VN : α = wXδ, β = wγδ, (X → γ) ∈ P

Levá derivace vzniká použit́ım pouze levých přepsáńı.

Obdobně můžeme definovat i pravé přesáńı a pravou derivaci. Rozd́ıl je pouze
v tom, že se vždy přepisuje nejpravěǰśı neterminál. Uved’me ještě větu, která nám
ř́ıká, že se skutečně jedná o korektně definovanou derivaci.

Věta 3.11. Pro bezkontextové gramatiky plat́ı, X ⇒∗ w právě tehdy, když existuje
levá derivace w z X.

D̊ukaz. Existuje-li daná levá derivace, zcela zřejmě se podle ńı X přeṕı̌se na slovo w.
Stač́ı tedy dokázat, že existence derivace implikuje existenci levé derivace.

Mějme nějaké přepsáńı αY β ⇒ αγβ použit́ım pravidla Y → γ. Takové pravi-
dlo neovlivńı řetězce α a β ani jejich daľśı přepisováńı, jednotlivá přepisováńı jsou
na sobě nezávislá. Můžeme tedy preferovat aplikaci některých pravidel, tedy i levých
přepsáńı.

Nyńı můžeme konečně zadefinovat jednoznačnost gramatiky a jazyka.

Definice 3.12. Bezkontextová gramatika G je v́ıceznačná, jestiže ∃w ∈ L(G),
které má dvě r̊uzné levé derivace, tedy dva r̊uzné derivačńı stromy. V ostatńıch
př́ıpadech je gramatika jednoznačná.

Definice 3.13. Bezkontextový jazyk L je jednoznačný, jestiže existuje jednoznačná
bezkontextová gramatika G tak, že L = L(G).

Bezkontextový jazyk L je nejednoznačný, jestiže každá bezkontextová grama-
tika G taková, že L = L(G), je nejednoznačná.

Pro účely zpracováńı jazyka poč́ıtačem je nejednoznačnost nepř́ıjemný problém.
Pokud po derivačńım stromě požadujeme, aby něco skutečně reprezentoval, tedy jeho
forma nesla určitý význam a ten význam se změnil s rozd́ılnou reprezentaćı, je jedno-
značnost nepř́ıpustná. Stroj by v takovém př́ıpadě nemohl vytušit, jaká reprezentace
je ta správná, a slovo by mělo v́ıce formálńıch významů.

Z toho d̊uvodu je nutné položit prvńı podmı́nku, kterou klademe na zpracovávaný
jazyk (gramatiku). Zajǐstěńı jednoznačnosti tedy přecháźı na samotného uživatele.
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3.4 Levá faktorizace

Někdy se v gramatice vyskytnou zdánlivě nejednoznačná, resp. pro stroj na prvńı
pohled nerozlǐsitelná, pravidla (z d̊uvodu takového, že později popsaný syntaktický
analyzátor většinou zkoumá pouze začátek pravidla, který je nějakým zp̊usobem
d̊uležitý). Jsou jimi taková pravidla, která maj́ı za prvé stejnou levou stranu, ale co
je podstatněǰśı, maj́ı stejný začátek pravé strany (at’ už jde o terminály nebo neter-
minály).

Existuje však algoritmus, kterým je možno takové př́ıpady eliminovat a grama-
tiku tak přepsat. Tento postup se nazývá levá faktorizace. Popǐsme tento postup
jednoduchým tvrzeńım.

Věta 3.14. Necht’ G = (VN , VT , S, P ) je bezkontextová gramatika a

X → αβ1

X → αβ2

nějaká jej́ı přepisovaćı pravidla, pro která plat́ı X ∈ VN , α, β1, β2 ∈ (VN ∪ VT )∗.
Pak gramatika G′ = (VN ∪{X ′}, VT , S, P ′) kde P ′ vznikne z P tak, že odebereme výše
uvedená pravidla a mı́sto nich přidáme pravidla

X → αX ′

X ′ → β1

X ′ → β2

kde X ′ je nový neterminál, generuje stejný jazyk jako G, tedy L(G) = L(G′).

D̊ukaz. Jen krátce. Vezmeme slovo z jazyka L(G) a najdeme jeho např́ıklad levou
derivaci. Pokud se v této derivaci využije přepsáńı podle pravidla X → αβ1 (resp.
X → αβ2), pak jistě můžeme toto přepsáńı nahradit dvěma přepsáńımi podle pra-
videl X → αX ′ a X ′ → β1 (resp. X ′ → β2). Pro zkoumané slovo tedy existuje levá
derivace v gramatice G′ a je tedy prvkem jazyka L(G′).

Opačnou impikaci postav́ıme symetricky.

Jak vidno transformovaná gramatika již netrṕı t́ım neduhem, že by měla ne-
jednoznačné začátky některých pravidel. Této metody využijeme později v rámci
implementace bezkontextového parseru.

3.5 Eliminace levé rekurze

Daľśım podstatným problémem při zpracováváńı gramatiky strojem je tzv. rekurze,
at’ už levá nebo pravá. Prvńı je problémem pro analyzátory stavěj́ıćı výpočet odleva,
druhá naopak pro analyzátory funguj́ıćı zprava – o tom bude řeč v kapitole o syn-
taktické analýze. Pracujme nadále pouze s levou rekurźı. Nejdř́ıve by se však slušelo
tento pojem zadefiovat.
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Definice 3.15. Mějme bezkontextovou gramatiku G = (VN , VT , S, P ). Gramatika je
levě rekurzivńı, pokud obsahuje pravidlo ve tvaru (X → Xα) ∈ P, X ∈ VN , α ∈
(VN ∪ VT )∗.

A nyńı se levé rekurze zase zbav́ıme následuj́ıćım tvrzeńım.

Věta 3.16. Necht’ G = (VN , VT , S, P ) je bezkontextová gramatika, X ∈ VN nějaký
jej́ı neterminál. Necht’

X → Xα1, . . . , X → Xαn, αi ∈ (VN ∪ VT )∗

jsou všechna levě rekurzivńı pravidla pro neterminál X a

X → β1, . . . , X → βm, βi ∈ (VN ∪ VT )∗

jsou všechna ostatńı pravidla pro neterminál X. Potom gramatika G′ = (VN ∪
{X ′}, VT , S, P ′) kde P ′ vznikne z P tak, že odebereme výše uvedená pravidla a mı́sto
nich přidáme pro ∀i, ∀j pravidla

X → βiX
′

X ′ → αjX
′

X ′ → λ

kde X ′ je nový neterminál, generuje stejný jazyk jako G, tedy L(G) = L(G′).

D̊ukaz. Postupujeme velice podobně jako v d̊ukazu 3.14. Tentokrát bereme taková
slova, která obsahuj́ı nějaké podslovo βjαi1 . . . αik , byla tedy zderivována za použit́ı
pravidel (po řadě)

X → Xαik , . . . , X → Xαi1 , X → βj

Mı́sto nich však můžeme použ́ıt pravidla (po řadě)

X → βjX
′, X ′ → αi1X

′, . . . , X ′ → αikX
′, X ′ → λ

Źıskáváme tak derivaci v gramatice G′ a slovo je tedy prvkem jazyka L(G′).
Obdobně postupujeme i v př́ıpadě opačné implikace.

Jsme tedy schopni poměrně snadno transformovat levou rekurzi na pravou, čehož
opět využijeme v rámci implementace parseru bezkontextové gramatiky.
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Kapitola 4

Lexikálńı analýza

4.1 Dvoufázový model zpracováńı

V části o formálńıch gramatikách jsme krátce hovořili o podobnostech formálńıch
a přirozených jazyk̊u, zejména pak o rozd́ılu mezi tvořeńım jednotlivých slov a celých
vět. Podotkli jsme, že v rámci našich definic nic jako věta zat́ım neexistuje. Otázkou
je, zda by se tento dvouvrstvý model (slova, věty) dal prakticky využ́ıt i v našem
př́ıpadě. Rozeberme si z tohoto hlediska pověstnou gramatiku zpracováńı výraz̊u
se sč́ıtáńım a násobeńım.

Př́ıklad. Mějme gramatiku G = (VN , VT , E, P ), kde

VN = {E, T, F}
VT = {+, ∗, (, ), a}

P :
E → E + T | T
T → T ∗ F | F
F → (E) | a

Gramatika je zcela v pořádku až do posledńıho přepisovaćıho pravidla F → a.
V reálném př́ıpadě budeme samozřejmě cht́ıt faktor (F ) přepisovat nejenom na sym-
bol a, nýbrž např́ıklad na č́ısla nebo identifikátory proměnných. Gramatika by se tak
musela rozš́ı̌rit o definici č́ısel, identifikátor̊u apod. Přibyla by tedy např́ıklad tato
pravidla.

F → N | I
I → LI | L
L → a | b | c | d . . . | z
N → UN | U
U → 0 | 1 . . . | 9

Gramatika se znatelně zesložitila a to jsme přidali pouze přirozená č́ısla a identi-
fikátory složené pouze z malých ṕısmen anglické abecedy.
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Tento př́ıklad nám ukázal, že takový zp̊usob neńı př́ılǐs efektivńı. Můžeme si nav́ıc
všimnout, že dodefinováńı č́ısel a identifikátor̊u nijak neovlivńı p̊uvodńı synatktickou
strukturu výrazu, ba co v́ıc, z bezkontextového hlediska jejich gramatika neńı př́ılǐs
nápaditá. Jazyk který jsme t́ımto kusem gramatiky definovali je totiž pouze regulárńı.

Tuto strukturu můžeme pozorovat u většiny umělých, předevš́ım programovaćıch,
jazyk̊u. Nab́ıźı se tedy myšlenka, zdali bychom toho měli využ́ıt. Podrobněji bychom
mohli tento postup popsat následovně:

”
Dokud to jde, zpracovávej jazyk jako re-

gulárńı, a až s výsledkem nakládej bezkontextově“. V praxi to pak vypadá tak, že je
vstupńı text

”
regulárně“ rozsekán na posloupnost tzv. lexikálńıch element̊u (lexém̊u),

které pak z větš́ı části vstupuj́ı ve formě zástupných token̊u do druhé fáze jako ter-
minály pro bezkontextovou gramatiku.

Př́ıklad. V našem př́ıkladu s gramatikou výraz̊u bychom tedy gramatiku zachovali
v́ıceméně nezměněnou. Nahradili bychom jen přepisovaćı pravidlo

F → a pravidly F → id | number

Pro názornost bychom mohli změnit terminály +, ∗, (, ) na plus, mul, left,
right. Množina terminál̊u by se tedy změnila na

VT = {plus,mul, left, right, id,number}

S těmito terminály bychom v předchoźı fázi poč́ıtali jako s výstupńı abecedou.
Definovali bychom sadu regulárńıch výraz̊u (použité regulárńı výrazy jsou oproti
dř́ıvěǰśı definici trochu rozš́ı̌rené, jejich vysvětleńı přijdě později, nicméně smysl je asi
zřejmý)

• [a − z]+ pro terminál id,

• [0 − 1]+ pro terminál number,

• + pro terminál plus,

• ∗ pro terminál mul,

• ( pro terminál left,

• a konečně ) pro terminál right.

Pomoćı této sady bychom tedy např́ıklad vstupńı slovo tvaru ab∗ (36+ cd) trans-
formovali na posloupnost token̊u id mul left number plus id right, které by bylo
v druhé fázy zpracováno následuj́ıćı levou derivaćı:

E ⇒ T ⇒ T mul F ⇒ F mul F ⇒ id mul F ⇒ id mul left E right ⇒
⇒ id mul left E plus T right ⇒∗ id mul left F plus T right ⇒
⇒ id mul left number plus T right ⇒∗ id mul left number plus F right ⇒
⇒ id mul left number plus id right

Úloha se tedy rozpadá na dvě části.
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• Lexikálńı analýza

• Syntaktická analýza

Jednotlivé fáze byly naznačeny v př́ıkladě a budeme se jimi nadále podrobně
zabývat. Začneme, jak název kapitoly napov́ıdá, fáźı prvńı a to lexikálńı analýzou.
Vrat’me se tedy v našem pov́ıdáńı zpět do světa regulárńıch jazyk̊u.

4.2 Reprezentace konečného automatu

Abychom mohli sestavit lexikálńı analýzu, budeme zajisté v prvńı řadě potřebovat
nějak rozpoznávat regulárńı jazyk. Již dř́ıve jsme dokázali, že pro každý regulárńı
jazyk existuje konečný automat, který tento jazyk rozpoznává. Dokonce jsme teo-
reticky ukázali zp̊usob, jak takový automat źıskat z regulárńıho výrazu. Tyto dvě
podkapitoly budou tedy z části opakováńı, nicméně probrané z implementačńıho
hlediska v́ıce do hloubky.

Konečný automat je nav́ıc struktura, která, jak za chv́ıli uvid́ıme, je poč́ıtačem
poměrně snadno implementovatelná. Prvńım krokem, který muśıme zvládnout,
je jeho datová reprezentace. Zat́ım jsme ukázali dvě – samotnou matematickou de-
finici obsahuj́ıćı jakousi přechodovou funkci δ a grafickou reprezentaci pomoćı dia-
gramu. Prvńı zmiňovaná je velice učitečná ve formálńım textu a d̊ukazech, druhá se
pro svou názornost hod́ı pro člověka. Z pochopitelných d̊uvod̊u však obě zniňované
reprezentace budeme jen težko implementovat v poč́ıtači. Uvedeme tedy ještě jednu,
tentokrát vhodnou pro poč́ıtač.

Zmiňovaným zp̊usobem je reprezentace pomoćı dvourozměrné tabulky. Prvńım
rozměrem jsou stavy konečného automatu, druhým rozměrem všechny symboly abe-
cedy. Obsahem tabulky je pak hodnota přechodové funkce při přechodu z daného
stavu přes daný symbol.

Př́ıklad. Tabulka pro automat naznačený na obrázku 2.1 by vypadala následovně

Obrázek 4.1: Jednoduchý př́ıklad konečného automatu vyjádřeného pomoćı tabulky

Obsah tabulky nám tedy plně definuje přechodovou fuknci δ a jej́ı rozměry defi-
nuj́ı množinu stav̊u automatu Q a použitou abecedu X, ovšem pouze pokud zvoĺıme
vhodné uspořádáńı stav̊u a symbol̊u v abecedě. Je tedy rozumné př́ımo č́ıslovat stavy
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automatu a tyto hodnoty nadále použ́ıvat jako indexy do tabulky. Při použit́ı sym-
bol̊u z klasické anglické abecedy pak můžeme využ́ıt jej́ıho přirozeného uspořádáńı
od A do Z.

Při přechodu se tedy pouze najde př́ıslušný řádek, odpov́ıdaj́ıćı stavu, ve kterém
se automat aktuálně nacháźı, a sloupec, odpov́ıdaj́ıćı symbolu, právě načtenému
ze vstupńı pásky. Je zcela zřejmé, že při této reprezentaci pracuje přechodová funkce
s časovou složitost́ı O(1). Samotná implementace dále vyžaduje nějakým zp̊usobem
popsat koncové stavy (např́ıklad bitovou mapou) a pro běh je nutná již naznačená
stavová proměnná (v jakém stavu se automat momentálně nacháźı).

Daľśım krokem při sestavováńı konečného automatu by mohla být implemen-
tace některých operaćı, které se daj́ı na automatech provádět. V podkapitole 2.3
o množinových operaćıch nad regulárńımi jazyky jsme si pár takových operaćı
ukázali (vzhledem k jednoznačné korespondenci konečných automat̊u a regulárńıch
jazyk̊u můžeme tyto operace chápat i jako operace nad samotnými automaty) a
dokonce jsme v 2.13, 2.15 a 2.16 dokazovali jejich uzavřenost pomoćı konstrukce
na konečných automatech. Tyto konstrukčńı d̊ukazy (tak jak byly popsány) nyńı
s radost́ı využijeme.

Představme tedy funkce, které bude mı́t takový konečný automat jistě implemen-
továny.

• removeLambdaTransitions() poskytuje odstraněńı veškerých λ-přechod̊u,
převede tedy automat na nedeterministický konečný automat a následně na de-
terministický konečný automat, který je možno spustit a zpracovávat j́ım
nějaký regulárńı jazyk. Př́ımo využ́ıvá poznatk̊u dosažených v konstrukčńıch
d̊ukazech 2.11 a 2.8.

• join() poskytuje implementaci operátoru pro sjednoceńı regulárnách jazyk̊u
(konečných automat̊u), popsaný v d̊ukazu 2.13(i).

• concatenate() je implementace operátoru žřetězeńı daný d̊ukazem 2.15. Zde je
však nutné podotknout, že při konstrukci zřetězeného automatu vznikaj́ı λ-
přechody. Je tedy nutné použ́ıt algoritmus pro jejich odstraněńı popsaný v
rámci funkce removeLambdaTransitions().

• iterate() dává implementaci obecné iterace na konečných automatech po-
psanou v 2.16. Opět využ́ıvá algoritmu pro odstraněńı λ-přechod̊u.

• positiveIterate() přidává k obecné iteraci ještě iteraci pozitivńı. Jej́ı kon-
strukci jsme explicitně neuváděli, nicméně jedná se o algoritmus téměř totožný,
jako je použit v 2.16 s t́ım rozd́ılem, že nepřidáváme žádný nový stav s (protože
jazyk L+ neobsahuje prázdné slovo pokud ho neobsahuje p̊uvodńı jazyk L).

V implementaci může fungovat také jeden dodatečný mechanismus (nazveme
ho mechanismem accepted/working), který do každého automatu přidává implicitńı
odpadńı stav. To je takový stav, do kterého je možno spadnout, ovšem neńı možno
z něj vyj́ıt, všechny výchoźı přechody jsou zacykleny zpět do tohoto stavu. Zajist́ı se
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tak splněńı definice konečného automatu v př́ıpadě, kdy uživatel nedefinuje všechny
přechody a nav́ıc to přidává jednu d̊uležitou funkčnost a tou je detekce chyb.

Mechanismus ř́ıká, že ve chv́ıli, kdy se automat dostal do odpadńıho stavu, již ne-
dokáže přijmout žádné slovo a o výpočtu můžeme s klidem ř́ıci, že selhal. V opačném
př́ıpadě totiž nemáme jistotu, jestli se automat po nějakém počtu krok̊u do nějakého
koncového stavu ještě nedostane. Rozšǐrujeme tak definici konečného automatu o po-
jem

”
odmı́tá“, který se v normálńım př́ıpadě použ́ıt nedá.

Vycháźı nám z toho tedy jednoduché pravidlo. Pokud je automat v koncovém
stavu, pak přij́ımá (accepted), pokud je v chybovém stavu, pak odmı́tá (rejected)
a ve všech ostatńıch př́ıpadech automat stále pracuje (working).

4.3 Implementace regulárńıch výraz̊u

Jak jsme řekli v úvodu podkapitoly o regulárńıch výrazech, neńı pro člověka př́ılǐs
vhodné zapisovat regulárńı jazyk př́ımo ve formě konečného automatu. Mı́sto toho
jsme našli rozumný kompromis ve formě regulárńıch výraz̊u. V 2.22 a 2.21 jsme
ukázali, že každý regulárńı jazyk lze zapsat nějakým regulárńım výrazem a defi-
nice 2.17, 2.20 a věta 2.18 nám naznačily, že se při převodu z regulárńıho výrazu
na regulárńı jazyk a tedy konečný automat (tedy vyhodnocováńı regulárńıho výrazu)
dá využ́ıt tř́ı základńıch operaćı a to sjednoceńı, zřetězeńı a obecné iterace a jejich
postupného iterováńı.

Předpokládejme, že již máme rozparsovaný regulárńı výraz (k tomu se vrát́ıme
až později v rámci syntaktické analýzy) a jsme tedy schopni podle dané struktury
výrazu provádět dané operace ve správném pořad́ı.

Jednotlivé operace již máme implementovány (předchoźı podkapitola), jediné
co tedy chyb́ı, je implementace automat̊u, které zpracovávaj́ı elementárńı regulárńı
výrazy, tedy takové, které jsou složeny pouze z jednoho symbolu abecedy (2.19, druhý
bod). Konstrukce takového automatu je však velice jednoduchá. Následuje taková
implementace pro př́ıjem znaku a ∈ X.

Obrázek 4.2: Př́ıklad elementárńıho konečného automatu přij́ımaj́ıćıho právě jeden
znak

Stav označený č́ıslem 3 je tvz. odpadńı stav. Zde je uveden pro úplnost, aby
př́ıklad odpov́ıdal definici konečného automatu. Je asi zřejmé, že přechod přes ce-
lou množinu symbol̊u je zkratka pro přechody definované pro každý symbol v této
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množině.
Je možné také implementovat malé vylepšeńı regulárńıch výraz̊u. Jako operátor

zřetězeńı se většinou nepouž́ıvá tečka, parser je uzp̊usoben tak, aby se symboly
řetězily bez použit́ı jakéhokoli operátoru. Tečka mı́sto toho zastupuje speciálńı sym-
bol, který ř́ıká, že na tomto mı́stě může být libovolný symbol z abecedy.

Dále je přidána zmiňovaná pozitivńı iterace (která ve formálńı definici regulárńıch
výraz̊u chyběla).

Daľśı vylepšeńı je přidáńı symbolu výběru. Jedná se v podstatě o sjednoceńı
na úrovni elementárńıch konečných automat̊u, které je oproti klasickému sjedno-
ceńı značně optimalizováno (jelikož je implementováno na úrovni identifikátoru, tedy
daný automat se vytvoř́ı rovnou tak, aby zpracoval výběr). Zapisuje se tradičně jako
hranaté závorky obsahuj́ıćı výčet symbol̊u, které má tento elementárńı automat roz-
poznávat.

4.4 Lexikálńı analyzátor

Implementaćı regulárńıch výraz̊u jsme vyřešili podstatnou část ulohy, která se
na straně lexikálńı analýzy provád́ı. Nyńı je nutné tomu všemu dát nějakou formu.
Nejprve si uvědomme, co je naš́ım ćılem a jaké jsou nutné kroky k jeho dosažeńı.

Od lexikálńı analýzy očekáváme, že vstupńı text nějakým zp̊usobem rozseká
na lexémy a nahrad́ı ho posloupnost́ı odpov́ıdaj́ıćıch token̊u. Jej́ım vstupem tedy
muśı být množina nějakých vzor̊u, v našem př́ıpadě množina regulárńıch výraz̊u,
podle kterých se bude analýza rozhodovat. Bude tedy nutné zpracovávat několik
regulárńıch jazyk̊u najednou (pro každý regulárńı výraz).

Je zde sice možnost sjednotit všechny regulárńı výrazy (jazyky), přineslo by to
však nutnost rozš́ı̌rit definici konečného automatu o možnost rozlǐsovat r̊uzné druhy
výstupńıch uzl̊u (pro každý zpracovávaný token jiný druh). Postupujme tedy raději
jednodušš́ı cestou a zpracovávejme několik regulárńıch jazyk̊u paralelně, ale odděleně.
V praxi to pak bude znamenat nějakou kolekci konečných automat̊u, kterým budeme
podávat stejnou vstupńı pásku.

Samotný výstup lexikálńı analýzy pak bude v rámci rozhrańı reprezentován
několika podstatnými funkcemi.

• nextToken() bude funkce, která vrát́ı daľśı nalezený token. Opakovaným
voláńım tedy realizuje vytvořeńı posloupnosti token̊u.

• tokenText() bude funkce vracej́ıćı hodnotu naposledy přečteného tokenu. Tou
hodnotou se mysĺı právě lexém, tedy část p̊uvodńıho textu odpov́ıdaj́ıćı tokenu.

Př́ıklad. Uved’me ted’ jeden krátký motivačńı př́ıklad, který nám poodhaĺı pár
problémů, které muśıme v rámci lexikálńı analýzy zvládnout.

Mějme lexikálńı analýzu zpracovávaj́ıćı nějaký programovaćı jazyk, který obsa-
huje kĺıčová slova, identifikátory a bezznaménková celá č́ısla. Analyzátor tedy bude
mimojiné obsahovat regulárńı výrazy tvaru

• while pro token while,
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• [a − zA − Z][a − zA − Z0 − 9]∗ pro token id,

• a [0 − 9]+ pro token number

Zpracovávejme nyńı vstupńı text ve tvaru while. Takový vstupńı text jistě vy-
hovuje prvńımu vzoru, který generuje token while (což je ta správná varianta).
Problém je však v tom, že tento vstupńı text může vyhovovat také druhému vzoru,
který generuje token id.

Nyńı zpracujme vstupńı text ve tvaru whale01. Situace se nám ještě v́ıce zkom-
plikovala, nebot’ takový text vyhovuje druhému vzoru (což je ta správná varianta),
ovšem dokážeme ho také transformovat na posloupnost id number a to dokonce
dvěma zp̊usoby: (whale(id)), (01(number)) a (whale0(id)), (1(number)).

Jak tedy donutit analyzátor, aby takto nejasně definovanou množinu vzor̊u použil
správně? Řešeńı se nab́ıźı, vyjasńıme definici.

Definice 4.1. Lexikálńım analyzátorem mysĺıme pětici

LA = (X,R, T, δ, ω)

• X znač́ı vstupńı abecedu,

• R ⊂ RL(X) je konečná neprázdná posloupnost délky n ∈ N regulárńıch jazyk̊u
R1, R2, . . . , Rn nad abecedou X reprezentovaných konečnými automaty

Ai = (Qi, X, δi, qi0, Fi), i = 1 . . . n

• T je konečná neprázdná množina token̊u,

• δ : Q × X → Q je přechodová funkce, kde Q = Q1 × · · · × Qn je vektorový
prostor dimenze n, kde i-tou složkou je stav qi ∈ Qi z množiny stav̊u konečného
automatu Ai. Funkce je definovaná následuj́ıćım zp̊usobem

δ((q1, q2, . . . , qn), x) = (δ1(q1, x), δ2(q2, x), . . . , δn(qn, x)), x ∈ X, qi ∈ Qi

• a ω : N → T ∪ {ǫ} je výstupńı funkce, která každému indexu v posloupnosti
R přǐrad́ı výstupńı token nebo speciálńı prázdný znak ǫ, pokud jazyk daný
indexem nemá přidělen žádný výstupńı token.

Definice 4.2. Mějme lexikálńı analyzátor LA. Jeho rozš́ıřenou přechodovou funkćı
δ∗ : Q × X∗ → Q mysĺıme funkci definovanou následovně

δ∗((q1, . . . , qn), λ) = (q1, . . . , qn)

δ∗((q1, . . . , qn), wx) = δ(δ∗((q1, . . . , qn), w), x), x ∈ X, w ∈ X∗, qi ∈ Qi

Definice 4.3. Mějme lexikálńı analyzátor LA = (X,R, T, δ, ω), slovo w ∈ X∗ a
nějaký jeho prefix p ∈ X∗. Řekneme, že prefix p je přij́ımaný ve slově w lexikálńım
analyzátorem LA pokud
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• ∃i : p je přij́ımáno automatem Ai.

• ∀p′ : p′ E w, (∃i : p′ je přij́ımáno automatem Ai) ⇒ |p′| ≤ |p| .

Neexistuje deľśı prefix, který by byl přij́ımaný nějakým automatem Ai.

Definice 4.4. Mějme lexikálńı analyzátor LA = (X,R, T, δ, ω), slovo w ∈ X∗,
nějaký jeho prefix p ∈ X∗ přij́ımaný ve slově w lexikálńım analyzátorem LA (4.3) a
n ∈ N. Řekneme, že lexikálńı analyzátor LA přij́ımá prefix p n-tým vzorem, pokud

• p je přij́ımáno automatem An.

• ∄i : p je přij́ımáno automatem Ai, i < n.

Věnujme pozornost předevš́ım posledńım dvěma definićım. Definice 4.3 předevš́ım
ř́ıká, že se snaž́ıme źıskat vždy co nejdeľśı vyhovuj́ıćı lexém, to je tedy řešeńı
druhého problému z př́ıkladu (nejasnost mezi identifikátorem a dvojićı identifikátor,
č́ıslo). Definice 4.4 pak už jen přidává vzor̊um obsaženým v lexikálńım analyzátoru
určitou priorizaci, konkrétně ř́ıká, že máme použ́ıt vždy vzor s nejmenš́ım in-
dexem (např. dř́ıve vloženým). Jak vidno, právě priorizace vzor̊u je řešeńım prvńıho
problému (nejasnost, zda použ́ıt vzor pro kĺıčové slovo while nebo pro identifikátor).

Př́ımým d̊usledkem definic 4.3 a 4.4 jsou pak následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

Věta 4.5. Mějme lexikálńı analyzátor LA, slovo w ∈ X∗ a nějaký jeho prefix p ∈ X∗

přij́ımaný ve slově w lexikálńım analyzátorem LA. Pak je prefix p určen jednoznaně.

Věta 4.6. Mějme lexikálńı analyzátor LA a slovo w ∈ X∗. Necht’ LA přij́ımá nějaký
prefix p ∈ X∗ slova w n-tým vzorem. Pak je č́ıslo n určeno jednoznaně.

Nyńı již jen stač́ı upřesnit, co vlastně dělá funkce nextToken(). K dispozici má
lexikálńı analyzátor a vstupńı pásku, kterou pro splněńı podmı́nek definice 4.3 polož́ı
jako slovo w. Podle téže definice najde nejdeľśı prefix přij́ımaný daným lexikálńım
analyzátorem a vzhledem k následuj́ıćı definici 4.4 najde př́ıslušný index n, pod ńımž
se skrývá ten správný vzor. Na tento index dále použije výstupńı funkci ω źıská tak
token t ∈ T , což je výsledek celé funkce nextToken().

Ke konkrétńı implementaci se dá využ́ıt mechanismus accepted/working který
dokáže detekovat, kdy automat ještě poč́ıtá (je zde možnost na úspěšné na-
matchováńı) a kdy automat již selhal.

Samotný algoritmus je pak již jednoduchý. Zvětšujeme délku prefixu tak dlouho,
dokud nějaký automat A1, . . . An ještě pracuje nebo přij́ımá, tedy konč́ıme ve
chv́ıli, kdy všechny automaty selžou (nebo když naraźıme na konec vstupńı pásky).
Následně vybereme posledńı krok (4.3), kdy přij́ımal nějaký automat a zvoĺıme ten
s nejmenš́ım indexem (4.4).

Nalezený prefix ulož́ı pro funkci tokenText(), která ho už jen vystav́ı. Jako
posledńı krok nesmı́me opomenout zkráceńı vstupńı pásky o nalezený prefix.
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Př́ıklad. Představme si nyńı situaci, kdy chceme pomoćı lexikálńı analýzy roz-
poznávat řetězcové konstanty, tedy např́ıklad ’nějaký text’. To samo o sobě nevy-
padá jako problém, ovšem uvědomme si, co se stane, pokud konstanta bude obsahovat
apostrof (či jiný znak použitý pro uvozeńı řetězcové konstanty).

Tradičně se tento problém řeš́ı pomoćı escape znak̊u (např́ıklad zpětného
lomı́tka), popř. zdvojeńı (tedy dva apostrofy za sebou znamenaj́ı jeden escapovaný
apostrof). My však stoj́ıme před úkolem napsat regulárńı výraz, který by byl schopný
takový př́ıpad ošetřit. Takový regulárńı výraz by byl značně netriviálńı.

Pomožme si malým trikem. Rozdělme lexikálńı analyzátor (respektive posloup-
nost zpracovávaných regulárńıch jazyk̊u) do v́ıce část́ı (tedy do v́ıce r̊uzných
stav̊u) s t́ım, že nalezeńı nějakého vzoru (jedno provedeńı funkce nextToken())
dokáže převést analyzátor od př́ı̌st́ıho výpočtu do jiného stavu. Dostáváme tak
jakýsi konečný automat postavený nad r̊uznými částmi p̊uvodńıho analyzátoru,
kde přechodová funkce nepracuje s abecedou, ale s indexy nalezených vzor̊u.

Obrázek 4.3: Stavy lexikálńıho analyzátoru při zpracováńı řetězconých konstant

Řešeńı problému s apostrofy se tak velice zjednodušuje. Nalezeńı apostrofu
v základńım stavu se analyzátor převede do stavu string. V tomto stavu jsou pak
definovány vzory pro escapovaný apostrof a pro libovolný znak zvlášt’. Nav́ıc je zde
vzor pro neescapovaný apostrof, který převede analyzátor zpět do základńıho stavu.
Právě toto posledńı pravidlo má definovanou výstupńı funkci do tokenu string (4.3).
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Kapitola 5

Syntaktická analýza

V jedné z předchoźıch kapitol jsme hovořili o dvoufázovém modelu zpracováńı
vstupńıho slova. Slovo je v prvńı fazi transformováno na posloupnost token̊u
a následně ve druhé fázi rozpoznáno, ř́ıkáme také rozparsováno, nějakou bezkon-
textovou gramatikou. Již jsme probrali, jakým zp̊usobem prob́ıhá prvńı lexikálńı
fáze a nyńı jsme tedy postaveni před situaci, kdy jako vstup dostáváme zmı́něnou
posloupnost token̊u a muśıme provést fázi druhou, syntaktickou.

Hlavńım ćılem této fáze (syntaktické analýzy) je již tradičńı rozhodnut́ı, zda slovo
patř́ı do daného (nyńı již bezkontextového) jazyka či nikoliv. Takový výsledek je sice
pěkný, avšak ne př́ılǐs užitečný. Přitom syntaktická analýza dokáže vytvořit mnohem
lepš́ı výsledek, než jen odpověd’ ano/ne. Takovým informačně bohatým zdrojem
je derivačńı strom, který se dá pomerně jednoduše během analýzy zkonstruovat.
U analýzy pomoćı tzv. rekurzivńıho sestupu dokonce vzniká samovolně na zásobńıku
voláńı procedur. K tomu se však ještě dostaneme.

Stejně jako jsme u regulárńıch výraz̊u hovořili o r̊uzném zp̊usobu jejich zápisu,
tedy pomoćı regulárńıch výraz̊u nebo př́ımo pomoćı konečného automatu, budeme
se i nyńı zabývat zp̊usobem zápisu a reprezentace bezkontextového jazyka v poč́ıtači.

Bezkontextový jazyk lze pochopitelně popsat slovně, ovšem tento zp̊usob (stejně
jako u regulárńıch jazyk̊u) neńı možno zpracovat poč́ıtačem. Daľśı fáze je vyjádřeńı
jazyka pomoćı bezkontextové gramatiky. Toto vyjádřeńı nám už dává určitý formálńı
tvar, jazyk je j́ım exaktně definován a pro člověka je celkem dobře čitelný. Tento zápis
bude tedy sloužit (stejně jako regulárńı výrazy) jako prostředńık mezi uživatelem a
programem.

Samotný poč́ıtač však nepracuje př́ımo s gramatikou jako takovou, nýbrž
se zásobńıkovým automatem, konkrétněji s parserem, jehož část́ı je nějaká forma
zásobńıkového automatu. Tato kapitola bude právě o r̊uzných typech parser̊u, jejich
śıle a zejména o převodu gramatiky do podoby takového parseru.

přirozený jazyk → bezkontextová gramatika → parser bezkontextového jazyka
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5.1 Operátory FIRST a FOLLOW

Nejprve si zadefinujeme dva základńı mechanismy, které velice zjednodušš́ı celkový
pohled na bezkontextové gramatiky a konstrukci jejich parser̊u. Jsou jimi operátory
FIRST a FOLLOW , v podstatě funkce, které nějakým zp̊usobem pracuj́ı s danou
gramatikou a odpov́ıdaj́ı na dvě podstatné otázky –

”
Co může přij́ıt jako prvńı“

a
”
Co může následovat“.

Úmluva. V následuj́ıćı kapitole bude znakem $ označován konec vstupńı pásky, tedy
jakýsi imaginárńı posledńı znak, který znač́ı, že již nenásleduje žádný vstup.

Operátor FIRST definujeme primárně pro jednotlivé symboly (neterminály i ter-
minály), sekundárně pak pro celé řetězce symbol̊u.

Definice 5.1. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ) a symbol x ∈ VN ∪ VT , pak
FIRST (x) ⊆ (VT ∪ {λ}) je množina terminál̊u, pro kterou plat́ı

• x ∈ VT =⇒ FIRST (x) = {x}

• x → λ ∈ P =⇒ λ ∈ FIRST (x)

• x → y1y2 . . . yk ∈ P
∃a ∈ VT ∃i ∈ {1, . . . , k} takové, že a ∈ FIRST (yi) a ∀j < i, λ ∈ FIRST (yj),
potom a ∈ FIRST (x)

• x → y1y2 . . . yk ∈ P
∀j ∈ {1, . . . , k} : λ ∈ FIRST (yj) =⇒ λ ∈ FIRST (x)

Operátor FIRST pro symbol x je tedy množina terminál̊u, kterými zač́ınaj́ı
libovolné řetězce derivované z x. Pokud se x může zderivovat na λ, pak je λ také
ve FIRST (x)

V praxi se však použ́ıvá jeho rozš́ı̌rená verze pro celé řetězce symbol̊u (speciálně
tedy pro celé pravé strany pravidel gramatiky).

Definice 5.2. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ) a řetězec symbol̊u x1x2 . . . xn

kde xi ∈ VN ∪ VT , pak FIRST (x1x2 . . . xn) ⊆ (VT ∪ {λ}) je množina terminál̊u,
pro kterou plat́ı

• ∃a ∈ VT ∃i ∈ {1, . . . , n} takové, že a ∈ FIRST (xi) a ∀j < i, λ ∈ FIRST (xj),
potom a ∈ FIRST (x1x2 . . . xn)

• ∀j ∈ {1, . . . , n} : λ ∈ FIRST (xj) =⇒ λ ∈ FIRST (x1x2 . . . xn)

Oproti tomu operátor FOLLOW je definován jen pro jednotlivé neterminály.

Definice 5.3. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ) a neterminál X ∈ VN , pak
FOLLOW (X) ⊆ (VT ∪ {$}) je množina terminál̊u, pro kterou plat́ı
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• X = S =⇒ $ ∈ FOLLOW (X)

• Pro libovolné pravidlo A → γXδ ∈ P , pak ∀a ∈ VT : a ∈ FOLLOW (X) ⇐⇒
a ∈ FIRST (δ).

Přidáváme tedy všechny prvky z FIRST (δ), kde δ je nějaký řetězec gramatiky,
který může následovat za zkoumaným neterminálem.

• Pro libovolné pravidlo A → γX ∈ P nebo A → γXδ ∈ P , kde λ ∈ FIRST (δ),
pak ∀a ∈ VT : a ∈ FOLLOW (X) ⇔ a ∈ FOLLOW (A).

Pro pravidla, která maj́ı zkoumaný neterminál na konci, je nutné přidat
všechny prvky FOLLOW (A), kde A je levá strana daného pravidla.

Operátor FOLLOW pro neterminál X je tedy množina terminál̊u, které
se mohou vyskytovat za neterminálem X v nějakém řetězci, který vznikl deri-
vaćı z počátečńıho neterminálu. Je-li nav́ıc X nejpravěǰśı neterminál, obsahuje
FOLLOW (X) znak zastupuj́ıćı konec vstupńıho slova.

K čemu nám však takové funkce budou dobré? Představme si nyńı, jakým
zp̊usobem by mohl poč́ıtač postupovat při analýze nějakého slova pomoćı bezkontex-
tové gramatiky. Bud’me v situaci, kdy se snaž́ıme přepsat nějaký neterminál, jsme
tedy někde vprostřed výpočtu a někde uprostřed vstupńı pásky. K dispozici máme
nějakou sadu pravidel, které maj́ı na levé straně onen neterminál a my stoj́ıme před
úkolem vybrat to správné.

Nab́ıźı se myšlenka, že se rozhodneme podle následuj́ıćıho symbolu (terminálu)
na pásce. Pak už stač́ı jen zjistit kterými terminály mohou zač́ınat nab́ızená pravidla
a rozhodnout to správné. Právě k tomu se nám výborně hod́ı dř́ıve nadefinovaný
operátor FIRST popř. FOLLOW v př́ıpadě, že naraźıme na neterminál, jenž se dá
přepsat na prázdné slovo λ.

Je zde však jeden podstatný problém. Co když se na pásce vyskytne ter-
minál, který je možný začátek u dvou nebo v́ıce r̊uzných pravidel? Předpokládejme,
že chceme postupovat deterministicky, potom neńı možné rozdělovat výpočet do v́ıce
směr̊u. Sice ne dokonalým, ale alespoň malým řešeńım by mohla být změna kritéria
pro rozhodováńı. Pokud bychom byli schopni se rozhodovat podle v́ıce terminál̊u
na pásce než jen jednoho, měli bychom o něco silněǰśı mechanismus pro rozlǐsováńı
nab́ızených pravidel.

K takovému postupu však potřebujeme i silněǰśı operátory FIRST a FOLLOW
než ty, co jsme doposud zkonstruovali.

Definice 5.4. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ), řetězec symbol̊u x1x2 . . . xn kde
xi ∈ VN ∪VT a přirozené č́ıslo k ∈ N, pak FIRSTk(x1x2 . . . xn) ⊂ V ∗

T je množina slov
složených z terminál̊u o délce nejvýše k, kterými zač́ınaj́ı libovolné řetězce derivované
z x1x2 . . . xn (včetně prázdného slova λ).

Definice 5.5. Mějme gramatiku G = (VN , VT , S, P ), neterminál X ∈ VN a přirozené
č́ıslo k ∈ N, pak FOLLOWk(X) ⊂ (V ∗

T ∪{$}) je množina slov složených z terminál̊u
o délce nejvýše k, které se mohou vyskytovat za neterminálem X v nějakém řetězci,
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který vznikl derivaćı z počátečńıho neterminálu. Je-li nav́ıc X nejpravěǰśı neterminál,
obsahuje FOLLOWk(X) znak zastupuj́ıćı konec vstupńıho slova.

Nyńı již stač́ı porovnávat pravidla pomoćı zobecněných operátor̊u FIRSTk a
FOLLOWk.

5.2 Zjemněńı definice bezkontextové gramatiky

Ve smyslu předchoźıho pov́ıdáńı nyńı zformulujme několik poznatk̊u.

5.2.1 Analýza shora dol̊u

Naznačili jsme zp̊usob analýzy, který stav́ı na myšlence, že se ze známého neter-
minálu snaž́ıme uhodnout výsledné slovo, a doufáme, že bude odpov́ıdat vstupńı
pásce. Zač́ınáme tedy počátečńım neterminálem, pásku čteme zleva doprava a
po každém přečteńı terminálu z pásky provedeme (uhodneme) všechny derivace,
které ve výsledném derivačńım stromě stoj́ı na cestě z kořene (počátečńıho neter-
minálu) do načteného terminálu.

Konstruujeme tedy derivačńı strom odshora dol̊u (od kořene k list̊um) a pokud
si postup rozeṕı̌seme na jednotlivé derivačńı kroky, zjist́ıme, že konstruujeme levé
větné formy, tedy posloupnosti symbol̊u, které zleva zač́ınaj́ı (načtenými) terminály,
pak následuje neterminál, který budeme v následuj́ıćım kroku zpracovávat a pak
následuje libovolná posloupnost terminál̊u a neterminál̊u, které se nějakým zp̊usobem
vygenerovaly v rámci předchoźıho výpočtu.

5.2.2 Analýza zdola nahoru

Toto však neńı jediný možný postup, jak zpracovávat bezkontextovou gramatiku. Od-
poutejme se nyńı od předchoźı myšlenky a postupujme přesně opačně. Jako pevný
bod si zvoĺıme slovo, které čteme z pásky. Naš́ım ćılem je ted’ přepsat toto slovo
opačnou aplikaćı pravidel tak, abychom dospěli k počátečńımu neterminálu grama-
tiky.

Pásku opět čteme zleva doprava, a pro načtený terminál hledáme takové pra-
vidlo, pomoćı kterého mohl být tento terminál zderivován. Zjist́ıme tak, jaký ne-
terminál je jeho otcem v derivačńım stromě. Postupujeme tedy zdola nahoru –
nejdř́ıve známe potomky a až následně doplňujeme jejich rodiče, až v posledńım
kroku dostáváme kořen. Pokud náš postup zachyt́ıme rozepsáńım derivace, dosta-
neme v každém kroku pravou větnou formu, kde napravo stoj́ı terminály, které ještě
nejsou přečteny z pásky, před nimi stoj́ı právě zjǐstěný neterminál a na začátku je
posloupnost terminál̊u a neterminál̊u, které jsme vygenerovali předchoźım výpočtem.

5.2.3 Názvoslov́ı bezkontextových gramatik

Abychom měli v daľśım pov́ıdáńı nějaký systém, zavedeme jednoznačné názvoslov́ı
dané šablonou PDT (k), kde
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• P znač́ı prefix, který zajǐst’uje ještě jemněǰśı děleńı.

• D je směr čteńı vstupńı pásky.

• T je druh derivace, resp. větné formy generované v rámci derivace. Možné jsou
tedy levá (L) a pravá (R).

• k znač́ı počet terminál̊u použ́ıvaných pro rozhodnut́ı a výběr správného pravi-
dla. Toto č́ıslo budeme nadále označovat jako výhled (lookahead).

5.2.4 Tř́ıdy bezkontextových gramatik

Všechny nově definované gramatiky jsou nějakým omezeńım tř́ıdy bezkontextových
gramatik. Zformulujme nejprve tř́ıdu, kterou je možno použ́ıt při analýze shora dol̊u
s obecným výhledem k. Zajǐst’uje to podmı́nka na prázdný pr̊unik operátor̊u FIRST
u pravidel, které by mohly kolidovat.

Definice 5.6. Mějme přirozené č́ıslo k ∈ N, bezkontextovou gramatiku G =
(VN , VT , S, P ) a libovolný neterminál X. Gramatika G je LL(k) gramatika, pokud
pro

• každá dvě pravidla X → α, X → β ∈ P kde α, β ∈ (VN ∪ VT )∗, α 6= β

• a každé dvě levé větné formy uXγ, vXδ kde u, v ∈ T ∗, γ, δ ∈ (VN ∪ VT )∗

plat́ı FIRSTk(αγ) ∩ FIRSTk(βδ) = ∅.
Speciálně pro k = 1 hovoř́ıme o LL(1) gramatice a můžeme použ́ıt jednoduchý

operátor FIRST (5.2).

A obdobně tř́ıdu gramatik, které jsou využitelné při analýze zdola nahoru.

Definice 5.7. Mějme přirozené č́ıslo k ∈ N, k ≥ 1, bezkontextovou gramatiku G =
(VN , VT , S, P ) a libovolný neterminál X. Gramatika G je LR(k) gramatika, pokud
pro

• každá dvě pravidla X → α, X → β ∈ P kde α, β ∈ (VN ∪ VT )∗, α 6= β

• a každé dvě pravé větné formy γXu, δXv kde u, v ∈ T ∗, γ, δ ∈ (VN ∪ VT )∗

plat́ı FIRSTk(u) ∩ FIRSTk(v) = ∅.

Definice 5.8. Tř́ıdou deterministických bezkontextových jazyk̊u nazveme sjednoceńı
všech tř́ıd jazyk̊u generovaných libovolnou LR(k) gramatikou pro ∀k ∈ N, k ≥ 1.

Z faktu, že LL(k) i LR(k) gramatiky vznikaj́ı z bezkontextových gramatik pouhou
restrikćı podmı́nek jasně plyne následuj́ıćı poznámka.

Věta 5.9. Pro libovolné k ∈ N, k ≥ 1 plat́ı, že
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• tř́ıda jazyk̊u generovaných libovolnou LL(k) gramatikou je podmnožinou tř́ıdy
bezkontextových jazyk̊u L2.

• tř́ıda jazyk̊u generovaných libovolnou LR(k) gramatikou je podmnožinou tř́ıdy
bezkontextových jazyk̊u L2.

Také jsme naznačili, že větš́ı výhled gramatiky podává větš́ı možnost rozlǐseńı
pravidel, celkově tedy zvětšuje vyjadřovaćı śılu gramatiky. Plat́ı tedy následuj́ıćı.

Věta 5.10. Necht’ l, k ∈ N, k, l ≥ 1, k ≤ l, potom

• tř́ıda jazyk̊u generovaných libovolnou LL(k) je podmnožinou tř́ıdy jazyk̊u gene-
rovaných libovolnou LL(l) gramatikou.

• tř́ıda jazyk̊u generovaných libovolnou LR(k) je podmnožinou tř́ıdy jazyk̊u gene-
rovaných libovolnou LR(l) gramatikou.

Nav́ıc plat́ı, že tř́ıda jazyk̊u generovaných libovolnou LL(1) je vlastńı podmnožinou
tř́ıdy jazyk̊u generovaných libovolnou LR(1) gramatikou.

Obrázek 5.1: Množinové vztahy tř́ıd bezkontextových jazyk̊u

5.3 Rekurzivńı sestup

Vrat’me se k analýze shora dol̊u a představme jednu z jej́ıch implementaćı. Sestav́ıme
jednoduchý parser LL(1) gramatiky založený na voláńı procedur a rekurzi. Myšlenka
je jednoduchá. Každý neterminál je reprezentován jednou procedurou, jej́ıž obsah
koṕıruje pravé strany pravidel gramatiky s daným neterminálem na levé straně.
Obsahuje-li pravá strana neterminál, obsahuje tělo voláńı procedury př́ıslušného ne-
terminálu. Obsahuje-li terminál, zavolá se procedura match, která zkontroluje daný
terminál se vstupńı páskou, konkrétně s výhledem.
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V rámci popsané procedury se ještě na základě výhledu rozhoduje, které konkrétńı
pravidlo se má použ́ıt. Pravidlo s pravou stranou α se použije ve chv́ıli, kdy je výhled
ve FIRST (α).

Definice 5.11. Mějme LL(1) gramatiku G = (VN , VT , S, P ) kde v P jsou pravidla v
obecném tvaru X → α | β | . . . , α = a1a2 . . . an, ai ∈ (VT ∪VN), β = b1b2 . . . bm, bi ∈
(VT ∪ VN )

Pak rekurzivńı parser vypadá následnovně.

void X() {
if (lookahead in FIRST(α)) {

match(a1); // V př́ıpadě, že a1 je terminál
a2(); // V př́ıpadě, že a2 je neterminál
. . .

} else if (looahead in FIRST(β)) {
b1(); // V př́ıpadě, že b1 je neterminál
match(b2); // V př́ıpadě, že b2 je terminál
. . .

. . .
} // Pokud existuje pravidlo X → λ, necháváme prázdné, jinak chyba

}

void a2() {
. . .

}

void b1() {
. . .

}

void match(token t) {
if (lookahead == t) lookahead = nextToken(); // Posuneme vstupńı pásku
else error();

}

Výpočet spoušt́ıme voláńım procedury startovńıho neterminálu, tedy S().

Všimněme si, že už samotné voláńı procedur vytvář́ı derivačńı strom. Pokud
vstupńı slovo odpov́ıdá gramatice, pak se výpočet vrát́ı z procedury S() a ve výhledu
je znak $ zastupuj́ıćı konec vstupu.

Jak vidno, konstrukce takového parseru je velice jednoduchá, muśı se však poč́ıtat
s pár problémy. Obecně LL parserem nelze zpracovat gramatika obsahuj́ıćı levou
rekurzi, parser by se totiž zacyklil. Tento popsaný parser by skončil v nekonečné
rekurzi. Je tedy nutné gramatiku ručně zpracovat a levou rekurzi odstranit zp̊usobem
popsaným v 3.16.

Daľśı podstatná nevýhoda je ta, že je v parseru napevno zakódována zpra-
covávaná gramatika, jej́ı př́ıpadné úpravy nejsou triviálńı a např́ıklad nastaveńı gra-
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matiky až za běhu je zcela nemožné. Takový parser je tedy vhodný pro jednodušš́ı
napevno dané úlohy, např. pro parsováńı konfiguračńıho souboru.

5.3.1 Zpět k regulárńım výraz̊um

V kapitole 4.3 jsme sĺıbili, že se ještě vrát́ıme k regulárńım výraz̊um a osvětĺıme
zp̊usob jejich rozparsováńı. Nyńı již máme vše potřebné k tomuto kroku. Pro roz-
parsováńı použijeme právě rekurzivńı sestup zkonstruovaný podle definice 5.11. Pro
konstrukci použijeme následuj́ıćı LL(1) gramatiku (zápis je již po odstraněńı levé
rekurze).

G = (VN , VT , E, P )

VN = {E, E ′, T, T ′, F, F ′, G}
VT = {join,dot,mul,plus, left, right, id}

P :
E → T E ′

E ′ → join T E ′ | λ
T → F T ′

T ′ → dot F T ′ | λ
F → G F ′

F ′ → mul F ′ | plus F ′ | λ
G → left E right | id

5.4 Nerekurzivńı analýza s predikćı

Rekurzivńı sestup je sice jednoduchá, avšak velice neflexibilńı implementace LL(1)
parseru. Pod́ıvejme se tedy ještě na jednu nyńı již plnohodnotnou metodu, jak ta-
kového parseru dosáhnout.

Jádrem celého parseru bude struktura připomı́naj́ıćı zásobńıkový automat.
Zásobńıkové automaty (obdoba konečných automat̊u pro regulárńı jazyky) jsou
teoreticko-informatické struktury, které jsou schopné rozpoznávat slovo pomoćı bez-
kontextové gramatiky. Jejich formálńı definice však neńı př́ılǐs vhodná pro imple-
mentaci poč́ıtačem, nebot’ se takové automaty chovaj́ı nedeterministicky. Důležité
je, že ke své práci pož́ıvaj́ı kromě vstupńı pásky ještě zásobńık, tedy jakousi pamět’,
na kterou jsou schopny během výpočtu ukládat informace a později je opět využ́ıvat.
V́ıce o zásobńıkových automatech, včetně převod̊u mezi gramatikou a automatem
najdete v [1].

Pro naše účely neńı nutné definovat zásobńıkový automat v plně obecné formě,
bude stačit, když představ́ıme jeho jakousi deterministickou modifikaci šitou př́ımo
na mı́ru nerekurzivńı analýze s predikćı.

Definice 5.12. Zásobńıkovým automatem rozumı́me čtveřici

A = (VT ∪ {$}, VN ∪ VT ∪ {$}, µ, $)
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• VT je množina terminál̊u (v našem př́ıpadě odpov́ıdá množině terminál̊u bez-
kontextové gramatiky). VT ∪{$} je potom vstupńı abeceda, tedy množina sym-
bol̊u, které čteme ze vstupńı pásky.

• VN je množina neterminál̊u (opět odpov́ıdá množině neterminál̊u nezkontextové
gramatiky). VN ∪VT ∪{$} je zásobńıková abeceda, tedy množina symbol̊u, které
je možno umı́stit na zásobńık.

• µ : VN × (VT ∪ {$}) → (VT ∪ VN)∗ je parsovaćı tabulka.

• a $ je počátečńı zásobńıkový symbol, v našem př́ıpadě pevně daný jako konec
vstupu.

Na počátku výpočtu je na zásobńık umı́stěn startovńı neterminál gramatiky a
vstupńı páska posunuta na začátek. V každém kroku výpočtu se pak automat rozho-
duje podle terminálńıho symbolu a na vstupńı pásce (tedy podle jednosymbolového
výhledu) a podle symbolu X na vrcholu zásobńıku.

• Je-li X = $, a = $, vyčerpali jsme vstupńı pásku a zásobńık je prázdný, pak se
automat s úspěchem zastav́ı.

• Je-li X ∈ VT , X = a, tedy X je terminál odpov́ıdaj́ıćı výhledu, pak se provede
tzv. redukce – ze zásobńıku se vyzvedne symbol X a posune se vstupńı páska.

• Je-li X ∈ VN , pak se provede tzv. derivace – ze zásobńıku se vyzvedne symbol
X a mı́sto něho se přidá slovo µ(X, a). Slovo se na zásobńık přidává od konce,
aby na vrcholu zásobńıku stál jeho prvńı symbol. Použité přepisovaćı pravidlo
je nav́ıc vystaveno pro daľśı použit́ı, je j́ım konstruován odpov́ıdaj́ıćı derivačńı
strom.

Chybové situace nastavávaj́ı ve chv́ıli, kdy X = $ & a 6= $, X 6= $ & a = $ nebo
neńı definován výsledek parsovaćı tabulky µ pro X a a.

Dá se vytušit, že právě parsovaćı tabulka je onen mechanismus pro rozho-
dováńı, jaké pravidlo má parser použ́ıt. Parametry funkce µ jsou tedy (vzhledem
k předchoźımu popisu analýzy shora dol̊u) přepisovaný (derivovaný) neterminál
a výhled parseru. Výsledek je pravá strana pravidla, které se má použ́ıt (levá strana
odpov́ıdá přepisovanému neterminálu). Na zásobńık si už jen ukládáme aktuálńı
přepis, onu levou větnou formu, jej́ıž terminálńı začátek odeb́ıráme operaćı reduce.

T́ım jsme už také trochu naznačili, jakým zp̊usobem budeme z gramatiky konstru-
ovat parsovaćı tabulku. Opět se budeme držet popisu analýzy shora dol̊u a definice
LL(1) gramatiky. Pro neterminál X a výhled a potřebujeme, aby funkce µ dala
pravou stranu pravidla, pro které plat́ı, že na levé straně má neterminál X a a je
ve FIRST pravé strany. Pokud by takových pravidel existovalo v́ıce, nesplňovala by
gramatika definici LL(1) gramatiky. Dostáváme tak.

Definice 5.13. Mějme LL(1) gramatiku G = (VN , VT , S, P ) a zásobńıkový automat
A = (VT ∪ {$}, VN ∪ VT ∪ {$}, µ, $). Pro ∀(X → α) ∈ P definujeme µ následovně.
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• ∀a ∈ FIRST (α), a 6= λ : µ(X, a) := α

• Pokud λ ∈ FIRST (α), pak ∀b ∈ FOLLOW (X) : µ(X, b) := α. To plat́ı včetně
symbolu $ pro konec vstupu.

Každé nedefinované poĺıčko má význam chyby při parsováńı.

To nám opět dává poměrně jasný návod pro implementaci. Parsovaćı tabulku
pochopitelně reprezentujeme dvourozměrnou tabulkou, jako u konečných automat̊u
využijeme vhodně zvolené uspořádáńı na množinách terminálńıch a neterminálńıch
symbol̊u. Je pouze nutné k terminál̊um dodefinovat znak ukončeńı vstupu. Uložeńı λ-
pravidla reprezentujeme uložeńım prázdné posloupnosti symbol̊u jako obsah jednoho
poĺıčka tabulky.

Zásobńık můžeme implementovat standardně jako dynamickou strukturu posky-
tuj́ıćı funkce push a pop.

Načteńı gramatiky do parsovaćı tabulky se př́ımo ř́ıd́ı podle definice 5.13. Je
tedy nutné implementovat i operátory FIRST a FOLLOW . Tento postup je však
jednoznačně popsán definicemi 5.2 a 5.3.

Před načteńım gramatiky je možné algoritmicky aplikovat eliminaci levé rekurze
a levou faktorizaci, což jsou postupy popsané v 3.16 a 3.14.

5.5 Syntaktický analyzátor

Syntaktický analyzátor je už jen obaluj́ıćı struktura, která obsahuje popsaný
zásobńıkový automat (parser) a lexikálńı analyzátor popsaný dř́ıve. Jej́ı hlavńı úkol
je zajǐst’ovat přechod dat od lexikálńı analýzy k bezkontextovému parseru (v podstatě
realizuje vstupńı pásku).

Volá tedy ve smyčce funkci nextToken() lexikálńıho analyzátoru a jej́ı výsledek
podá parseru jako výhled. Zároveň může výsledek parseru (derivačńı strom) plnit
dodatečnými daty, jako je např́ıklad textová hodnota terminál̊u (funkce tokenText()
lexikálńıho analyzátor), nebo pozice terminálu v textu.
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Kapitola 6

Aplikace

T́ım jsme se konečně dobrali k našemu ćıli, zkonstruovali jsme úplný a implementova-
telný parser daného bezkontextového (resp. LL(1)) jazyka včetně lexikálńı analýzy.
Jsme tedy schopni vstupńı text rozložit, zpracovat, rozhodnout, zda vyhovuje gra-
matice a zkonstruovat jeho (jednoznačný) derivačńı strom. Zbývá tedy doplnit, jak
źıskané informace prakticky dále využ́ıt.

6.1 Využit́ı při zpřehledněńı zdrojového kódu

Aplikaćı se dá jistě vymyslet mnoho. V př́ıpadě, že se jedná o kompilovaný (popř.
interpretovaný) programovaćı jazyk, pak je základńı zp̊usob použit́ı pochopitelně
konstrukce překladače (interpreteru) daného jazyka. Právě lexikálńı a syntaktická
analýza jsou základńı prvky tzv. front-endu. Toto je však aplikace mnohonásobně
přesahuj́ıćı rámec této práce.

Zde se budeme jen krátce zabývat jiným druhem a t́ım je metoda zpřehledněńı
zdrojového kódu.

Úmluva. Vzhledem k tomu, že budeme hovořit o možnostech ke zpřehledněńı zdro-
jového kódu, budeme nadále pod pojmem

”
jazyk“ považovat libovolný formálńı

programovaćı, skriptovaćı nebo jakýkoliv jiný jazyk, u kterého má smysl hovořit
o zpřehledňováńı jeho zápisu.

6.1.1 Zvýrazněńı token̊u (highlighting)

Nejjednodušš́ı aplikaćı předešlých poznatk̊u je zvýrazněńı jednotlivých token̊u, re-
spektive lexémů, které se na dané tokeny přepsaly v rámci lexikálńı analýzy.
Využ́ıváme tak pouze výsledk̊u lexikálńı analýzy – kusy textu dané jako výstup
lexikálńıho analyzátoru jsou v rámci vstupńıho textu zvýrazněny určitou barvou
(popř. kurźıvou, tučným ṕısmem nebo jiným zp̊usobem).
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6.1.2 Zvýrazněńı neterminál̊u

Mějme nějaký neterminál v derivačńım stromě, pak jistě všechny terminály vysky-
tuj́ıćı se v jeho podstromě tvoř́ı po přepsáńı na lexémy souvislý blok textu (3.9).
Neterminály se tedy v textu daj́ı chápat jako souvislý (obvykle deľśı) blok nebo také
jako sekvenci lexémů.

Pokud vezmeme nějakého potomka, pak j́ım generovaná sekvecne lexémů je opět
souvislý blok a nav́ıc je to jistě podmnožina sekvecne odpov́ıdaj́ıćı p̊uvodńımu ne-
terminálu (protože podstrom tohoto potomka je podgrafem podstromu p̊uvodńıho
neterminálu). Plat́ı tedy, že neterminál výše v derivačńım stromě zauj́ımá rozsáhleǰśı
blok – bloky odpov́ıdaj́ıćı jeho i nepř́ımým potomk̊um jsou do tohoto bloku vnořeny.
Kořenový neterminál pak obj́ımá celý text.

Je tedy možné takové bloky v textu nějak zvýraznit. Dá se použ́ıt např́ıklad
zvýrazněńı pomoćı barvy pozad́ı nebo pomoćı orámováńı.

6.1.3 Formátováńı (indentace)

Při psańı zdrojového kódu je většinou žádoućı odsazeńı některých řádk̊u o určitý
počet prázdných znak̊u. Je to s highlightingem nejúčiněǰśı zp̊usob zpřehledněńı kódu.
Indentaci lze také implementovat pomoćı derivačńıho stromu a neterminál̊u.

Pokud nějaké neterminály označ́ıme př́ıznakem, který ř́ıká, že je chceme odsa-
zovat, pak stač́ı pro začátek každé řádky spoč́ıtat, kolik takto označených neter-
minál̊u se vyskytuje v derivačńım stromě na cestě od kořene k posledńımu terminálu
předchoźı řádky.

6.1.4 Párové tokeny

V rámci bezkontextové gramatiky jsou párové tokeny (např́ıklad párová levá a pravá
závorka) definovány v rámci jednoho pravidla, popř. v rámci v́ıce pravidel, které však
nemaj́ı jinou možnost přepsáńı než takovou, že se ve výsledném textu budou párové
tokeny vyskytovat vždy naráz nebo v̊ubec. Často se dá nav́ıc gramatika přepsat tak,
aby se tyto tokeny vyskytovaly právě na začátku a na konci nějakého neterminálu.

Stač́ı tedy nějak graficky vyznačit prvńı a posledńı lexém daného neterminálu.
Jako párové tokeny můžou kromě závorek sloužit např. begin a end v progra-

movaćım jazyce Pascal.

6.1.5 Skládáńı neterminál̊u

V některých editorech je možno skládat v́ıceřádkové kusy textu do jedné řádky – dá se
tak ušetřit mı́sto na obrazovce a skrýt momentálně nepodstatné části textu. Takové
skládáńı můžeme definovat i pro kusy textu koresponduj́ıćı (podle dř́ıve naznačeného
zp̊usobu) s nějakým neterminálem v derivačńım stromě.
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6.1.6 Posouváńı po tokenech

Stejně jako prvńı popisovaná, je tato aplikace založena pouze na základě lexikálńı
analýzy. Jedná se o pouhé posouváńı (textového) kurzoru editoru po začátćıch
(prvńıch symbolech) jednotlivých lexémů.

6.1.7 Selekce ř́ızená neterminály

Jak bylo řečeno, jednotlivé neterminály odpov́ıdaj́ı souvislému bloku v textu. Je
tedy jistě možné vyb́ırat v textu právě tyto části. Jedná se v podstatě o pouhý
posun (uzlového) kurzoru v derivačńım stromě akorát vyznačený př́ımo v textu.

6.2 Editace derivačńıho stromu

Toto již neńı metoda zpřehledněńı kódu, neńı to ani zp̊usob využit́ı výsledk̊u par-
seru. Jedná se sṕı̌se o altenativńı pohled na práci s daty (textem), kdy uživatel
pouze doplňuje (nebo vytvář́ı nanovo) derivačńı strom na základě načtené grama-
tiky. Výsledný text je pak obsažen v listech stromu (hodnoty terminál̊u zleva doprava
(3.9)). Je zde tedy použit opačný postup než při parsováńı – z derivačńıho stromu se
źıskává plochý text. To je pochopitelně úloha o mnoho jednodušš́ı než dř́ıve popsané
parsováńı – zahrnuje pouhé procházeńı stromem a přepisováńı list̊u. [3]
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Kapitola 7

Frey

Frey je textový editor, který implementuje výše popsané techniky a teorie. Kompletńı
distribuci projektu lze nalézt na přiloženém CD, včetně uživatelské dokumentace
(instalace, konfigurace a použ́ıváńı aplikace) v podobě soubor̊u README a INSTALL.
Zde se budeme krátce zabývat strukturou projektu. Ćılem je, aby čtenář snadno
dohledal zmı́něné algoritmy implementované ve zdrojovém kódu. Tyto algoritmy
jsou v drtivé většině implementovány přesně tak, jak byly dř́ıve popsány.

7.1 Struktura

Aplikace je členěna do několika jmenných prostor̊u, které odpov́ıdaj́ı adresářové
struktuře zdrojových kód̊u (popř. př́ımo zdrojovým soubor̊um). Jsou jimi následuj́ıćı.

• Core (podadresář src/core/)

Jmenný prostor obsahuj́ıćı programové jádro celé aplikace. Zahrnuje veškerou
implementaci dané teorie až po kapitolu 5 včetně, pokrývá tedy implementaci
konečných automat̊u, regulárńıch výraz̊u, lexikálńıho analyzátoru, parseru bez-
kontextové gramatiky, syntaktického analyzátoru a reprezentaci abeced nebo
derivačńıho stromu.

– Alphabet (podadresář src/core/alphabet/)

Téměř celé jádro je psáno pomoćı šablon tak, aby bylo možné parametri-
zovat naprogramované struktury r̊uznými použitými abecedami. Abeceda
je nyńı v našem slova smyslu nějaká tř́ıda a jej́ı instance jsou jednotlivé
symboly.

Právě v tomto jmenném prostoru se vyskytuj́ı definice použ́ıvaných abe-
ced, jsou jimi CharAlphabet – obyčejná znaková abeceda, TokenAlphabet
– abeceda použ́ıvaná pro výstup z lexikálńıho analyzátoru, v pod-
statě č́ıselná abeceda, která reprezentuje jednotlivé tokeny (terminály)
a ExtensibleAlphabet – č́ıselná abeceda použ́ıvaná pro neterminály, pod-
poruje dynamické dodefinováńı nových neterminál̊u.

48



– Regular (podadresář src/core/regular/)

Část jádra pracuj́ıćı s regulárńımi jazyky, tedy implementace konečného
automatu (FiniteStateMachine) včetně dř́ıve popsaných operaćı (me-
tod) removeLambdaTransitions(), join(), concatenate(), iterate()
a positiveIterate() (kapitola 4.2) a mechanismu accepted/working.

V rámci jmenného podprostoru RegularExpression také najdeme parser
regulárńıch výraz̊u (implementaci jejich převodu na konečný automat).

– ContextFree (podadresář src/core/context free/)

Obsahuje části, které se týkaj́ı bezkontextových jazyk̊u. Jedná se zejména
o reprezentaci bezkontextové gramatiky (ContextFreeGrammar) včetně
implementace levé faktorizace (3.14), odstraněńı levé rekurze (3.16)
a operátor̊u FIRST (5.1, 5.2) a FOLLOW (5.3).

Daľśı podstatnou část́ı tohoto prostoru je zkonstruovaný LL(1) parser
odpov́ıdaj́ıćı parseru definovanému v rámci nerekurzivńı analýzy s predikćı
– ContextFreeParser.

Posledńı je reprezentace derivačńıho stromu (ParseTree), coby výstupu
z parseru.

Lexikálńı analyzátor (kapitola 4.4) je definován v rámci tř́ıdy LexicalAnalyser

včetně rozš́ı̌reńı o stavy. Obdobně syntaktický analyzátor najdeme ve tř́ıdě
SyntaxAnalyser, oboj́ı v tomto jmenném prostoru.

Jak vidno, jediné, co z předešlé teorie zbylo pro ostatńı jmenné prostory, jsou
r̊uzné aplikace (kapitola 6). Následuje tedy letmý přehled jmenných prostor̊u,
které na tomto základě stav́ı samotný editor.

• Engine (podadresář src/engine/)

Samotná aplikace pracuje ve dvou vláknech. Prvńı vlákno se stará o vnitřńı
chod aplikace, opakovaně provád́ı lexikálńı a syntaktickou analýzu editovaného
textu, tedy o převod textu na derivačńı strom. To je implementováno v rámci
tohoto prostoru ve tř́ıdě Director a funkci textToTree(). Kromě toho zde
najdeme rutiny pro opačný postup, tedy linearizaci derivačńıho stromu zpět
na text (funkce treeToText()).

Ve druhém vlákně pak běž́ı celé uživatelské prostřed́ı, popsané v rámci daľśıho
bodu.

• UI (podadresář src/ui/)

Uživatelské prostřed́ı je postaveno na dvou základńıch pohledech. Jedná
se o klasický textový pohled (v rámci AbstractTextScreen, TextScreen,
TextCursor, . . . ), tedy editaci př́ımo zdrojového kódu. Zde jsou implemen-
továny popsané aplikace jako např́ıklad zvýrazňováńı token̊u, neterminál̊u,
párové tokeny, skládáńı blok̊u či posun po tokenech. Ke všem aplikaćım je
však položen základ už textové paměti, o které bude řeč v následuj́ıćım bodě.
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Jako druhý je pohled na editaci derivačńıho stromu (AbstractTreeScreen,
TreeScreen, TreeCursor, CacheTree, . . . ). Editor vykresĺı derivačńı strom
źıskaný z editovaného textu a uživatel je schopen ho procházet nebo pozměnit,
může mazat uzly, přidávat nové, měnit celou strukturu stromu, to vše v rámci
pravidel daných gramatikou, nebo měnit textovou hodnotu jednotlivých to-
ken̊u. Tyto změny se pak reflektuj́ı zpět do textu (dř́ıve popsaná funkcionalita
v rámci jmenného prostoru Engine).

Vzájemné provázáńı těchto dvou pohled̊u je mimojiné realizováno i v podobě
kurzor̊u editoru – kurzor v textu odpov́ıdá po přepnut́ı do pohledu na derivačńı
strom kurzoru ve stromě (ukazuje na tentýž token) a kurzor ve stromě se reflek-
tuje i zpět do textového pohledu jako selekce blok̊u nebo pouhým přemı́stěńım
textového kurzoru.

• Memory (podadresář src/memory/)

Obě popsaná vlákna pracuj́ı se společnými daty dvou druh̊u – textová
pamět’ (textový soubor) a jeho reprezentace v podobě derivačńıho stromu.
Takovými společnými strukturami jsou tř́ıdy TextMemory a TreeMemory.
Ty jsou nav́ıc

”
obaleny“ synchronizačńı tř́ıdou Synchronizer (a předkem

AbstractSynchronizer), která zajǐst’uje sd́ılený př́ıstup z v́ıce vláken (za-
mykáńı pomoćı mutex̊u).

Samotné paměti, které pracuj́ı na úrovni jednoduchých instrukćı (např.

”
načti znak na pozici x, y“ nebo

”
vrat’ délku řádky y“) maj́ı jakési

”
nad-

stavby“ – tř́ıdy zajǐst’uj́ıćı pokročileǰśı funkce jako je zejména formátováńı
textu (TextMemoryIndenter) a př́ıprava neterminálńıch blok̊u pro uživatelské
prostřed́ı (BlockProvider).

Dále v tomto jmenném prostoru najdeme symbolové tabulky (SymbolTables),
které nesou dodatečné informace o gramatice, např. mapuj́ı zástupná č́ısla ne-
terminál̊u na jejich pojmenováńı uvedené v definici gramatiky.

Mimo popsané jmenné prostory se vyskytuj́ı rutinńı záležitosti procházej́ıćı celým
projektem, jako je např. hlášeńı chyb, lokalizace hlášek a zpráv nebo konfigurace.

7.2 Vývoj

Projekt prošel mnoha vývojovými fázemi, mnoho cest bylo slepých a i přes pr̊uběžné
pročǐst’ováńı a přepisováńı kódu zbylo mnoho situaćı, které by se daly vyřešit lépe a
elegantněji.

V p̊uvodńım návrhu se poč́ıtalo se zpracováńım jazyk̊u o mnoho silněǰśıch než jen
LL(1). Uvažovalo se dosažeńı úrovně až deterministických bezkontextových jazyk̊u.
To se však ukázalo jako nesnadno realizovatelné, ale co je podstatněǰśı, nemělo by to
př́ılǐsný praktický význam, nebot’ většina programovaćıch jazyk̊u (ćılová skupina)
jsou jazyky slabš́ı.
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Také parametrizovatelnost struktur v jádře pomoćı abeced se ukázala jako
ne př́ılǐs praktická volba. Návrh by se bez ńı jistě obešel a fungoval by i s použit́ım
obyčejných ordinálńıch typ̊u jako integer nebo char.

Zbylo také poměrně hodně kandidát̊u pro optimalizaci nebo vylepšeńı, at’ už
se jedná např́ıklad o kompresi reprezentace konečného automatu, optimalizace
některých operaćı na konečných automatech, silněǰśı regulárńı výrazy nebo třeba
použit́ı parseru silněǰśıho bezkontextového jazyka (např. zamlčené LALR nebo SLR
parsery).

Do budoucna by se dalo j́ıt ještě dál. Jednou z takových zaj́ımavých cest by mohlo
být navržeńı uživatelského prostřed́ı pracuj́ıćıho tř́ıdimenzionálně. T́ım je myšleno
jakési spojeńı textového a stromového pohledu do jednoho trojrozměrného modelu,
který by ve dvou rozměrech pracoval s klasickou textovou obrazovkou a do třet́ıho
by stavěl derivačńı strom, se kterým by se jinak pracovalo stejně jako doposud. U ta-
kového grafického kabátku by sice hrozilo nebezpeč́ı sńıžené praktické použitelnosti
editoru, z hlediska studia struktury textu by to však mohlo být nečekaným vy-
lepšeńım pohledu na věc.
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Závěr

Nakonec jsou všechny popsané techniky a teorie v praxi opravdu realizovatelné a im-
plementovatelné při udržeńı relativně ńızké režie a vyt́ıžeńı výpočetńıch prostředk̊u.

Technika založená na poctivém rozpoznáváńı vstupńıho textu však rozhodně
nemuśı být jedinou možnou a tou správnou cestou k dosažeńı ćıle. Kupř́ıkladu
ke zvýrazňováńı lexémů syntaktickou analýzu v̊ubec nepotřebujeme, je tedy možné
postavit plnohodnotnou aplikaci funguj́ıćı jen s technikami popsanými v rámci le-
xikálńı analýzy. Odsazováńı řádk̊u (indentace) může být jistě také implementováno
pouze na základě znalosti struktury konkrétńıho jazyka, kupř́ıkladu na základě
premisy pro programovaćı jazyk C, že indentovaný blok zač́ıná za levou složenou
závorkou a konč́ı před pravou složenou závorkou.

Mohlo by se tedy zdát, že jsme se pustili do věci až př́ılǐs obecně a složitě. To by
platilo v př́ıpadě, že by naš́ım ćılem bylo skončit a spokojit se s funkcemi, které se
daj́ı

”
nějak odhadnout“ bez použit́ı formálńı definice jazyka pomoćı gramatiky. My

jsme však schopni j́ıt mnohem dál.
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