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Uvod

Pozorovania, ktorych vysledky si smermi v dvoch alebo troch dimenziach, sa
prirodzene vyskytuju v réznych prirodnych vedach. Biologovia, takzvanym tra-
sovanim zvierat, skimaju migraciu zvierat, vysledkom trasovania byvaju smery
v dvoch dimenzidch. Uskutoc¢nenie réznych javov (extrémy teploty, tlaku a pod.)
v cirkadiannych rytmoch vieme reprezentovat ako bod na jednotkovej kruznici,
pricom kruznica ako celok bude predstavovat jeden cyklus. V meteoroldgii su
sledované smery vetra, ktoré vieme zobrazit na jednotkovej kruznici, podobne
v geoldgii je skimana orientacia magnetického pola Zeme, ktort predstavuje
smer v trojrozmernom priestore. V seizmologii s pozorované epicentra zeme-
traseni, ktoré reprezentujeme ich geografickymi sturadnicami. Tento typ dat sa
¢asto nazyva smerovymi datami.

Cielom tejto bakaldrskej prace je porovnanie zauzivanych definicii hibkovych
funkcii a inych pristupov k definicidm charakteristik predstavujicich obdobu
kvantilov pre smerové data a posidenie ich vhodnosti pre vyuzitie pri analyze
smerovych dat v roznych oblastiach.

V prvej kapitole formalne definujeme smerové data, pozrieme sa na intuitivne
pristupy usporadiivania smerovych dét a definujeme niekolko uhlovych hibok.
V druhej kapitole uvedieme rozne definicie medidnu a pomocou nich odvode-
nych charakteristik. V tretej kapitole budeme skiimat spliianie istych uZitoéngch
vlastnost{ pri nami definovanych uhlovych hibkach. V §tvrtej kapitole sa budeme
venovat empirickym verzidm nami definovanych funkcii. V poslednej — piatej ka-
pitole sa pozrieme na dva navrhy istych ekvivalentov krabicového diagramu pre
smerové data.



Pouzité znacenie
0,, vektor (0,...,0)" € R".

||| euklidovska norma.

(-,-) standardny skaldrny stcin v RE.

N mnozina prirodzenych cisel.

R¥ k-rozmerny euklidovsky priestor.
S*! mnozina {x € R*: ||z|= 1}.

matica rotacie v R" ortogonalna matica O € R™*".



1. Zakladné definicie

1.1 Smerové data

Cielom tejto podkapitoly je zavedenie formalnej definicie smerovych dat, kto-
rych vyskyt v praxi sme nacrtli v ivode prace.

Definicia 1.1 (Nédhodn4 veli¢ina)

Majme pravdepodobnostny priestor (2, A,P), meratelné zobrazenie X : (2, A) —
(X,B) nazjvame ndhodnou velicinou. Ak navyse X = S*~! a B je borelovskd
o-algebra na S*1, budeme X nazijvat ndhodnou veli¢inou na k-sfére.

Definicia 1.2 (Pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére)
Magjme pravdepodobnostny priestor (2, A,P) a nech X je ndhodnd veli¢ina na
k-sfére, potom mieru R taku, Ze plati

R(B)=P{weQ: X(w)e B}): BeB

budeme nazjvat (pravdepodobnostnym) rozdelenim na k-sfére. Rozdele-
nie na k-sfére budeme nazyvat diskrétnym, ok plati 72, R({y;}) pre nejaki
postupnost bodov {y;}32,; y; € S, spojitym, ak plati R(T) = 0 pre kaZdi
nadrovinu T priestoru R¥,

Poznamka 1.1. Budeme hovorit, Ze ndhodné veli¢ina X ma rozdelenie R, ak
medzi nimi plati vztah popisany v definicii [1.2] Tato skutocnost budeme znacit
X ~R.

Priklad 1.1. Majme pravdepodobnostné rozdelenie dané hustotou

ce(K)e™ @ pre x € SF1,
0, pre x ¢ SF1,

f(w7l'l'7’€) = {

kde ¢k (k) je normalizacnd konstanta dana predpisom
(ck/2-1

cx(k) = (2m)F2 1191 (k)

kde I; je modifikovana Besselova funkcia prvého druhu j-tého radu. Takto defi-
nované rozdelenie spliia definiciu spojitého rozdelenia na k-sfére a je zndme pod
nazvom von Mises-Fisher rozdelenie. Toto rozdelenie je povazované za isty ek-
vivalent normalneho rozdelenia na k-sfére. Parameter g € S¥~! predstavuje bod
okolo, ktorého je toto rozdelenie ststredené. Parameter x > 0 je parametrom kon-
centracie, ¢im vyssia je hodnota k, tym viac je rozdelenie koncentrované okolo
bodu p. Pre k = 2 je toto rozdelenie zndme aj pod ndzvom von Mises rozdelenie,
v tomto pripade sa hustota zjednodusi na tvar

1 eﬁcos(G*H)’ pre 0 € [Oa27r)7

9, 7 — ) 2nlo(x)
J(B:11%) {0, pre 0 ¢ [0,27).

Citatelia sa viac o von Mises-Fisher rozdeleni a odhadoch jeho parametrov p a x
mozu dozvediet v ¢ldanku |Dhillon a Sral (2003)).
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Definicia 1.3 (Smerové data)

Nech X1, ...,X,, je ndhodny viber z rozdelenia na k-sfére. Potom tento ndhodny
viber nazjvame k-rozmerngmi smerovymi ddtami. Specidlne 2-rozmerné
smerové data budeme nazyvat cirkuldrnymsi ddtamsd.

Vdaka prirodzenému vyskytu smerovych dat je rozumné ich skimat pomo-
cou statistickych metod. Na analyzu tychto dat, ale nemézeme pouzit standardné
Statistické néstroje definované pre data v euklidovskych priestoroch. Standardna
definicia strednej hodnoty aplikovand v priestore R* umoziiuje vysledky mimo
obor pozorovanych dat. Ukaze sa, ze ani standardné definicie charakteristiky va-
riability nie si1 vhodné. Vsetky tieto charakteristiky je preto potrebné pre smerové
data definovat inymi spésobmi. Rovnako musime pristupovat aj k standardnym
metédam definovania kvantilov pre jednorozmerné euklidovské data. Tie v tomto
pripade nebudi vhodné, kedze urcenie usporiadania na kruhu je podriadené zvo-
leniu nulového smeru a urceniu, ktory smer otacania budeme povazovat za kladny.
Na jednotkovych sférach vo vyssich dimenziach sa vyskytni podobné problémy.
V tejto kapitole sa budeme venovat moznym definiciam charakteristik pre sme-
rové data, ktoré budu predstavovat obdobu kvantilov.

Pred predstavenim réznych postupov este uvedieme vlastnost rotacnej inva-
riancie, ktora bude ekvivalentom translacnej invariancie pre smerové data. Ro-
tacnd invariancia bude jedna z vlastnosti, ktoré budeme skiimat pri réznych pri-
stupoch k usporiadaniu smerovych dat.

Definicia 1.4 (Rotac¢ne invariantné zobrazenie)
Majme zobrazenie f : R¥ — RF . Zobrazenie f nazjvame rotacne invariantné,
ked plati f(x) = f(Ox) pre vietky © € R* a vietky O matice rotdcii v R*.

1.2 Intuitivne pristupy k usporiadaniu smero-
vych dat

Priamod¢iarym pristupom je transformécia jednotkovej k-sféry S¥=' na RF~!
a aplikovanie definicii kvantilov, respektive ich alternativ, na transformované
data. Tento postup ma vsSak viaceré problémy. Uz zvolenie transformécie nie
je jednoznacné, navyse rozne volby transformacie davaju rozne vysledky. Body,
ktorych vzdialenost na sfére bola mala, mozu byt v transformovanom priestore
naopak velmi vzdialené. Vysledok transformacie je podmieneny vyberu nulového
smeru, teda v zavislosti na vybere nulového smeru je mozné dostat rozne vysledky.
Takyto postup urcite nemoze byt rotacne invariantny, od definicii v dalsich od-
stavcoch budeme tito vlastnost pozadovat.

V pripade dat, ktoré si vysoko koncentrované je mozné cast sféry s najvacsou
koncentraciou aproximovat dotykovou nadrovinou a na tejto nadrovine vyuzivat
postupy sStandardne platné v euklidovskych priestoroch. Na rozdiel od prvého
spomenutého postupu je tento pristup pouzitelny, ale data, pre ktoré by sa dal
povazovat za jeden z vhodnych, st v praxi skor vzacne. V dalSej podkapitole
budeme definovat funkcie, ktoré budu pouzitelné ako obdoba kvantilov bez ohladu
na koncentraciu dat.



1.3 Uhlové hibky

Takzvané hibkové funkcie si beine pouzivané pre viacrozmerné data. Tieto
funkcie sluzia ako ukazovatel centrality a k usporiadaniu dat od centra von, ktoré
moze sliuzit ako obdoba kvantilov pre viacrozmerné data. V tejto podkapitole
budeme skimat analégie hibkovych funkeif pre smerové ddta, tie sa v literatire
zvykni oznacovat ako uhlové hibky. Vietky takéto funkcie budu spliiat nasu
poziadavku rotaénej invariancie. Ako prvé uvedieme dve uhlové hibky, ktoré st ek-
vivalentom zauzivanych hibok pre viacrozmerné ddta v euklidovskych priestoroch:
uhlovti polpriestorovi hibku a uhlovt simplexovi hibku, ktoré boli predstavené
v &lankoch [Small (1987) a [Liu a Singh| (1992). Ako dalsie uvedieme uhlové hibky
odvodené od roznych definicii vzdialenost{ na jednotkovych sférach, tieto hibky
boli zavedené v ¢lankoch |Liu a Singh| (1992) a Pandolfo a kol.| (2018)).

Definicia 1.5 (Polsféra)

Majme jednotkovi k-sféru S¥=1, dalej nech u € SF~1.

MnoZinu A = {{z,u) > 0: = € S¥71} budeme nazgvat uzavretou polsférou.
A mnoZinu B = {{z,u) > 0: € S¥71} budeme nazjvat otvorenou polsférou.

Definicia 1.6 (Uhlova polpriestorové hibka)
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, potom definujeme uhlovd
polpriestorovi hlbku bodu x vzhladom k R, ako

uPH(x,R) = inf R(A),
A:x €A
kde infimum berieme cez vsetky uzavreté polsféry A obsahujice x.

Dalej uvedieme tri tvrdenia o uhlovej polriestorovej hibke. Prvé z tvrdeni je
zovseobecnenie tvrdenia formulovaného v ¢lanku |Liu a Singh (1992) a hovori o
obmedzenosti zhora, druhé tvrdenie hovori o obmedzeni zdola a nadobtudani mi-
nima. Ako posledné uvedieme tvrdenie o rotaénej invariancii tejto uhlovej hibky.

Tvrdenie 1.1. Nech R je .gpojité pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére. Po-
tom uhlovd polpriestorovd hibka je zhora obmedzend 1/2 a nadobida mazxima 1/2
v bode x prdve, ked pre kaZdi polsféru A obsahujicu x plati R(A) > 1/2.

Tvrdenie 1.2. Nech R je spojité pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére SF=1.
Potom wuhlova polpriestorova hlbka nadobida svojho minima na celej uzavretej
polsfére A*, pre ktoru plati

A" = argmin R(A),
AcCSsk-t

kde argument minima hladdme medzi vsetkymi uzavretymi polsférami A.
Dékaz. Vyplyva z tvrdenia , Theorem 7“ z ¢lanku Nagy a Laketa| (2022)) a z de-

finicie spojitého rozdelenia na k-sfére.
O

Tvrdenie ndm hovori, 7e uhlova polpriestorova hibka je vzdy konstantna
aspon na jednej polsfére. To znamend, ze tato hlbka nam umoznuje vytvorit



usporiadanie len na jednej polsfére. Navyse, ak toto rozdelenie bude rovnomerné,
uhlové polpriestorové hibka je rovnd 1 /2 na celej sfére. Uvidime, ze podobné
problémy sa pre rovnomerné rozdelenie na sfére vyskytni aj pre iné definicie
uhlovych hibok.

Tvrdenie 1.3. Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, potom uhlovd
polpriestorova hlbka je rotacne invariantnd.

Dokaz. Nech Y ~ R. Oznacme Rp rozdelenie transformovaného vektoru OY .
Majme zobrazenie h :  — Ox. Dostavame teda

P(W(Y) € h(B))=P(h"*(WY)) € "' (h(B))) = P(Y € B), (L1
Y e B& h(Y) € h(B)

pre vietky borelovské mnoZiny B C RF. Takze platia aj nasledovné rovnosti

uPH(xz,R) = inf R(A)= A:iBEA Ro(h(A))

A:x €A

= ) gifeh(A) Ro(h(A)) = uPH(Oz,Ro).

Simplexom v R¥ rozumieme konvexny obal k + 1 affinne nezéavislych bodov.
Podobne vieme definovat simplex na jednotkovej k-sfére S¥~!. Hrany takéhoto
simplexu budu tvorené kratsimi kruhovymi oblikmi, ktoré spajaju jednotlivé vr-
choly.

Definicia 1.7 (Simplex na k-sfére)

Majme jednotkovi k-sféru S¥=1 a jej podmnoZiny M, L C S¥='. Hovorime, e M
je sféricky konvexnd, ked kuZel K = {a € R*: a = tx,t € [0,00),x € M} je
konvexny. Dalej definujeme sféricky konvexny obal L ako najmensiu sféricky
konvexni mnozinu obsahujicu L.

Simplex na k-sfére definujeme ako sféricky konvexny obal k bodov.

V' definicii dovolujeme aj degenerované pripady, ked simplex tvoria vr-
choly, ktoré nie st affinne nezavislé. V takomto pripade vysledny utvar nie je
(k — 1)-dimenziondlny ttvar, ale itvar mensej dimenzie ako si m6zeme vSimnut
na obrazku [I.1] na ktorom je porovnany degenerovany a nedegenerovany simplex
na 3-sfére. Podobne dostavame degenerované simplexy v pripade ak su sucastou
mnoziny bodov, ktord simplex uréuje zaroven bod & € S¥~! a bod —x € SF!.
V pripade simplexu na 2-sfére daného bodmi —z, = € S* tvoria tento simplex
len body @ a —x. V pripade simplexu na 3-sfére daného bodmi —z, x, y € S? je
vysledny utvar polkruznica [ spajajtica body —a, @, pre ktoru plati y € [.



Degenerovany simplex Nedegenerovany simplex

/./

Obr. 1.1: Degenerovany a nedegenerovany simplex na 3-sfére.

Definicia 1.8 (Uhlova simplexové hibka)

Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a X, ..., Xy je ndhodngm
vgberom z tohto rozdelenia, potom definujeme uhlovi simplexovd hibku bodu
x vzhladom k R, ako

uwSH(z,R) = R(x € A*(Xy,.... X})),

kde A¥(X,,...,X}) znaci simplex na jednotkovej k-sfére S*=t, ktory je urceny
bodmi Xl, c. ,Xk.

Ak je R spojité rozdelenie, simplex A¥(X,...,X}) bude degenerovany préve
s pravdepodobnostou nula. AvSak, ak R nebude spojité, simplex A*(X1,...,X})
bude degenerovany s pravdepodobnostou vacsou ako nula. Tato situacia sa moze
vyskytnit aj v pripade empirickych dat, teda je ziaduce skiimaft aj tieto pripady.

Tvrdenie 1.4. Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, potom uhlovd
simplexovd hibka je rotacne invariantnd.

Dokaz. Nech Y ~ R. Oznacme Rp rozdelenie transformovaného vektoru OY .
Majme zobrazenie h : & — Ox. Podobne ako v dokaze tvrdenia vyuZijeme
vlastnost ([1.1]). TakZe plati aj nasledovné:

uSH(x,R) = R(x € A*(X,,..., X)) = R(h(z) € W(AF(XY, ..., X})))
= R(Ox € AF(h(X,),...,h(X}))) = Ro(Ox € A*(X4,....X}))
=uSH(Ox,Rp).

]

V ¢lanku |Liu a Singh| (1992)) autori uviedli ekvivalentni podmienku pre vztah
x € AF(X,,...,X}), ktord tento vztah prevedie na stistavu linedrnych rovnic.



Tvrdenie 1.5. Vztah x € A¥(X,,...,X}) je ekvivalentnyj tomu, Ze prienik vsecky
0,z = {tz;t € (0,1]} a simplezu v R* daného bodmi X, ..., X} je neprdzdny.
Teda je ekvivalentny sustave rovnosti agxr = a1 X1 + - - - + a, X za podmienky
ap € [0,1], X, a; =1, a; €[0,1] prei=1,...n.

Dokaz.  Sféricky simplex AF(X1,...,X}) jednoznacne uréuje konvexny kuzel
v RF. Ozna¢me tento kuzel K. KuZelu K naleZia vsetky body tvaru aX; +
(1 — a)Xs; a € [0,1]. Indukciou teda vieme ukazat, kuzelu K ndlezia aj body
tvaru a1 X7 + -+ + o, X, Zle a; = laa; € [0,1] pre i = 1,...,n. Teda
Ak (X, .. Xy) C K, kde AR (X, ..., X)) znadi euklidovsky simplex v R¥ dany
bodmi X7, ...,X. Tento simplex tvori rez kuzelom K. Ak teda plati x € K a
x € SF71 musi byt prienik tisecky O a A% (X7, ..., X)) neprazdny. Navyse plati
(xeKaxzeS)ereA¥X,... X

O

Uhlové hibky odvodené od metrik

V nasledujtcich definicidch postupne zavedieme metriky na k-sfére a triedu
uhlovych hlbok odvodenych od réznych obmedzenych metrik. Podrobnejsie bu-
deme skumaft tri uhlové hlbky z tejto triedy: oblikovi, kosinusovu a tetivovi.

Definicia 1.9 (Metrika na k-sfére)
Punkciu d budeme nazjvat metrikou na k-sfére S*~', ak je tvaru:

d:SF1 x "1 — [0,00)
a pre vietky p,q,r € S*! plati nasledujice:

1. d(p,q) > 0,
2. d(p.q) = d(q.,p),
8. d(p,g) =0 p=gq,

4. d(p,r) < d(p,q) + d(q,r).

Definicia 1.10 (Uhlova hibka odvodend od metriky)

Nech d je obmedzend metrika na jednotkovej k-sfére S*=' a R je pravdepodob-
nostné rozdelenie na k-sfére. Potom definujeme whlovd hibku odvodend od
metriky d vzhladom k R, ako

uHg(x,R) = sup d(p,q) — Eg[d(z,Y)], (1.2)

P, qE€ Sk—l
kde Eg je stredna hodnota za predpokladu, Ze 'Y md rozdelenie R.

Nés budid zaujimat uhlové hlbky odvodené od rotacne invariantnych met-
rik, kedZe odvodenie od rotaéne invariantnej metriky zaisti, ze aj uhlové hibka
bude rotacne invariantna. V nasledujicom tvrdeni ukazeme vlastnost rotacne
invariantnych metrik, ktord ndm umozni jednoduchsie skiimanie uhlovych hibok
odvodenych od takychto metrik. Toto tvrdenie a dokaz boli formulované v ¢lanku
Pandolfo a kol.| (2018)). V tejto praci uvedieme rozsireny a sprehladneny dokaz
tohto tvrdenia.



Tvrdenie 1.6. Nech d je metrika na k-sfére S¥=1. Potom je d rotacne invariantnd
prave vtedy ked existuje funkcia f takd, Ze plati

f:[—1,1] — [0,00),
d(p.q) = f(p'q) = f((p,q)), (1.3)

pre vsetky p,q € SF1L.

Dékaz Nech je d rotaéne invariantna. Majme p,q € S¥~! také, Ze p # q, polozme
s=(q—(p"q)p)/llg — (P"q)p||. Oznaéme Q maticu tvaru k x (k — 2) takd, Ze
O = (p| s | Q) je ortogondlna. Kedze d je rotacne invariantna, plati d(p,q) =
dO'p0Tq),p'p=q'q=1,p's=0a Q" p=0;_,, navyse

s'q= (g—(p'a)p)'q _ 1-(p'q)’
lg — (pTq)p| \/ (@a—("q)p)"(ga— (pTq@)p)
_ 1—(p'q)? I (p'q)? — 1= (oTa)?
V@ (@— (@ gp)—0 J1-(pTq)? i
~Q'(g—(»'g9)p)

Qs = = =02 = Q'qg=(p'Q)Q p =042
lga— (pTq)p|

Dostavame teda
O'p=(1,0,...,00 =ey,

O'q=(p'q\/1-(p'q)20,...,00" =:1.
Teda d(p,q) = d(e,l) zavisi na p,q len skrz p'q, takze plati d(p,q) = f(p'q)
pre nejaki funkciu f. Pre p = ¢ mame d(p,q) = 0, polozme f(p'p) = 0. Takto
dostavame funkciu f, pre ktort plati d(p,q) = f(p'q) pre vietky p,q € S*1.

Nech je teraz naopak d definovand vztahom (1.3)). Jednoduchym odvodenim
dostavame:

d(p.q) = f({p.a)) = f(p"q) = f(PTOTOq) = f({Op,Oq)) = d(Op,0q)),

pre vietky O matice rotacii v R*.

Definicia 1.11 (Oblikova, kosinusova, tetivova metrika)
Postupne definujeme oblikovi, kosinusovi a tetivovu metriku ako:

do(p.q) = 9:({P,@)); 91(t) = arccost,
di(p.q) = 92({P.q)); g2(t) =1—1,

di(p.q) = 9:((P.q));  gs(t) = /2(1 —1).
Poznamka 1.2. KedZe oblikovi, kosinusovii a tetivovi hibku definujeme po-

mocou funkcii ¢y, g2, g3, ktoré spiﬁajfl podmienky pre funkciu f z tvrdenia ,
teda z tohto tvrdenia vyplyva rotacna invariancia tychto metrik.
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Dosadenim vyssie definovanych metrik do rovnosti (1.2)) dostdvame postupne
uhlovi oblikovi, kosinusovt a tetivovi hlbku vzhladom k R, ktoré znacime

uHgy, (x,R),uH, (x,R), uH,,(xz,R).

Poznamka 1.3. Vsetky vyssie definované metriky nadobtdaji svojho maxima,
ked plati p"q = —1, dostdvame teda

uHy(x,R) = g(—1) — Eg(d(x,Y)).
Postupne mame
uHy, (2,R) = 7 — Eg(arccos(z'Y)),
uHy, (z,R) =2 —Ex(1 — (2'Y)) =1+ Er(z'Y),
uHg, (x,R) =2 —Egr(y/2(1 —2TY)).
Dalej ukézeme rotaént invarianciu uhlovych hibok odvodenych od obl@kovej,
kosinusovej a tetivovej metriky. Tato vlastnost spominanych uhlovych hlbok je

priamym désledkom rotacnej invariancie metrik, od ktorych s dané uhlové hibky
odvodené.

Tvrdenie 1.7. Uhlovad oblikovd, uhlovd kosinusovd a uhlovd tetivovd hlbka st
rotacne invariantné.

Dékaz. Metriky, od ktorych st tieto hibky odvodené, si podla tvrdenia ro-
tacne invariantné, mame teda

d(p,q) = d(Op,0q); pre vietky O matice rotéacii v R
Navyse pre vietky O matice rotacii v R¥ plati
Ox) Oy=2"0"Oy=x"0O 'Oy =x'y.
Dostavame
d(Op,0q) — Ex(d(Ox,0Y)) = d(Op,0q) — E(g9((Ox)" OY))
d(p.q) — Er(g(z"Y))
d(p.q) — Er(d(zY))

pre vietky O matice rotécii v R*.

Poznamka 1.4. Pre funkcie ¢1(t) a ¢2(t) z definicie plati
g1(t) + g1(—t) = arccost + arccos (—t) = m, pre vsetky t € [—1,1]
go(t) + g2(—t) =1+t +1—1t =2, pre vSetky ¢t € [-1,1].
7 toho pre vietky p,q € S*~! dostdvame

do(p,q) + do(—p,q) = ™ = Ed,(p.q) + Ed,(—p,q) =7
= uHy, (x,R) + uH,, (—x,R) =,

di(p,q) + dp(—p.q) = 2 = Edi(p,q) + Edi(—p.q) = 2
= uHgy, (x,R) + uHy (—z,R) = 2.

Pre uhlovi tetivovid hibku Ziadne podobné vyjadrenie neexistuje.
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2. Definicie medianu a kvantilov

V tejto kapitole uvedieme rozne definicie pre median smerovych dat a pred-
stavime koncept projekénych kvantilov prvykrat definovanych v ¢lanku Ley a kol.
(2014).

Definicia 2.1 (Fisherov medién)
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a Y ~ R, potom Fisherov
medidn nahodného vektoru Y definujeme ako

mp(Y) = argmin E(d,(x,Y)),

x € Sk-1

kde d, znaci oblikovii metriku na S*~1. Hovorime, Ze Fisherov medidn je uni-
kdtny, ak |mp(Y)| =1, kde | M| znaci mohutnost mnoziny M. Ak |mp(Y)| > 1,
hovorime, Ze Fisherov median je viacndsobny.

Obdoba tejto definicie pre trojrozmerné smerové data sa prvykrat objavila
v ¢lanku [Fisher (1985). Jej myslienka je rovnaka ako v pripade jednorozmerného
alebo priestorového medidnu — minimalizécia vzdialenosti. Na rozdiel od priesto-
rového medidnu, ale zohladiiuje zakrivenie sféry, kedze ako metriku berie dlzku
kratsieho obluku hlavnej kruznice spajajucej dva body. Rota¢na invariancia tohto
medidanu vyplyva z rotacnej invariancie oblikovej metriky.

K zavedeniu medidnu mézeme pouzit aj uhlové hibky, ktoré sme definovali
v predchadzajicej kapitole. Kedze sme dokazali rota¢ni invarianciu tychto fun-
kcii, bude aj median definovany pomocou nich rota¢ne invariantny.

Definicia 2.2 (Medign dany uhlovou hibkou)
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a Y ~ R a nech uH je uhlovd
hibka, potom medidn ndhodného vektoru'Y dany uhlovou hibkou wH defi-
nujeme ako

mup(Y) = argmax uH (x,R).

xeSk-1

Hovorime, Ze medidn dany uhlovou hibkou uH je unikdtny, ak |m.g(Y)| = 1. Ak
imur (Y)| > 1, hovorime, Ze medidn dangj uhlovou hibkou uH je viacndsobny.

Definicia 2.3 (Antimedian)
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a’ ¥ ~ R a nech mv je unikdtny
medidn tohto rozdelenia, potom antimedidn nahodného vektoru'Y definujeme
ako

m, = —m.

Dalej definujeme triedu rozdeleni na k-sférach, ktora bude charakteristicks
istou symetriou. Tato trieda rozdeleni je typicka viacnasobnym medidnom. Do
tejto triedy mimo inych spadéd aj spojité rovnomerné rozdelenie na k-sfére. Pre
rozdelenia z tejto triedy bude problematické vytvorif rozumné usporiadanie. Naj-
lepsie ¢o mozeme urobit, je vytvorit usporiadanie pre nejaku polsféru A a pre jej
opacnu polsféru —A.
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Definicia 2.4 (Antipodalne rozdelenia)
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére. R nazgyvame antipoddlnym
rozdelenim, ak plati

R(B) = R(—B) pre vsetky borelovské mnoziny B C SF71,

kde —B = {—y;y € B}.
FEkvivalentne R je antipoddlne, ak plati Y ~ R < =Y ~ R.

Tvrdenie 2.1. Antipoddlne rozdelenie md viacndasobny medidn bez ohladu na
vyber definicie medidnu.

Dokaz. Zobrazenie  — —a je dané maticou —Ij, kde I je jednotkova matica.
Maticu —I; moézeme chapat ako maticu rotécie. Nech Y ~ R. Ozna¢me R_j, roz-
delenie transformovaného vektoru —I; Y. V tvrdeniach [1.3] [L.4] [[.7] sme dokézali
rota¢nd invarianciu uhlovych hibok, plati teda

uH(z,R) = uH(—Iyx,R_; ) = uH(—x,R).

V poslednej rovnosti vyuzivame to, Ze plati Y ~ R & =Y ~ R, teda R a R_j,
st rovnaké rozdelenia. Z toho vyplyva

y € argmax ul (x,R) & —y € argmax uH (x,R).
x € Sk—1 x € Sk—-1

Dokdzali sme viacndsobnost medidnu daného uhlovymi hibkami definovanymi
v prvej kapitole. Dokazeme este viacnasobnost Fisherovho medianu. Majme R

antipodalne rozdelenie a Y ~ R. Kedze oblitkov4 hibka je definovand pomocou
skalarneho sucinu, skoro iste plati

do(—2)Y) =d,(x, - Y).

Teda
y € argminE(d,(2,Y)) & —y € argminE(d,(z,Y)).

z e Sk—1 zeSk-1

]

Pre uhlovi polpriestorovii a uhlovi simplexovi hibku platia silnejsie tvrdenia,
ktoré boli formulované v ¢lanku Liu a Singh! (1992) pre k£ = 2, 3. My uvedieme zo-
vSeobecnent verziu tvrdenia pre uhlovi polriestorovt hibku a tvrdenie pre uhlovi
simplexovt hibku, ktoré bolo uvedené v spomenutom ¢lanku.

Tvrdenie 2.2. Nech R je spojité antipodalne rozdelenie. Potom:

1
uPH (x,R) = 5 Pre vietky x € SFL.

Dékaz. Majme antipoddlne spojité rozdelenie R. Teda plati R(B) = R(—B)
pre vSetky meratelné mnoziny B. Z tejto vlastnosti vieme odvodit, ze kazda
uzavreta polsféra A C S¥~! nesie rovnaki pravdepodobnost. Navy$e musi platit
P(A) + P(—A) =1, teda P(A) = 1/2 pre vietky polsféry A c SF-1.

O
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Tvrdenie 2.3. Nech R je absolitne spojité rozdelenie na 2-sfére a nech F je
absolitne spojité rozdelenie na 3-sfére. Potom:

R je antipoddlne prive, ked plati uSH(x,R) = 1/4 pre vsetky = € S*.

F je antipoddlne prive, ked plati uSH (x,F) = 1/8 pre vsetky = € S.

Dékaz. Dokaz pre rozdelenie na 2-sfére najdeme v ¢lanku Liu a Singh (1992)
ako dokaz tvrdenia ,Proposition 3.3“, dokaz pre rozdelenie na 3-sfére najdeme v
rovnakom clanku ako dékaz tvrdenia ,,Proposition 3.6%.

O

Dalej definujeme projekéné kvantily, ktoré budii odvodené od medianov. Pro-
jekéné kvantily budeme chapat ako kvantily rozdelenia daného projekciou’ Y ~ R
na medidn m, teda kvantily ndhodnej veliciny Y "m. Vidime, Ze takyto postup
bude davat zmysel len pre rozdelenia s unikdtnym Fisherovym medidnom. Po
definovani projekénych kvantilov zavedieme spodny a horny a-kvantilovy uzaver,
ktoré predstavuju isté rozdelenie jednotkovej k-sféry odvodené od projekénych
kvantilov. Ako posledné definujeme hladinové a-kvantily, ktorych definicia bude
taktiez zalozena na projekénych kvantiloch.

Definicia 2.5 (Projekéné kvantily)

Nech R je spojité pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, Y ~ R a nech m je
unikdtny Fisherov medidn ndhodného vektoru Y . Potom definujeme projekcény
a-kvantil nahodného vektoru'Y ako

co(R) = argmin E[p,(Y "m —¢)]; pre a € (0,1),
c€[-1,1]

kde po(u) = u(a — 1 (u <0)).

Predpis argmin, ¢_y 1) E[po(X — ¢)]; pre a € (0,1) je mozné pouzit ako de-
finiciu kvantilov ndhodnej veli¢iny X. ,Lemma 3.4“ v skriptach Omelka| (2022])
tvrdi, Zze takto mozeme definovat empirické kvantily, da sa vsak ukazaft, Ze ta-
kymto spdsobom je mozné definovat kvantily aj na teoretickej trovni.

Definicia 2.6 (Spodny a horny a-kvantilovy uzaver)

Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, c, je projekény a-kvantil
rozdelenia R a mv je jeho unikdtny medidan. Potom definujeme spodny a horny
a-kvantilovy uzdver rozdelenia R ako

¢, (R)={x € S Tm < Cats

«

(R ={xecS 1 x"m>c,},

pre a € (0,1).

Definicia 2.7 (Hladinovy a-kvantil)

Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére, c, je projekcny a-kvantil
rozdelenia R a m je jeho unikdtny median. Potom definujeme hladinovy o-
kvantil rozdelenia R ako

ko(R) =co m; pre a € (0,1).
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Takto definované kvantily lezia na tusecke danej predpisom ¢ m; ¢ € [—1,1].
Tieto kvantily netvoria usporiadanie smerovych dat, kazdy kvantil k, ale jedno-
znacne urcuje nadrovinu kolmu na m. Oznac¢me ju T,. Tato nadrovina rozdeli
jednotkovii k-sféru S¥~! na mnoziny ¢, a ¢}, teda ,nad“ touto rovinou je cast
jednotkovej sféry S¥=!, ktora nesie pravdepodobnost « a ,pod*“ touto rovinou je
¢ast tejto sféry, ktord nesie pravdepodobnost 1 — a.. Ozna¢me prienik 7}, N S*~1
ako C,. Tito mnozinu budeme nazyvat kvantilova a-hladina. Tieto kvantilové
hladiny tvoria vrstvovité usporiadanie smerovych dat od medidnu m az k takzva-
nému antimedidnu —m. Kazdua takito hladinu tvori (k — 1)-sféra (respektive dva
body pre dédta na jednotkovej kruznici).

Pohlad zhora Pohlad zdola Pohlad spredu

Pohlad zozadu Pohlad zprava Pohlad zlava

Obr. 2.1: Empirické verzie spodného (znézorneného modrou) a horného (zné-
zorneného Sedou) 0.5-kvantilového uzdveru ilustrované na realizacii ndhodného
vyberu o rozsahu 2000 z von Mises—Fisher rozdelenia s parametrami p =
(1,0,0)7, k = 3.5.

Dalej definujeme dal$iu uhlovit hibku — uhlovi Mahalanobisovu hibku, ktord
bola, rovnako ako projekéné kvantily, prvykrat predstavend v ¢élanku

013).

Definicia 2.8 (Uhlovd Mahalanobisova hibka)
Nech R je spojité pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a m je unikdtny Fis-
herov median tohto rozdelenia. Oznacme

M, = argmin{a € [0,1]: co(R) > = m}.

Potom uhlovié Mahalanobisovu hibku bodu x definujeme ako

1
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3.

Vlastnosti uhlovych hibok

Po spominanych hibkovych funkciach definovanych pre viacrozmerné eukli-
dovské data su casto pozadované nasledujice vlastnosti:

El

E2

E3

EA4

Affinna invariancia

Majme hibku H, pravdepodobnostné rozdelenie R, reguldrnu maticu B €
RF¥¥k o vektor b € R*. Dalej nech X ~ R a oznaéme Rpx.s rozdelenie
transformovaného vektoru AX + b, potom plati

H(z,R) = H(Bx +b,Rpx ), pre vietky x € R,

Maximalita v centre
Majme pravdepodobnostné rozdelenie R s ,,centrom*“ v bode € R*. Potom
plati

H(pu,R) = sup H(x,R). (3.1)

z € RF

Monoténnost pozdiz lucov
Majme pravdepodobnostné rozdelenie R a p € R* bod, ktory spliia (3.1)).
Potom plati

H(z,R) < H(p+ a(x — p),R), pre vietky x € R* a vietky o € (0,1).

Nulovost v nekonecne
Majme pravdepodobnostné rozdelenie R. Potom plati

lim H(z,R)=0.

|2 —o0

V ¢lanku Nagy a kol| (2022) su formulované ekvivalenty tychto vlastnosti
pre uhlové hibky. Vlastnost téva takmer nezmenena, vlastnost nahradi
rotacnd invariancia, vlastnost bude nahradend monoténnostou pozdlz hlav-
nych kruznic a vlastnost bude nahradend minimalitou v antimediane, ktory
predstavuje akysi ekvivalent nekoneéna na jednotkovej k-sfére SF¥=!, kedZe je
ynajvzdialenejsim*“ bodom od medianu. Formulujme takto popisané vlastnosti
formalne:

S1

52

Rotacna invariancia

Majme uhlovi hibku wH, pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére R, O
maticu rotacie v R*. Dalej nech X ~ R a oznaéme R rozdelenie transfor-
movaného vektoru OX. Potom

uwH(x,R) = uH(Ox,Rp), pre vietky ¢ € SF71.

Maximalita v centre
Majme pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére R s ,,centrom® v pu € SF=1.
Potom plati

uH(p,R) = sup uH(x,R). (3.2)

x € Sk-1
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S3 Monoténnost pozdiz hlavnych kruZnic
Majme pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére R a u € S¥~! bod, pre

ktory plati (3.2)). Potom

B+ o(x— p)
o) < ok (ph RSl R).

pre vietky € S¥71\ {—p}, a € (0,1).

S4 Minimalita v anticentre
Majme pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére R a u € S¥~!, bod pre

ktory plati (3.2)). Potom

uH(—p,R) = inf uH(x,R).

r € Sk-1

Uvazujme teraz rozdelenia, pre ktoré plati X ~ R < OX ~ R, pre vsetky O
matice rotacii v R¥ také, Ze plati Opu = p. Takéto rozdelenia budeme nazjvat
rotacne symetrickymi okolo p. Vagny pojem ,centrum® vo vlastnosti|S2| bu-
deme chéapat ako bod p, okolo ktoréhe je nejaké rozdelenie R rotac¢ne symetrické,
takéto body st vsak vzdy minimalne dva konkrétne p a —p. Jeden z tychto bodov
teda zaujme tdlohu ,centra“ z vlastnosti [S2], druhy bude hrat tlohu ,anicentra“
v zmysle vlastnosti [S4] Bod popisuje monotoniu na kratsich oblikoch hlav-
nych kruznic spajajicich body p a x, kedze body pu a —p spaja nekonecne vela
rovnako dlhych oblikov (resp. 2 v pripade k = 2), musime predpokladat & # —pu.

Rotadni invarianciu uhlovych hibok definovanych v kapitole [1f sme v spome-
nutej kapitole aj dokdzali. Overfme teda, ¢ uhlové hibky definované v kapitole
spliuju aj ostatné pozadované vlastnosti.

Pozrime sa najprv na uhlovi simplexovi hibku. Na prikladoch ukézeme, ze
tato hibka nespliia Vlastnosti a. UvaZzujme bod t(#) = (cos(f),sin(9))" €
S ako funkciu uhla § € (—,7]. Majme diskrétne pravdepodobnostné rozdelenie
R na jednotkovej kruznici, teda na S' sistredené v $tyroch bodoch

w3
2N —
N~ ——

=
=
~=

~

——
~
/N 7N 7N

NER
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Teda mame

%, pre 0 € (—7?,—%“),

é—i, pre 0 = —%,

2, prefe (=3, —12),

3, pref=—1,
uSH(t(0),R1) = {2, pref e (—%,0),

%, pre 0 = 0,

&, prefe(0,3),

2, pref =1,

=, prefe (5m).

Jediny bod, pre ktory plati (3.2), je bod t(—%’r) teda, ak by uhlovd simple-
xové hibka spliiala , musela by byt uhlova simplexovd hibka chdpand ako
funkcia 6 nerastiica na intervale (—— 0), to vsak neplati. Dalej majme dis-
krétne pravdepodobnostné rozdelenie Ry na kruznici, stustredené v dvoch bodoch
Ry[{F}] =3, R[{G}] = 3, kde F, G st body na jednotkovej kruznici prislicha-
juce postupne uhlom 0, 7. Toto rozdelenie je symetrické okolo osi danej bodmi
(0,1)T, (0, — 1)T. Oba tieto body v8ak maji mensiu uhlovii simplexovi hibku
ako body F, G, teda neplatl Rovnost . plati pre body F G navyse plati
F = —(@, teda simplexova hlbka neméze vieobecne spliiat ani
Skimajme teraz uhlové hibky odvodené od metrik. Ukazeme, ze uhlova oblu-
kovd a uhlova kosinusova hibka spliiaju . 7 vlastnosti odvodenej v poznamke
dostdvame pu = argmaxuH,y;, = —p = argminuH,,. Podobne pre uhlovi ko-
sinusovtt hlbku. NavySe, ak pozndme uhlovi hibku vetkych bodov lubovolne;
polsféry A ¢ S¥1, vieme dopoéitat vdaka spominanému vztahu uhlovi hibku
vietkych bodov bodov & € S¥1\ A. Uvazujme opét funkciu ¢(6) definovani vys-
Sie dalej uvazujme diskrétne rozdelenie R3 na S!, ststredené v Styroch bodoch:

Rs({t(a)}) =

g,g} a p € (0,1). Toto rozdelenie bolo navrhnuté v ¢ldnku

Nagy a kol.| (2022)). Takto skonstruované rozdelenie je vzdy symetrické okolo osi
danej bodmi (0,1)T, (0,—1)". Pozrime sa na uhlovit hlbku bodu t = (¢, t5)" € S
vzhladom k rozdeleniu Rs. Z definicie dostavame

pre nejaké a,b € [—

wHy, (t,R3) = m — E(arccos(t'Y)) = 7 — g(arccos(tl cos(a) + tosin(a))
+ arccos(ty cos(m — a) + tysin(m — a)))

— p(arccos(t1 cos(—b) + tosin(—b))

+ arccos(ty cos(b — ) + tysin(b — 7))).
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Dalej uvazujme opit bod () = (cos(f), sin())"T € S' ako funkciu uhla 6 €
(—m,m]. Mame teda

wHy, (4(0),Rs) = 7 — g(arccos(cos(e) cos(a) + sin(6) sin(a))

+ arccos(cos(6) cos(m — a) + sin(0) sin(7m — a)))
1 _

p(arccos(cos(@) cos(—b) + sin(#) sin(—0b))

b—m))).
Pomocou goniometrickych identit cos(y) cos(z) = Cos(y_z);cos(y“), sin(y) sin(z) =

cos(y—z)—cos(y+z)
2

)
(

+ arccos(cos(f) cos(b — ) + sin(@) sin

a vlastnosti funkcie arccos(cos(y)), pre y € (—=, m| dostavame
postupne

uHg, (t(0),R3) =1 — g (arccos(cos(—0 + a)) + arccos(cos(—0 + 7 + a))

1—
P (arccos(cos(f + b) + arccos(cos(f + ™ — b))

(m(—0+a) +m(—0+71—a))

o p
=T — =
2

—1;p(m(9—|—b)—|—m(6+7r—b)),

kde m(x) = min(|z|,27 — |z[). Majme teraz a = %, b = 7, p = 0.2. Pre tieto
hodnoty méame
307 pre § € [~3, — 5),
1—10(7%—1-29) pre 0 € [-%, — %),
uHgy, (t(0),Rs) = %0(5% —60), pref e |- T %)7
+=(3m+20), pred e [5.3),
;13[1) m, pre 6 € [3,5].

Hodnoty pre druhti polkruznicu vieme dopocitat zo vztahu odvodeného v po-
znamke . Uhlova oblukova hlbka nadobtida maxima v bodoch danych uhlami

T 3T

—4,°F, teda ani v jednom z bodov (0, 1) (0, — 1)T maxima nenadobida, to
znamend, ze uhlovd oblikova hibka nespliia bod [S2 . Vieme, ze plati

(cos(a + 7),sin(a + 7)) " = —(cos(a),sin(a))’, pre a € R,

teda aby uhlové oblikova hibka spliiala [S3| musela by byt nerasttica na intervale
[—Z,Jy to vsak, ako vidime na obrazku neplati.
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uH,, (t(0),Rs3)

n

Obr. 3.1: Graf uhlovej oblikovej hibky vzhladom k rozdeleniu Rs, pre bod t(0)
ako funkcia uhla 6 € (—m,7].

Pozrime sa dalej na uhlovi tetivovi hibku. Uvazujme opét rozdelenic Ry s
hodnotami a = §, b=, p = 0.2 a bod ¢(0) = (cos(d), sin(#))" € S' ako funkciu
uhla # € (—m,7]. Podobnymi tipravami ako v pripade uhlovej oblikovej hibky
dostavame

uHy (8(0). ) = 7 — 2 (\/2(1 — cos(0 — a)) + /21 — cos(—0 + 7 + a)))

5P (VT con(+0) + (T = cos(O+ 7).

Tato funkcia méa opaf maximum v pripadoch 0 = —7 af = %”. Teda ani
uhlova tetivova hibka nespliia . Podobne ako v predchadzajicom pripade, ak

by pre uhlovi tetivovi hibku platilo , musela_by byt nerastica na intervale

[—%,%} , to opat neplati ako vidime na obrazku . Uhlové tetivova hibka navyse
nesplna ani , kedZe v bode @ (2F) = —x(—2) tato funkcia nem4d minimum.

uH,, (t(6), Rs)
201

1.5F

I

I

I

I

I

|

3n bis b b b kR

- ——  —- - 0 - - — p.d

4 2 4 4 2 4

Obr. 3.2: Graf uhlovej tetivovej hibky vzhladom k rozdeleniu R, pre bod t(0)
ako funkcia uhla 6 € (—m,7].

Dalej skiimajme uhlovti kosinusov hibku, pre t4 uz mame dokdzand plat-
nost vlastnosti [S1] a [S4, pozrime sa teraz na vlastnost [S3 Majme bod p, pre
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ktory plati (3.2]) potom s pouzitym vlastnosti strednej hodnoty a transponovania
dostavame

+ a(x — + a(x — !
uha (szgw —Zil!’R> S irEe ((HZwEw o ) Y)
=1+kEx((+al@—pn)Y)
=1+k(Er(p'Y) +aEp(2'Y - p'Y))
=1+k ((1 —a)Eg (MTY) + aEpg (mTY)) ,

kde k£ = Wlw—u)\\ Navyse pomocou trojuholnikovej nerovnosti a vlastnosti
normy vieme odvodit nasledujici vztah

e+ (e — )l <l + lla(e — w)l| < [lpl + allz]] + af| = pll

Kedze mame —pu, u, € € S¥"1 a a € (0,1) dostédvame

el +allel +all-pl=1+a+a=k=>

14 2a°

pra@—p o\
“Hdk<\|u+a<w—u>|rﬂ> Ha (@.R)
>1+ ] 12a ((1 —a)Eg ([,LTY) + aEpg (:cTY)) —uHy, (z,R)
= (- (6Y) — (1 - @)Er (27Y)) 20

Teda uhlové kosinusové hibka splia . Majme teraz rozdelenie R4 rozdelenie
rotacne symetrické okolo nejakého bodu p. Teda plati Y ~ Ry < OY ~ Ry, pre
také O matice rotacii v R¥, pre ktoré plati Op = p. Navyse uhlova kosinusova
hibka bodu & zévisi na Ry len skrz Eg, ((,Y)) = (x,E,(Y")) a plati

OERg,(Y) = Eg,(0Y) = Eg,(Y), pre vsetky O, pre ktoré plati Op = p.

Teda Eg,(Y') lezi na tsecke spajajucej body —p a p, to znamend, ze Eg,(Y) =
¢ w, pre nejaké ¢ € [—1,1]. Z toho vyplyva, ze uhlovd kosinusova hibka musf
nadobudat maxima prave v jednom z bodov —p, p. Teda uhlova kosinusova
hibka spliia aj . To, 7e uhlovd Mahalanobisova hibka spliia vetky z bodov
dokézali uz autori ¢lanku |Ley a kol.| (2014)), v ¢lanku Pandolfo a kol.| (2018)
je spomenuté, ze tato hibka je vo vztahu jedna k jednej s uhlovou kosinusovou
hibkou, teda ak sme dokézali spliianie vlastnosti pre uhlovi kosinusovt
hibku vieme, e aj uhlova Mahalanobisova hibka musi spliiat tieto vlastnosti.
Uhlové polpriestorové hibka taktiez spliia vietky nami pozadované vlastnosti ako
bolo dokazané v ¢lanku Nagy a Laketa| (2022).

Vysledky nakoniec zhrnieme v tabulke, kde symbol v znaci, Zze dana uhlova
hibka spliia pozadovant vlastnost a symbol X znamend naopak, ze dant vlastnost
uhlové hibka nespliia.
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Uhlové hibka 1] |[s2] | [s3] | [s4]
Uhlova polpriestorova hlbka uPH | vV |V |V |/
Uhlové simplexova hiba uSH |/ | X | X | X
Uhlové oblikova hibka uHg, |V | X | X |V
Uhlové tetivové hibka uHg, |/ | X | X | X
Uhlova kosinusové hibka ulHg |V |V |V |/
Uhlov4 Mahalanobisova hibka uMH | v | V | V | V/

Tabulka 3.1: Zhrnutie spliiania vlastnost{ .
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4. Definicie empirickych
ekvivalentov

V tejto kapitole postupne zavedieme definicie empirickych verzii uhlovych
hibok, medidnov a projekénych kvantilov. Ako prvé definujeme empirické ekviva-
lenty uhlovych hibok zavedenych v prvej kapitole, tie, ako aj ich teoretické ekvi-
valenty, budi rotacne invariantné. Pre tuto kapitolu predpokladajme nasledovné:
Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a Xj,...,X,, je ndhodny
vyber z tohto rozdelenia. Ozna¢me X = (X1,...,X,,)" a Py empirickd pravde-
podobnostni mieru prislusni nahodnému vyberu X definovani nasledovne:

1 n
— Z 1(X; € B), pre borelovski mnozinu B.
=1

3

V definiciach z kapitol [I] a 2 sa vyskytuju len stredné hodnoty transformécii né-
hodnych veli¢in na k-sfére, ktorych vysledkom st jednorozmerné nahodné velic¢iny.
Za ich empiricki ekvivalentu teda moézeme povazovat vyberovy priemer rovna-
kej transformacie realizacii ndhodného vyberu. Ak v tejto kapitole nedefinujeme
empirickd verziu inak, povazujeme za empiricki verziu funkcii definovanych v
kapitolach [I] a [2| funkcie, v ktorych pravdepodobnostnt mieru, stredntt hodnotu,
respektive uz definovani funkciu nahradime jej empirickou verziou.

Definicia 4.1 (Empirickd uhlova simplexové hibka)

Nech R je pravdepodobnostné rozdelenie na k-sfére a Xq,...,X,; n > k je nd-
hodngm vijberom z tohto rozdelenia, dalej oznacme X = (X1,...,X,)". Potom
definujeme empirickd uhlovi simplexovi hibku vzhladom k X ako

n

uSH,(x.X) = <k> R Soi(zeaX,,.... X)),

kde AM(X,,...,X;,) 2naci simplex na jednotkovej k-sfére S¥=1 uréeny bodmi
Xi,, ..., X, asumu berieme cez vsetky moziné k-tice X;,, ..., X, i; # i, prel #
7X21€) .

j tvoriace simplexy AF(X,,, . ..
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5. Krabicovy diagram pre
smerové data

Krabicovy diagram je jednym z najpouzivanejsich nastrojov na graficki ana-
Iyzu, je teda rozumné snazit sa najst jeho ekvivalent pre smerové data. Jeden z na-
vrhov priniesli autori v ¢lanku Buttarazzi a kol. (2018)). V spomenutom clanku
je popisany postup pre vytvorenie analogie krabicového diagramu pre cirkularne
data. V tejto kapitole tento postup popiseme a porovname ho s pristupom zalo-
zenym na projekénych kvantiloch, ktorého vysledkom bude ista analogia krabico-
vého diagramu.

5.1 Cirkularny krabicovy diagram

V tejto podkapitole popiSeme postup zavedeny v ¢lanku |Buttarazzi a kol.
(2018)). Prvym krokom je najdenie Fisherovho medidnu a k nemu prislichajiceho
antimedianu. Nasledne ocislujeme body tak, ako na nich narazime pri pohybe
po smere hodinovych ruciciek zacinajic v antimedidane. Zopakujeme predcha-
dzajuci krok, ale pohyb po smere nahradime pohybom proti smeru hodinovych
ruciciek. V dalsom kroku priradime kazdému bodu minimum z predchadzajicich
dvoch o¢islovani. Takto priradené &slo nazveme hibkou bodu. Budeme uvazo-
vat aj polovi¢nd hibku a to nasledovnym spdsobom. Bod, ktory bude mat hibku
m 4 0.5, m € N definujeme ako ,priemer* bodov s hibkou m a m + 1. Na
kruhu budeme ako ,priemer“ bodov K, L, chapat bod, ktory sa nachadza presne
v polovici kratsieho z oblikov spajajicich body K a L. Majme n pozorovani,
potom stred boxu bude tvorit bod s hibkou | (1 4+ n)/2]. Okraje boxu budt tvo-

rené bodmi s hibkou %

. w,Fuzy“ krabicového diagramu v jednorozmernom
pripade ziskavame vynasobenim $irky boxu istou nasobiacou konstantou. Stan-
dardna volba nésobiacej konstanty je 1.5, za predpokladu normality pri tejto
volbe konStanty mozeme ocakdvat, Ze priblizne 0.7 % pozorovani spadne mimo
yfuzov“. Podobnym sposobom by sme chceli dostat aj ,fazy* cirkularneho box-
plotu, teda chceme, aby za istého referencného rozdelenia spadlo mimo ,fazov“
0.7 % pozorovani. Kvantily normélneho rozdelenia st ekvivariantné vo¢i posunu-
tiu a nasobeniu kladnou konstantou. Oproti tomu, referencné rozdelenie na kruhu,
teda von Mises rozdelenie tuto vlastnost nema, toto rozdelenie je len rotacne ek-
vivariantné. 7Z toho plynie, Ze pri vypocte nasobiacej konstanty musime istym
sposobom zohladnit parameter koncentracie von Mises rozdelenia k. Nasobiaca
konstanta N K bude, za predpokladu, ze v % pozorovani spadne mimo ,,ftzov*,
funkciou parametru k, ktora vyzerd nasledovne

) — Q1—w/200(/€) - Q0.75(/€) B Q0.25(0,/€) - meo(fﬁ)
NE (k) = Qors(K) — Qoas(k)  Qors(k) — Qoas(0,k)

kde Q. (k) znac¢i a-kvantil von Mises rozdelenia s parametrami p = 0 a . Graf
funkcie Nk, (k) pre v = 0.7 je na obrézku [5.1]
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Nasobiaca konstanta

S S S S S S S S S |

10 20 30 40 50 K

Obr. 5.1: Graf zavislosti nasobiacej konstanty na parametre koncentracie von
Mises rozdelenia k, za predpokladu, Ze pozadujeme, aby 0.7 % pozorovani spadlo
mimo fazov*.

Autori ¢lanku, v ktorom bol tento postup prvykrat predstaveny, pouzivaji pre
vypocet nasobiacej konstanty odhad parametru x, ktory ziskali netrividlnym spo-
sobom popisanym v prilohe ,Web Appendix A“ ¢lanku Buttarazzi a kol.| (2018).
My budeme pouzivat maximélne vierohodny odhad tohto parametru. Poslednym
krokom je vykreslenie odlahlych pozorovani, teda pozorovani, ktoré spadnit mimo
,fazov . Popisany postup je ilustrovany na obrazku Na ilustraciu pouzijeme
realizaciu nahodného vyberu z von Mises rozdelenia s parametrami y = 7, kK = %

o rozsahu 15.
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12 15

(a) Vykreslenie pozorovan{ na (b) Ocislovanie po smere hodi-
kruznicu novych ruciciek

(c) Ocislovanie proti smeru ho-
dinovych ruciciek

(d) Priradenie hibky

(f) Vykreslenie ,fuzov* a od-

(e) Vykreslenie boxu ) )
lahlych pozorovani

Obr. 5.2: Zobrazenie krokov zostavenia krabicového diagramu pre smerové déta,
realizacie ndhodného vyberu zobrazené ¢ervenou, antimedian modrou.

5.2 Analdgia krabicového diagramu pomocou
empirickych projekénych kvantilov
V kapitole [2| sme zaviedli projek¢éné kvantily a pomocou nich definovali horny

a dolny kvantilovy uzaver. Pomocou hornych kvantilovych uzaverov vieme jedno-
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ducho vytvorit postup, ktorého vysledkom bude ista analégia cirkularneho kra-
bicového diagramu predstaveného v predchadzajicej podkapitole. Rovnako ako
v predchadzajicom pripade je prvym krokom néjdenie Fisherovho medianu. Po-
mocou medidnu ziskame projekéné kvantily. Po vypocitani projekénych kvantilov
vieme prejst priamo k vykresleniu boxu. Box bude v tomto pripade tvoreny mno-
zinou cg5(X), teda empirickym hornym 0.5-kvantilovym uzéverom nahodného
vyberu X, ktorého teoretické verzia bola definované v definicii [2.6] , Fuizy“ krabi-
cového diagramu bude potom tvorit mnoZina cg;(X) \ ¢ 5(X). Postup skratene
zopakujeme v bodoch:

1. Néjdenie medianu.
2. Vypocet mnoziny cg5(X) a vykreslenie boxu.
3. Vypocet mnoziny cgo;(X) \ ¢i5(X) a vykreslenie fizov.

Na obrazku [5.3] ilustrujeme tento postup, opéat na ilustraciu pouzijeme na-
hodny vyber z von Mises rozdelenia, ktory bol pouzity aj v predchadzajicej
podkapitole. Na obrazku [5.4] porovndme vysledky postupu popisaného v tejto
podkapitole a postupu popisaného v predchadzajiucej podkapitole. Ako prilohu k
bakalarskej praci prikladame funkciu pouziti na vytvaranie analégie krabicového
diagramu popisanej v tejto podkapitole s komentarom pre pouzivatelov
a niekolkymi prikladmi.
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ORe

) Vykreslenie pozorovani na
kruzmcu

(. C

(d) Vykreslenie ,fizov* a od-
lahlych pozorovani

) Oznacenie medidnu

(c) Vykreslenie boxu

Obr. 5.3: Zobrazenie krokov zostavenia ,krabicového diagramu“ pomocou empi-
rickych hornych kvantilovych uzaverov.

90
180 0
0
270

(a) Krabicovy diagram zavedeny v (b)  Analogia kr/ablcoveho 'd1a—
gramu predstavend v podkapitole

podkapitole
-3

270

Obr. 5.4: Porovnanie krabicového diagramu zavedeného v podkapitole a po-
stupu zavedeného v podkapitole oba boli aplikované na ndhodny vyber z von
Mises rozdelenia s parametrami g = 7 a k£ = 1/2 o rozsahu 15.
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5.3 Porovnanie navrhnutych pristupov

Postupy popisané v podkapitolich a ddvaju vizualne podobné vy-
sledky. V oboch pripadoch je stredom krabicového diagramu median, box zna-
zornuje cast kruhu, do ktorej by mala spadnit polovica pozorovani a mimo fizov
by malo spadnut priblizne 0.7 % pozorovani. Krabicovy diagram zostaveny po-
stupom z podkapitoly je vzdy symetricky okolo medianu, teda ziadnym spo-
sobom nezohladnuje sikmost dat (emprickd Sikmost smerovych dét je definovana
v [Fisher| (1993)). Cirkularny krabicovy diagram naopak nie je nutne symetricky
okolo medianu, teda je mozné zistit pripadné zosikmenie dat. Pristup predsta-
veny v podkapitole je jednoducho aplikovatelny aj na data vyssich dimenzii.
Cirkularny krabicovy diagram, ako uz naznacuje aj nazov, je pouzitelny len pre
cirkularne data a jeho zovSeobecnenie pre viacrozmerné smerové data by bolo
netrivialne. Na obrazku vidime oba sposoby aplikované na redlne data zis-
kané zo stranky https://www.visualcrossing.com/. Tieto data predstavuja
merania smerov vetra v prvych desiatich diioch Siesteho mesiaca roku 2023. Me-
rania boli uskutocnované kazda hodinu a zaznamenavané v stupnoch. Teda kazda
datova sada predstavuje zoznam 240 pozorovani. Mozeme si vsSimnut, ze v stred-
nej Eurépe v tomto obdobi prevladal vietor zo severo-vychodu, napriek tomu st
vsak smery vetra v tejto oblasti Eurépy rozlozené relativne rovnomerne. V Istan-
bule rovnako prevazoval vietor zo severo-vychodu, v tomto meste vSak vietor z
inych smerov takmer nefikal. V Madride prevladal prevazne vietor z vychodu,
ale podobne ako v strednej Eurdpe boli aj ostatné smery reprezentované relativne
rovnomerne.
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(a) Krabicovy diagram pre data
o smeroch vetra v KoSiciach z pr-
vych 10 dni 6. mesiaca roku 2023

N

.

/

S

(¢) Krabicovy diagram pre déta
o smeroch vetra v Poprade z pr-
vych 10 dni 6. mesiaca roku 2023

s
mOZ
=

(e) Krabicovy diagram pre data o
smeroch vetra v Berline z prvych
10 dnf 6. mesiaca roku 2023

=
mQZ
=

(b) Analdgia krabicového dia-
gramu pre data o smeroch vetra v
Kosiciach z prvych 10 dni 6. me-
siaca roku 2023

&
mOZ
=

(d) Analbgia krabicového dia-
gramu pre data o smeroch vetra
v Poprade z prvych 10 dnf 6. me-
siaca roku 2023

&
WOZ
=

(f) Analégia krabicového dia-
gramu pre data o smeroch vetra
v Berline z prvych 10 dni 6. me-
siaca roku 2023

Obr. 5.5: Porovnanie pristupov popisanych v podkapitole (nalavo) a v pod-
kapitole (napravo) aplikovanych na data o smere vetra poskytnutych spoloc¢-

nostou |Visual Crossing Corporation. Visual Crossing Weather.|




S

(a) Krabicovy diagram pre data o
smeroch vetra v Istanbule z prvych
10 dnf 6. mesiaca roku 2023

N

S

(c¢) Krabicovy diagram pre data o
smeroch vetra v Madride z prvych
10 dnf 6. mesiaca roku 2023

S

(b) Analégia krabicového dia-
gramu pre data o smeroch vetra v
Istanbule z prvych 10 dni 6. me-
siaca roku 2023

S

(d) Analégia krabicového dia-
gramu pre data o smeroch vetra v
Madride z prvych 10 dni 6. mesiaca
roku 2023

Obr. 5.6: Porovnanie pristupov popisanych v podkapitole m (nalavo) a v pod-
kapitole (napravo) aplikovanych na data o smere vetra poskytnutych spoloc¢-

nostou Visual Crossing Corporation. Visual Crossing Weather .|
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Zaver

V préci sme zaviedli formélnu definiciu smerovych dat a skiimali sme moznosti
usporiadania tychto dat.

V uvode prvej kapitoly sme formélne definovali pravdepodobnostné rozdele-
nia na k-sfére a smerové data. Dalej sme sa venovali intuitfvnym pristupom k
usporiadaniu smerovych dat. Dalsiu ¢ast prvej kapitoly tvorili definicie uhlovych
hibok, konkrétne to boli definicie uhlovej simplexovej, polpriestorovej, oblikovej
kosfnusovej a tetivovej hibky.

V druhej kapitole sme definovali median pre smerové data. Pomocou defini-
cie medidnu sme potom definovali projekéné kvantily, uhlové kvantilové uzavery
a hladinové kvantily a uhlovii Mahalanobisovu hibku.

V tretej kapitole sme popisali isté ziaduce vlastnosti pre uhlové hibky. Do-
kazali sme, respektive vyvratili platnost vlastnosti pre vSetky nami definované
uhlové hibky.

V stvrtej kapitole sme popisali, ako dostaneme empirické ekvivalenty funkcii
definovanych v prvej a druhej kapitole.

V poslednej kapitole sme popisali dva pristupy k vytvoreniu krabicového dia-
gramu pre cirkularne data a porovnali sme ich na realnych déatach.
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