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Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je poukédzat na vztah mezi matematikou, konkrétné po-
tom fraktalni geometrii, a svétem kolem nés, ktery nemusi byt na prvni pohled ztetelny,
ovsem kdyz mu ¢lovék porozumi, muze se stat velmi uzitecnym. Prace se tedy nejprve
vénuje porozumeéni tomu, co je vlastné podstatou fraktalni geometrie, poté jsou predsta-
veny nejznameéjsi fraktalni atvary véetné jejich konstrukce. Hlavni ¢ast prace se potom
zabyva historii a vypoctem fraktalni dimenze utvari, ktera je nejprve rozpracovana
na predem uvedenych matematicky konstruovanych fraktalech a poté je jeji vyznam
zobecnén na nékteré prirodni utvary. Pro vypocet této dimenze jsou pak pouzity rizné
metody, jejichz vypocet je odvozen za pomoci fraktalni dimenze jiz znamych fraktalnich
utvart, jejichz konstrukce se vyznacuje jistou pravidelnosti a odvozeni je tedy nézor-
néjsi. Vysledky vychézejici z téchto metod jsou nésledné interpretovany a mezi sebou
porovnavany. Jedna se tedy o novy pohled na prirodni objekty, které se dlouhou dobu
zdaly byt matematicky nepopsatelné. Az toto pomérné mladé odvétvi matematiky nas
privedlo k matematizaci svéta kolem nés, cemuz se také vénuje posledni ¢ast této prace

— tedy vyuziti fraktalni geometrie v praxi.

Hlavnim pfinosem této préace je vypocet fraktdlni dimenze pobtezi a hranic stati na
kterém je ukazano, jakym zptusobem lze charakterizovat tvar ¢i ¢lenitost pozorova-
ného objektu, aniz by dochazelo k vyrazné riznym vysledkiim méteni. K tém dochazi,
mérime-li pouze délku daného ttvaru a nezkoumame-li, jakym zptisobem se méni jeho

¢lenitost.

Klicova slova: fraktalni geometrie, fraktalni dimenze, sobépodobnostni dimenze, ob-

vodova dimenze, Minkowského dimenze



Abstract

The aim of this bachelor thesis is to point out the relationship between mathematics,
and more specifically fractal geometry, and the world around us, which may not be ob-
vious at first sight, but can become very useful if one understands it. Thus, the thesis
is first devoted to understanding what fractal geometry is all about, then the most fa-
mous fractal formations are introduced, including their construction. The main part of
the thesis then deals with the history and computation of the fractal dimension of the
formations, which is first elaborated on the mathematically constructed fractals pre-
sented above, and then its meaning is generalized to some natural formations. Various
methods are then used to calculate this dimension, the calculation of which is derived
using the fractal dimension of already known fractal formations, whose construction
is characterized by a certain regularity and the derivation is therefore more illustra-
tive. The results based on these methods are then interpreted and compared with each
other. This is thus a new view of natural objects that for a long time seemed to be
mathematically indescribable. It is only this relatively young branch of mathematics
that has led us to mathematize the world around us, which is also the focus of the last

part of this thesis - the use of fractal geometry in practice.

The main contribution of this work is the calculation of the fractal dimension of coast-
lines and national boundaries, which shows how the shape or ruggedness of an observed
object can be characterized without leading to significantly different measurement re-
sults. These occur if we only measure the length of a given feature and do not examine

how its ruggedness changes.

Keywords: fractal geometry, fractal dimension, self-similarity dimension, divider di-

mension, box-counting dimension
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Uvod

Jiz. od détstvi se v matematice setkavame s geometrickymi objekty, které nam ovsem
samotna priroda nenabizi. V predskolnim véku se ué¢ime rozpoznavat zakladni geome-
trické utvary, jako je trojihelnik, ¢tverec ¢i kruh, na zakladni skole nam pak k témto
utvartim pribyvaji nové, u¢ime se je pouzivat v riiznych matematickych tlohach a zkou-
mat jejich vlastnosti, na stfedni skole se ndm poté mimo jiné dostava hlubsiho vhledu

k témto Gtvarim z riznych matematickych obort.

Nase poznavani svéta z geometrického hlediska tedy z velké ¢asti spociva ve zjedno-
dusovani toho, co vidime kolem sebe a muze se nam potom zdat, ze matematika a
priroda spolu nemaji moc spole¢ného. Toto ,zdani“ nam vyvraci pomérné mladé od-
vetvi matematiky — fraktalni geometrie. Ta se narozdil od ndm bézné zndmé geometrie
vénujeutvarim a jeviim, které se vyskytuji vSude kolem nas a zdaji se byt matematicky

nepopsatelné.

Fraktalni geometrie, které se vénuje tato prace, nam tedy dava novy, matematicky
pohled na svét. Pres zakladni matematicky vytvorené fraktalni utvary se postupné
dostaneme k ptrirodnim ttvarim a jejich popisu pomoci fraktalni geometrie, konkrétné
potom pomoci fraktalni dimenze, ktera tyto utvary odlisuje od téch nam bézné znamych

geometrickych tutvari.

Hlavnim cilem této prace je tedy popsat nékteré matematické a prirodni utvary po-
moci riznych zptsobii vypoctu fraktdlni dimenze a nasledné tyto vysledky porovnat.
Nejprve budou na jednodussich tutvarech odvozeny ¢i predvedeny jednotlivé metody,
poté budou tyto poznatky aplikovany na konkrétni prirodni ttvary. Na zavér budou

uvedena nejvyznamnéjsi vyuziti fraktalni geometrie a dimenze v praxi.



1 Uvod do fraktilni geometrie

1.1 Co je to fraktal

Nez se pustime do zkoumani fraktalni dimenze, polozme si otazku, co to vlastné frak-
tal je. Pomoci eukleidovské geometrie jsme schopni popsat jednoduché geometrické
utvary, jako naptiklad kruh, ¢tverec, trojuhelnik, krychle apod., coz dale vyuzivame
k popisovani situaci a utvari z bézného zivota. Spousta béznych utvara vyskytujicich
se kolem nds méa ovsem tak slozity tvar, ze nam zkratka euleidovskd geometrie nestaci
nebo situaci znac¢né zjednodusuje. Dlouhou dobu se zdélo, Ze tyto utvary jsou geome-
tricky nepopsatelné a z matematického hlediska nezajimavé, nicméné v 19. stoleti se
v matematice zacaly objevovat zvlastni geometrické utvary s neobvyklymi vlastnostmi
(prikladem muze byt necelociselnd dimenze). Vzhledem k témto neobvyklym vlastnos-
tem byly tyto utvary vétsinou matematiktu prehlizeny a az ke konci 20. stoleti se diky
francouzsko-americkému matematikovi Benoit B. Mandelbrotovi dostaly do povédomi
spolec¢nosti a ziskaly své jméno — fraktaly. Ackoliv je tedy za zakladatele fraktalni ge-
ometrie povazovan Benoit B. Mandelbrot, byly prvni fraktaly zkoumany jiz nékolit let
pred samotnym vznikem pojmu fraktal. Kuprikladu Cantorovo diskontinuum, které se
radi mezi nejjednodussi fraktalni Gtvary, bylo poprvé publikovano uz v roce 1883[I]
str. 13-15], kdezto Mandelbrotova mnozina, kterd stoji za vznikem fraktalni geometrie,

byla publikovana az v druhé poloviné 20. stoleti.

S novymi geometrickymi objekty samozrejmé prisla otazka, jak tyto objekty charakte-
rizovat nebo jesté 1épe, jak je definovat. Definic se béhem vyvijeni fraktalni geometrie
objevilo mnoho, ne vSak zcela presnych. Asi nejpresnéji miuzeme definovat fraktaly po-
moci fraktalni dimenze, které se budeme vénovat v nésledujicich kapitolach. Nicméné
pro lepsi predstavu o tom, jak takové utvary vypadaji, je mozné charakterizovat je

nasledovneé:



LFraktdl je objekt, jehoZ geometrickd struktura se opakuje v nem samém. “[1], str. 30]

To znamena, ze zamérime-li se na urcitou ¢ast objektu, o némz prohlasujeme, Ze se
jedna o fraktal, uvidime tutéz ¢i velmi podobnou strukturu, kterou jsme pozorovali na
ptivodnim objektu. Jedna-li se o objekt cisté matematicky, konstruovany na zédklade
daného algoritmu, pii kazdém zvétseni konkrétni oblasti tohoto objektu vidime struk-
turu shodnou, pricemz takto se muzeme priblizovat do nekonecna. V tomto pripadé
se jedna o fraktaly sobépodobné. Pokud bychom se ovSsem zamérili na objekt ptrirodni,
jako je naptiklad strom, pobrezi, pohori, oblaka apod., zjistime, Ze i zde se po priblizeni
se na konkrétni ¢ast struktura opakuje. V tomto pripadé se ovSem pozorovana c¢ast od
ptuvodniho objektu mtze mirné lisit a také zde nemizeme pokracovat do nekonecna.
Tyto fraktalni objekty se nazyvaji sobépiibuzné. Nejprve si predstavime nejznameéjsi

sobépodobné fraktaly, které vedly ke vzniku fraktalni geometrie.

1.2 Zakladni fraktaly

1.2.1 Cantorovo diskontinuum

Cantorovo diskontinuum, které objevil némecky matematik George Cantor, spoc¢iva ve
vynechani druhé (prostiedni) tfetiny z intervalu (0;1). Zustavaji ndm tedy intervaly

(0; %) a (%, 1), pficemz na tyto intervaly aplikujeme stejny krok jako v predeslém pii-

padé. Z intervalu (0; %) tedy zbyvaji intervaly (0; é> a (%; §>, podobné z intervalu (%, 1)
zbyvaji intervaly <%, g> a (%; 1). Z nové vzniklych intervali jsou déle znovu vyneché-

vany druhé tfetiny jich samych, az ndim po nekonecné mnoha krocich (neboli iteracich)

zustava mnozina bodi, ktera tvori Cantorovo diskontinuum.

Obrazek 1.1: Naznak konstrukce Cantrorova diskontinua.
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1.2.2 Sierpinského trojihelnik

Dalsim fraktdlnim dtvarem, ktery predchézel prilomu ve fraktdlni geometrii je Sier-
pinského trojuhelnik. Ten byl publikovan v roce 1916 polskym matematikem Wacta-
wem Franciszekem Sierpinskim a podstata jeho konstrukce je velmi podobna konstrukei

Cantorova diskontinua.

Zékladnim objektem je obvykle rovnoramenny trojihelnik. Sestrojenim vsech strednich
pricek tohoto trojihelniku vznikaji ¢tyti nové trojihelniky, z nichz ten vnitini je vy-
nechan ze zakladniho objektu. Timto postupem vznikaji tii nové trojuhelniky, pricemz
s kazdym z nich znovu pracujeme jako se zakladnim objektem, tedy v kazdém z nich
opét vynechavame vnitini trojihelnik ohrani¢eny stfednimi prickami daného trojuhel-
niku a vznikaji opét nové mensi trojuhelniky. Tento postup opakujeme do nekonecna

a vysledkem je utvar, ktery neobsahuje zadnou souvislou plochu.[I} str. 86]

éxﬁ f‘u Ab 4 ,éfsx A Aﬁz 5’&1
ALADALALAL AL AD 4D

Obréazek 1.2: Sierpinského trojuhelnik po sedmi iteracich.

Sierpinského trojihelnik jsme konstruovali z rovinného dtvaru. Mohli bychom se ale
posunout do trirozmérného prostoru, jako zakladni Gtvar si vzit ctyrstén a z néj vy-
nechévat urcité casti tak, abychom dostali analogii Sierpinského trojihelniku — Sier-
pinského pyramidu. Stejné jako jsme u trojihelniku pri kazdé iteraci strany dvakrat
zmensovali, budeme Sierpinského pyramidu konstruovat tak, ze hrany ptivodniho ¢tyf-
sténu v poloviné rozdélime a u kazdého z vrcholti sestrojime mensi ¢tytstény s poloviéni
délkou strany, které jsou tomu ptivodnimu podobné. Zbylou ¢éast ¢tyrsténu vynechame

a tak ziskame objekt skladajici se ze ¢tyT mensich ¢tyrsténi. Takto opét postupujeme
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do nekonec¢na, az ziskdame Sierpinského pyramidu.

Obrazek 1.3: Sierpinského pyramida po trech iteracich.

Sierpinského pyramidu mutzeme jesté zobecnit tak, ze zdkladnim utvarem bude misto
ctyrsténu ctyrboky jehlan. Postup bude stejny jako v predchozim pripadé, hrany v po-
loviné rozdélime a u vrcholil zkonstruujeme nové mensi jehlany. Téch potom bude pét
a zbylou ¢ast pivodniho jehlanu opét vynechame. S témito péti jehlany pak budeme
pracovat stejné jako s tim zakladnim a dostavame tutvar, ktery se nazyva fraktalni

pyramida.

Obrazek 1.4: Fraktalni pyramida po tfech iteracich.
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1.2.3 Sierpinského koberec

Kromé Sierpinského trojihelniku popsal W. F. Sierpinski v roce 1916 dalsi fraktél,
ktery je zalozen na stejném principu, jako Sierpinského trojihelnik. Zakladnim tutva-
rem ovsem tentokrat neni trojihelnik, ale ¢tverec, ze kterého jsou urcitym zptisobem
vynechavany mensi ¢tverce. Takto vznikd obrazec, ktery se podobé koberci, proto tento

fraktal nese nazev Sierpinského koberec.

Zakladnim utvarem je tedy c¢tverec, ktery si pomyslné rozdélime na devét shodnych
¢tvercli a ten prostfedni z ptivodniho ¢tverce vynechdme. Zbyde nam utvar slozeny
z osmi ¢tverct, jejichz délky stran jsou rovny jedné tretiné délky strany celého ¢tverce,
se kterym jsme zac¢inali. S kazdym z téchto osmi ¢tvercli nyni postupujeme stejné jako
se zakladnim ttvarem, takze z kazdého z nich vynechame prostiedni ¢tverec, ktery je
oproti predchozimu devétkrat zmenseny. Takto postupujeme do nekonecna. Vysledkem
bude stejné jako u Sierpinského trojuhelniku fraktal, ktery neobsahuje zadnou souvislou

plochu.

Obrazek 1.5: Sierpinského koberec po ¢tytech iteracich.

Stejné jako jsme v ptripadé Sierpinského trojihelniku nasli jeho analogii v trojrozmeér-
ném prostoru, i Sierpinského koberec ma svou analogii — Sierpinského krychli. Zaklad-
nim atvarem je krychle, jejiz hrany rozdélime na ttretiny a podél kazdé hrany sestrojime
krychle s tfetinovou délkou hrany. Takto po prvni iteraci ziskavame dvacet shodnych
krychli, zbylou c¢ast vynechame. S kazdou z téchto krychli nyni pracujeme jako se za-

kladnim utvarem a po nekoneéné mnoha iteracich ziskavame Sierpiniského krychli.
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Obrazek 1.6: Sierpiniského krychle po ¢tyfech iteracich.[2]

1.2.4 Kochova krivka

Konstrukce predeslych dvou fraktali spocivala v praci s néjakym ptivodnim objektem,
ve kterém byly pomoci daného algoritmu vynechavany jeho casti. V pripadé Kochovy
kiivky, kterou v roce 1904 predstavil svédsky matematik Niels Fabian Helge von Koch
[T, str. 18], spociva konstrukce v pouziti dvou ttvaru - inicializatoru a generatoru.
Inicializator, kterym je zde tisecka, je nahrazen generatorem, v tomto pripadé rovno-

strannym trojihelnikem. V takto nové vzniklém tutvaru je kazda strana trojihelniku

FoRoN
S . e S

Obréazek 1.7: Prvnich pét iteraci Kochovy krivky.

povazovana za inicializator v dalsim kroku.

P1i Konstrukei Kochovy krivky tedy pracuejme s tiseckou, nad jejiz prostiedni tietinou
sestrojime rovnostranny trojuhelnik, pricemz tuto tfetinu z utvaru vynechame. Takto
nam vznikne lomend céra skladajici se ze ¢tyt shodnych tsecek, které se nyni stavaji
inicializatorem a opét nad prostiedni tretinou kazdé z nich sestrojime rovnostranny

trojuhelnik jako v predchozim kroku. Tento postup opét opakujeme do nekonecéna a do-
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stavame Kochovu kiivku.

Nahradime-li v postupu konstrukce Kochovy kfivky tsecku rovnostrannym trojtihelni-
kem, tedy nad prosttedni tfetinou kazdé strany rovnostranného trojuhelniku sestrojime
opét rovnostranny trojuhelnik a prostredni tfetinu vynechame, dostavame po nekonec-
ném opakovani tohoto postupu Kochovu vlocku. Tento fraktalni ttvar je zajimavy tim,
ze zatimco jeho obvod je nekonecné dlouhy, obsah plochy, kterou tato kiivka ohranicuje,

je konec¢ny.[3], str. 4]

Obrazek 1.8: Kochova snéhova vlocka.

1.2.5 Pythagoriv strom

Stejné jako Kochova vlocka pripomind svym tvarem snéhovou vlocku, existuji fraktaly,
které pripominaji dalsi prirodni utvary. Jednim z téchto fraktala je i tzv. Pythagoriv
strom, ktery svym vzhledem pripomind nizky kosaty strom. Byl objeven v roce 1942
nizozemskym matematikem Albertem E. Bosmanem a jeho nazev je spojen s feckym
matematikem Pythagorem, jelikoz konstrukce tohoto fraktalu v sobé ukryva Pythago-

rovu vetu.

Utvar, ze kterého vychézime pii konstrukei Pythagorova stromu, je ¢tverec. Nad jednou
z jeho stran sestrojime rovnoramenny pravouhly trojuhelnik a nad jeho odvésnami poté
sestrojime nové ¢tverce. V této chvili ziskdvame znadmy obrazek ilustrujici Pythagorovu
vétu. Nad stranou kazdého z nové vzniklych ¢tverct, kterd lezi proti odvésné trojihel-

niku, sestrojime dalsi rovnoramenny pravouhly trojihelnik a nad jeho odvésnami znovu

15



sestrojime ¢tverce. Takto postupujeme dale a po nekone¢né mnoha iteracich ziskavame

Pythagortav strom.

la @l

8?%[ Lg%i
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Obréazek 1.9: Pythagortv strom po péti iteracich.

1.2.6 Peanova krivka

Zajimavym a velmi ¢lenitym fraktalnim ttvarem je také Peanova kiivka, kterd je po-
jmenovana po italském matematikovi Giuseppe Peanovi, jenz ji objevil v roce 1890.

Jeji konstrukce je zndzornéna v mrizce na néasledujicim obrazku.
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Obréazek 1.10: Naznak konstrukce Peanovy krivky.

Ptvodni utvar je tedy po prvni iteraci rozclenén tak, ze vznika ktivka slozena z deviti
utvart, které se az na nepatrné odlisnosti nékterych z nich podobaji itvaru ptivodnimu.
VsSechny tyto tutvary, ze kterych je krivka po prvni iteraci slozena, maji navic shodnou
délku. Po nekonecné mnoha iteracich vznikd natolik clenita kiivka, ze pri pohledu z

dostatecné vzdalenosti se miize zdat, ze se jedna o rovinny tutvar.
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Obrazek 1.11: Peanova kfivka po tfech iteracich.[4]
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1.2.7 Juliovy mnoziny

Dalsimi vyznamnymi fraktaly, jimiz se pozdéji inspiroval Benoit B. Mandelbrot pti kon-
strukci Mandelbrotovy mnoziny, jsou tzv. Juliovy mnoziny pojmenované podle fran-
couzského matematika Gastona Maurice Julii. Pti jejich konstrukei se na rozdil od
predchozich fraktaltt pohybujeme v komplexni roviné, pricemz tato konstrukce spo-
¢iva v iteraci polynomt, jako jsou napiiklad 22 + ¢, 23 + ¢, apod., kde z je komplexni
proménnd a komplexni ¢islo ¢ je pevné dané. Vychézime tedy z proménné z, kterou
umocnime a k této mocniné pricteme konstantu c. Vznikd ndm polynom, se kterym
nyni pracujeme jako s puvodni proménnou. Tento postup opakujeme s kazdym novée

vzniklym polynomem tak, jak je to znazornéno na nasledujicim ptikladu:
2 2 2 2 2 2
Zz +Cl—><2 —|—c) +cr— (z —|—c) +c|] +c— ...

Na zakladé pocateéni hodnoty proménné z rozlisujeme dvé mnoziny, které touto iteraci
vznikaji — ohrani¢ena a neohrani¢ena. Tyto mnoziny na sebe navazuji a hranice mezi

nimi tvori Juliovu mnozinu.[I], str. 20]

Obréazek 1.12: Juliovy mnoziny (vlevo pro ¢ = —0,4+0, 6i, vpravo pro ¢ = 0, 285+0, 014). [5][6]
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1.2.8 Mandelbrotova mnozina

,Mandelbrotova mnoZina je matematicky objekt objeveny Benoit B. Mandelbrotem v
roce 1980. “ [1, str. vii] Jeji konstrukce tzce souvisi s Juliovymi mnozinami. V zavis-
losti na hodnoté realné a imaginarni ¢asti komplexni konstanty c v iteraci konstruujici
Juliovu mnozinu, totiz rozlisSujeme dva pripady, které mohou nastat. Vysledkem je Ju-
liova mnozina, ktera je bud spojitd, anebo se vznikld mnozina ,rozpada“, tedy vznika
tzv. Fatouviv prach. Mandelbrot pracoval s napadem, jak tyto dva pripady od sebe
rozdélit. Kazdému komplexnimu ¢islu ¢ tvoticimu spojitou Juliovu mnozinu priradil
c¢ernou barvu v Gaussové roviné, ostatnim komplexnim ¢islim tvoricim Fatoutv prach
pritadil barvu bilou. Mnozina, ktera timto zptisobem vznika v Gaussové roviné, se na-
zyva Mandelbrotova mnozina. Jeji hranici tvori takova komplexni ¢isla ¢, jez pri iteraci

xr — 2% + ¢ tvoii Juliovu mnozinu, kterd neobsahuje Zadny , vnitiek®.

Obrazek 1.13: Mandelbrotova mnozina. [8]
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2 Historie necelociselné dimenze

Se zrodem fraktalni geometrie vyvstal novy problém. Jaka je vlastné délka téchto ne-
konec¢né ¢lenitych utvara? Ma vibec méreni jejich délky smysl? Existuje jiny, presnéjsi
zpusob jak délku téchto objektt charakterizovat? Touto myslenkou se zabyval mimo
jiné i Mandelbrot, ktery ve svych knihdch popisuje, jak vznikaji rtizné vysledky pii meé-
reni stejného pobrezi. Zkouméni tohoto problému ho privedlo k charakterizaci fraktala
pomoci fraktalni dimenze, kterad je, narozdil od dimenze nam bézné znamych utvari,

necelociseln4.

2.1 Pojem dimenze

V matematice je dimenze Siroky pojem, jehoz definovanim se matematici zabyvaji radu
let. Vzhledem k velkému mnozstvi riznych typt dimenzi neni iplné snadné charakte-
rizovat tento pojem obecné, jelikoz ackoli je mnohdy vyznam téchto riznych dimenzi
podobny, neni tomu tak vzdy. Navic v nékterych pripadech urcité typy dimenzi postra-

daji smysl, zatimco v jinych jsou tim nejlepsim nastrojem, jak danou situaci posat.

S pojmem dimenze se nejcastéji setkavame napiiklad v algebre a euklidovské geometrii,
neméné diilezitou roli potom hraje i ve fraktalni geometrii. Pokud bychom se zamérili
na dimenzi utvara euklidovské geometrie, jako je bod, tsecka, ¢tverec, krychle, atd.,
tedy na dimenzi topologickou, mohli bychom ji zjednodusené charakterizovat jako po-
cet parametri potiebnych k popsani pozice libovolného bodu leziciho na daném utvaru.
Z toho také plyne, ze tato dimenze bude vzdy celoc¢iselna. Samotny bod ma dimenzi
rovnou nule. K popsani libovolného bodu na tisecce je jiz za potiebi jeden parametr,
z toho plyne, ze dimenze usecky je rovna jedné. Pomoci stejné tivahy zjistime, ze di-
menze Ctverce je rovna dvéma a dimenze krychle je rovna tfem. S timto pojetim si

ovsem ve fraktalni geometrii nevystacime. Zde prichazi na radu dimenze necelociselna.
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2.2 Hausdorffova-Besicovitschova dimenze

Mandelbrota privedlo k necelociselné dimenzi zkouméani délek pobtezi. Vsiml si totiz,
ze v ruznych publikacich se délky stejného pobrezi vyrazné lisi. Toto zjisténi vedlo
k zavéru, ze zatimco u objekti euklidovské geometrie nezalezi pri méreni délky na volbé
méritka, v pripadé délky pobfezi, a také ostatnich fraktdlnich ttvara, tomu tak neni.
Kuprikladu métime-li délku néjaké tsecky, dojdeme nezavisle na volbé méritka vzdy
ke stejnému ¢islu. V pripadé pobrezi se ovsem namétena délka zvétsuje se zmensujicim
se méritkem, stava se tedy postupné nekonecné velkou. Z pohledu topologické dimenze
se jedna o krivku s dimenzi rovnou jedné, ovSem vzhledem k tomu, ze jeji délka se
zvetsuje do nekonecna, muzeme fici, ze pobTezi zabird v roviné vice mista nez krivka
euklidovské geometrie. Intuitivné bychom tedy tekli, ze by méla mit dimenzi vétsi
nez 1. Nezabira vsak celou rovinu, jejiz dimenze je rovna dvéma, mélo by tedy platit,
ze dimenze pobfezi bude mensi nez 2. 7Z toho ptimo plyne, zZe je dimenze této krivky

nutné necelociselna.[I], str. 81]

S touto uvahou pracuje Hausdorffova-Besicovitschova dimenze, také nazyvana jako
fraktalni dimenze: ,Hodnota této dimenze uddvd uroven clenitosti daného objektu.
Uddvad také, s jakou rychlosti roste délka téchto tutvari do nekonecna. Jestlize se bude
fraktdlni dimenze od topologické lisit velmi mdlo, bude takovy objekt méneé clenity.
Bude-li fraktdlni dimenze znacné vétsi nez dimenze topologickd, bude objekt naopak

velmi clenity “[1, str. 81]
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3 Fraktalni dimenze

Jak zde jiz bylo feceno, fraktaly se vyznacuji tim, ze jejich dimenze mize byt nece-
lo¢iselna. Tohoto poznatku vyuzivda Mandelbrot ve své definici fraktala: ,, Fraktdl je
mnozina, jejiz Hausdorffova-Besicovicova dimenze je ostre vetsi neZ dimenze topolo-
gickd. “[9, str. 15]. Nestaci totiz tvrdit, ze fraktdl je utvar, jehoz Hausdorffova-Besico-
vitschova dimenze je necelociselnd, jelikoz existuji i takové fraktaly, jejichz dimenze je
celoc¢iselna. Jednim z nich je také slavna Mandelbrotova mnozina. Jeji hranice ma to-
pologickou dimenzi rovnu jedné, kdezto fraktalni dimenze této krivky je rovna dvéma.
Plati tedy, ze je ostie vétsi, nez dimenze topologicka, neni vsak necelociselnd, ackoli se

jedna o dimenzi fraktalu.

Existuje vice zptsobu, jak pristupovat k fraktalni dimenzi. RozlisSujeme tedy vice typt
fraktdlni dimenze, pricemz kazdy z nich nachazi své uplatnéni v rtznych situacich.
Nékteré v jistych ptripadech postradaji smysl, avsak jinde mohou byt tim nejlepsim
nastrojem, jak objekt charakterizovat. Mezi tyto typy se mimo jiné radi nasledujici
dimenze, kterymi se zde budeme zabyvat: sobépodobnostni dimenze, Minkowského di-

menze (nebo-li v angli¢tiné box-counting dimension) a Hausdorffova dimenze.

3.1 Sobépodobnostni dimenze

Tento typ fraktalni dimenze nachazi nejvétsi uplatnéni u jiz zminénych sobépodobnych
fraktald, tedy u fraktali, které vznikaji pomoci néjakého algoritmu, a tudiz pti kazdém
priblizeni vydime strukturu naprosto shodnou s tou predchozi. Abychom pochopili prin-
cip sobépodobnostni dimenze, zamérime se nejprve na jednoduché euklidovské utvary,
jako je tsecka, Ctverec a krychle, teprve poté se budeme zbyvat sobépodobnostni di-

menzi nejznameéjsich fraktalnich tvara.
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Méjme nejprve tsecku jednotkové délky, o které vime, Ze jeji topologickd dimenze je
rovna jedné. Rozdélme nyni tuto tsecku na N shodnych dilt o délce €. Pro délku celé

usecky potom plati vztah Ne = 1.

Zamérme se nyni na Ctverec se stranou délky jedna jednotka, jehoz topologicka dimenze
je rovna dvéma a postupujme obdobnym zptusobem. Kazdou stranu ¢tverce rozdélme
opét na N shodnych dili o délce e. Nasledné rozdélme tento ¢tverec na N x N = N’
shodnych ¢tvercti. Obsah ¢tverce slozeného z téchto mensich ¢tvercti je potom vyjadien

rovnosti N'e? = 1.

Stejnym postupem zjistime, ze pro objem krychle s jednotkovou délkou strany, jejiz
stranu bychom opét rozdélili na N shodnych dili o délce € a celou krychli bychom tedy
rozdélili na N x N x N = N” shodnych krychli, plati rovnost N"e® = 1.

Z uvedenych rovnosti mizeme nyni ucinit pozorovani — délka prislusného dilku je vzdy
umocnéna na ¢islo, které odpovida hodnoté topologické dimenze daného objektu. Plati
tedy rovnost NeP =1, kde N je pocet shodnych dilti a € je délka jednoho dilu. Z této

rovnosti vyjadiime dimenzi D:

NeP =1

InNeP? =Inl
InN +Ine? =0
InN+ Dlne=0

Dlne=—-InN

D _lnN
Ine

In N
~ —Ine

_lnN

Ini
€

D

Ziskali jsme vztah pro vypocet sobépodobnostni dimenze, pomoci néhoz nyni miizeme
urcit fraktalni dimenzi sobépodobnych fraktalnich utvarii. Podstatou tohoto vztahu
je, ze zjistujeme, jak se méni c¢lenitost daného utvaru se zmensSujicim se méfitkem —

tedy se zmensujicim se €. Vzhledem k tomu, zZe timto zplisobem urcujeme fraktalni

22



dimenzi sobépodobnych fraktall, které se vyznacuji urcitou pravidelnosti, nezalezi na
tom, s kolikdtou iteraci pracujeme a staci nam tedy jedno konkrétni meéritko. Pokud
bychom ale chtéli tento vztah aplikovat na fraktaly sobépribuzné, tento postup by ndm
nestacil. Museli bychom sledovat, jak se pocet dili méni pro € limitné blizici se k nule.

Na zékladé této tivahy muzeme predchozi vztah nasledné zobecnit:

Pro vypocet fraktalni dimenze sobépribuznych fraktalt ovsem existuji efektivnéjsi me-
tody, proto budeme pomoci téchto vztaht urcovat pouze fraktalni dimenzi sobépodob-

nych fraktali.

Zamérime se na fraktalni dimenzi Cantorova diskontinua, Kochovy kfivky, Sierpinského
trojuhelniku a koberce a jejich analogii, Pythagorova stromu a Peanovy krivky. Jelikoz
tvrdime, Ze se jednd o fraktaly, musi podle Mandelbrotovy definice fraktalu vyjit jejich

fraktalni dimenze ostie vétsi nez jejich topologicka dimenze.

3.1.1 Cantorovo diskontinuum

Potiebujeme urcit, cemu je rovno N a €. Pro ukazku pouzijeme vztah s limitou, ktery
ovsem u sobépodobnych fraktalt neni nutny, u dalsich fraktalt budeme potom pouzivat

vztah bez limity.

Po prvni iteraci z celé tisecky zbydou dvé shodné tsecky, kazda o délce jedné tretiny
z puvodni tsecky. Po druhé iteraci se ze dvou tsecek stavaji ¢tyri, pricemz délka kazdé
z nich je rovna jedné devitiné ptvodni tsecky pred prvni iteraci, az po n-té iteraci
dostavame 2" tsecek o délce (%)n Plati tedy, ze N = 2" a e = (%)n, kde n je pocet
iteraci. Nyni dosadime do vztahu pro vypocet sobépodobnostni dimenze:

In N In 2™ In 2™ nln2 In2

D=lm——=1lim ———— = 1i = li = = 1.
0L T At n (f)n W Ingn  nocopln3  Ing3 0,63

3

€

In N
Ini
€

Zde je vidét, ze by nam stacilo dosatit do vztahu D = hodnoty N a € po prvni
iteraci. Nemuseli bychom pracovat s limitou a dospéli bychom ke stejnému ¢islu. Toto
je mozné praveé proto, ze kazda nova usecka se stava novym zakladnim objektem, se
kterym se pracuje stejné jako s tou predchozi a tedy na kazdou z téchto tsecek je pouzito

stejné méritko jako na usecku, ze které vznikly. Tuto uvahu pouzijeme i u dalsich
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sobépodobnych fraktali, takze nas bude zajimat pouze stav po prvni iteraci a dimenzi

pak budeme moci pocitat bez pouziti limity.

Protoze Cantorovo diskontinuum je po nekone¢né mnoha iteracich mnozina bodi, je
jeho topologicka dimenze rovna nule. Fraktalni dimenze tohoto objektu je ostre vétsi
nez jeho topologickd dimenze, podle definice se tedy jedna o fraktal. Zaroven je hodnota
D mensi nez jedna, z ¢ehoz je ziejmé, ze Cantorovo diskontinuum neobsahuje zadnou

usecku.

3.1.2 Kochova krivka

Na rozdil od Cantorova diskontinua u Kochovy kfivky casti tsecek neubirame, ale
naopak pridavame. Ziskame tak ¢tyri shodné tsecky, pricemz kazdéa z nich ma oproti
puvodni tsecce tretinovou délku. N je tedy v tomto pripadé rovno ¢tyfem a hodnota
€ je rovna jedné tretiné:

~InN  In4 In4

B ln% - In+ In3
3

D = 1,262.

Jelikoz se jednd o kiivku, je topologickd dimenze Kochovy krivky rovna jedné. Fraktalni
dimenze je ostre vétsi nez dimenze topologicka, z definice potom plyne, ze Kochova
krivka je fraktal. Z toho, Ze je dimenze D vétsi nez jedna a zaroven mensi nez dva

navic plyne, zZe je tato krivka clenitéjsi nez napiiklad tsecka. Zabira tedy vice plochy

nez usecka, nezabira ji vsak celou.

3.1.3 Sierpinského trojuhelnik

Sierpinského trojihelnik vznika odebirdnim trojihelnikti z ptvodniho, pficemz tyto
trojuhelniky maji vzdy polovi¢ni délku strany nez je délka strany puvodniho troju-
helniku. Hodnota € je tedy rovna jedné poloviné. Po prvni iteraci ziskame z jednoho

trojuhelniky tii, proto je hodnota N rovna tfem:

_lnN In3 In3

B ln% a In + " In2
2

=1, 585.

Utvar, ktery vznikd po nekonetné mnoha iteracich, je natolik ,déravy“, Ze neobsahuje
zadnou souvislou plochu. Obsahuje ale tisecky, jeho topologicka dimenze je proto rovna

jedné. [1I, str. 86]. Opét z definice plyne, Ze se jednd o fraktal. Jeho fraktélni dimenze
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je o néco vétsi nez fraktalni dimenze Kochovy kiivky, z ¢ehoz miizeme vyvodit, ze
Sierpinského trojuhelnik zabira vice plochy. Stale je ale dimenze D mensi nez dva,

z ¢ehoz je ziejmé, ze skute¢né nezabira celou plochu.

3.1.4 Sierpinského koberec

Sierpinského koberec vznika stejné jako Sierpiniského trojihelnik odebiranim tutvart
z puvodniho objektu. V tomto pripadé je piivodnim objektem ¢tverec, ze kterého jsou
odebirdny vzdy c¢tverce s tretinovou délkou strany. Hodnota € je tedy jedna tretina.
Mizeme si predstavit, ze ptivodni ¢tverec mame rozdélen na devét shodnych ctverci,
pri¢mez jestlize odebereme jeden prostfedni ¢tverec, zbyde nam osm shodnych ¢tverci
a hodnota N bude rovna osmi. Dosazenim opét zjistime hodnotu dimenze D:

~InN In8 In8

B ln% B Int+ In3
3

= 1,893.

Stejné jako je tomu u Sierpinského trojihelniku, je topologicka dimenze Sierpinského
koberce rovna jedné a podle definice se opét jedna o fraktal, jelikoz dimenze D je ostre
veétsi nez dimenze topologicka. 7 faktu, ze fraktalni dimenze tohoto fraktdlu je mensi
nez dva plyne, ze tento utvar také nezabira souvislou c¢ast plochy, ovsem vzhledem

k hodnoté dimenze D je ziejmé, ze uz zabira jeji pomérné velkou ¢ast.

3.1.5 Pythagortv strom

Dejme tomu, ze ¢tverec, nad kterym konstruujeme Pythagoriv strom, ma jednotkovou
délku. Oznacime-li a délku odvésen rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku sestroje-
ného nad stranou ¢tverce, miizeme z Pythagorovy véty odvodit, ze velikost této odvésny
a zaroven velikost strany nové vzniklych ¢tverci je a = ? V tomto méritku jsou vzdy
konstruovany nové ¢tverce nezavisle na délce jejich strany, € je tedy rovno ¢islu a. Na
zacatku mame jeden ¢tverec a po prvni iteraci ziskavame ¢tverce dva, N je tedy rovno
dvéma. Tyto hodnoty dosadime do vzorce pro vypocet dimenze D:

_lnN In2 In 2 In2 In2 In 2

D_ pum pummy pu— pumy = pu—
In < lné ln% In2—-Iny2 In2—3m2 ZIn2

Sobépodobnostni dimenze tohoto utvaru vysla na rozdil od predchozich celociselna,
to ovsem neznamend, ze se nejednd o fraktal. Protoze Pythagortiv strom neobsahuje
zadnou souvislou plochu a postupné v nekonec¢né mnoha iteracich prechazi v krivku, je

jeho topologickd dimenze rovna jedné. Plati tedy, ze topologicka dimenze Pythagorova
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stromu je ostfe mensi nez jeho fraktalni dimenze, z ¢ehoz plyne, Ze se jedna o fraktal.
7 hodnoty jeho fraktalni dimenze muzeme vypozorovat, ze ackoli se jedna o tutvar,
jehoz topologicka dimenze je jedna, svou ¢lenitosti se vyrovnda euklidovskému objektu

s dimenzi dva.

3.1.6 Peanova krivka

7 konstrukce Peanovy ktivky vime, ze po prvni iteraci vznika z ptivodniho itvaru devét
utvart stejné délky, N je tedy rovno deviti. Délka téchto tutvart je v pripadé Peanovy
kiivky rovna jedné tretiné délky utvaru pred prvni iteraci, hodnota € je tedy jedna
tretina. Hodnota fraktalni dimenze Peanovy ktivky je tedy rovna:

_lnN_ln9_ln9_

N ln% _ln%_ln?)_

D

Stejné jako v pripadé Pythagorova stromu vysla fraktalni dimenze Peanovy kiivky
rovna dvoum. 7 hlediska topologické dimenze se opét jedna o kiivku s dimenzi rovnou
jedné, podle definice se tedy jednd o fraktal. Vzhledem k hodnoté fraktalni dimenze
Peanovy krivky a také Pythagorova stromu se mluvi o kiivkach vypliujicich dvouroz-

meérny prostor.

3.1.7 Sierpinského pyramida

Sierpinského pyramida je analogii Sierpinského trojihelniku, ovsem zakladnim ttvarem

neni v tomto pripadé trojihelnik, ale ¢tyrstén.

P1i konstrukei zbydou po prvni iteraci z celého ¢tyrsténu ¢tyti mensi shodné ctytstény,
pricemz délka kazdé hrany je nyni polovi¢éni oproti té odpovidajici pivodni. N je tedy
rovno Ctyfem a € je rovno jedné poloviné stejné jako u Sierpinského trojuhelniku. Opét

dosadime:
_InN  In4 _1n4_2
B ln% “Ini In2
2
Fraktalni dimenze vysla presné dva. Vzhledem k tomu, Ze ze ¢tyrsténu odebirame jeho
casti tak, ze v ném nezustava zadna souvisla plocha, je jeho topologicka dimenze stejné
jako v pripadé Sierpinského trojuhelniku stale rovna jedné. Fraktalni dimenze Sier-

pinského pyramidy je tedy ostfe vétsi nez jeji topologicka dimenze a jedna se proto

o fraktal.
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3.1.8 Fraktalni pyramida

Zobecnénim Sierpinského pyramidy je fraktalni pyramida, jejiz konstrukce je zaloZena
na stejném principu, jen misto ¢ty vznika pét novych tutvart a N je tedy rovno péti,
€ je opét rovno jedné poloviné:

~InN  In5 Inbd

B ln% h In+ " In2
2

= 2,3219.

Tentokrat nam vysla fraktalni dimenze vétsi nez dva, tato pyramida tedy zabira i ¢ast
prostoru. Z hlediska topologické dimenze uz se jedna o utvar s dimenzi rovnou dvéma,
jelikoz obsahuje souvislou plochu. Pti konstrukei totiz odebirdme utvary tak, ze pod-
stava ptvodniho jehlanu se stale zachovava. I zde plati, ze fraktalni dimenze je ostre

vétsi nez ta topologickd, ziskali jsme tedy opét fraktal.

3.1.9 Sierpinského krychle

Stejné jako Sierpinského pyramida byla analogii k trojuhelniku, je Sierpinského krychle
analogii k Sierpinského koberci. Pti konstrukei se z ptvodni krychle stava velmi ,,dérava
krychle“, pricemz po prvni iteraci ziskdvame utvar slozeny z dvaceti mensich krychli,
jejichz délka hrany je rovna jedné tretiné délky ptvodni hrany. N je proto rovno dvaceti
a € je rovno jedné tretiné:

B InN B In 20 B In 20

ln% ~ In+  In3
3

= 2, 7268.

Jedna se o utvar, jehoz topologicka dimenze je stejné jako v pripadé Sierpinského pyra-
midy rovna jedné a podle definice je Sierpinského krychle fraktél. Kdyz ale porovname
tuto dimenzi s dimenzi fraktalni pyramidy, zjistime, ze Sierpinského krychle zabiré vice

prostoru.

3.2 Obvodova dimenze (divider dimension)

Dosud jsme zkoumali pouze fraktalni dimenzi itvaria sobépodobnych. Zde jsme si vy-
stacili se sobépodobnostni dimenzi, pomoci které jsme byli schopni presné urcit jejich
fraktalni dimenzi, nicméné priroda nam nabizi velké mnozstvi sobéptibuznych fraktal-
nich tutvart, u kterych se musime spokojit vzhledem k jejich velké slozitosti a rozmani-
tosti pouze s odhadem fraktalni dimenze. K tomuto tcelu ndm slouzi jednak obvodova

dimenze (presnéjsi je anglicky ndzev divider dimension, poptipadé compass dimension,
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jelikoz ne vzdy se jednd o obvod utvaru) a také Minkowského dimenze. Nejprve se za-
meérime na obvodovou dimenzi, na které si ukazeme, jakym zptusobem funguje vztah pro
vypocet fraktalni dimenze sobépiibuznych fraktali, poté si predstavime Minkowského
dimenzi, kterd oproti obvodové dimenzi nachézi vétsi uplatnéni v praxi pro jeji snazsi

vyuziti v informacnich technologiich.

Obvodova dimenze spociva ve zméné méritka pri zjistovani délky urcité krivky. Zvolime
jisté méritko a urcime délku této krivky. Poté zvolime mensi méritko a opét urcime jeji
délku. Tento postup aplikujeme u Kochovy ktivky, jejiz fraktalni dimenzi jiz zname
a poté odvodime obecny vztah pro jeji vypocet. Nejprve zmérime Kochovu kiivku
konstruovanou z jednotkové tisecky pomoci pravitka o délce jedné jednotky. Poté toto
meéreni provedeme s pravitkem o tiretinové délce predchoziho. V tomto méritku e; = %
ziskavame c¢tyti shodné usecky, délka Kochovy kiivky je tedy v tomto pripadé vétsi,
konkrétné je rovna cislu l; = %. Pokud bychom pokracovali ve zmensovani métitka na
6 =1= (%)2, ziskali bychom Sestnact shodnych tisedek a délka Kochovy kfivky by
potom byla Iy = %6 = (%)2. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o sobépodobny fraktél, bude
obecné platit € = (%)k al = (%)k, kde £ € N. Oznac¢me N pocet shodnych tsecek
v méritku e. Vynasobime-li N méritkem e, ziskame délku [ Kochovy kiivky v tomto
daném méritku:

=N -e.

Zaroven ze sobépodobnostni dimenze ziskdvame vztah N - e” = 1, kde D je hodnota

této dimenze, plati tedy, ze N = %D Dosadime do predchoziho vztahu a upravime:

= elD-e
l:€D1—1
Inl =1In €D1—1
Inl=1Inl—1Ine’"!
Inl=—IneP!
Inl=Ine"?

Inl=(1-D)-lne
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Ine

B Inl
 Ilne—1
py
Ine
Inl
D=1+ —
+ln1

Oznaéme d = f}:i Sobépodobnostni dimenze D je potom rovna:

€

D=1+d.
Podle tohoto vztahu je obvodova dimenze Kochovy kiivky rovna ¢islu

4k
n(5) Ing |
D=1+ 7 =14 2=1+0,26=126

MGy

coz odpovida hodnoté jeji sobépodobnostni dimenze.

Zamérme se nyni na hodnoty Inl a ln% z vyrazu d u Kochovy krivky v méritku ¢; = %

a €y = % a znazornéme je v nasledujicim diagramu:

Inl

2

Obréazek 3.1: Diagram pro hodnoty Inl a In %

nil_In
Spojime-li tyto dva body, dostavame primku, jejiz odchylka je rovna ¢islu lln + —lln
I

ol ool

9

4
bk R 0,26, coz odpovida hodnoté d z predchoziho vypoctu. Zobecnénim tohoto

~ Tn3
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vztahu ziskavame vzorec pro vypocet obvodové dimenze libovolné sobépiibuzné frak-
talni kiivky:
Inly —Inl
D=1+ Nig — Mg

Int —Int’

€2 €1
kde l; a Iy jsou délky dané kiivky namérené postupné v méritcich €; a €. Abychom
nemuseli zjistovat délku, kterou v daném méritku namérime, staci si uvédomit, ze plati
[ = N -¢, kde N udava, kolikrat musime prilozit pravitko o délce €, abychom zmérili
celou krivku a tedy dostali délku [. Dosadime do vzorce a upravime pomoci pravidel

pro pocitani s logaritmy:

IDNQ + €9 —lan c €1
lni —lné
111N2+11162 _lan —11161
* In &

D:ln%—Fan—f—I—lnNg—lan

D=1+

D=1

ln%
D Inl+InNy —InNV;
lni—;
D= h’lNQ —thl

In é —In i
Staci tedy urcit pocet tsecek, pomoci kterych mérime délku sobépribuzného fraktalu,
¢ehoz vyuzijeme v nasledujicich prikladech, kdy budeme chtit urcéit fraktalni dimenzi
pobrezi a hranic stati. Nebudeme totiz muset zjistovat méritko, ve kterém je dand

mapa zobrazena.

3.2.1 Sobépribuzné fraktaly

Mandelbrot sviij vyzkum fraktalni dimenze dtvart jako jsou pobfezi, hranice stat,
toky tek, apod., zakladd na empirickém zjisténi Lewise F. Richardsona, ze vysledna
namérend délka daného pobfezi nebo hranice statu tzce souvisi s jistou konstantou D.
Vsiml si, ze pokud je D jen nepatrné vétsi nez jedna, jedna se o malo clenity utvar,
kdezto pokud je hodnota D vyrazné vétsi nez jedna, pobfezi ¢i hranice je c¢lenitéjsi.
Jako priklad pak uvadi hodnoty D nékterych pobiezi a hranic statd, které jsou shr-
nuty v nasledujici tabulce. 10, str. 636-637] Tyto Richardsonovy poznatky Mandelbrot
rozpracoval a odvodil nam jiz zndmy vztah pro vypocet fraktalni dimenze libovolné

krivky, at uz sobépodobné nebo sobépribuzné.
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Pobtezi/hranice D

Pobrezi Velké Britanie 1,25

Hranice mezi Portugalskem a Spanélskem | 1,14

Hranice Némecka (1899) 1,15
Pobrezi Australie 1,13
Pobrezi Jihoafrické Republiky 1,02

Tabulka 3.1: Richardsonova empiricka zjisténi.

Je potreba dodat, ze v pravém sloupecku tabulky se v pripadé Richardsonovych zjisténi
jesté nemluvi o fraktalni dimenzi, jelikoz jeho prace, kterou se Mandelbrot inspiroval,
predchazi samotnému vzniku slova fraktal. Richardson pouze pozoroval, jakym zptso-
bem se méni hodnota D v zavislosti na ¢lenitosti pozorovanych utvart, aniz by védeél,

ze vlastné urcil jejich fraktdlni dimenzi.

Pokusime se nyni urc¢it obvodovou dimenzi nékterych pobrezi a hanic stati, pro porov-
nani muzeme pouzit vysledky L. F. Richardsona. U kazdého z nésledujicich priklad
budeme mérit délku utvart pomoci dvou méritek, pricemz to druhé bude mit vzdy
polovi¢ni délku toho ptivodniho, tedy ey = %el. Vztah pro vypocet obvodové dimenze
v tomto konkrétnim pripadé mizeme pak néasledné upravit:

D_IHNQ—thl IDNQ—IDNl_thQ—lIlNl_IDNQ—IHNl
B N In2 '

€T T - - -
In4d —In2 In2 —Ins
5 €1 €1 €1

3 In

”
|2 o

o
=

Velka Britanie

Na prvnim obrazku jsme ke zméteni délky pobrezi potiebovali témér 35 tsecek, presné
Ny = 34,9. Z druhého obrézku s poloviécnim méritkem dostavame N, = 83,8. Nyni
muzeme urcit hodnotu D:

D— In83,8 —In34,9
In2

= 1,2637.

7, Richardsonovych zjisténi vime, ze fraktdlni dimenze pobrezi Velké Britdnie je pri-
blizné 1,25, nas odhad pomoci obvodové dimenze se tedy vyrazné nelisi a v tomto

pripadé se jednd o pomérné clenité pobrezi.
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Obréazek 3.2: Pobrezi Velké Britanie.[11]

Norsko

Pobtezi Norska je znamé svymi fjordy, jedna se tedy o velice ¢lenité pobrezi. Pi porov-
nani s Velkou Britanii je zfejmé, Ze pobrezi Norska je mnohem clenitéjsi, jeho fraktalni

dimenze by proto méla byt vyssi nez fraktalni dimenze pobtezi Velké Britanie.

Obrazek 3.3: Pobrezi Norska.[12]

Nejprve jsme v prvnim méritku pri méteni délky pobtezi Norska potrebovali 20, 5 tsecek

(N7 = 20,5), poté jsme za pouziti poloviéniho méritka sestrojili 57 tusecek (Ny = 57).
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Po dosazeni dostavame:

_ In57—-1n20,5
a In2

Skutecné vysla dimenze vyrazné vyyssi nez v pripadé pobtezi Velké Britanie, coz potvr-

D = 1,4753.

zuje nase pozorovani, ze pobrezi Norska je mnohem ¢lenitéjsi. Z obrazkt Velké Britanie
a Norska navic muzeme vypozorovat, ze zatimco u Velké Britanie je na druhém ob-
razku vyrazné lépe vystizena ¢lenitost jejtho pobtezi nez na prvnim, v pripadé Norska

bychom pro vytvoreni pfesnéjsSiho obrysu potiebovali méritko jesté zmensit.

Australie

Pobrezi Australie se na prvni pohled zda byt méné ¢lenité nez pobiezi Velké Britanie.
Odpovida tomu i hodnota D z Richardsonovych méreni. Ta je ptiblizné rovna ¢islu

1,13. Obvodova dimenze by méla vyjit podobné.

Obrazek 3.4: Pobrezi Australie.[13]

Z prvniho obrazku plati N; = 27,8 a z druhého, kde jsme opét pouzili poloviéni méritko,

je Ny = 61. Obvodova dimenze je tedy rovna:

In61 —In27,8
In2

Vysledek odpovida Richardsonové hodnoté D, zaroven jsme pomoci obvodové dimenze

D=

= 1,1337

overili, ze pobrezi Australie je méné ¢lenité nez pobrezi Velké Britanie.

Jihoafricka Republika

Narozdil od pobtezi Velké Britanie, Norska ¢i dokonce Australie je pobtezi Jihoafrické

Republiky velmi mélo ¢lenité. To potvrzuje i Richardsonem uréena hodnota D, kterd je
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v tomto ptipadé priblizné rovna ¢islu 1, 02. Opét spocitdme obvodovou dimenzi tohoto

pobrezi.

Obrazek 3.5: Pobfezi Jihoafrické Republiky.[14]

Na prvnim obrazku jsme ke zméreni pobrezi sestrojili 18,7 usecek, poté jsme na dru-
hém obrazku sestrojili 38 tisecek polovicéni délky. Nyni mizeme dosadit do vztahu pro

vypocet obvodové dimenze:
~ In38—-1In18,7
N In2

Skutecné vysla hodnota odpovidajici vysledku, ke kterému dosel Richardson. Mate-

= 1,023.

maticky jsme tedy ovérili, ze pobtezi Jihoafrické Republiky neni témér viibec clenité.
Hodnota jeho fraktalni dimenze je totiz jen nepatrné vyssi, nez hodnota jeho topolo-
gické dimenze — ta je rovna jedné. To znamend, ze se jedna o krivku, ktera na plose
nezabird skoro zadné misto. Odpovida tomu i nase méfreni pomoci dvou riznych méri-

tek, kde v obou pripadech tsecky z velké ¢asti splyvaji s méfenym pobrezim.

Island

Vratime se jesté k tém ¢lenitéjSim pobtezim. Koneckoncii pobrezi, které je méné célenité
a tedy ma mensi dimenzi nez pobrezi Jihoafrické Republiky bychom nejspise ani nena-
lezli. Pobtezi Islandu je ovSsem vyrazné ¢lenitéjsi i oproti jinym pobfezim. Podivame-li
se na mapu, mohli bychom usoudit, ze fraktalni dimenze tohoto ttvaru se bude pohy-
bovat nékde mezi hodnotami 1,26 a 1,48, jelikoz na prvni pohled se zd&, ze pobrezi
Islandu je ¢lenitéjsi nez pobtezi Velké Britanie, ale zaroven urc¢ité neni clenitéjsi nez

pobrezi Norska. Toto pozorovani mizeme ovérit pomoci obvodové dimenze.
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Obréazek 3.6: Pobrezi Islandu.[I5]

Na prvnim obrazku jsme pouzili 49,5 usecek, na druhém jsme potom sestrojili 127
usecek poloviéni délky. Po dosazeni do vztahu pro vypocet obvodové dimenze tak do-

stavame:
D In 127 — In 49,5
In2

= 1,3593.

Tento vysledek potvrzuje nase pozorovani, bohuzel ale zatim nemame k dispozici jiny

vysledek k porovnani.

Portugalsko

V predchozich pripadech jsme se vénovali vypoctu fraktalni dimenze pobiezi vybranych
stattl, nyni se zaméifme na fraktdlni dimenzi hranice mezi Portugalskem a Spanélskem.
Ta je podle Richardsona priblizné rovna ¢islu 1,14. Ackoli by se mohlo zdat, zZe se
v pripadé hranic mezi jednotlivymi staty tak aplné nejednd o prirodni fraktdlni utvar,
je treba si uvédomit, ze vétsina téchto hranic je tvorena pravé prirodnimi utvary, jako
jsou hiebeny hor, vodni toky apod. Mizeme ovSsem také narazit na hranice, které jsou
vytvoreny uméle, jako je tomu napiiklad v pripadé hranic nékterych stati USA. Ty
jsou ovsem z hlediska fraktalni geometrie pomérné nezajimavé. Vétsinou se totiz jedna
o utvary, jejichz fraktalni dimenze je rovna jejich topologické dimenzi a nejedna se tedy

o fraktaly.

Nejprve jsme podél hranice mezi Portugalskem a Spanélskem narysovali 14,4 tsecek,
poté jsme za pouziti poloviéniho méritka narysovali 32,2 tsecek. Obvodova dimenze

této hranice je tedy:

D In32,2—-1n14,4

=1,16.
In2 ’

Tato hodnota nam vysla nepatrné vyssi, nez je tomu u Richardsonova méreni. Ackoli
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Obrézek 3.7: Hranice mezi Portugalskem a Spanélskem. [16]

se jednd o rozdil o pouhé dvé setiny, je vidét, ze v pripadé fraktalni dimenze miize
takovato nepresnost hrat velkou roli. Podivame-li se totiz napiiklad na dimenzi hranice
Némecka z roku 1899, podle Richardsonovych vysledkt by méla byt tato hranice o néco
¢lenitéjsi nez hranice mezi Portugalskem a Spanélskem. Z naseho vysledku obvodové

dimenze ovsem plyne, Ze je to pravé naopak.

Shrnuti

Pomoci obvodové dimenze jsme urcili odhad fraktalni dimenze pobtezi a hranic vy-
branych stati. U nékterych z nich jsme navic méli k dispozici vysledky empirického
vyzkumu L. F. Richardsona, zjisténé hodnoty jsme tedy méli moznost porovnat. Vy-
sledky shrneme v nésledujici tabulce (hodnoty dimenzi jsou uvedeny s presnosti na dvé

desetinnd mista):
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Pobtezi/hranice Obvodova dimenze | Vyzkum L. F. Richardsona
Pobrezi Velké Britanie 1,26 1,25
Pobrezi Norska 1,48 -
Pobrezi Australie 1,13 1,13
Pobrezi Jihoafrické Republiky 1,02 1,02
Pobrezi Islandu 1,36 -
Hranice mezi Portugalskem a Spanélskem 1,16 1,14

Tabulka 3.2: Obvodova dimenze pobiezi a hranic statu.

Z tabulky je prehledné vidét, jak se nase vysledky 1isi v porovnani s vysledky L. F. Ri-
chardsona. Nejvétsi rozdil je patrny v piipadé hranice mezi Portugalskem a Spanélskem,
mirné se nas vysledek také 1isi v pripadé pobtezi Velké Britanie. Pro pobtezi Norska

a Islandu bohuzel nemame k dispozici porovnéni.

3.3 Minkowského dimenze (box-counting dimension)

Minkowského dimenze (v angli¢tiné box-counting dimension) je dal$im néstrojem,
pomoci kterého muzeme urcit pribliznou hodnotu fraktdlni dimenze sobéptibuznych
utvart. Jeji vyhodou je, ze ji muzeme pouzit na jakykoli fraktdlni utvar, at uz sobépo-
dobny ¢i sobépribuzny. Pouziti u sobépodobnych fraktali ovsem muiize vést k nepres-
nému vysledku, zatimco pomoci sobépodobnostni dimenze jsme schopni toto ¢islo urcit
presné. Proto se box-counting dimension pouziva predevsim tam, kde presnou dimenzi

uréit nemuzeme.

Urcéeni dimenze itvaru pomoci Minkowského dimenze spo¢iva v umisténi daného titvaru
do mtizky a ve zjistovani, kolik ¢tverclt mrizky je timto ttvarem pokryto. Nasledné je
miizka zjemnéna a postup se opakuje. Uvazujme tedy obdélnik obsahujici dany utvar,
ktery je mrizkou rozdélen na nékolik shodnych ¢tverci s délkou strany s;. Pocet ¢tverct,
které obsahuji libovolnou ¢ast itvaru oznacme n;. Nyni rozdélme stejny obdélnik novou
miizkou na shodné ¢tverce s délkou strany sy a pocet ¢tverctt obsahujicich néjakou ¢ast

daného utvaru ozna¢me ny. Hodnota Minkowského dimenze D je potom rovna:

na
B In 2 _ Inny —Inn,

=1 = .
lnﬁ Insy, —Ins;
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Obvykle je pri urcovani Minkowského dimenze délka c¢tverce ptivodni miizky zmensena
dvakrat, tedy je-li rovna délce s, délka ¢tverce po dvojnasobném zmenseni bude rovna
%s. V tomto konkrétnim pripadé tedy dostdavame stejné jako u obvodové dimenze ve
jmenovateli vztahu pro vypocet Minkowského dimenze vyraz lng =In (s . %) = In2.

V nasledujicich prikladech budeme puzivat pravé toto dvojnasobné zjemnéni, proto

muzeme vzorec pro vypocet zjednodusit:

B 111% ~ Inny —Inn,
~ In2 In2

Stejné jako u sobépodobnostni a obvodové dimenze zacneme i zde jednodusSim pii-
kladem, na kterém si Minkowského dimenzi predstavime. Jiz jsme spocitali sobépo-
dobnostni dimenzi u vybranych nejznaméjsich fraktali. Minkowského dimenze bude
u téchto utvart velmi podobna nebo dokonce shodna. Proto si nejprve ukazeme na né-
kterych fraktalech, jejichz fraktalni dimenzi jiz zname, jakym zptisobem tato dimenze
funguje a teprve poté se zamérime na odhad fraktalni dimenze rtiznych sobéptibuznych

utvart, jako jsou napriklad pobfezi, hranice stati apod.

3.3.1 Kochova krivka

Pomoci sobépodobnostni dimenze jsme presné urcili fraktalni dimenzi Kochovy kiivky.

Ta je rovna ¢islu {;‘—g, coz je priblizné 1,262. Nyni se tuto dimenzi pokusime urcit

pomoci Minkowského dimenze:

I
6| on e g
%

Obrazek 3.8: Umisténi Kochovy krivky do dvou miizek.

Na prvnim obrazku je Kochova kiivka vlozena do miizky, ve které dohromady pokryva
20 ¢tvereckl. Poté je mrizka zjemnéna tak, ze délka kazdého étverecku je rovna poloviné

délky ctverecku z predchozi mrizky a v tomto pripadé je pokryto 48 ¢tverecki z celé
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mriizky. Podle vzorce je fraktalni dimenze Kochovy vlocky rovna

B In48 — In 20

d= =1,263.
In 2 263

Minkowského dimenze Kochovy kfivky nam v tomto pripadé vysla velmi podobné jako
sobépodobnostni dimenze. Ovsem pomoci té sobépodobnostni jsme spocitali presnou
hodnotu fraktalni dimenze Kochovy krivky, zatimco Minkowského dimenze nam pouze

dava jeji priblizny odhad.

3.3.2 Sierpinského trojuhelnik

Nyni uré¢ime Minkowského dimenzi Sierpinského trojuhelniku, jehoz presna hodnota

fraktalni dimenze je %E—;, priblizné potom 1, 585:

Obrézek 3.9: Umisténi Sierpinského trojihelniku do dvou mrizek.

V tomto pripadé je prvni mrizka opét zjemnéna dvojnasobné, pricemz v prvni miizce
je celkem pokryto 42 ¢tverecki mrizky a v druhé mrizZce pokryva trojihelnik 126 c¢tve-
recki. Minkowského dimenze je rovna ¢islu

g 126 —In42 i _ I3
In 2 In2 In2’

coz je Cislo shodné se sobépodobnostni dimenzi Sierpiniského trojihelniku, v tomto
pripadé jsme tedy spocitali presnou hodnotu fraktalni dimenze i pomoci Minkowského
dimenze.

3.3.3 Sobépribuzné fraktaly

Na predchozich fraktdlech jsme si ukazali, jakym zptisobem se urc¢uje Minkowského di-

menze, nejednalo se vsak o nejlepsi postup, jakym v téchto pripadech fraktalni dimenzi
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spocitat, jelikoz, jak jsme vidéli u Kochovy kiivky, nemusi byt vysledek vzdy presny.
Proto se tato dimenze pouziva spiSe u sobépribuznych fraktalnich utvari, jejichz pres-
nou hodnotu fraktalni dimenze spocitat neumime a snazime se proto urcit alespon
jeji pribliznou hodnotu. Na nésledujicich ptikladech se pokusime urcit Minkowského
dimenzi sobépiibuznych fraktali jako jsou pobtezi ¢i hranice stati. Mapy vybranych
stat umistime vzdy do dvou mrtizek, kde délky stran c¢tverecki druhé mriizky budou
opét dvakrat mensi nez u té prvni a stejné jako u Kochovy vlocky a Sierpinského troj-
thelniku spocitame pokryté ¢tverecky a dosadime do vzorce. Vysledky pak porovname
s vysledky zjisténymi vyse, kde jsme fraktalni dimenzi téchto utvart pocitali pomoci

dimenze obvodové.

Velka Britanie

Nejcastéji uvadénym sobéptibuznym fraktalem pri vypoctu Minkowského dimenze je
pobrezi Velké Britanie. Fraktalni dimenze tohoto pobtezi vysla pomoci obvodové di-
menze priblizné 1,2637, Minkowského dimenze by tedy méla vyjit podobné. Stejné
jako u Kochovy krivky a Sierpinského trojihleniku, i tento fraktal umistime do dvou
miizek, pricemz ta druha bude opét dvojnasobné zjemnéna. Ve jmenovateli vztahu pro

vypocet Minkovského dimenze bude tedy opét vyraz In 2.
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Obrazek 3.10: Pobtezi Velké Briténie.[11]
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V prvni miiZce je obrysem pobtezi pokryto 60 ¢tvereckil, v druhé je pokryto 144 c¢tve-
recku. Po dosazeni dostavame:

D In 144 — In 60 = 1,263,
In2

Vysledek je velmi podobny obvodové dimenzi tohoto pobtezi, v obou pripadech vychézi

fraktalni dimenze pobrezi Velké Britanie po zaokrouhleni na dvé desetinnd mista 1, 26.

Norsko

Ze clenitosti pobtezi Norska vime, Ze oproti jinym pobfezim bude fraktalni dimenze
tohoto pobrezi pomérné vysoka. Pomoci obvodové dimenze jsme urcili odhad fraktalni
dimenze — priblizné 1,4753. Nyni uré¢ime Minkowského dimenzi, pricemz postup bude

stejny jako v pripadé Velké Britanie.
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Obrazek 3.11: Pobrezi Norska.[12]

Nejprve je obrysem pobfezi pokryto 27 ¢tvereckl, v druhé mtizce je jich pokryto 77.
Minkowského dimenze pobrezi Norska je tedy rovna

D= M =1,5119.
In2

V tomto pripadé se obvodova a Minkowského dimenze lisi jiz priblizné o tii setiny,
je tedy vidét, ze v obou pripadech se jedna pouze o odhad a miize tedy dochéazet
k odchylkdm zplisobenych mérenim a také kvalitou a presnosti obrysu pobtezi, pomoci
kterého dimenzi urcujeme. Stéle je ale patrné, ze pobtezi Norska je vyrazné clenitéjs

nez pobtezi Velké Britanie.
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Australie

Obvodova dimenze pobrezi Australie ndm vysla priblizné 1,1337. Nyni uré¢ime Min-

kowského dimenzi tohoto pobrezi a vysledky porovname.
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Obrazek 3.12: Pobrezi Australie.[13]

Nejprve je v prvni miizce pokryto obrysem pobrezi Austrdlie 52 ¢tvereckil, poté je
v druhé mrizce pokryto 173 Ctvereckt, pricemz stale zachovavame dvojnasobné zjem-

néni. Dimenze je tedy rovna:

B In173 — In 52

D
In2

= 1,1424.
Minkowského dimenze nam tedy vysla nepatrné vyssi nez dimenze obvodova.

Jihoafricka Republika

Pomoci obvodové dimenze jsme ovérili, ze pobtezi Jihoafrické Republiky neni oproti
jinym pobfezim moc ¢lenité. Obvodova dimenze tohoto tutvaru vysla priblizné 1,023,

spoc¢itame nyni Minkowského dimenzi.

V prvni miizZce je timto pobrezim pokryto 27 étvereckii, poté je pokryto 55 ¢tevrecki:

D In55 —1In27

=1,0265.
In 2 ’

Hodnota Minkowského dimenze nam tedy vysla jen nepatrné vyssi nez hodnota dimenze

obvodové.
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Obrazek 3.13: Pobiezi Jihoafrické Republiky.[14]

Island

Pomoci obvodové dimenze jsme urcili fraktalni dimenzi pobrezi Islandu, ta vysla pfi-
blizné 1, 3593 a tento vysledek nam potvrdil nase pozorovani o ¢lenitosti tohoto pobrezi.

Nyni toto pozorovani a ovérime jesté pomoci Minkowského dimenze.

Obrazek 3.14: Pobrezi Islandu.[15]

V prvni miiZce je obrysem pobfezi Islandu pokryto 51 étvereckii, v druhé je pokryto
131 ¢tvereckl. Po dosazeni do vztahu pro vypocet Minkowského dimenze dostavame:

1 _
D nl131 —1Inb51 - 1,36,
In2

Vysledek je témér shodny s obvodovou dimenzi tohoto pobtezi, mtizeme tedy na zakladé
téchto dvou hodnot ziskanych pomoci riznych metod rici, ze fraktalni dimenze pobrezi
Islandu je ptiblizné rovna ¢islu 1,36. Zaroven jsme pomoci jiné metody potvrdili, ze
pobrezi Islandu je ¢lenitéjsi nez pobtezi Velké Britanie a zaroven neni tak ¢lenité, jako

pobrezi Norska.
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Portugalsko

Jiz jsme spoéitali obvodovou dimenzi hranice mezi Portugalskem a Spanélskem. Ta
nam vysla ptiblizné 1, 16, coz ovsem tplné neodpovidalo vysledkiim z Richardsonovych

méreni, kde hodnota D vychézi priblizné 1, 14. Urc¢ime nyni Minkowského dimenzi této

hranice.
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Obrazek 3.15: Hranice mezi Portugalskem a Spanélskem. [16]

V prvni miizce je hranici pokryto 18 ¢tvereckii, v druhé je pokryto 40 ¢tvereckt. Tyto
hodnoty dosadime do vztahu pro vypocet Minkowského dimenze:

D = 40~ Inls =1,152.
In2
Timto vysledkem jsme se ptiblizili Richardsonové hodnoté D nicméné v porovnani s jiz
zminénou dimenzi hranice Némecka z roku 1899 (ta je priblizné 1,15) se jedna stale
o pomérné nepfesny vysledek. Hranice mezi Portugalskem a Spanélskem by totiz méla

byt méné clenita nez tato hranice Némecka, z naseho vysledku ovsem vyplyva, zZe jsou

tyto dvé hranice v podstaté stejné clenité.
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Shrnuti

Jiz mame urcené hodnoty obvodové dimenze pobtezi a hranic vybranych statl, nyni
jsme navic urcili Minkowského dimenzi stejnych utvart. Muzeme tedy tabulku s hod-
notami obvodové dimenze a hodnotami urcenymi L. F. Richardsonem rozsitit o dalsi
sloupec obsahujici zjisténé hodnoty Minkowského dimenze (hodnoty jsou opét uvedeny

s presnosti na dvé desetinnd mista):

Pobtezi/hranice Minkowského Obvodova Vyzkum L. F.
dimenze dimenze Richardsona

Pobrezi Velké Britanie 1,26 1,26 1,25
Pobrezi Norska 1,51 1,48 -
Pobrezi Austrélie 1,14 1,13 1,13
Pobrezi Jihoafrické Republiky 1,03 1,02 1,02
Pobrtezi Islandu 1,36 1,36 -
Hranice mezi Portugalskem 1,15 1,16 1,14

a Spanélskem

Tabulka 3.3: Minkowského dimenze pobfezi a hranic statu

7 tabulky je vidét, ze pomoci obvodové dimenze jsme v pripadé pobrezi Australie,
Jihoafrické Republiky a Islandu dosli ke stejnym vysledkim jako L. F. Richardson,
zatimco odhad fraktalni dimenze téchto pobtezi pomoci Minkowského dimenze se mirné
lisi. V pripadé pobtezi Velké Britanie se ptiblizné hodnoty Minkowského a obvodové
dimenze shoduji, neshoduji se vSak uz s vyzkumem L. F. Richardsona. V ptipadé
hranice mezi Portugalskem a Spanélskem jiz dochézi k vétsim odchylkdm a nejvice se
potom mezi sebou lisi hodnoty dimenze pobtezi Norska. Ve vsech pripadech se jedna
o pomérné malé odchylky a vysledky nasich méfeni ndm i ptfes drobné nepfesnosti
davaji pomérné dobrou predstavu o ¢lenitosti jednotlivych itvart. Zaroven je ale nutno
podotknout, Ze se jedna o hodnoty zaokrouhlené na setiny a vzhledem k tomu, zZe
vychazime z vyse uvedenych vypoc¢tl, hodnoty které jsou uvedeny v tabulce, se, ackoli
jsou zdanlivé shodné, ve skutecnosti mirné lisi. Jedné se vsak o nepatrny rozdil, ktery

v téchto pripadech muzeme zanedbat.
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Pro srovnani zde jesté uvedeme tabulku shrnujici fraktélni dimenzi zakladnich utvart,

kterou jsme urcili pomoci sobépodobnostni dimenze opét s hodnotami zaokrouhlenymi

na dvé desetinna mistas:

Fraktal Sobépodobnostni dimenze

Cantorovo diskontinuum 0,63
Kochova krivka 1,26
Sierpinského trojuhelnik 1,58
Sierpinského koberec 1,89
Pythagoriv strom 2

Peanova krivka 2

Sierpinského pyramida 2

Fraktalni pyramida 2,32
Sierpinského krychle 2,73

Tabulka 3.4: Sobépodobnostni dimenze fraktala

Fraktalnim dimenzim pobtezi a hranic statii je z uvedenych sobépodobnostnich di-

menzi nejblize dimenze Kochovy krivky. Jeji tvar ma k tvaru pobrezi totiz velmi blizko.

Abychom docilili jesté vétsi podoby s redlnym pobrezim, miizeme Kochovu krivku zo-

becnit a modelovat tak ruzné clenita pobrezi. S timto ndpadem pracuje Mandelbrot

ve své knize Les objets fractal: Forme, hasard et dimension (1995) — Fraktdly: Tvar,

nahoda a dimenze a uvadi néasledujici priklady zobecnéni Kochovy kiivky:

A: D =log5~ 1,16

B: D=log,6~1,29

C: D=log,7~1,40

b osalyy’

D: D=log8=15

Obréazek 3.16: Priklady zobecnéni Kochovy kiivky.[17]
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Dimenze vSech téchto krivek se podobaji nékterym z nasich vysledk fraktalni dimenze
riznych pobtezi. V pripadé kiivky D se uz ovsem jedna o velmi ¢lenitou kiivku od-
povidajici svou dimenzi pouze dimenzi pobrezi Norska, pripadné nékterym podobné
¢lenitym pobrezim, vétsina pobfezi ma vsak fraktalni dimenzi spiSe mensi. Na nasle-
dujicim obrézku je patrnd podoba kiivek A a D s nékterymi z pobrezi (kfivka A se
podoba vétsiné méné clenitym pobrezim, kiivka D potom skutecné pripomina clenité

pobrezi Norska).

A: D =log5~ 1,16

D: D=log8=15

Obrézek 3.17: Aproximace pobrezi pomoci zobecnéné Kochovy kiivky. [1§]
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4 Praktické vyuziti fraktalni dimenze

Fraktalni geometrie a spolu s ni i fraktalni dimenze ma v praxi velké vyuziti i v obo-
rech, ve kterych bychom to uplné necekali. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pomérné
mladé odvétvi matematiky, je jeho praktické vyuziti v nékterych pripadech spise novin-
kou a teprve se zdokonaluje. Asi nejvétsi uplatnéni nachézi toto odvétvi v pocitacové
grafice, ale je také vyznamnou soucasti biologie a mediciny. S fraktdlni geometrii se
muzeme setkat také v uméni, at uz jde o uvédomeélé pouziti ¢i ne. Napriklad jiz v do-
bach davno pred vznikem fraktalni geometrie pouzivali umélci ve svych vytvarnych
dilech jisté opakujici se motivy, ¢imz vytvareli krasné obrazce, aniz by si uvédomovali
jejich matematickou podstatu. Naopak dnes jsme diky znalostem o fraktalech, o jejich
dimenzi, a také diky neméné dilezitym modernim technologiim schopni vytvorit krasné

fraktalni obrazce.

4.1 Pocitacova grafika

Nebyt informacnich technologii, velké mnozstvi fraktalt bychom viibec neméli Sanci
poznat. Nejenze jsme pomoci pocitace schopni vizualizovat libovolny fraktal a ziskat
tak lepsi predstavu o jeho vzhledu a vlastnostech, ale mizeme pomoci néj také nahodné
generovat Tadu fraktalnich utvard, at uz sobépodobnych nebo sobépiibuznych. Kuprii-
kladu Mandelbrotova mnozina byla definovana jesté pred tim, nez bylo vibec mozné

ji graficky znézornit.

Pocitace ndm ovsem kromé moznosti hloubéji proniknout do fraktalni geometrie nabi-
zeji také moznost jejiho praktického uplatnéni v pocitacové grafice, a to predevsim pri
tvorbé film a pocitacovych her. Diky fraktalni strukture prirodnich itvart lze pomoci
pocitace animovat pohoti, oblaka, stromy, feky, apod. Nejstarsim prikladem pouziti

fraktali v pocitacové grafice jsou potom filmy Star Trek II: Khantiuv hnév a Star Wars:
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Epizoda IV - Ndvrat Jedii.

4.2 Medicina

Velmi vyznamné vyuziti nachazi fraktalni geometrie v mediciné. Mizeme si naptiklad
predstavit rozvétvujici se priudusky uvnitt plic, cévni a nervovou soustavu, ale také
¢innost nékterych organt, napriklad oc¢i nebo srdce. Vsechny tyto uvedené priklady
(a nejen ty) je mozné zkoumat pomoci fraktalni geometrie a tim zjistit vice o lidském
téle. Velkym prilomem je vyuziti fraktalni geometrie v onkologii, pricemz vzhledem
k tomu, ze fraktaly jsou v matematice zkoumany pomérné kratce, stoji vyzkum nado-
rovych onemocnéni za pomoci téchto ttvara spise na pocatku svého zrodu. V budoucnu

by ale fraktaly mohly prinést velky prilom v diagnoéze téchto onemocnéni.

Podstatou propojeni fraktalni geometrie s vyzkumem rakoviny je sledovani rozdilu mezi
fraktalni dimenzi zdravych bunék a dimenzi téch, které jsou napadeny rakovinou. Ta
je typickd ndhodnym chaotickym rastem bunék, coz presné odpovida sobépiibuznym
fraktalnim utvarim. Rakovinou napadena tkan se pak vyznacuje velkou spletitosti
cév a jejich vyrazné vyssim mnozstvim, nez je tomu u zdravé tkané, a tedy fraktalni
dimenze napadené tkané bude vétsi nez fraktalni dimenze tkané zdravé. Proto bude-li
pomoci fraktalni geometrie sledovan proces novotvorby cév v urcité tkani, tak nejenze
muze byt rakovina odhalena v raném stadiu, ale zaroven je mozné timto zptsobem sle-
dovat mechanismus vzniku nddoru. Do budoucna ma tedy fraktalni geometrie v tomto

medicinském odvétvi velky potencidl.[19) str. 3683-3686]

4.3 Fraktalni anténa

Vyuziti fraktaltt v mediciné a v pocitacové grafice spocivalo predevsim ve zkoumani
a aplikovani sobépribuznych fraktali na dany problém. V praxi ovSem najdeme vyuziti
i pro sobépodobné fraktaly. Prikladem jsou fraktalni antény, které vyuzivaji té vlast-
nosti nékterych fraktali, ze jejich délka lze libovolné zvétsovat na omezené casti roviny.
Nejvice se tyto fraktalni antény potom uplatnuji u mobilnich telefon a u zarizeni, které

vyuzivaji mikroviny spoj (tj. zafizeni slouzici k prenosu digitalniho signélu).[20]

Prikladem fraktalu, jenz je v praxi pouzivan pro konstrukei fraktalni antény, je Vicse-
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kv fraktal. Jedna se o sobépodobny fraktal, jehoz zakladnim ttvarem je ¢tverec. Ten

stejné jako pri konstrukci Sierpinského koberce pomyslné rozdélime na devét shodnych

¢tvercu, tentokrat ovsem neodebirdme ten prostredni, ale odebereme vsechny, které

sousedi s jeho stranami. Po prvni iteraci tedy ziskavame pét shodnych ¢tvercu s tre-

tinovou délkou strany oproti té ptivodni. Sobépodobnostni dimenze tohoto fraktalu je
In5 -

potom rovna {5 = 1,46497, zabird tedy v roviné pomérné dost mista, coz je u fraktalni

antény vyhodnou vlastnosti.

Obrazek 4.1: Vicsekuv fraktdl po tieti iteraci.

Dalsim prikladem fraktalni antény je tzv. H tree fraktal. Tento fraktél je zajimavy tim,
ze jeho fraktalni dimenze je rovna dvéma a jedna se tedy o k¥ivku, ktera vyplnuje celou
plochu. Zakladem je tsecka, v jejiz krajnich bodech jsou pii prvni iteraci sestrojeny
usecky k ni kolmé, ptricemz délka kazdé z nich je rovna délce ptivodni tsecky vydélené
druhou odmocninou ze dvou. Takto postupujeme dale s novymi tseckami a vznika

tak velmi rozvétveny obrazec pripominajici piseno H. Sobépodobnostni dimenze je pak

In2 __
rovna ;= = 2

T =T T—TJ T=T
S N O SN [ SN I I I o
H|FH |
| | EF
LT LT LT LT
4L 1 1 1 L 1

Obréazek 4.2: H tree po Sesté iteraci.
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Dalsimi fraktaly vyuzivanymi jako fraktalni anténa jsou napiiklad Sierpinského troju-
helnik s fraktalni dimenzi priblizné 1,58 a také Sierpinského koberec, jehoz fraktdlni

dimenze je priblizné 1, 89.
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5 Zivotopisné medailonky

Za vznikem fraktalni geometrie stoji mnoho matematiki, jejichz jména byla jiz zmi-
néna kuptikladu u téch nejznameéjsich sobépodobnych fraktali. Jako nejvyznamnéjsi
prukopnik fraktalni geometrie je zde uvadén Benoit B. Mandlebrot, ovSsem spousta

dalsich matematik®® ma na vzniku a rozvoji fraktalni geometrie také znacny podil.

5.1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor

Jednim z nejvyznamnéjsich matematiki, kteri prispéli ke vziku fraktdlni geometrie byl
némecky matematik Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor. Narodil se v roce 1845
v Petrohradé, od roku 1872 pak puisobil jako profesor na univerzité v Halle. Svou praci
vénoval predevsim teorii mnozin a pozdéji se také zabyval topologii a nekonecnem,
pricemz se mu podafilo objevit novy matematicky utvar — Cantorovo diskontinuum —
ktery jako jeden z prvnich predchazel vzniku fraktalni geometrie a samotnému vzniku

slova fraktal.[21]

5.2 Waclaw Franciszek Sierpinski

Dalsim z matematikii, ktefi vyznamné ptispéli ke vzniku fraktalni geometrie byl polsky
matematik Wactaw Franciszek Sierpinski. Narodil se v roce 1882 ve Varsavé a stejné
jako G. Cantor se vénoval zejména teorii mnozin a topologii. Mimo to se také zabyval
teorii ¢isel.[22] K fraktalni geometrii ptispél dnes jiz jednim z nejznaméjsich fraktalu
— Sierpinského trojtuhelnikem. Spolu s nim také popsal Sierpinského koberec a pozdéji
byly k témto dvoum utvartim nalezeny analogické utvary generované z prostorovych
utvart. V pripadé Sierpinského trojihelniku a koberce se opét jedna o tutvary predcha-

zejici vzniku fraktalni geometrie.
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5.3 Niels Fabian Helge von Koch

Niels Fabian Helge von Koch byl $védsky matematik narozeny v roce 1870 ve Stoc-
kholmu. Jeho vyznamnym dilem jsou prace tykajici diferencidlnich rovnic, v roce 1911
se navic stal profesorem matematiky na univerzité ve Stockholmu. Mimo to se stejné
jako W. Sierpinsky vénoval také teorii ¢isel.[23] Do fraktélni geometrie prispél dalsim
velmi znamym fraktalnim ttvarem, jehoz vznik ovsem také predchazel jejimu vzniku —

Kochovou ktivkou.

5.4 Gaston Maurice Julia

Velmi vyznamnym matematikem, ktery do fraktalni geometrie prispél novym typem
fraktdll, byl francouzsky matematik Gaston Maurice Julia. Narodil se roku 1893 v Al-
zirsku a jeho prace pozdéji inspirovala B. B. Mandelbrota pii jeho zkoumani fraktalnich
utvari.[I) str. 20] Gaston Maurice Julia stoji za vznikem tzv. Juliovych mnozin. Jedna
se 0 mnoziny konstruované v komplexni roviné, vysledkem téchto konstrukei jsou po-
tom ruzné ,divoké“ fraktalni obrazce. Jejich presna vizualizace je ovSem mozna pouze

za pouziti poc¢itacovych technologii.

5.5 Benoit B. Mandlebrot

Nejenze byl Benoit B. Mandelbrot nejvyznamnéjsim pritkopnikem fraktalni geometrie,
ale byl také jejim zakladatelem. Ackoli spousta fraktal vznikla davno pred tim, nez se
témito utvary zacal zabyvat Mandelbrot, byl to pravé on, komu se je povedlo sjednotit
do jedné geometrické skupiny. Mimo to jako prvni vizualizoval Mandelbrotovu mno-
zinu objevenou francouzskym matematikem Pierrem Fatouem a také jako prvni prisel

s pojmem fraktdal.

Benoit B. Mandelbrot byl francouzsko-americky matematik, ktery se narodil ve Varsave
v roce 1924. Témér cely svij zivot se zabyval fraktalni geometrii. V roce 1982 vydal
knihu The Fractal Geometry of Nature, pomoci které se mu podarilo proslavit fraktalni
geometrii.[I), str. 23] Béhem své prace byl inspirovin mnoha pracemi svych predchidet,
kromé prace G. Julii méla pro Mandelbrota velky vyznam naptiklad prace anglického

matematika Lewise Fry Richardsona zakladajici se na empirickych zjisténich. Diky této
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praci si vSiml rozdilnych udaji v pripadé délek pobrezi, coz ho privedlo ke zkoumani

fraktalni dimenze.

Diky Mandelbrotovi se tedy zprvu opomijenda fraktdlni geometrie dockala své slavy

a praktického vyuziti v riiznych védnich oborech.
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Z.aveér

Cilem této préace bylo popsat ttvary fraktalni geometrie pomoci fraktalni dimenze. V te-
oretické casti jsou predstaveny zakladni fraktaly a zptisob jejich konstrukce, nasledné
je pak vysvétlen rozdil mezi topologickou a fraktalni dimenzi. Déle jsou v praci uve-
deny tfi typy fraktalni dimenze — sobépodobnostni, obvodova a Minkowského dimenze
— a jsou zde odvozeny vztahy pro jejich vypocet. Pomoci sobépodobnostni dimenze je

pak spocitana fraktalni dimenze nékterych z uvedenych zékladnich fraktala.

Prakticka ¢ast prace se vénuje odhadu fraktalni dimenze riznych pobtezi a hranic statt
pomoci obvodové a nasledné i pomoci Minkowského dimenze, pricemz vysledky jsou pak
mezi sebou porovnavany. Ve vétsiné pripadu se vysledky téchto dvou dimenzi shoduji
nebo jsou velmi podobné, odhad lze tedy povazovat za pomérné presny. V nékterych
pripadech se ovsem vysledky mirné lisi, pti urcovani tedy dochazelo k neptfesnostem.
Jedna se pfedevsim o pobiezi Norska a o hranici mezi Portugalskem a Spanélskem. Pti
urcovani fraktalni dimenze prirodnich ttvart se navic k porovnani hodily vysledky em-
pirického vyzkumu L. F. Richardsona, k dispozici ovsem bylo pouze omezené mnozstvi

udaju.

Posledni ¢ast prace je vénovana jednak praktickému vyuziti fraktalni geometrie a frak-
talni dimenze v rtiznych oborech, kde jsou zaroven strucné uvedeny dalsi priklady
fraktala, které lze pouzit pri konstrukci fraktalnich antén, na zavér pak byla pridana

kapitola vénujici se nejvyznamnéjsim prukopnikim fraktalni geometrie.
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