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Na tomto misté bych rdda pod€kovala hlavné svému manzelovi, ktery mé po celou dobu
studia velmi podporoval. Jeho trpélivost, povzbuzeni i ochota pohlidat nase tii malé déeti

pro m¢ byly obrovskou pomoci pfi psani této bakalaiské prace.

Velké podékovéani patii také vedoucimu mé bakalatské prace za jeho konstruktivni

pfipominky a rady.



ABSTRAKT

Cilem této bakaladiské prace je napsat text, ktery by pokryval Siroké spektrum znalosti
0 osov¢ afinité¢ v roviné. Ma piinést komplexnéjsi ndhled na toto téma, nebot’ kombinuje
pfistupy syntetické i analytické geometrie. Kazdy z téchto pohledu totiz klade diraz na jiné

prvky ¢i vlastnosti osovych afinit.

Na zacatku jsou stru¢né predstaveny afinni transformace v rovin€ jako nadfazeny pojem
k osovym afinitam. Dalsi kapitoly pak ptfindsi definici a vlastnosti osovych afinit, jejich
Clenéni a ukazky konstrukci. Nechybi ani prezentace nékterych vyznamnych osovych
afinit, které je mozné blize specifikovat ¢i definovat - jako napiiklad elace, pravouhla

osova afinita, involutorni osova afinita, primitivni osova afinita apod.

Soucasti prace je také téma skladani osovych afinit a existence specifické grupy osovych
afinit. Posledni ¢ast prace pfinasi piehled riznych moznosti rozkladd obecnych afinit prave

s vyuzitim osovych afinit.

Jako zdroje pro tuto praci byla zvolena odborna literatura zamétena na afinni zobrazeni ¢i
geometrické transformace. Snahou bylo zachovat rozmanitost zdroji, proto text vychazi
z materiall Ceskych i zahrani¢nich, zaméfenych analyticky i synteticky a vydanych

v riznych obdobich zahrnujicich poslednich ptiblizné 50 let.

KLICOVA SLOVA
Osova afinita, smér afinity, charakteristika osové afinity, elace, involutorni osova afinita,

ekviafinita, primitivni osova afinita, rozklad afinit



ABSTRACT

The aim of this bachelor's thesis is to write a text that would cover a wide range
of knowledge about perspective affinity in a plane. It is intended to bring a more
comprehensive view of this topic, because it combines the approaches of synthetic and
analytic geometry. Each of these views emphasizes different elements or properties of

perspective affinities.

At the beginning, affine transformations in the plane are briefly introduced as a superior
concept to perspective affinities. The next chapters then provide the definition and
properties of perspective affinities, their breakdown and examples of constructions. There
is also a presentation of some important perspective affinities, which can be specified or
defined more closely — for example shear, oblique reflection, equiaffinity, primitive

transformation etc.

Part of the text is also the subject of composition of perspective affinities and the existence
of a specific group of perspective affinities. The last part of the thesis provides an overview

of various possibilities of decompositions of affinities using perspective affinities.

Professional literature focusing on affine mapping or geometric transformations was
chosen as the source for this work. The effort was to preserve the diversity of sources.
Therefore the text is based on Czech and foreign materials, focused analytically and

synthetically and published in different periods covering the last approximately 50 years.

KEYWORDS
Perspective affinity, axis of affinity, direction of affinity, scale factor of the affinity, shear,

oblique reflection, equiaffinity, primitive transformation, decomposition of affinities
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Uvod

V ramci svého studia na Pedagogické fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze jsem postupné
absolvovala téfsemestralni kurzy syntetické a analytické geometrie. Cast u¢iva v obou
pfedmétech se detailné vénovala geometrickym zobrazenim, hlavné shodnostem

a podobnostem, jejich skladanim a grupam.

V analytické geometrii bylo toto téma jesté doplnéno zobrazenim afinnim, které mi jako
prvni poodhalilo poznani mimo zékladni euklidovskou geometrii. Do této doby jsem uméla
rozli$it jen, pokud jsou dva trojuhelniky shodné ¢i podobné. Afinni zobrazeni mé vsak
zaujalo svym konstatovadnim, Ze mezi kazdymi dvéma libovolnymi trojihelniky existuje
popsatelné zobrazeni, ¢imz mé dosavadni geometrické predstavy zcela zastinilo. Zaujalo

m¢ to natolik, ze jsem se rozhodla zaméfit svou bakalatskou praci timto smérem.

Téma afinnich zobrazeni je vSak obzvlast v analytické geometrii hodné obsahlé, proto
bylo nutné ho vice zuzit. StéZejni ¢ast této prace se tedy vénuje predstaveni jen jednoho
typu afinniho zobrazeni, ato osové afinit¢ v rovin€. V ndzvu prace je navic uvedeno
,V roving®, tim jsem chtéla zdlraznit, Ze se v celé bakalaiské praci budu zabyvat vyhradné
vzajemné jednoznacnym afinnim zobrazenim roviny na sebe, neboli afinitou (¢i afinni

transformaci), a tudiZ i osovou afinitou v roving'.

Pii hlubSim studiu tématiky jsem zjistila, ze existuje Sirokd Skala ucebnich textl
a odbornych knih, které¢ zminuji osovou afinitu. Kazdy material vSak toto téma rozebira
trochu jinak — obsahem 1 formou. Pfi psani této prace jsem tedy musela nacist informace
a propojovat znalosti z riznych zdroji. NenaSla jsem totiz Zadnou knihu, ve které by bylo

napsano vse, co jsem do té doby nastudovala, z jinych materiald.

Mym cilem je tedy shrnout a popsat dostupné poznatky, které jsem v odborné literature

na téma osova afinita nasla, a to jak z pohledu syntetického, tak i1 analytického. To mtze

! Pojem osova afinita se pouziva také v prostoru. Pfedstavuje prosté afinni zobrazeni mezi dvéma riiznymi
rovinami (Cizmar 1984, s. 208, nebo Kraemer 1991, s. 92 - 97). Jedna se o specificky typ afinniho zobrazeni
v prostotu, které ma piimku samodruznych bodd (osu afinity) a mnozinu vSech samodruznych rovin tvofi

svazek rovin s osou afinity a osnova rovin rovnobéznych se smérem afinity.



byt piinosné, nebot’ n¢které véty a definice se snadnéji odvozuji analyticky, ov§em nékteré

spise synteticky. Navic to muze piinést komplexnéjsi pohled na dané téma.

Jako zdroje k tomuto tématu jsem primarné vyuzila zakladni i doporuCenou literaturu
k pfedmétim Syntetickd geometrie 1, 2 a Analyticka geometrie 1, 2, 3, které jsem v ramci
svého studia absolvovala. Sekundarné jsem si pak vyhledala dalsi odbornou literaturu
zaméfenou na afinni zobrazeni ¢i geometrické transformace. Snazila jsem se zachovat
rozmanitost zdroji, abych obsdhla téma co nejvice. Vychazela jsem tedy z materialt
Ceskych i zahrani¢nich, zamétenych analyticky 1 synteticky, vydanych v riiznych obdobich

zahrnujicich poslednich piiblizn€ 50 let.

V odborné literatufe na téma osové afinity ¢i afinit obecné jsem obcas narazila
na nejednotnost v pouzivanych terminech a pojmenovanich. Ve svém textu uvadim pojmy,
které jsou uzivany ve vétSin€ zdrojich, nebo v novéjSich zdrojich, ale vzdy zminuji
i alternativni nazvy. VSechny definice a véty uvedené v této praci jsem pievzala doslovné

nebo s menSimi upravami ze zdrojl, které jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Préci jsem se snazila strukturovat logicky a ptehledné. V prvni kapitole strucné predstavuji
vzajemné jednoznacné afinni zobrazeni v roviné€, nebot’ osova afinita je jednim jeho typem.
V dalSich kapitolach se uz vénuji jen osové afinité. Nejdiive uvadim jeji definici
a vlastnosti, nasledné se vénuji ¢lenénim osovych afinit a pfedstavuji n¢které vyznamné
osové afinity, které je mozné blize specifikovat ¢i definovat. Ctvrta kapitola obsahuje téma
skladani osovych afinit a existenci grup vytvotfenych z osovych afinit. V posledni kapitole
pak podrobné rozvaddim tvrzeni, ze osova afinita je zdkladni afinitou. To znamena, ze

kazdou afinitu lze ziskat slozenim osovych afinit.

Moji prioritou je napsat text, ktery by pokryval Siroké spektrum znalosti o osové afinité
v rovin€é. Velkym piinosem by mélo byt propojeni syntetického a analytického pohledu
na toto téma. Kazdy z téchto ptistupti totiz klade diraz na jiné prvky ¢i vlastnosti osovych
afinit. Druhotné by pak tato prace mohla pfinést ndzorngjsi nahled na rozklad afinit pomoci

osovych afinit, coz byva v literatufe zminéno jen okrajove.



1 Afinita v roviné

1.1 Struény vhled do odborné literatury k tématice

V literatufe muzeme vysledovat dva hlavni pfistupy, jak autofi zavadi pojem osova
afinita. Prvni zpiisob zavadi nejdfive pojem afinni transformace (afinita) a jeji vlastnosti,
az nasledn& predstavi osovou afinitu jako specialniho piedstavitele afinit. Cast&ji se

s timto pfistupem setkame u odbornych textli zamétenych na analytickou geometrii (napf.

Bodek a gediV}" 1979, Lavicka 2006, Sekanina aj. 1988, Stehlikova 2006-2008 a dalsi).

V druhém piipad¢ zase autofi na zacatku podrobnéji popisi spiSe osovou afinitu a jeji
vlastnosti, pak pojem afinita a afinni grupa ptfedstavi pomoci skladdni osovych afinit.
Tento postup je typictéjs$i spiSe pro synteticky piistup, nebot’ vyuziva geometrické
nazornosti pii konstrukci osovych afinit (Jeger 1969, Kutina 2002). Ale mize se objevit
i v publikacich zaméfenych analyticky. Napiiklad koncept zavedeni vlastnosti afinit
ajejich dokazovani pomoci piesné¢ definovanych osovych afinit (tzv. ,primitive

transformations, Gans 1969), které blize definuji v kapitole 3.4.

V nekterych materidlech, které jsem béhem psani této prace prostudovala, se zase
objevuji jen dil¢i informace o afinnich zobrazenich nebo osovych afinitach. Napf.
Brannan aj. (1999) ptedstavuje pouze afinni transformace a jeji vlastnosti, aniz by se
o osovych afinitdich zmiioval. Naopak v Jelinkovi (1976) se objevuje vedle shodnosti
a podobnosti informace pouze o jedné afinité, a to o elaci (v knize uvadéna jako zkoseni).
Podobné Judith Cederberg (2001) definuje afinni transformace, ale jako jejich ptiklad

uvadi pouze elaci a pravouhlé osové afinity. Nezahrnuje tedy celou Skalu osovych afinit.

1.2 Definice a zakladni vlastnosti afinit
Ja jsem si zvolila prvni variantu zavedeni pojmu osova afinita. To znamena, Ze nez se
budu vénovat tématu osovych afinit, struéné predstavim jejich nadfazenéj$i zobrazeni,

a to afinni transformace (afinitu).

Definice 1.  Vzajemné jednozna¢né zobrazeni f roviny A, na sebe (f: A, = A,) se nazyva
afinni transformace roviny A, (nebo v roving), zkracen¢ afinita v rovin€ A,, jestlize zobrazi
tii ruzné kolinearni body X,Y,Z opét na kolinearni body f(X), f(Y), f(Z) a délici pomér
bodi X, Y, Z a jejich obrazii se rovna, tj. (X,Y,Z) = (f(X),f(Y),f(Z)).



Pro pifipomenuti délici pomér jednoznacné udava polohu bodu na piimce vzhledem ke

dvéma pevné danym bodim této primky.

Definice 2. M¢jme dénu pfimku AB a na ni bod C. Pfi rovnosti vektori AC = 1+ BC se
redlné Cislo A nazyva délicim pomérem bodu € vzhledem k bodiim A, B (pravé v tomto
poradi) a znaci se A = (ABC).

Podle této definice je A € (0,1) pro bod C lezici vné usecky AB za bodem A, 1 = 0 pro
C =A, A< 0 pro bod C lezici uvniti use¢ky AB, neexistujici A pro C = B a 1> 1 pro
bod C lezici vné tisecky AB za bodem B (viz obr. 1). Délici pomér nedosahuje hodnoty

A =1 pro zadnou polohu bodu C (Bocek a Zhouf 2012, s. 120).

(ABC) <0 (ABE) = 1

L
Ll

A Cc

m 4
M

Obr. 1  Hodnota delictho pomeéru podle vzdajemné polohy bodii

Pro absolutni hodnotu dé€liciho poméru A plati vztah (s uzitim velikosti usecek):

|AC]|

|Al = |(ABC)| = 1BCI

Zékladni vlastnosti afinni transformace roviny (Brannan aj 1999, s. 55):

Véta 1. Afinni transformace f roviny zobrazi pfimku na pfimku.

Véta2. V afinité f se dvé rovnobézné piimky zobrazi opét do dvou rovnobéznych piimek.

Na definici afinni transformace, kdy se tfi rizné body piimky zobrazi opét na tii riizné

body ptfimky, navazuje také zakladni véta afinni geometrie (Brannan aj 1999, s. 67-71):

Véta3. Necht P,Q,R a P’,Q’, R’ jsou dvé mnoziny tii nekolinearnich bodt (nelezicich
na jedné pfimce, tj. tvofici A PQR a A P’Q’R’) v A,. Potom existuje afinni transformace f
roviny A,, kterd zobrazi f(P) = P’,f(Q) = Q" a f(R) = R’. Tato afinni transformace f

roviny 4, je ur¢ena jednoznacné.

Dusledkem toho tvrzeni plati, Ze vSechny trojihelniky v rovin€ jsou afinné ptibuzné. To
znamend, ze mezi kazdymi dvéma libovolnymi trojuhelniky A ABC a A DEF v roviné

existuje praveé jedna afinni transformace f, ktera zobrazuje f (A ABC) = (A DEF).



1.3 Analyticky predpis afinit
Definice 3.  Bud’ v afinni roviné A, zvolena afinni soustava soutfadnic. Pak ma vzhledem
x'=ax+by+m

k ni afinni transformace analytické vyjadieni  f: { ,

Y = cx +dy +n, ad —cb # 0.

Pii afinni transformaci f se tedy bod X o soufadnicich [x, y] zobrazi do bodu f(X) = X"
o soufadnicich [x’,y’], pficemzZ se soufadnice bodu X“ vypoétou ze soufadnic bodu X
podle dané rovnice afinity f.

Rovnice afinity f lze napsat také v maticovém tvaru f: X" = FX + T, kde F je regularni
b) a T = [m,n]” ptedstavuje soufadnice obrazu pocatku afinni soustavy

d
soufadnic f(0), kde 0[0,0].

. a
matice (
c

Poznamka. Tento zapis navozuje skuteCnost, ze afinita f:X = FX + T je vysledkem
dvou zobrazeni f: X' =FX a f": X" = X"+ T (vtomto pofadi). Zobrazeni f: X" = FX
se oznaluje jako linearni slozka afinity’ a zobrazeni f:X" =X +T je posunutim

(neboli translacni slozkou afinity; Kadlecek a Trojak 1984, s. 56).

Pro analyticky ptedpis afinit se v§ak podle mé vice hodi vyuziti homogennich soufadnic.
Pokud mame afinni rovinu A,, pak homogenni soufadnice vektoru u = (uq,u,) je
tvofena uspofadanou trojici ¥ = (uq,u,, 0) a homogenni soufadnice bodu X = [x;, x,] je

uspoiadana trojice X = [x1,X,,1]. Maticovy =zapis F’ = FX + T v homogennich

soufadnicich pak musi byt ve tvaru F’' = (Z 711) X, kde F je regularni matice
@ Z) T = [mn]" a0 = (0,0) je nulovy vektor (Olgék 2010),
a b m
Pro afinitu f tedy plati téZ rovnice f: X" = FX, kde F=(c d n | je matice afinni
0 0 1

transformace f v homogennich soufadnicich, pfitom ad — cb # 0, tzn. det(F) # 0.

2 Cizmar (1984, s. 180) oznatuje takto definovanou transformaci f:X = FX jako centroafinni
transformaci. Nazev souvisi s tim, Ze v kazdé centroafinni transformaci je bod O = [0,0] invariantni. Jeji
vyhodu vidi v jednodu$$im analytickém vyjadfeni matice transformace. Centroafinni transformace navic
tvofi samostatnou podgrupu grupy afinit vzhledem ke skladani.
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Toto vyjadreni afinit je velmi vyhodné, nebot’ se sklada pouze z jedné matice. UZiteCnost
tohoto zéapisu se projevuje hlavné pii skladani afinit, které lze provést jen pomoci
nasobeni matic. V dal$im textu pouzivam ptfedevSim toto analytické vyjadreni afinnich

transformaci.

Geometricky si matici F afinni transformace lze pfibliZit pomoci zobrazeni trojuhelniku
0XY, kde 0 =[0,0],X = [1,0],Y = [0,1]. Vrcholy trojuhelnika se v afinité f promitnou
do bodi O"=[m,n], X' =[a+m,c+n], Y =[b+m,d+n] (viz obr. 2). Vektory
i=X0=(10) a B= Y0 =(0,1) se v afinit® promitnou do vektori v’ = X0 =
(a,c), respektive do v=Y0 =(bd), coz jsou prvky piimo z matice afinity F

(Stehlikova 2006-2008, s. 53).

Y =[0;1] X' = [a+tm;c+n]

v =(0;1)

)| u=(1;0)
O =[0:0] X=[1;0]

Y' = [b+m:d+n]
Obr. 2 Zobrazeni trojuhelniku OXY v afinite f

1.4 Skladani afinit a grupa afinit

X a
M¢jme dvé afinni transformace f a g dané rovnicemi f: <y> = (c
1 0

o T

) 6)

x A B M x
ag: |y |=(C D N (y) Predstavme si situaci zobrazenou na obr. 3, kdy je bod
1 0 0 1 1

X[x,y] zobrazen afinitou g na bod X;[x;,y;] a nasledné je pak zobrazen afinitou f

nabod X'[x", y’]. Hledejme zobrazeni h, které ptimo zobrazi bod X[x, y] na bod X'[x”, y'].

11



XI
Obr. 3 Ukazka skladani afinit v roviné

g X1 A B M X
Zminéna skuteCnost Ize zapsat rovnicemi X — X;: <y1> =|C D N|- <y);
1 0 0 1 1

f x a b m X1 X1
X1=>X: |y |=|lc d n]|- <y1>, odkud po dosazeni <y1> z prvni rovnice
1 0 0 1 1 1

b m A B M X
d n)(C D N)'<Y>.
0 1 0 0 1 1

Ziskané zobrazeni h piifazujici bodu X bod X = f(g(X)) vzniklo tedy slozenim

h x’
do druhé dostaneme X — X <y> = <
1

o a0 Q

zobrazeni g a f. Dand operace se oznacuje jako skladani afinnich transformaci a znaci se
h=fog nebo h=f-g=f(g(X)). Skladani afinit je asociativni fo(goh) =
=(fog)oh, ale obecné neni komutativni fo g # gof. Proto je dilezité potadi
skladani.

Pfi skladani afinnich transformaci lze vysledovat rozdilnost mezi syntetickym
a analytickym pfistupem. Zatimco synteticky najdu slozené zobrazeni h tak, ze nejdiive
provedu konstrukci afinity g a nasledné afinity f, analyticky stejné zobrazeni h ziskdm

jako slozeni afinit v pofadi opa¢ném f o g, tj. vynasobenim matic téchto zobrazeni F - G.

Véta4. Mnozina vSech afinnich transformaci roviny tvoii vzhledem k operaci skladani
zobrazeni grupu, tzv. afinni grupu roviny.
Diikaz. Otestujeme vSechny podminky existence grupy.
1) Uzavienost grupy — Vznikne sloZzenim dvou afinnich transformaci f, g opét afinni
transformace? Mé&me afinity f, g dané maticemi F, G. Slozeni afinit (f o g) lze vyjadfit
soucinem matic

a b m A B M aA+bC aB+bD aM+bN+m
F-G=<c d n)'(C D N)=(cA+dC c¢B +dD cM+dN+n>.

0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Tato vyslednd matice je opét matici afinni transformace, nebot’ mé obecny tvar afinity

p q u
<r s v) a zaroven se jeji determinant nerovna nule, tj. det(F - G) # 0. Odvozeni
0 0 1

vychéazi ze skuteCnosti, ze det(F - G) = det(F)- det(G) a pro afinity f a g plati
podminky det(F) # 0 a det(G) # 0.

2) Asociativita je splnéna, nebot’ ndsobeni matic je asociativni operace.
3) Inverznim zobrazenim k afinité f s matici transformace F je afinni transformace f~1
s matici F~1. Matice F~? existuje vzdy, protoZe F je regularni étvercova matice.

4) Neutralni prvek tvofi afinita f;; vyjadiena jednotkovou matici E (identitou).

V afinnich transformacich je vyhodné zjistovat tzv. samodruzné prvky (body, pfimky,

smeéry), jez se zobrazuji samy na sebe.

Definice 4. Bud f afinita v roviné¢ A dand matici F. Bod X € A se nazyva samodruzny
bod afinity f, pravé kdyZ f(X) = X, neboli FX = X. Mnozina M € A se nazyva mnozina
samodruznych bodd, je-li kazdy jeji bod samodruzny.
VétaS. Mnozina vSech samodruZznych bodl afinity f afinniho prostoru A, bud’ tvofi
afinni podprostor prostoru 4,, nebo je to mnoZina prazdna.
Pro afinni rovinu (n = 2) tedy mnozina samodruznych bodi mutize byt:

a) cela rovina A — jedna se o identickou transformaci, v niZ jsou vSechny body

1 ostatni geometrické Utvary samodruzné (Lavicka 2006, s. 9);

b) ptimka samodruznych bodii — jedna se o afinitu nazvanou osova afinita;

¢) jeden samodruzny bod;

d) prazdna mnoZzina - afinita f pak nema Zadnéa samodruzny bod.
Definice 5. Bud’ f afinita v roviné A dana matici F. Piimka p € A vyjadfena v obecném
tvaru jako p: Sx + Ty + V = 0 se nazyva samodruzna ptimka afinity, pokud pro libovolnou
realnou konstantu t plati (S,T,V) - F = t(S,T,V) (Stehlikova 2006-2008, s. 42).
Definice 6. Bud’ f afinita vroviné A dand matici F. Nenulovy smér nazveme

samodruznym smérem afinity f, pravé kdyz Fu = k - u, kde k # 0.

Dle samodruznych bodi a smérti 1ze afinity dale Clenit. Ja se vSak uz zaméfim pouze

na jeden specidlni typ afinity — a to na jiZz zminénou osovou afinitu v roving.
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2 Osova afinita v roviné

2.1 Definovani osové afinity
Nejdiive navazu na predchozi kapitolu a predstavim osovou afinitu z analytického

pohledu. Ten vychazi z klasifikace afinit podle stanoveni invariantnich bodt a sméra.

Véta 6. Afinni transformace roviny, kterd ma pfimku samodruznych bodt, se nazyva

osova afinita. Pfimka samodruznych bodu se pak oznacuje jako osa afinity.

Pro osovou afinitu neexistuje jednoduchy obecny maticovy zapis. Jak tedy mezi afinitami
rozpoznat matici osové afinity? Jeji urCeni vychazi ze stanoveni samodruznych bodu.
Samodruzny bod se zobrazuje sam na sebe X = X. Je-li afinita f dana maticovou rovnici
X = AX (v homogennich soufadnicich), jsou jeho samodruzné¢ body urCeny rovnici

(A—E)X = 0,kde E je jednotkova matice a O nulova matice (Sekanina aj. 1988, s. 24),

a—1 b m\ /X1 0
tj. c d—1 n <x2>= 0
0 0 0 1 0

Jedna se tedy o dvé rovnice o dvou nezndmych
(a—1Dx; +bx, +m=0
cx;+(d—1Dx, +n=0.
Osova afinita m4 nekoneéné¢ mnoho samodruznych bodl, které tvoii ptimku. Pro

existenci pfimky samodruznych bodii tedy musi platit, Ze hodnost matice soustavy

(a —1 b ) a rozSifené matice soustavy (a -1 b m) se musi rovnat 1.
c d—1 d—1 n
a b m
Matice A=(c d n | je matici osové afinity a praveé tehdy, kdyz (ad — bc) # 0
0 0 1
azélroveﬁhod(a;1 dfl)zhod(azl dél 7_:)=1.

Rovnice pifimky samodruznych bodi, tj. osy afinity se vyjadii jednim ze vztahh3

o:(a—1)x+by+m=0,neboo:cx+ (d—1)y+n=0.

3 Bud’ je jeden ze vztahii rovnosti 0 = 0 a druhy rovnici osy afinity, nebo oba vztahy vyjadfuji rovnici téze
ptfimky, tj. osy afinity (Stehlikova 2006-2008, s. 47).
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Pravé jsem pfedstavila osovou afinitu pomoci podminek, pro které je matice afinity
zaroven 1 matici osové afinity. V pfipad¢€, Ze je vSak osova afinita urCena osou afinity
a dvéma odpovidajicimi si body, 1ze matici osové afinity odvodit pomoci nésledujiciho
tvrzeni.

Véta7. Osova afinita a sosou afinity rx + sy +t = 0, kterd pfevadi bod P[p,q]
dobodu P'[p’,q’] a P # P’, ma analytické vyjadieni (Sedlaf, s. 4):

, p —p
x'=x —_—— t(rx sy +t)

, q —q
=y+————(rx+sy+t).
y' =y ———— t(rx sy +t)

Odvozeni (Lavicka 2006, s.15-16). Z ptedchoziho textu vime, ze pro osovou afinitu a
danou matici A je ptimka samodruznych bodu o0;: (a — 1)x + by + m = 0, nebo také
0:cx +(d—1)y +n=0. Obé tyto rovnice tudiz museji byt jistym A; nasobkem
zadané osy afinity rx + sy +t = 0, tj.

(a—Dx+by+m= A, -(rx+sy+t)
cx+(d—-—1Dy+n= A,-(rx+sy+¢t).
Upravou téchto rovnic ziskame tvar

ax +by+m=x+A-(x+sy+t)

N~— —_—

,

X
cx+dy+n=y+ A, - (rx +sy+1t).
>

Zbyva dofesit, jak vypocitat hodnoty A; a A,. Jelikoz zname soufadnice bodu P[p, q]
a jeho obrazu P'[p’, q"] = a(P), pak musi platit
p’=p+A-(rp+sq+t)
q=q+ A;-(rp+sq +10),
odkud snadno odvodime
2 = P -p 2, = -9
(rp+sq +t) (rp+sq +t)
Dalsi vlastnosti osové afinity z pohledu analytické geometrie (napf. samodruzné sméry,
smér afinity, modul osové afinit apod.) budou popsany v dalSich podkapitolach. Nyni se

zam¢iim na predstaveni osové afinity z pohledu syntetické geometrie.
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Kufina (2002, s. 163-165) definuje osovou afinitu zcela ve shod¢ sjiz
uvedenym analytickym pfistupem (Véta 6): ,,Afinni transformace roviny, kterda ma
piimku samodruznych boda, se nazyva osova afinita®.

Ukazme si, Ze uz z tohoto poznatku vyplyva konstrukce obrazu B” libovolného bodu B,
pokud mame danu osu afinity o a dvojici sobé odpovidajici bodi A, A’, z nichz zZadny
nelezi na ose. Takova osova afinita se ¢asto zapisuje jako a(o,A,A"). V angli¢ting se pro

“4 nebo ,,axial stretching*

takto definované zobrazeni pouziva termin ,,perspective affinity
(Jeger 1969, s. 111).

Predpoklady pro konstrukci. Ptimku AB oznacime jako p a jeji prisecik s osou o jako
bod X. Osa o je ptfimka samodruznych bodi, bod X je tedy vzorem a zaroven i svym
obrazem X'. Z definice afinni transformace (Definice 1) vime, Ze tii kolinearni body
A, B, X € p se zobrazi do tii kolinedrnich bodit A", B', X’, proto bod B" € p” = A’X’. Dalsi
vlastnosti afinit je, Ze zachovavaji délici pomér. Pokud tedy plati, Ze

(ABX) = (A",B",X"),

je piimka BB’ rovnobé&zna s ptimkou AA” (obr. 4).

Obr. 4 Ukdzka konstrukce obrazu bodu B v osové afinité a(o, A, A”) — varianta 1
Je-1i ptimka p = AB rovnob&zna s osou o0, musi byt s osou o rovnob&zny i obraz piimky
p’ = A'B’. Pokud p Nn o = {@}, tak neni mozné, aby existoval pruseé¢ik p" N o. Prvnim

predpokladem je tedy skutec¢nost, ze bod B lezi na rovnobézce p’.

4 Doslovny preklad ,,perspektivni afinita“ se v ¢estiné piili§ nepouziva. Zminuje ji ale tieba Kraemer (1991,
s. 93) jako alternativni nazev k osové afinité. Ve slovenstiné pak Cizmar (1984, s. 191) pojem
»perspektivna afinita® a osova afinita uvadi jako dva mozné nazvy téze afinity v 4,.
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V dalsim kroku zvolime libovolny bod C & p. Dle vySe zminéného postupu sestrojime
nejdiive obraz bodu C v osové afinité a(o,A,A") a nasledné se provede konstrukce

bodu B’, pti které vyuzijeme osu o a odpovidajici si body C a C” (obr. 5).

Obr. 5  Ukdzka konstrukce obrazu bodu B v osové afinité a(o, A, A") — varianta 2

Muzeme také libovolny bod C € p zvolit zamérn¢ tak, aby pifimka CB || AA’". Obraz
bodu C’ jiz umime sestrojit, stejn¢ jako vime, Ze obraz Y pruseciku ptimky n = CB
sosou o je bod Y' =Y. To vSak znamend, ze obrazem piimky n =n". Bod B € p N n,

proto bod B’ ziskame jako B” € p” N n’, pfitom vznikne rovnobéznik ABA'B’ (obr. 6).

X=X

Obr. 6 Ukdzka konstrukce obrazu bodu B v osové afinité a(o, A, A") — varianta 3

V literature jsem objevila jeste jednu starSi definici osové afinity, kterd vychazi z jinych

urcujicich prvka (M. Jeger 1969, s. 110-111):
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Definice 7.  Mg&jme v roviné piimku o a smér dany vektorem® 4. Dale zvolme nenulové
realné Cislo u. Jako osovou afinitu s oznafenim a(o,u,u) budeme nazyvat takové
zobrazeni, pro které plati nasledujici pravidla:
1) pfimky prochazejici vzory a jejich odpovidajicimi obrazy jsou
rovnobézné se zadanym smérem,;

2) pro kazdy par odpovidajicich si bodi P, P* mame

P'P* = u-PP*,
kde P* piedstavuje prisecik piimky PP’ s piimkou o. Pokud je u |l o,
pak vzdy plati yu =1.
Konstrukce. Tady se vychazi piimo z definice. Pokud mame mimo osu o libovolny

bod A, sta¢i bodem A vést rovnob&Zku n se smérem u. Ziskame tak bod A* € n N o.

Nasledné pak na zaklad¢ zadaného u uréime na pfimce n bod A” (obr. 7).

Obr. 7 Ukdzka konstrukce obrazu bodu A v osové afinité a(o,u, 1)

Osova afinita byva nejCastéji urena praveé osou afinity a parem odpovidajicich si bodl
mimo tuto osu. Neni to vSak jediny zplsob, jak osovou afinitu urcit. MiiZze byt zadana
napiiklad tfemi pary odpovidajicich si bodii (44", BB’,CC’), nebo dvéma riiznobéZnymi
pfimkami a,b # o a jejich obrazy a’,b” apod.® Pokud je osové afinita zadéna jinak, je
treba nejdfive urcit pravé osu afinity a body, z nichZ jeden je vzor a druhy jeho obraz.

Potom se postupuje dle uvedeného postupu ziskdvani obrazi bod.

> M. Jeger tento smér nedefinuje vektorem, nybrz jako uhel, ktery tento smér svira s piimkou o.

6 Moznosti urenosti osové afinity i postup konstrukce osy a odpovidajicich si bodd v jednotlivych
pfipadech popisuje Plichtova (2013, s. 26-29) a lze je najit v jeji webové aplikaci pod odkazem
[https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~jole/plichtova/Diplomka/AfinitaAKolineace/?page=0A].
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2.2 Samodruzné sméry, smér afinity

Nyni se zaméfim na samodruzné sméry v osové afinité, nebot’ predstavuji vyznamnou
vlastnost, jez se vyuziva pii konstrukci obrazl v osov¢ afinité. To je patrné i z nasledujici
vety.

Véta 8. Necht je piimka p uréena bodem A a nenulovym vektorem . Je-li vektor U
samodruzny, zobrazi se piimka pv osové afinit¢ na pfimku p° sni totoznou

¢i rovnobéznou.
Samodruzny smér je takovy smér, ktery se v afinité¢ zobrazi sdim na sebe. Pro obraz
vektoru u v afinité¢ f dané matici A = (Ccl Z) (tj.nerozsitené) tedy musi platit vztah

Ad = 2u, kde 2 je nenulové redlné cislo. Hledani samodruznych smérti v afinitach
obecné vychazi z hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice A. Aby existovalo jiné
nez trivialni feSeni soustavy rovnic, tak determinant det(A — AE) = 0. Dosazenim se

ziska charakteristicka rovnice
(a—A)d—-2)—cb=0,
z niz se zjist'uji vlastni ¢isla A.
V ptipadé osové afinity se vSak samodruzné smeéry urcuji sndze. Prvnim samodruznym

smérem je smér osy afinity. Pro pfimku samodruZznych bodl totiz plati, Ze smérovy

vektor se zobrazi sdm na sebe a navic neméni svou velikost. Vysvétleni je jednoduché.
Mam-li dva libovolné body A, B € o, které tvoii vektor ¥ = AB. Jejich obrazy jsou body
A"=A a B’ = B, proto obrazem vektoru a(#)= A'B’ = AB = %. Pro rovnici Al = Ai
setedy v tomto piipad¢ vlastni ¢islo 4, =1 a vlastni vektor odpovidd smérovému
vektoru osy afinity, tj. & = (b; 1 — a) nebo U = (1 — d; ¢).

V osové afinité vSak existuje jesté¢ jeden samodruzny smér, ktery se nazyva smér afinity

aje uren spojnici vzoru a obrazu bodu v osové afinité, tj. ¥ = AA’. Z analytického

a b m
vyjadieni matice A = (c d n) osov¢ afinity (uvedeno blize na str. 14 v ramecku)
0 0 1

b

vime, ze musi platit hod (a;l d—1 T:ll) = 1. Ztoho plyne, Ze kazda dvojice
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vektord (m;n), (a — 1;¢) a (b;d — 1) je lincarné zavisla. Tyto vektory pak uréuji smér
afinity (Stehlikova 2006— 2008, s. 47).

Synteticky Ize smér afinity urcit jako vektor mezi dvéma odpovidajicimi si body lezicimi
mimo osu afinity. Pro ilustraci zvolim body X =[0;0], A =[1;0] a Y =[0; 1], kde
X,AY¢0. Ty se pak zobrazi do bodd X =[m;n], A =[a+m;c+n]
aY’ =[b+ m;d + n] (obr.8).

Smér afinity pak ur€uji linedrné zavislé nenulové vektory AA’ = (@a=14+m;c+n),
XX’ =(mn), YY =(+m;d—1+n) & jakékoli jejich linearni kombinace,
tj. i vektory (a—1;c) a (b;d — 1).

Y' = [b+m,d+n]

u = (b+m,d-1+n)

'Y =[0,1]
X'=[m,n] A"=Ja+m,c+n]

= ) = (a-1+m.c+n)~"
u = (mjn) bVU\(a1 my)

X'= [o,O]W

Obr. 8 Ukazka odvozeni sméru afinity

Poznamka. Existuje 1 specialni osova afinita zvana elace (zkoseni), pro kterou je smér osy
afinity a smér afinity totozny (viz kapitola 3.3).

Poznamka. Smér osové afinity v roviné a smér jeji osy jsou jediné sméry, které pfechazeji
touto afinitou samy v sebe (Kraemer 1991, s. 97). Tato skuteCnost vychdzi pifimo
z moznosti FeSeni odvozené charakteristické rovnice (a —A1)(d — A1) —cb = 0. Stupeni
polynomu této rovnice (tj. n = 2) totiz udava maximalni pocet vlastnich ¢isel, ktera pak

generuji vlastni (samodruzné) vektory.
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Vsechny piimky urcené libovolnym bodem a vektorem sméru afinity jsou samodruzné
piimky, tzn. Ze se zobrazi samy na sebe. Oproti tomu pfimky majici smér stejny jako osa

afinity jsou bud’ pfimo osou afinity, nebo jsou s ni rovnobézné.

Smér afinity pfedstavuje dulezitou vlastnost osové afinity, ktera se vyuziva pfi
konstrukei. Diky nému lze také osovou afinitu snadno rozliit od jinych afinit, coz
priblizuje nasledujici tvrzeni.

Véta9. (Desarguesova) Jsou-li ABC, A’B’C’ dva trojuhelniky takové, Ze piimky
AA’,BB’,CC’ jsou rovnobézné, pak existuje osova afinita, nebo translace, ktera prevadi

trojuhelnik ABC do trojuhelniku A’B’C” (Kufina 2002, s. 169).

Obr. 9 Desarguesova véta — ukdazka

Ukazku tohoto tvrzeni zachycuje obrazek 9. Na ném jsou tfi riizné trojuhelniky A;B;Cy,
A,B,C, a A3B3C3, ptitom body A4,4,,4; € a, By,B,,B3 € b, C1,C,,C3 € ¢ apiimky
all b Il c. Mezi kazdymi dvéma trojuhelniky existuje osova afinita. Trojihelnik A;B;C;
se zobrazuje do trojuhelniku A,B,C, v osové afinité¢ dané osou 0;,, A A;B,C; se
zobrazuje do A A3B3;C; vosové afinit¢ dané osou 0,3 a AA,B,C, se zobrazuje
do A A3B3;C5 v osové afinit¢ dané osou 0,3. Ve vSech piipadech je smér afinity stejny

a odpovida smérovému vektoru ptimek a, b, c.
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Smér afinity tudiz stanovuje, jakym smérem se méni poloha jednotlivych bodii v osové

afinité.

2.3 Charakteristika / modul osové afinity
Véta 10. M¢jme osovou afinitu a(o, 4, A”) danou osou afinity o a dvéma odpovidajicimi
si body A # A" takovou, Ze ptimka AA” je rliznobéZna’ s osou afinity a protina osu afinity
v bod¢ A,. Potom pro kazdy par odpovidajicich si bodi X, X" abod X, (X, € XX N o) je
délici pomér (X'XX,) = (A’AA,) konstantni. Dé&lici pomér (A’AA,) se nazyva
charakteristika osov¢ afinity (nékdy 1 modul ¢i koeficient osové afinity), znaci se k

AAy = k- A4,
a pro absolutni hodnotu k plati

|A"Ao|

k| = |(A"AAp)| = :
WA= T,

Z definice déliciho poméru (Definice 2 v kapitole 1.2) vime, Ze charakteristika osové
afinity k = (A’AA,) nabyva kladnych hodnot z intervalu (0;1) U (1;0) pro bod A,
lezici vné tisecky AA’, nebot’ vektory A"A, a AA, maji stejny smér. Naopak k je zdporné

pro Ay lezici uvniti Gsecky AA". Jedna se o ptipad, kdy vektory A"Ay a AA, jsou opacné.

Jinak feceno to znamenad, Ze pro hodnoty charakteristiky k > 0 lezi vzory i obrazy bodi
ve stejné poloroving od osy afinity. Pokud je charakteristika osové afinity k < 0, pak
vzory a obrazy bodil lezi v riznych polorovinach od osy afinity. Pfipad, kdy A" = 4,

nastat nemuze, proto k # 0.

Diikaz Véty 10. V dané osové afinité¢ znadme osu afinity a odpovidajici si body 4, A". Dle
podminek osové afinity doplnime dalsi par odpovidajicich si bodi X,X". Bod A4, je
prusecik pfimky AA” a osy afinity, bod X, pak prisecik piimky XX a osy afinity. Bod Y
je samodruznym bodem piimky AX (obr. 10). Dle véty (uu) jsou trojuhelniky
AAY,XX,Y adale A’Ay,Y, X' X,Y podobné.

Z podobnosti trojihelnikl vyplyvaji mezi vektory vztahy

7 Vylou¢ime tedy osovou afinitu, kdy smér afinity je rovnob&Zny se smérem osy (elace). V takovém
piipadé totiz neexistuje prisecik ptimky AA” s osou afinity o.

22



|[AA,| XX, A" A, 1X'X,|

= a = .
14 Y] XY 141 1X,Y]
Upravou a dosazenim do definice charakteristiky osové ziskame (Plichtova 2013, s. 24)
| I |X,Xo|'|AoY| I |
. A'A, |XoY| XX, ,
|k| - I(A AAO)I - |AAO| - |XXO|'|AOY| - |XX0| - |(XXX0)|'
[XoY|

Z podobnosti zminénych trojuhelnik také vyplyva AA, =p- XX, a A4, =p - X'X,,
kde p > 0 je pomér podobnosti. Vektory A4, a XX, maji tedy stejny smér, stejn¢ jako
vektory A’A, a X'X,. Proto i znaménka délicich poméra (A°A4,) a (X'XX,) jsou

totozna.

Obr. 10 Charakteristika osové afinity — ditkaz

Poznamka. Charakteristika osové afinity definovana dle Véty 10 nikdy nenabyva hodnoty

k = 1 a neni uréena pro elaci (ptipad, kdy je smér afinity rovnobézny s osou afinity).
Zkusme odvodit hodnotu charakteristiky osové afinity k = (P'PP,) v situaci, kdy

prasecik P, osy afinity a ptfimky PP’ se blizi nekone¢nu (obr. 11), tzn. osa afinity je

témef rovnobeézna se smeérem afinity (elace).

Obr. 11 Charakteristika osové afinity pro Py jdouci do nekonecna
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Ze vztahu PPy = k - P—P(; lehce odvodime, ze pokud jde bod P, k +oo, tak oba vektory
maji stejny smér. Délici pomér (P'PP,) bude tedy v obou piipadech kladny. Ted

odvodime hodnotu d¢€liciho poméru.

im k= i |P"Py| . E|PP|+ |PPy| L
m = 1llm = Ilim =4+ —
Py—>too Py—too |PP0| Py—to0 |PP0| e

+1=0+1=1,

kde P # P’, P, P” # P, a kde c je nenulové realné Cislo.

Charakteristika osové afinity dokaze také urcit, jak se méni velikost Utvarti v osové
afinité.
Véta 11. Osova afinita a v roviné budiz urcena osou o a uspotradanou dvojici riznych
bodi A,A". Necht vtéto afinit¢ je obrazem libovolného konvexniho n-thelniku
BiB, ..B, (n >3, celé) s obsahem S konvexni n-uhelnik B;B, ... B, majici obsah S,
potom plati (Kraemer 1991, s. 99):

a) Je-li osova afinita a elaci, je S = S.

b) Neni-li osova afinita a elaci a ma-li charakteristiku k, je S” = |k| - S.

Diikaz. Zvolme trojuhelnik ABL, jehoz strana AB je casti osy afinity 0. Potom A" = A
a B” = B, takze trojuhelnik ABL a jeho obraz ABL" maji spole¢nou stanu AB.

A=A L', Ly B=B

Obr. 12 Dukaz zmeény obsahu trojuhelniku — varianta a)

a) Je-li osova afinita a elaci (obr. 12), je LL" || AB, takZe uvedené dva trojuhelniky

maji shodnou délku vysek |LL,| = |L'L’;| ke stran¢ AB. Proto je S" = S.

b) Neni-li osova afinita a elaci, pak pfimka LL" protind osu o v bod€¢ Ly a délici

|LLo|

AL Upravou ziskame |L’L,| = |k| - |LL,|. Je-li pfimka
)

pomér |k| = |L’LL,| =
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LL" kolma kose afinity (obr. 13), jsou tusecky LLy, L'Ly, po tadé¢ vySkami
trojiihelnikit ABL, ABL". Obsah §* = = |AB| - |L'L,| = 2 |AB| - |k| - |LLo|=IK| - S.

L
. /
AN
L'

Obr. 13 Diikaz zmény obsahu trojuhelniku — varianta b1

Neni-li pfimka LL" kolma k ose afinity (obr. 14), jsou vyskami trojihelnika
ABL,ABL’ po fad¢ tseCky LL,,L°L’;. Dle véty (uu) jsou ALL’;L, a ALL,L,

IL'Lq| _ IL'Lo| _
ILLy]  |LLo]

podobné. Z toho plyne vztah |k|. Obdobné jako v piedchozim

pfipadé zjistime, 7e obsah S = ~|AB| - |L'L';| = Z|AB| - |k| - |LLy|=|k]| - S.

Obr. 14  Dukaz zmeény obsahu trojuhelniku — varianta b2

V analytické geometrii se u afinnich transformaci setkdvame s pojmem modul afinniho
zobrazeni:

Definice 8. Necht’ ma afinni transformace f analytické vyjadieni X" = AX + b. Potom
hodnota determinantu matice A se nazyva modul afinniho zobrazeni a zna¢ime ho k, tedy

k = det(A) (Bocek a Sedivy 1979, s. 53, Sedlaf, s. 4).



) " . a by. .
Pro osovou afinitu a s nerozsifenou® matici transformace A = ( d) je tak modul osové
c

afinity k = det(A) = (ad — bc). Tento modul ma zajimavou vlastnost:
Véta 12. Afinni transformace, tedy i osové afinity, méni obsah vSech trojuhelnika

nasobenim hodnotou jejich determinantu (Gans 1969, s. 96).

Tady je tieba se zastavit. Synteticky jsme dokazali, Ze osové afinity méni obecné¢ obsah
n-thelnikii nasobenim absolutni hodnoty déliciho pomeéru. Analyticky pohled zase
predstavuje modul osové afinity (dan determinantem matice osové afinity), jehoz
nasobenim se v afinité méni obsah trojuhelniki, tedy i n-uhelniki. Modul osové afinity
nabyva tedy stejnych hodnot jako charakteristika osové afinity stanovena prostfednictvim
déliciho poméru. Mlizeme proto tvrdit, Ze se jedna o vyjadieni stejné vlastnosti tykajici se
zmeén velikosti Gtvarh v osové afinité, a to dvéma rliznymi zpusoby.

Poznamka. Vyhodou analytického pfistupu je fakt, ze charakteristika / modul osové
afinity lze stanovit i pro elaci. U osové afinity, ktera je elaci, plati, ze modul osové afinity
k, = det(4) = 1. Synteticky, pomoci dé€liciho poméru, neni piipad elace definovan,

ovSem uz diive jsem odvodila, Ze pro Py, = too je (P'PP,) = 1.

2.4 Inverzni osova afinita

Dalsi vlastnost, kterou mizeme u osovych afinit zminit, je existence opacného
(inverzniho) zobrazeni. Této skutecnosti se vyuziva predevsim u sklddani osovych afinit
¢1 pii rozkladech afinit, a to konstrukéné 1 analyticky pii dokazovani vét a definic.

Véta 13. M¢&jme osovou afinitu a(o, B, B") s osou afinity o, ktera promita bod B do
bodu a(B) = B’. Inverzni zobrazeni k této transformaci je osova afinita a=1(o, B’, B)
(Kufina 2002, s. 165).

To znamen4, ze inverzni osova afinita ma stejnou osu afinity, ale promita bod B na bod

1

B. Pro inverzni zobrazeni plati, Ze (a c a™1) = (a™! o a) = identita.

8 Uvedena definice by platila i pro rozsifenou matici afinity zapsanou v homogenniho soufadnicich, nebot’

a b m
det (c d n) = (ad — bc).
0 0 1
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Matici A™! inverzni osové afinity a~! lze ziskat inverzi matice A pivodni osové

afinity a. Jelikoz je matice osové afinity z definice regularni, inverzni matice existuje

a b m
vzdy. PokudA=|c d n |, kde (ad — bc) # 0, pak
0 0 1
d —b bn —dm
ad —bc ad—bc ad-bc
A7l = —c a cm—an |, (ad — bc) # 0.
\ad —bc ad—bc ad-—bc
0 0 1

Jestlize se charakteristika osové afinity a rovna k, = (ad — bc), potom charakteristika
osov¢ afinity k ni inverzni odpovida hodnoté

ad — bc 1 1

-1y — = = —
detlA™) = d—boZ ~ad—be k.

2.5 Zmény tvari v osové afinité

Shodnosti méni polohu objektd, podobnosti pak polohu i velikost objektl. V afinnim
zobrazenim dochazi kromé zmény polohy a velikosti také ke zméné tvaru objektu.
Desarguesova véta (Véta 9) poodhalila, jak se v osové afinité méni poloha trojuhelniku
(spojnice odpovidajicich si vrcholli vzoru a obrazu trojihelniku jsou vzdy rovnobézné).
Promény velikosti utvart zas popisuje piedstavena charakteristika osové afinity. V této
¢asti textu tedy predstavim, jak se méni tvar objekti v osové afinité a vlastné i1 v afinitach

obecné.

Mnohouhelniky

Vime uZz, Ze osova afinita zachovava rovnobéznost, Ze obrazem piimky je opét piimka
a Ze obrazem trojuhelniku je trojuhelnik, pro jehoz vrcholy plati, ze AA" | BB || CC".
Tato zjiSténi miZeme jesté zobecnit:

Véta 14. Osova afinita a v rovin€ budiZ urcena osou o a uspofadanou dvojici riznych
bodl. Necht’ A4, ... A, je libovolny konvexni n-uhelnik (n = 3, celé¢). Necht v osové
afinité a jsou obrazy vrchold Ay, A, ..., A, po fadé body Aj, 4, ..., A,. Potom obrazem
n-thelniku A4, ...A, vosové afinit¢ a (i afinit¢ obecn€) je konvexni n-uhelnik

A} A, ... A, (Kraemer 1991, s. 90).
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Kazdy konvexni mnohothelnik se tedy v osové afinit¢ promitne opét do mnohouhelniku.
Navic rovnobézné strany téchto mnohouhelnikti se vzdy promitnou do rovnobéznych
stran, jelikoz afinni transformace zachovavaji rovnobéznost. Proto také obrazem
rovnobézniku ABCD (¢i lichobézniku) je vzdy rovnobéznik A’B°C’D’ (resp. lichobéznik).
Ctverec lze povazovat za specificky piipad obdélniku. Ctverec i obdélnik pak miizeme
zatadit mezi specialni varianty rovnobézniku. Proto obrazem ctverce v osové afinité je

obecné rovnobéznik (obr. 15),

e 1 o o s D C
ve specifickych ptipadech miize
byt obrazem ctverce i1 obdélnik
Bl
¢i kosoctverec. A a
Q
.
___—_—4»—/
0]
a
B o]
A ) c
DF

Obr. 15 Obraz ctverce v osové afinité a(oy, A, A”)
Plati to 1 opa¢né. Dany Ctyfuhelnik mizZe byt pomoci osové afinity zobrazen do Ctverce
(obr.16), ale pouze za podminky, Ze jeho protilehlé strany jsou rovnobé&zné (tzn. Ze je to

zaroven rovnobéznik; Jeger 1969, s. 113).

Obr. 16  Konstrukce osové afinity zobrazujici rovnobéznik na ctverec
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Priklad. Najdéte osovou afinitu s danou osou afinity o,, kterd promitne libovolny
rovnobéznik ABCD pravé do ctverce A'B'C'D’. Pti konstrukci se vyuziva Thaletova
kruznice a stfedovy a obvodovy uhel, nebot’ thel 4BAD se zobrazi do 4B°’A'D” = 90°
a 4CAD pak do 4C°A’D” = 45° (obr. 16).

KuZelosecky

V této Casti se podivame, jak osové afinity zobrazuji kuzelosecky, konkrétné regularni
kuzelosecky, tj. elipsy, hyperboly a paraboly. KuzeloseCky byvaji stanoveny na zaklad¢

vzdalenosti, mohou byt tedy viibec invariantni pfi afinnich transformacich?

Véta 15. Obraz kuZelosecky v afinité je znovu kuZelosecka stejného typu. Kdyz A je
matice afinity a K symetrickd matice kuzelosecky, potom matice obrazu kuZzelosecky je

K = (A™1)'KA™T (Cederberg 2001, 5.196-197).

Nejdiive pfipomenu obecny analyticky predpis pro kuzelosecky, ktery bude dale vyuzit

pro dokazovani.

Véta 16. Libovolna kuZelosecka miize byt zapséna algebraicky jako
kx? + Ix3 + 2nx,;x, + 2px; + 2qx, + m =0,

nebo v maticovém zapisu X*KX = 0 jako

k n p\ /x
(xll X2, 1) <n l q) <x2> =0.
p g m 1

Symetricka matice K se nazyva matici regularni kuzelosecky, pokud |K| # 0. Jednotlivé
typy kuzeloseéek se pak rozlisi podle hodnoty § = n? — kl. Pro § < 0 je K matici elipsy,
pro 6 > 0 se jedna o matici hyperboly a pro § =0 vyjadiuje matice K parabolu.
Kruznice se pfitom nepovazuje za samostatny typ kuzelosecky, ale jako specidlni ptipad
elipsy (pro k = 1).

Diikaz Véty 15. V afinité f se bod X zobrazi do bodii X” = AX (uvedeno v homogennich
soufadnicich). Vyjadienim X z této rovnice dostaneme vztah X = A~1X’. Substituci X
v maticovém vyjadieni kuzelosecek X! KX = 0 lze odvodit vztah

(A71X)K(A1X) = 0, ¢ili
XA HKA HX = 0.
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Druh4 rovnice je symetrickou matici kuzelose¢ky s predpisem K = (A"1)'KA™1, kde
|K’| = 0 pouze tehdy, kdyz |K| = 0.

Dokazali jsme, Ze obrazem regularni kuzelosecky v afinit€¢ obecné je opét regulérni
kuzelosecka. Nyni zbyva dokazat, ze invariantni ziistava i typ kuzelosecky. Tento ditkkaz
je ptimocary, ovSem vyzaduje delsi algebraické vypocty. Zakladni princip tohoto dikazu
vychazi zknihy D. Ganse (1969, s. 93-94), ktery vSak pifi dokazovani pouzival

zjednodusenou matici afinni transformace. Jeho postup jsem aplikovala na obecnou

a b m
matici afinity A={c d n |
0 0 1

Pro uréeni typu kuzelosecky je uréujici hodnota § = n? — kl. Vypodéteme tedy matici

obrazu kuzelose¢ky K” = (A"1)!KA™! a zjistime § = (n")? — k’l’. Pro tyto t¢ely ndm

d —b bn —dm
ad —bc ad—bc ad-—bc
—c a cm—an

\ad—bc ad—bc ad—bc
0 0 1

tedy staci vypocitat pouze hodnoty k’,l',n".

d —C 0
/ad—bc ad — bc \

_ k n p
K = b a ol-(n 1 q)
ad —bc ad— bc p g m
bn—dm cm—an

ad —bc ad — bc

1

2
Pro zjednoduSeni vytkneme z rovnice vyraz ( ) a vypocteme soucin.

ad—bc

1 2 dk —cn dn —cl dp — cq d —b bn—dm
, —-c a ccm—an
K =( d—bc) '<—bk+an —bn + al —bp+aq>' 1
4 . . . 0 0
ad — bc
1 \2 d?k — 2cdn + ¢l —bdk + ben + adn — acl .
= (ad — bc) | —=bdk + adn + cbn — acl b%k — 2abn + a?l

Nyni mzeme zjistit hodnotu 6" = (n)2 — k'l
4

) [(=bdk + adn + cbn — acl)?

&= (ad — bc
— (d?k — 2cdn + c?1)(b?k — 2abn + a?1)]
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4
) [(b%2d?k? + a?d?n? + b%c?n? + a®c?1? — 2abd?kn — 2b?cdkn

6= (ad — bc
+ 2abcdkl + 2abcdn? — 2a?cdln — 2abc?in) — (b?d?k? — 2abd?kn
+ a?d?kl — 2b?cdkn + 4abcdn? — 2a%cdin + b%c?kl — 2abc?In
+ a?c?1?)]

1 \4
§ = (ad — bc) [a?d?n? + b?c?n? + 2abcdkl — 2abcdn?—a?d?kl — b%c?kl]

4

1
§ = ( ) [n?(a?d? + b%c? — 2abcd) + kl(2abcd—a?d? — b?c?)]
ad — bc
5§ = ( ! )4 [n?(ad — bc)? — kl(ad — bc)?]
ad — bc
4
‘ — hA\2(n2

5 = (c7—) (ad—bey2@? - k)

2 2
f_ 2 _ — :
o= (ad — bc) (n® = kD) (ad - bc) J
2
Z definice afinit vime, ze ad — bc # 0 a druha mocnina vyrazu (ad_bc) je vzdy kladna.

Ze ziskaného vztahu tedy plyne, ze 6" > 0 (6" < 0 , nebo 6 = 0), pravé kdyz § > 0
(6 <0,resp. 6§ =0).

Dokazali jsme tedy, ze obrazem hyperboly v osové afinité i afinité¢ obecné je opét
hyperbola, obrazem paraboly je parabola a obrazem elipsy je elipsa.

Pozndamka. Uréujici prvky kuZeloseéek viak invariantni nejsou.’

JelikoZ kruZnice byla popsana jako speciadlni pfipad elipsy, tak kruZnice se v afinité
zobrazuje na elipsu. Tento vztah se vyuziva v syntetické geometrii pii konstrukei elipsy
s vyuzitim osové afinity.

Vztahem mezi kruZnici a elipsou v osové afinité se zabyva hned nékolik zdrojl, napf.
Jeger (1969, s. 132—-140), Kraemer (1991, s. 113 — 153), nebo Kutina (2002, s. 171-176).

Vétsinou se zaméfuji na rizné zpusoby konstrukci elipsy pomoci kruznice a osové

afinity. Vyuziti tohoto vztahu jde vSak i hodné do historie, jest¢ pfed zavedeni pojmu

® To znamend, e obrazy ohnisek hyperboly a elipsy netvoii zdroven také ohniska obrazii hyperboly
a elipsy. Podobn¢ u paraboly obraz uréujici pfimky a ohniska neni totozny s urcujici pfimkou a ohniskem
nove vzniklé paraboly.
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osova afinita. Podle Trkovské (2015, s. 10-12) je zminéno uz tfeba v dile Archiméda ze
Syréakus, ktery odvodil, ze pomér obsahu elipsy a obsahu kruhu sestrojen¢ho nad jeji
hlavni osou je stejny jako pomér délek vedlejsi a hlavni osy. Jedna se o pfipad, kdy se
kruznice zobrazi na elipsu v pravothlé osové afinité s osou prochazejici sttedem kruhu
(obr. 17).

smér osove afinity

Obr. 17 Ukazka zobrazeni kruznice na elipsu v osové afinité
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3 Vyznamné osové afinity, clenéni osovych afinit

3.1 Osova afinita s osou tvorenou osou x
Osovou afinitu, kde osu tvoii pfimo osa x, zde uvadim na prvnim misté proto, ze ma
jednoduchou matici transformace. Navic je snadné ji vyuzit pfi vyjadieni jinych osovych

afinit, jak bude pfedstaveno nize.

Jeji analyticky zépis 1ze odvodit napi. dle Véty 7 (kapitola 2.1). Osovou afinitu a, s osou
afinity tvofenou osou x, tj. 0:y = 0 a odpovidajicimi si body P[0,1] a P'[e, f] lze
vyjadfit rovnicemi:
exi—""0  (xtyt+0)=x+
T 041 140 YT EATEY
, f-1
Y =Yt o 0+1-1+0

Ox+y+0)=y+({—Dy=fy.

1 e O
Matice A, této osové afinityl® ma tedy tvar A, = (0 f 0), f # 0. Samodruzné
0 0 1

sméry tvofi smérovy vektor osyx, U = (e;0) a smér afinity je dan vektorem

v = (e; f — 1). Charakteristika osové afinity je rovna k = f.

J. Cederberg (2001, s. 193—-194) zmiiiuje, Ze osova afinita a, s osou tvofenou osou x je
hlavni reprezentant osovych afinit, nebot’” kazdou osovou afinitu lze vyjadfit pomoci

praveé osové afinity a,:

Véta 17. M¢jme osovou afinitu a,, s osou afinity danou pfimkou m a vyjadfenou matici
A,,, dale osovou afinitu a, s osou afinity tvofenou osou x a matici A,. Obecné matice
A,, reprezentujici osovou afinitu a,, mize byt vyjadiena rovnici A4,, = SA,S™1, kde S

predstavuje matici pfimé shodnosti s zobrazujici osu x na piimku m, tj. s(x) = m.

10 Obdobn& lze urit i osovou afinitu s osou afinity tvofenou osou y a matici

a 0 O
Ay=(b 1 0],a+0.

0 01
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Pokud je ptfimka m rovnobézna s osou x, pak matice S je matice posunuti. Pokud je
pfimka m rliznobézna s osou x, jejich spole¢nym prisecikem je bod M a ptimka m svira

s osou x thel a, pak matice S predstavuje otoceni kolem bodu M o uhel a.

Ukdzka. Mame zadanou osovou afinitu a,,(m,A,A"), kde pfimka m je rtiznobé&zna
s osou x a body A, A" lezici mimo tuto piimku. Prisecik pfimky m a osy x je bod C a obé
piimky sviraji uhel a. Ovéteni tvrzeni ukazu pomoci konstrukce bodu B. Obrazem bodu
B v osové afinité a,, je bod B’. Aby platilo tvrzeni z Véty 17, pak bod B se postupnym
slozenim afinit (s o a, o s™1) zobrazi do bodu B; (dle schématu na obr. 18) a musi byt

totozny s bodem B’. Cela konstrukce je uvedena na obr. 20.

S a, S
B E— Bl — BZ — B3
| i}
am

Obr. 18 Schéma rozlozeni osové afinity a,,

= Zobrazeni s~ odpovid4 v tomto ptipadé otoceni piimky m na pfimku m” = x okolo
bodu C o orientovany uhel —a. Jedné se o inverzni zobrazeni k oto¢eni s(C,+a).
»  Osova afinita a, je dana osou afinity x a parem odpovidajicich si bodi A, A]. Body

A4, A} jsou pfitom obrazy bodti A, A" v zobrazeni s~ (obr. 19).

°
A

Obr. 19 Zobrazeni bodii A, A’ v zobrazeni s~

*  Pfima shodnost s pak pfedstavuje otoceni zobrazujici osu x zpét na ptimku m.
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Obr. 20  Zobrazeni bodu B v zobrazeni @i v zobrazeni (s o a, o s™1)

3.2 Clenéni osovych afinit podle sméru afinity a charakteristiky osové

afinity
Osové afinity lze €lenit podle rliznych kritérii, nebo tyto kritéria dokonce vzdjemné
kombinovat. V této kapitole piedstavim, jak se jednotlivé osové afinity rozliSuji podle
jejich sméru afinity a podle hodnot jejich charakteristiky. Nékolik osovych afinit, které

jsou nékterymi svymi vlastnostmi specifické, podrobnéji popisi.

3.2.1 Clenéni osovych afinit podle sméru afinity
Hlavnim kritériem tohoto ¢lenéni je vzajemna poloha osy afinity a sméru afinity daného
spojnici bodu a jeho obrazu. Mé&me osovou afinitu a(o,A.A"). Podle sméru afinity
rozliSujeme tfi piipady:

1) Pravouhla osova afinita — ptimka AA” je k ose afinity kolma;

2) Elace —ptimka AA” je rovnob¢Zzna s osou afinity o;

3) Kosa (kosouhla) osova afinita — ptimka AA” protind osu o, ale neni k ni kolma.

Ukazka vSech tii piipadll je zobrazena na obr. 21. Vzorem zobrazeni je pétithelnik
AyByCoyDyE,, kde body Ay, By jsou samodruzné. Pétithelnik Ay,B,C;D{E; je obrazem
pétitthelniku  AgB,CyDyE, Vv pravouhlé osové afinité¢ (oznacen modre), pétithelnik
AyByC,D,E, vznikl pfes kosou osovou afinitu (Cervené), obrazec AyByC3;D3E5 je pak

vysledek elace (zeleng).
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Obr. 21  Zobrazeni petiuhelniku AyByCyDyE v pravouhlé osové afinite, v elaci

a v kosouhlé osové afinite
Ad 1) Pravouhla osova afinita

Pravouhla osové afinita t,, s osou afinity tvofenou osou x je popséna jednoduchou matici

1 0 0
T,=10 ¢ 0],c+0.

0 0 1

Libovolnou pravouhlou osovou afinitu t,, sosou afinity m pak lze vyjadfit matici
T, = ST,S™1, kde S ptedstavuje matici pfimé shodnosti s zobrazujici osu x na pfimku

m. V angli¢ting se tato osova afinita nazyva ,,strain“ (Cederberg 2001, s. 194).

Ad 2) Elace je podrobnéji pfedstavena v samostatné kapitole 3.3.1.

3.2.2  Clenéni osovych afinit podle charakteristiky osové afinity
Stejné jako u shodnosti se 1 osové afinity d€li dle hodnoty determinantu matice zobrazeni
na pfimé a nepiimé osové afinity. Samoziejmé to plati i pro délici pomér definovany jako
charakteristika osové afinity. Jestlize je charakteristika osové afinity k < 0, tak jde

o nepfimou osovou afinitu, pokud k > 0 jedna se o pfimou osovou afinitu.

36



Pro ptimou osovou afinitu plati, ze bod i jeho obraz lezi ve stejné poloroviné od osy
afinity a pii zobrazeni n-uhelnikli se neméni orientace jejich bodi. Naopak nepiimou
osovou afinitu lze rozpoznat tim, Ze osa afinity protina spojnici bodu a jeho obrazu pravé
mezi témito body. Pfi zobrazovani n-uhelniku v nepfimé osové afinité¢ dochédzi ke zméné

orientace celého mnohouhelniku.

Piima osova afinita je reprezentovana na obr. 22 osovou afinitou a, (o, C,C;), ktera
zobrazuje AABC na AAB;C;. Nepiimd osova afinita a, (o,C,C,) pak AABC

transformovala na AAB,C,.

Obr. 22 Ukazka primé a neprimé osové afinity

Tabulka 1 zachycuje piehled ¢lenéni osovych afinit v zdvislosti na hodnoté
charakteristiky osové afinity a vzajemné poloze samodruznych smérli osové afinity. Z ni
je patrné, ze na zakladé hodnoty charakteristiky osové afinity se vyclenuji jesté tii

specifické skupiny osovych afinit:

1) Elace — ptima osova afinita s modulem k = 1;
2) Involutorni osova afinita (soumérnost) — neptima osova afinita s k = —1;
3) Ekviafinni osova afinita — osové afinity, pro néz plati |k| = 1. Jedna se vlastné

o sjednoceni piedchozich dvou skupin osovych afinit (elace a soumérnost).

BliZe tyto typy osovych afinit pfedstavim v dalsi kapitole.
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Tab. 1 Podrobné cleneni osovych afinit podle hodnoty charakteristiky osové afinity

a vzajemné poloze samodruznych smeri

Hodnota charakteristiky (modulu) osové afinity

k<O k>0

Neptima osova afinita Ptima osova afinita

k=-1 k=1

Smér afinity
JE STEINY

v X X Elace X
se smérem oSy
afinity
Smeér afinit
J]f:n gg;ﬁg Pravoﬁhl?i osova Oscv)vé X Pravoﬁhltci osova
. afinita soumérnost afinita
k ose afinity
Smér afinit
P Kosouhla

NENI STEINY | Kosouhld (§ikma)
ani KOLMY osova afinita
k ose afinity

Kosouhla (Sikma)

Sikma X , }
( ) osova afinita

soumernost

Involutorni
osova afinita
(soumérnost)

|kl =1

Ekviafinita

3.3 Elace, soumérnost, ekviafinita

3.3.1 Elace / zkoseni
Jak uz bylo uvedeno vyse, elace predstavuji specialni typ osovych afinit, u kterych je
smér afinity rovnobézny s osou afinity. To znamena, Ze maji jen jeden samodruzny smér.
Vsechny body mimo osu se posunuji rovnobézné s osou afinity a velikost posunuti bodu

je ptimo umérna vzdalenosti bodu od osy.

Jelinek (1976) pro tuto osovou afinitu pouzil ¢esky nazev ,,zkoseni. V anglictiné je toto

zobrazeni znamé pod pojmem ,,shear®.
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Opét predstavim alesponl jednoho zakladniho zéstupce elaci, a to elaci e, s osou afinity

1 b O
tvofenou osou x a matici E, = <0 1 0). Bod X = [0; 1] se pfitom promitne do bodu
0 0 1

X =[b;1].

Ptimka spojujici bod s jeho obrazem neprotind osu afinity, proto pro elaci neni definovan
délici pomér predstavujici charakteristiku osové afinity (k = (A"AA,), viz kapitola 2.3).
Dle determinantu matice elace vSak povazujeme charakteristiku osové afinity

k = detE, = 1. Jedna se tedy o ptimou afinitu.

Na obr. 23 jsou ukdzény dv€ promény obrazce ve tvaru stromu prostfednictvim dvou

elaci se stejnou osou afinity e; (0,4, A4;) a e, (0,4, Ay).

Obr. 23 Ukazka zobrazeni stromu v elaci

3.3.2 Soumérnost / involutorni osova afinita

Pro afinity obecné plati definice:

Definice 9. Neidenticka afinni transformace f, ktera slozena sama se sebou dava
identitu, se nazyva involutorni. Symbolicky tedy plati f o f = identita, nebo f = f~1
(Kubat a Trkovska 2011, s. 247).

Stejnd podminka plati i pro osové afinity. Zobrazeni a nazveme involutorni osovou
afinitou, plati-li a je osovou afinitou a zaroven a o a = identita. To znamen4, Ze pokud

je obrazem bodu X bod Y, tak obrazem bodu Y je ve stejné osové afinité bod X. V cestiné
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se pro toto zobrazeni pouziva i nazev soumérnost (Kufina 2002, s. 170, Kraemer 1991,
s. 102). Anglicky ekvivalent tohoto zobrazeni je ,,oblique reflection.

Involutorni osovéa afinita i, s osou afinity danou osou x je popsana jednoduchou matici

1 b 0
(velmi podobnou matici elace) I, = <O -1 0), ptitom od X = [0;1] se promitne
0 0 1

do bodu X” = [b; —1]. Pro hodnotu b = 0 jde 0 osovou soumérnost s osou x.
Determinant matice involutorni osové afinity je roven hodnoté charakteristiky osové
afinity k = detl, = —1. Délici pomér (A°AA,) = —1 znamena, ze bod A, (tj. prasecik
osy afinity a useCky A’A) tvoii stfed usecky A'A.

Pokud je involutorni osova afinita pravouhld, jednd se o osovou soumérnost, jinak

hovofime o kosé soumérnosti.

Na obr. 24 jsou ukdzany tfi
zobrazeni obrazce ve tvaru stromu,
jednou se jedna o zobrazeni v osové
soumérnosti i,(0,4,A;). Dva dalsi

ptiklady predstavuji rtuzné kosé B
soumeérnosti se stejnou osou afinity © Sf RS
i1(0,4,A,) aa,(o,4A,A3). Bod B je

pritom stied useCky AA;, body

S, S3 pak stredy useCek AA,, AA;.

A
A2 1 A3

Obr. 24  Ukdzka zobrazeni stromu v soumérnosti

3.3.3 Ekviafinni osova afinita
Véta 18. Osovou afinitu a nazveme ekviafinni (n¢kdy také unimodularni), jestlize
charakteristika osov¢ afinity k = +1.
Jediné osové afinity, které tuto podminku splituji jsou pravé elace a involutorni osova
afinita (soumérnost).
Hlavni vlastnost téchto osovych afinit predstavuje fakt, ze zobrazenim nemeéni obsah

utvart. V kapitole o charakteristice osové afinity byl odvozen vztah, Ze obsah S” obrazu
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utvaru je pfimo umérny charakteristice osové afinity k a obsahu S ptivodniho utvaru, tedy
S” = |k| - S. Jelikoz u ekviafinnich osovych afinit se |k| = 1, pak tedy S" = S.

Na obr. 25 Ize vidét proménu A ABC (oznacen zelené) v elaci na A ABC; (Cerveng)
a v involutorni osové afinité na A ABC, (modfe). Zakladna AB vsech tii trojuhelnika lezi
na ose afinity a body C, C;, C, maji od osy afinity stejnou vzdalenost v. Proto je obsah

vSech tii trojuhelniki totozny.

Obr. 25 Ukdzka zobrazeni trojuhelniku v ekviafinnich osovych afinitach
Skladanim ekviafinnich osovych afinit vznikne vzdy jen ekviafinni afinita, nemusi to
vSak byt jen osova afinita. Vychazi to z faktu, Ze pti skladani afinit se determinanty matic

nasobi.

3.4 Primitivni osova afinita

David Gans (1969, s. 86-98) ve své knize zavadi pojem ,,primitive transformation®
(doslovny preklad ,,primitivni transformace®). Jednd se podle n¢j o kliCovou afinitu,
pomoci niz snadnéji odvozuje vSechny vlastnosti afinnich transformaci. Nasledné dokéze,
ze vSechny afinity lze slozit pravé pomoci zminénych primitivnich transformaci
a posunuti, a tudiz vSechny vlastnosti, které dokazal pro primitivni transformace, plati

1 pro afinity obecné.

Ja ve své praci uvadim tuto jeho ,,primitive transformation® jako specialni typ osové

afinity, nebot’ spliiuje vSechny prvky definice osové afinity. Pro zdiraznéni, Ze se jedna
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oosovou afinitu vSak nepouzivam doslovny pieklad, ale zvolila jsem oznaceni

,,primitivni osova afinita“!!.

Pod oznacenim primitivni osova afinita s osou afinity prochazejici pocatkem soufadnic se
skryvaji dva typy afinnich transformaci. Jedna z nich zachovéava soutadnici x, u druhé
pak ziistava zobrazenim neménna soufadnice y. Jak tedy vypadd analyticky zapis

takového zobrazeni a jeho konstrukce?

Primitivni osova afinita p, (zachovavajici soufadnici x) s osou afinity prochazejici
poc¢atkem soufadnic (obr. 26) piifazuje bodu X = [x,y] obraz X' = [x',y'] podle
soustavy rovnic

Px ¢ X =X,

y'=cx +dy, kde d # 0.

Obr. 26  Ukazka primitivni osové afinity p,

Analogicky, primitivni osova afinita p, (zachovavajici soufadnici y) s osou afinity
prochézejici pocatkem soutradnic ma analytické vyjadieni
py : x'=ax+by,
y =y, kde a # 0 (obr. 27).

"1V gesky psané literatufe jsem nenarazila na zadny jiny ekvivalent pro tuto transformaci, tudiz ani

na zavedeny Cesky preklad.
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C,=la+b,1]

Obr. 27 Ukazka primitivni osové afinity p,,

V maticovém tvaru X' = P+ X, resp. X' = P, - X jsou pak ob¢& primitivni osové afinity

s osami afinity prochézejicimi po¢atkem soufadnic ur¢eny maticemi

10 0
P,=|c d 0) kde d # 0,

0 0 1

a b 0
resp.B,,=10 1 0, kdea#0.
0 0 1

Pojd'me si nyni takto specifikované primitivni osové afinity a jejich hlavni znaky

predstavit podrobnéji.

1) Primitivni osova afinita p, (zachovavajici soutfadnici x) s osou afinity prochéazejici

pocatkem soufadnic:

Determinant transforma¢ni matice |P,| = d. Vzhledem k podmince d # 0 se tedy
ani determinant matice primitivni osové afinity nerovna nule (|P.| # 0), coz
dokazuje, Ze jde o afinitu.

Jde o osovou afinitu, nebot’ mizeme urcit ptimku samodruznych bodt

i(170 0 ) =m0, 9=

Rovnice osy primitivni osové afinity p, lze snadno vycist pfimo z matice
transformace

0:cx+(d—-1)y=0.
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= Pocatek os soufadnic se v této transformaci zobrazi sim na sebe O = [0,0] = 0’,
jde tedy o samodruzny bod a osa afinity prochazi timto pocatkem.

» Smér primitivni osové afinity p,., ktery je dan spojnici vzoru a obrazu (napt. BB,
na obr. 26), piedstavuje vektor u, = (0, c). Tento smér primitivni osové afinity
Py je vzdy kolmy k ose x, nezalezi pfitom na poloze osy afinity.

» Charakteristika (modul) primitivni osové afinity p, je k = |P,| = d.

2) Primitivni osova afinita p, (zachovavajici soufadnici y) s osou afinity prochazejici
pocatkem soutadnic
» Determinant transformacni matice |Py| = a. Vzhledem k podmince a # 0 se tedy

ani determinant matice primitivni osov¢ afinity nerovnd nule.
» Po odecteni jednotkové matice se hodnost matice rovna 1, i tato primitivni osova

afinita tedy ma pfimku samodruznych bodu.

hod (P01 P Y=noa(*t P D=1

* Rovnice osy primitivni osové afinity p,, odvozena pfimo z matice transformace je
0: (a—1)x+ by =0.
* Vzor a obraz pocatku soufadnic splyvaji, jde tedy o samodruzny bod. Osa afinity
primitivni osov¢ afinity p,, tedy prochazi poc¢atkem.
* Smér afinity primitivni osove afinity p,, ktery je dan spojnici vzoru a obrazu
(napf. D_Dy viz obrazek 27), odpovida vektoru u,, = (b, 0). Tento smér primitivni
osove afinity p,, je vZdy kolmy k ose y, nezalezi piitom na poloze osy afinity.

* Charakteristika (modul) primitivni osové afinity p,, je k = |Py| =a.

Pii konstrukci primitivni osové afinity se vychdzi ze vSech vlastnosti osové afinity

a pridava se k tomu jesté dalsi dve specifika:
1) osa afinity prochéazi pocatkem os soutadnic

2) smér afinity je vzdy kolmy na osu x (u primitivni osov¢ afinity p,), nebo kolmy na osu

y (u primitivni osové afinity p,).
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Ukéazka geometrické konstrukce obou primitivnich osovych afinit sosou afinity
prochazejici pocatkem soufadnic je uvedena na obrazku 28. Trojuhelnik A ABC se na
ném znazorfiuje v primitivni osové afinité p, (0; 4; A,) na A A, B, C, a v primitivni osové
transformaci py(o;A;Ay) na A A,B,C,. Osa osov¢ afinity je v obou piipadech stejna,
samodruzny smér u, = (A_Ax)) primitivni osov¢ afinity p, je kolmy k ose x, samodruzny
smér u, = (ZA—y)) primitivni osov€ afinity p,, je kolmy k ose y. Pfimky 4B, m, m
se protinaji v jednom bodé¢, a to na pfimce samodruznych bodi, analogicky je to i

s ptimkami AC, 4,Cy, A,C, a BC, B,Cy, B,C,,.

T

Obr. 28  Ukdzka konstrukce obou primitivnich osovych afinit s osou afinity prochazejici
pocdtkem souradnic
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4 Skladani osovych afinit a grupa osovych afinit

Skladani osovych afinit je definovéano stejné jako pro afinity obecné (viz kapitola 1.4).
Necht’ jsou dany dvé osové afinity a;: X — a,(X) a a,: X - a,(X). Slozenim zobrazeni
a, a a, se rozumi zobrazeni a = a; o a, dané predpisem X — a,(a,(X)) = a(X). Dana
operace se oznacuje jako skladani osovych afinit. Obecné plati, ze skladani osovych afinit

je asociativni, ale neni komutativni, a d4 se vyjadfit sou¢inem matic osovych afinit.

Na rozdil od obecnych afinit v§ak mnoZina viech osovych afinit NETVORI vzhledem

k operaci skladani zobrazeni grupu, nebot’ neni splnéna podminka uzavienosti grupy.

Slozenim dvou osovych afinit, které maji kazda jinou osu afinity, nelze obecné ziskat
opét osovou afinitu. Tuto skutecnost dokazuje napft. slozeni dvou primitivnich osovych
afinit py a p,, znichZ jedna ma smér afinity kolmy kosex a osu afinity
01:¢x + (d — 1)y +n =0 au druhé je smér afinity kolmy k ose y a osu afinity tvofi
0,:(a—1)x+by+m=0, pfitom a,d #0 a o, # 0,, tzn. vektor (c,d,n) neni

linearni kombinaci vektoru (a — 1,b + 1, m). Pak

1 0 0O\/a b m a b m
Pxeby=(c d n|l0 1 O0])=l|lac bc+d cm+n).
0 0 1/7\0 0 1 0 0 1

Vysledkem sloZeni téchto osovych afinit je afinita a = p, © p,, ktera neni pro libovolné

hodnoty a, b, ¢, d, m, n osovou afinitou.

/ :
/
X /
o, X, / //
\ IY'I Y,
~ -
~
/ /
/

Obr. 29  Ukdzka slozeni dvou primitivnich osovych afinit
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Zminény piipad ukazuje i obr. 29. Na ném se use¢ka XY zobrazi v primitivni osové
afinité¢ p,, (0;, X, X;) na usecku X,Y;, kterd se nasledné transformuje v primitivni osové
afinité p,(0,,X;,X,) na Gse¢ku X,Y,. SloZenim téchto osovych afinit se z usecky XY

stala usecka X,Y,. Jelikoz spojnice vzori aobrazii bodi X a Y nejsou rovnobézné

(X X, <Y—Y2)), vysledna afinni transformace nesplituje tedy parametry osové afinity.

Osova afinita netvoii sice grupu, ma vSak mezi afinitami v roviné¢ vyznamné misto.
Z obecné definice se afinita v n-rozmérném afinnim prostoru A4,, nazyva zakladni, pokud
mnozina vsech jejich samodruznych bodu je nadrovinou prostoru A,, (Kubat a Trkovska
2011, s. 238). Pro rovinu A, tedy plati, ze afinita A je zakladni, pokud vSechny jeji
samodruzné body tvofi piimku. Osova afinita v roviné je tedy zékladni afinitou v roving.
To znamenda, ze vzajemnym sklddanim osovych afinit Ize ziskat celou grupu afinit

v roving. Podrobnéji se tomuto tématu vénuje kapitola 5.

V nasledujicim textu vSak jeste predstavim skupinu osovych afinit, které grupu tvofi.

Véta 19. Osové afinity a,, se stejnou osou afinity m formuji grupu G, (Jeger 1969,
s. 120).

Dutkaz. Ovéteni spravnosti tohoto tvrzeni ukdzu nejdiive na jednom konkrétnim ptipadu,
tj. pro grupu osovych afinit s osou afinity tvofenou osou x. M&me dvé osové afinity a,
a a, dané¢ maticemi A; a A,, ob¢ s osou afinity danou osou x. Jejich slozenim vznikne

afinita a = a4 o a, vyjaddfend matici A = A;4,, 4.

1 e O0N/1 i O 1 i+e 0
A=<0 f o)(o j 0>:<0 £ o).
00 1/\0 0 1 o0 0 1

Vyslednd matice A vyjadiuje op€t osovou afinitu s osou x jako osou afinity, smér afinity
se zméni na U = (i +ej;fj —1) a charakteristika osové afinity je rovna soucinu
charakteristik pivodnich osovych afinit k = fj. Zkoumana grupa je tedy uzaviena.
Nasobeni matic je asociativni, vzajemné skladani osovych afinit s osou x tedy takeé

zachovava asociativitu. Neutralni prvek v této grup¢ tvoii identické zobrazeni, které lze
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povazovat za specidlni piipad osové afinity s osou x. A kone¢n¢ inverzni prvek v této

grupé je tvoren afinitou a~! danou inverzni matici A~! k matici 4, tj.

1 0

—e
f
1

0 0 1
Inverzni matice A~1 opét predstavuje osovou afinitu se stejnou osou afinity, tedy s osou
x. Geometricky to znamena, Ze pro osovou afinitu a(x, P, P") je inverzni osova afinita
definovana jako a~*(x, P’, P).
Bylo dokéazéno, Ze osové afinity s osou tvofenou osou x tvoii vzhledem k operaci
skladani grupu. Dle Véty 17 (kap. 3.1) Ize toto tvrzeni zobecnit 1 na osové afinity a,, se
stejnou osou afinity m. Libovolnou osovou afinitu a,, s osou afinity m lze totiz vyjadrit
rovnici a,, = soa, s~ !, kde zobrazeni s zna¢i ptimou shodnost prevadéjici osu x
na piimku m, tj. s(x) = m, a zobrazeni a,, je osova finita s osou afinity rovnou ose x.
Nasledujici vztah pak ukazuje, Ze slozenim dvou osovych afinit ak,, a?, s osou afinity m
tak vznikne znovu osové afinita a,, s osou afinity m:

al,oa? = (socatos o(soatos™) =

1 1 -1 _

=soalo(slos)oa2os 1= s0(aloa?)os P =5s0a,05™ ! =a,.
——

identita

Podobné Ize odvodit existenci inverzni osové afinity (a,,)~* s osou afinity m:
(ap) t=(scayos ) T=so0a;los™ ! =aqa;l

Obrazek 30 znazorfiuje A XY Z, ktery se v osové afinité al, s osou m zobrazi na A X,Y;Z;.

A X,Y,Z; je nasledn& zobrazen do A X,Y,Z, v osové afinité a2, s osou m. JelikoZ jsou

ptimky XX, || YY, || ZZ, rovnobézné a odpovidajici si ptimky XY aX »Y, se protinaji na
ose m, stejn¢ jako YZ a Y,Z,, existuje osova afinita a,, s osou afinity m, kterd zobrazuje

AXYZ do A X,YyZ,.
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Obr. 30  Ukdzka slozeni dvou osovych afinit se stejnou osou afinity
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5 Rozklady afinit pomoci osové afinity

Osové afinity v rovin¢ lze libovoln¢ navzijem skladat nebo i kombinovat s jinymi
afinnimi transformacemi. Vysledkem jsou opét afinni transformace. Podobné¢ muizeme
afinity zase rozkladat na dil¢i zobrazeni. Jako velmi vhodny a uzite¢ny se jevi rozklad
afinnich transformaci pravé pomoci osovych afinit. U nich totiz dokdzeme urcit jejich

vlastnosti, samodruzné prvky a umime je zkonstruovat.

Ve studijnich zdrojich jsem narazila na n¢kolik zptisobti rozkladu afinnich transformaci
prostfednictvim osovych afinit. Nékteré jsou odvozeny konstrukéné, jiné analyticky.
Vsechny vsak Ize rozd¢lit do dvou hlavnich skupin, které v nasledujicich dvou kapitolach

popisu.

5.1 Osova afinita jako zakladni afinita

Jak uz bylo zminéno v kapitole 4, osova afinita predstavuje zakladni stavebni prvek afinit
roviny Az, nebot’ kazdou afinitu v roviné Ize ziskat slozenim osovych afinit. V této
kapitole nabidnu jednoduchy dikaz uvedené skutecnosti. Nasledné pak analyticky
1 pomoci konstrukce ukazu zpisob, jak 1ze obecnou afinitu v roviné rozlozit na pouhé dvé

osove afinity.

5.1.1 Rozklad afinity na tfi osové afinity
Ve vétSin€ ucebnicich analytické geometrie (napf. Sekanina aj. 1988, s. 38, Kubat

a Trkovska 2011, s. 239) se setkdme s tvrzenim:

Véta 20. Ke kazdé afinit¢ f n-rozmérného afinniho prostoru A4, existuje m<n+1

zakladnich afinit tak, ze afinni transformace f je jejich slozenim.

Pro afinni rovinu A pak tedy podle této véty plati, Ze kazdou afinitu v roviné mizeme

ziskat slozenim nejvyse tfi osovych afinit. Nyni uvedu dikaz této véty.

Diikaz. Mé&me v rovin€ dva trojuhelniky A ABC a A A¢B;Cy. Potom existuje afinita f,
ktera prevadi body A ABC na body A AsBfCr ve stejném potadi, je tedy jednoznacné

uréena.
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Nyni zvolime ptimku 04, na které nelezi body A, As. Pak existuje osova afinita a,, kterd
zobrazuje bod A na bod Af a pfimka o, tvofi jeji osu afinity. Dile ozna¢me a,(B) = B,

aa;(C) = C,. Obrazem A ABC pfi osové afinité a, je tedy A A¢B, C;.

Dale zvolime pfimku o,, ktera prochazi bodem Ay, ale neobsahuje body By, Bf. Pak opét
existuje osova afinita a,, kterd zobrazuje bod B, na bod By a ptimka o, tvofi jeji osu
afinity. Kdyz ozna¢ime a,(C;) = C,, tak obrazem AAfB;C; pii osové afinité a, se stane

A ArB;C,.

Tteti osova afinita a; s osou afinity o3, kterd uz je vSak piesné urcena jako spojnice bodl
03 = AfBf, zobrazi bod C, na bod C;. Slozena afinita (azea,°a;) zobrazuje

A ABC na A A¢BfCy, je tudiz totozna s afinitou f. Tim byla V&ta 20 dokazéana.

Schéma postupu diikazu je zobrazeno také na obrazku 31. Konstrukci uvedeného postupu

pak zobrazuje obrazek 32.

a, a, as
AABC —» AA¢B,C; —> AAfBC, —> A AfBsC

f

Obr. 31 Schéma rozkladu afinit na tri osové afinity

Obr. 32 Ukazka konstrukce rozkladu afinit na tri osové afinity
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Poznamka. Pocet osovych afinit pfi takovém rozkladu miize byt i niz$i. To by nastalo
v ptipad¢, Ze by se pii dil¢i osové afinit¢ zobrazilo do konecnych obrazii vrcholi
trojihelniku vice bodii najednou. Napiiklad pokud by se pfi osové afinit€¢ a, promitl
A ABC ptimo na A A¢BfC,, poCet osovych afinit potiebnych pro slozeni afinity by se

o jednu snizil.

Jelikoz je mozné u osovych afinit a; a a, zvolit osu afinity libovolné (samoziejmé
za predpokladu splnéni danych podminek), tak miizeme konstatovat, Ze neexistuje pouze
jedna kombinace osovych afinit, které mohou slozenim odpovidat vybrané afinni
transformaci. Lze totiz vzdy nalézt vice nez jednu trojici osovych afinit, jejichz slozenim

ziskame pozadovanou afinni transformaci.

5.1.2 Syntetické odvozeni rozkladu afinity na dvé osové afinity
Prostfednictvim syntetick¢é geometrie vSak jde jednoduse dokdzat i1 zesilend véta

k ptedchozi VéEte 20.

Véta 21. Kazdou afinitu f afinni roviny A, ze napsat jako sloZeni nejvyse dvou osovych

afinit (Stehlikova 20062008, s. 54).

To znamena, Ze ,,...libovolné afinni zobrazeni v roving je bud’ piimo osovou afinitou,
nebo ho lze rozlozit na dvé osové afinity” (Kufina 2002, s. 181-183). Tuto vétu
demonstruje Kufina na ptikladu afinity f, kterd je dana dvéma trojihelniky, a to A XYZ
a jeho obrazem A X'Y'Z’. Sta¢i najit A X;Y,Z;, ktery je obrazem A XYZ v osové afinité
a; a ktery je zaroven vzorem A X'Y'Z' v osové afinité a, (schéma na obr. 33). Pak podle

citované véty plati f = a, o a;.

a a,
AXYZ —» AX,Y,Z, —» AX'Y'Z'

| )
f

Obr. 33 Schéma rozkladu afinit pomoci dvou osovych afinit

Konstrukce. Ke dvéma trojuhelnikim A XYZ a AX'Y'Z' se libovolné zvoli bod X,
asestroji se piimky x = XX; a x' = X'X;. Nasledné¢ se zkonstruuji ptimky y,z

rovnobézné s piimkou x, resp. y’,z' rovnobézné s piimkou x’ tak, aby Y € y, Z € z,
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Y' €y’ ,Z" € z'. Pruseciky piimek Y; € yn y" aZ; € z N z' pak tvoti vrcholy A X, Y, Z;
(obr. 34).

Obr. 34 Ukazka konstrukce rozkladu afinit pomoci dvou osovych afinit

Zbyva otazka, zda lze vzdy najit A X;Y;Z;. Volbou bodu X; se sou€asn¢ zvoli i sméry
osovych afinit %, = XX, a U, = XX,. Mize se stat, ze se nahodné zvoli bod X, takovy,
ze pruseciky Y; a Z; snim budou kolinearni (obr. 35). To znamend, Ze neexistuje
A X,Y,Z,, a tudiZ ani osova afinita a,. V tomto ptipad¢ vSak stai pouze zvolit X; tak,
aby se zménil smér osové afinity u; a body X;,Y;,Z; nebyly kolinearni. Vzdy tedy
existuje alespon jeden A X,Y;Z;, ktery je obrazem A XYZ v osové afinit¢ a, a zaroven

vzorem pro A X'Y'Z' v osové afinité a,. 2

12 Kutina (2002, s. 181-183) nabizi podrobn&jsi diskusi feSitelnosti na zakladé vzajemného porovnavani
vzdalenosti rovnobézek x,y,zax’,y’, z".
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Obr. 35  Pripad, kdy afinita neni rozlozena na dve osové afinity

Z konstrukce tohoto rozkladu i jeho dikazu lze vidét, ze uvedené rozlozeni afinity na dvé
osov¢ afinity také neni jednoznacné urceno. Lze totiz vzdy nalézt vice neZ jednu dvojici
osovych afinit, jejichZ slozenim ziskdme poZadovanou afinni transformaci. Zéalezi na

volbé& samodruznych smért u;a u, osovych afinit a;a a,.

5.2 Rozklad afinit pomoci primitivnich osovych afinit a posunuti

V analytické geometrii neexistuje pro osové afinity obecné jednoduchy maticovy zapis,
ktery by je jednoznacné urcil. Vzdy je nutné zjiStovat, zda ma dand afinita pfimku
samodruznych bodl. To zna¢né ztéZuje analytické odvozeni rozkladu libovolné afinity

na osove¢ afinity.

Jediny zdroj (Gans 1969, s. 96), ktery nabidl alespoii obdobu takového rozkladu, uz jsem
zminila v kapitole 3.4, kde jsem pfedstavila primitivni osové afinity jako specidlni typ
osovych afinit. Pro pfipomenuti — primitivni osové afinity jsou osové afinity, jejichZ smér
afinity je bud’ kolmy k ose x, nebo kolmy k ose y. David Gans navic pracuje pouze
s primitivnimi osovymi afinitami, jejichzZ osa afinity prochazi pocatkem soufadnic.

Ptedstavim ted’ jeho rozklad obecné osové afinity.

Véta 22. Kazda afinni transformace mize byt rozlozena na primitivni osové afinity

(s osou afinity prochézejici pocatkem soutadnic) a posunuti, a to presné v tomto poradi.
Diikaz. Afinni transformaci f ve formatu
x'=ax+by+m

f: ad —cb #0
cx +dy+n,

<
I
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ziskame jako vysledek slozeni transformaci f =t o f;

x'=ax+ by x"'=x"+m
fi: t:
y' =cx +dy y'=y"+n,
v tomto potadi. Tim rozdé€li afinity na linearni a transla¢ni slozku. U druhého zobrazeni
se jednd o posunuti. Linedrni zobrazeni f; mtze byt dale rozloZzeno na dvé primitivni

osove afinity (s osou prochdzejici poc¢atkem), ato f; = py o p,,

x' =ax + by X=X
Py a PxY ¢ aacpe kde a # 0,
y' =y y =ox +——y,
nebo v piipad¢ kdy a = 0 na primitivni osov¢ afinity f; = p,, o py
x' =x x" = —ad;bcx’ + Sy’
px{ a Dy kde d # 0.
y =cx+dy y' =y,

Maticovy zapis téchto rozkladu afinit je a) F = TPP,

a b m 1 0 m 1 0 0 a b 0
<c d n|=(0 1 n '<c/a (ad — bc)/a 0)'(0 0), kdea # 0,
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

nebo b) F = TP,P,

b m 1 0 m (ad — bc)/d b/d O 1 0 0
d n]=(0 1 n |- 0 1 O0])lc d 0], kded # 0.
0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 1
Pro ptipad, kdy se a,d = 0 nabizi Gans rozklad sérii primitivnich osovych afinit s osami

_

o a0 Q

prochazejicimi poc¢atkem soufadnic dle tohoto analytického zapisu:
xt=x-y xt = xt xW = —pxt + byt XV = xlil
=y ’ yil = xl 4yt ylil = i ’ y

Maticovy zapis tohoto rozkladu afinity, kde a,d = 0 je F = TP[VP}"'P{'P}
0 b m 1 0 m 1 0 O -b b 0 1 0 O 1 -1 0
c 0 n|=10 1 n]){0 ¢ O0O)J:{0 1 0)-{2 1 O0J-{0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Uvedené rozklady tedy dokazuji tvrzeni z Véty 22.

5.3 Rozklad afinit pies podobnost a osovou afinitu

V této Casti predstavim dalSi zajimavy rozklad afinit pomoci osové afinity, a to opét

synteticky i analyticky.

Véta 23. Libovolné afinni zobrazeni lze rozlozit na podobné zobrazeni a osovou afinitu

(Kutina 2002, s. 179).

Dutkaz tohoto tvrzeni lze snadno vyvodit. Je dadna afinita f, ktera vzor A XYZ zobrazi
do obrazu A X'Y'Z’. Stadi sestrojit A X'Y'Z;, ktery je obrazem A XYZ v podobnosti d

anasledné ze vzoru A X'Y'Z; sestrojit A X'Y'Z" v osové afinité¢ a s osou afinity danou

samodruznymi body X'a Y’ a smérem afinity 77, (obr. 36 a 37). Pro afinitu f pak plati
f=acod.

d a
AXYZ — AX'Y'Z, —» AX'Y'Z'

| )
f

Obr. 36 Schéma rozkladu afinit na osovou afinitu a podobnost

X' Y

Obr. 37 Ukazka konstrukce rozkladu afinit na osovou afinitu a podobnost

Mozné je i opacné fazeni zobrazeni pii rozkladu. Pro rozklad f = aod je pak tieba

sestrojit A XYZ, v podobnosti d, jehoz vzorem je A X'Y'Z'. Dale pak navazuje konstrukce

A XYZ v osové afinité a s osou afinity danou body X, Y a smérem afinity TZZ (obr. 38).
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Obr. 38  Ukazka konstrukce rozkladu afinit na podobnost a osovou afinitu

Podobny rozklad afinit, ov§em z analytického pohledu, zminuje ve své knize také Judith
Cederberg (2001, s. 194-195). Vyuziva k nému specifické osové afinity, které maji velmi
jednoduchou matici zobrazeni. Samoziejmé to vSak neni jedina varianta rozkladu. Slouzi

vSak jako dikaz, ze existuje alespon jeden takovy rozklad.

Véta 24. Libovolna afinita mize byt zapsana jako vysledek skladani elace s osou x (e,
vyjadifenou matici E, ), pravouhlé osové afinity sosou x (k, s matici K,) a pfimé

podobnosti (d, s matici D).
Jako dikaz uvadi analytické odvozeni tohoto rozkladu pro matici F obecné afinity f

F = D,K,E,

a b m a —c m 1 0 O 1 5 O
c d n|= <C a n) ‘10 kK O)-{0 1 0),
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

kde (ad — bc) # 0, (a,c) # (0,0) a kde koeficienty k a j nabyvaji hodnot

. (ab+cd) k_(ad—bc)
)= (a2 + c?) a ~(a? +c?)’

Obrazek 39 reprezentuje rozklad afinity dle Véty 24.
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Obr. 39  Ukazka konstrukce rozkladu afinity na elaci, pravouhlou osovou afinitu

a primou podobnost

Jelikoz zminéna elace i pravouhld osova afinita maji totoznou osu afinity, a to osu x,
jejich slozenim vznikne také osova afinita s osou x. Pfedchozi tvrzeni tedy miizeme

upravit, ¢imz vlastn¢ analyticky potvrdime Vétu 23:

Véta 25. Libovolna afinita mize byt zapsana jako skladani osové afinity s osou x (a,

vyjadiené matici A,,) a ptimé podobnosti (p, s matici P, ) — obr. 40.

A=PA,

a b m a —c m 1 j O
(c d n>=<C a n)(o k 0),
0 0 1 0 0 1 0 0 1

kde (ad — bc) # 0, (a,c) # (0,0). Koeficienty k a j nabyvaji hodnot

,_(ab+cd) k_(ad—bc)
)= (a? + c?) 4 ~ (a?+c?)’

Osova afinita a, vyjadfena matici A, ma osu afinity osu x a samodruzné¢ smeéry

m&%Lmaﬂz(é?Q.
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Obr. 40  Ukdzka konstrukce rozkladu afinit na osovou afinitu s osou x

a primé podobnosti
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Zavér

informace z velkého mnozstvi zdrojii. Definice a zakladni vlastnosti osovych afinit se
v literatuie pfili§ neodliSuji, fada autorti vSak k tématu osovych afinit zminuje jen dil¢i
informace a zdiraznuje jiné prvky, moznosti ¢i okolnosti tohoto zobrazeni. Setkala jsem
se 1 s nejednotnosti pojmu ¢i uzivané terminologie. Piesto se mi podle mého nazoru
podafilo do prace zakomponovat vétSinu relevantnich informaci k tématu osové afinity

v roving, které jsem v citované literatui'e nasla.

Piinosem této prace mélo byt 1 propojeni syntetického a analytického pohledu na téma
osové afinity v roviné. Pfi psani jsem premyslela, jak oba pfistupy vhodné propojit. Jedna
z variant byla nejdifive predstavit celé téma analyticky a nasledné totéz provést
synteticky, ¢imz by se dobfe ukazaly vyhody a nevyhody obou pfistupti. Toto by vSak

bylo mozné 1 prostym porovnanim odbornych textd ¢i u€ebnic.

Nakonec jsem proto zvolila jinou variantu, a to postupného stiidani ptistupt. U kazdého
dil¢iho oddilu jsem tedy popsala ¢i alesponl zminila pohled na dané téma, jak analyticky,
tak 1 synteticky. Tim jsem chtéla docilit toho, aby byla osova afinita pifedstavena ¢tenaii
nazornéji a komplexnéji. Nevyhodu tohoto ¢lenéni vSak vidim v tom, Ze takto podané
informace jsou vice rozkouskované a mnohdy na sebe ne Upln€ navazuji. To mulzZe

nékomu piipadat nekonzistentné.

Necham na c¢tenafi, aby posoudil, zda jsem ziskané poznatky vhodné propojila. Jestli je
téma osovych afinit takto popsdno komplexnéjsi, nebo zda se takovéto rozclenéni ctenari

jevi spise nekompatibilni.

Co mohu tvrdit s urcitosti, potvrdilo se mi, Ze pro né€kterd tvrzeni a jejich dikazy je
vyhodnéjsi analyticky pfistup a pro néktera synteticky. Napiiklad zjiStovani, jak se
obecné v osové afinit¢ zobrazuje parabola, hyperbola a elipsa, by se synteticky
odvozovalo dost komplikované. Naopak dokéazat pfi rozkladech afinit, ze vzdy existuje
dvojice osovych afinit, jejichz slozenim danou afinitu ziskdme, Ize konstrukéné velmi
snadno a rychle. V analytické geometrii se vSak takové odvozeni v literatuie vibec

neobjevuje.
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Jesté bych chtéla zminit jeden pfinos této prace, a to predstaveni primitivnich osovych
afinit. V jejich ptipad¢€ totiz podle mé dochazi k tomu, ze se krasn¢ dopliuje synteticky
a analyticky pfistup. V obou pohledech se tyto osové afinity velmi jednoduse popisuji

1 interpretuji. Navic je mozné jejich vyuziti u rozkladu afinit.
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