MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Cyril Kotecky

Geometrie intervalovych linearnich
soustav

Katedra aplikované matematiky

Vedouci bakalarské prace: prof. Mgr. Milan Hladik Ph.D
Studijni program: Informatika

Studijni obor: Obecné informatika

Praha 2023



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Chtél bych podékovat svému vedoucimu Milanu Hladikovi za doporuceni perfekt-
niho tématu, za jeho cenné a klicové rady, stejné jako za jeho trpélivost.

i



Nazev prace: Geometrie intervalovych linearnich soustav
Autor: Cyril Kotecky
Katedra: Katedra aplikované matematiky

Vedouci bakalarské prace: prof. Mgr. Milan Hladik Ph.D, Katedra aplikované
matematiky
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kde redlné prvky vektorti a matic nahradime uzavienymi intervaly realnych ¢isel.
Mnoziny feseni téchto systémii maji zajimavé vlastnosti, a to zejména, zZe jsou
sjednocenimi exponencialné mnoha polyedri. Toto ¢ini feSeni mnoha problému
tézkym, zatimco na druhou stranu maji mnoziny formu, kterd je intuitivné pri-
stupna pro analyzu. Tato prace se zabyva studovanim geometrie téchto mnozin.
Zacneme rekapitulaci jejich znamych vlastnosti, jako jsou omezenost a souvis-
lost. V prvé tadé se ale budeme sousttedit na podminky konvexity a na cha-
rakterizaci konvexniho obalu, kde je oboji znamé pro specialni pripad systému
s regularnimi intervalovymi maticemi. S vyuzitim teorie polyedri tyto vysledky
zobecnime, zejména pro obecné systémy intervalovych linedrnich nerovnic. Uka-
zeme ilustrativni priklady, nékteré slouzici jako protipriklady v pripadech, kde
zobecnéni nejsou mozna.
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where the real numbered entries of the vectors and matrices are replaced with
closed intervals of real numbers. The sets of solutions to these systems have
interesting properties, mainly that they are unions of exponentially many convex
polyhedra. This makes solving many problems hard, while on the other hand, the
solution sets have a form that is convenient to analyze. This thesis deals with
studying the geometry of such sets. We will begin by reviewing known properties
of these sets, such as boundedness and connectedness. But mostly, we will focus
on the conditions for convexity and the characterization of the convex hull, which
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1. Uvod

Pamét pocitaci je konecna. Primym dusledem je, Zze musime realné hodnoty
aproximovat ve floating point aritmetice, ¢imz nabirdme chybu, jesté nez jsme
zacali délat jakékoliv kalkulace. Kdyz potom zac¢neme s témito hodnotami pro-
vadet vypocty, casto akumulejeme jesté vétsi chybu, kterd v mnohych pripadech
muze divergovat a ucinit tak vysledek zcela nepouzitelnym.

Pro mnoho specialnich pripadi existuji rizné numerické metody, které nam
pomahaji chyby minimalizovat a produkovat vysledky s jistymi garancemi jejich
presnosti a konvergence ke spravnému vysledku.

Dalsi zptisob, jak pristupovat k témto nepresnostem, je pracovat se systémy,
které je dokazi reprezentovat. Zde prichézi na pomoc intervalova aritmetika. Jak
nazev napovida, misto redlnych hodnot pouzijeme intervaly, které inherentné za-
chycuji néjaké specifické mnozstvi nejistoty, a dovoluji nam provadét kalkulace v
této reprezentaci. Intervalova linearni aritmetika je potom linearni algebra s inter-
valovymi systémy. To znamend, Ze vektory a matice maji jako jednotlivé polozky
intervaly.

Na rozdil od linearni algebry, kde byva geometrickd interpretace casto pri-
dohromady systémy rovnic a nerovnic s intervalovymi maticemi a vektory, zjis-
time, ze mnozina Teseni takovych systémi mé zajimavou vlastnost. Zatimco je
obecné nekonvexni, je konvexni v kazdém ortantu.

Konvexita mé v informatice specidlni vyznam, obzvlast v optimalizaci, kde ¢ini
mnoho problému resitelnych. Proto se v této praci budeme zabyvat zkoumanim
geometrickych vlastnosti mnozin feseni intervalovych systémii, predevsim co se
tyce jejich konvexity a konvexniho obalu.

Jako priklad, kde se toto stane uziteénym, muzeme vzit situaci, kdy se sna-
zime optimalizovat linearni icelovou funkei nad mnozinou feseni néjakého inter-
valového linearniho systému. Vyménou komplikované nekonvexni mnoziny feseni
za uzaver jejtho konvexniho obalu transformujeme tlohu na problém linearniho
programovani. Vzhledem k tomu, Ze uzévér konvexniho obalu mnoziny feseni je
konvexni polyedr, mizeme najit jeho mnozinu optimalnich feseni, ktera bude
néjakou z jeho stén. Potom, jak se dozvime, mame garanci, ze najdeme prvek
puvodni mnoziny feseni uvnitf této stény.

7 tohoto a z dalSich davodt je uzitecné studovat geometri mnoziny reseni
intervalovych linearnich systémi.

Cilem této prace je sesbirat znama fakta o intervalovych lineadrnich systémech,
ktera jsou spojena s geometrii. Poté, kde to bude mozné, se pokusime vysledky
zobecnit, nebo alternativné, zkusit najit nova pozorovani, kterda by eventualné
mohla vést k heuristikam, které by v budoucnu mohly byt pozivané pro efektiv-
néjsi algoritmy pro feseni téchto systéma.

Autor této prace predpoklada ctenarovu znalost zédkladnich konceptt linearni
algebry, jako jsou matice, vektory, afinni prostory a podobné. Stejné tak se pred-
poklada znalost zdkladnich geometrickych konceptt, v prvni fadé tykajicich se
nadrovin a poloprostori.



1.1 Notace

Zacneme definovanim nékolika zkratek, které budeme pouzivat.

« Budeme znadit [n] := {1,...,n}.
» Vektor samych jednic¢ek e = (1,...,1) znacime jako e € R".

« Pro libovolné ¢ € [n] definujeme jednotkovy vektor e; € R™ po slozkach jako

en={0 1%

1 a>0

« Pro ¢islo a € R, oznac¢ime sgn(a) := { 1 a<0"
« Pro vektor v € R" oznac¢ime sgn(v); = sgn(v;) pro vsechna i € [n].

e Pro vektor v € R™ oznac¢ime D, € R™*" diagonalni matici s prvky

(Dv)ij:{ 0 i)

« Pro matici A, vektor b a indexovou mnozinu () # I C [m] budeme pomoci
A; a by znacit podmatici, respektive podvektor, které ponechavaji pouze
radky, respektive prvky indexované indexy v I.

e Pro mnozinu S C R" oznacime jeji komplement S¢ = R™\S.



1.2 Konvexni mnoziny
Definice 1 (Konvexita). Necht S C R"™ je mnoZina.

o MnoZinu S nazveme konvexni, pokud

Vey € S VO < A, A € R takové, Ze M1 + Xy =1,
j622>\11’+>\2y65.

o Konvexni obal conv(S) mnoziny S je nejmensi konvezni mnozina obsahu-
jici S. Alternativé je to prunik vsech konvexnich mnozZin obsahujicich S.

1.3 Konvexni polyedry

Jak se dozvime v néasledujicich sekcich, mnozina feseni intervalovych linear-
nich systémt je sjednocenim konvexnich polyedrti. Uzavér konvexniho obalu ta-
kové mnoziny bude opét konecné generovany konvexni polyedr. Z téchto divodi
se seznamime s nékolika zakladnimi koncepty a vlastnostmi téchto objekti, mimo
jiné se sténami a recesnimi kuzely.

Nejdriv si pojdme pripomenout definice zakladnich druhit konvexnich poly-
edrt.

Definice 2 (Konvexni polyedr a konvexni polytop).

o Neprdzdnd mnozina P C R™ se nazyvd konvexni polyedr, pokud mdme
P={zeR": Az <b}

pro néjakou matici A € R™*™ a vektor b € R™.
o Omezeny konvexni polyedr P se nazjvd konvexni polytop.

e Dimenze konvexniho polyedru je dimenze nejmensiho afinniho prostoru,
ktery ho obsahuje.

Pozorovani 1.1 (Vlastnosti konvexnich polyedri).

o Prunik konvexnich mnoZzin je konvexrni.

o Konvexni polyedr je prunik konecné mnoha uzavrengych poloprostori, které
svou uzavrenosti a konvexitou ¢ini vysledny polyedr také konvexnim a uza-
vrenym.

Pokracujeme s definici stén a navazujicich koncepti. Jak uvidime, stény jsou
kritické pro porozuméni a popsani konvexnich polyedri.



Definice 3 (Stény).

o Neprdizdnou mnoZinu F' C P nazveme sténou konvexniho polyedru
P ={zxeR": Az < b}, pokud existuje podmnozina I C [m] takovd, Ze

F={xeP: (Ax); = b}.
o Podsténa F’ stény F je sténa polyedru P splnujici F' C F.
Pak mdme F' ={x € P: (Ax)p = by} pro néjaké I' O I.
o Sténa F' je vlastni podsténa steny F, pokud F' C F. Potom také I' 2 1.
o Minimélni sténa je sténa, kterd neobsahuje Zadné vlastni podstény.
Kazda sténa ma takzvanou sténovou nadrovinu.
Definice 4 (Sténova nadrovina).

e Sténova nadrovina h steny F' konvexniho polyedru P je nadrovina splnujici
FChaPCh ,kdeh  ={xeR": a'x <b} pro néjaké a € R, b € R,
neboli h™ je negativni uzavreny poloprostor urceny nadrovinou h.

o Alternativné mizZeme také psit F =hNP and P C h™.
o Sténa F = {x} pro néjaké x € P se nazjvd vrchol P. Rikdme, e md di-
menzi nula.

Pozorovani 1.2 (Vlastnosti stén Schrijver| (1998)) [str. 101, 104] ).

o Stény konvexniho polyedru jsou konvexni polyedry.
o Polyedr md konecné mnoho sten.
o Minimdlni stény jsou afinni prostory.
o Vsechny minimdlni stény P maji stejnou dimenzi n — rank(A).
o KaZda steéna obsahuje minimdlni sténu, nebo je sama minimdlni.
o Pokud existuje nadrovina h takovd, Ze hONP #0 a P C h™,

pak F = hN P je stena.

Dilezité objekty v praci s konvexnimi polyedry jsou kuzely a recesni kuzely.
Nejen, ze se daji jednoduse charakterizovat pro konvexni polyedry reprezentované
matici, ale navic nam spolu s minimalnimi sténami davaji uzitecny alternativni
zpusob, jak efektivné geometricky popsat konvexni polyedr.

Definice 5 (Kuzely).

o MnoZinu K nazveme kuzelem, pokud pro kaZdy jeji bod x € K a libovolné
0<peR mdme pxr € K.

o KuZel K se nazyvd bodovy pokud neobsahuje primku, nebo ekvivalentne,

pokud K N —K = {0}.

e KuZel K se nazyva konvexnim kuzelem, pokud, pro kaZdou dvojici bodi
x,x’ € K a pro libovolnd 0 < p,p) € R mame px+p'x’ € P. Konvexni kuZely
jsou tedy evidenté konvexni.

» Recesni kuzel R konvexniho polyedru P = {x € R" : Az < b} pro néjakou
matici A € R™" a vektor b € R™ je mnozina R = {x € R": Az < 0}.

e Pro S CR", cone(S) oznacuje nejmensi konverni kuzel obsahugjici S.



Pozorovani 1.3 (Vlastnosti kuzeld, konvexnich kuzelt a recesnich kuzel |Schrij-
ver| (1998) [str. 87, 100]).

o Recesni kuZel polyedru P je také casto nazyvdin charakteristickym kuZelem
polyedru P. Jeho vyznam je v tom, Ze obsahuje vSechny neomezené smeéry v
P. Presnéji

reR < dxePVp>0:z+prehP.

Takovy vektor nazveme smér recese nebo recesni vektor polyedru P. Recesni
kuzel polyedru P = {x € R : Ax < b} je ve skutecnosti mnozina

R={zeR": Az < 0}.
o Také mdame vztah
R je bodovy <= minimdlni stény P maji dimenzi 0.

o Konvexni kuZel K lze popsat jako K ={z € R": = = Y pir;},
i€[ny)
kde 0 < p; € R a vektory r; generuji poloprimky, které leZi ve sténach K,
a zaroven vektory r; generuji K samotny. Pak n, je pocet téchto generd-
toru r;.

Definice 6 (Minkowského suma). Meéjme mnoziny A,B C R™.
Jejich Minkowského suma A + B znaci mnozinu

A+B={a+b: a€ A N be B}.

Predeslé koncepty nyni mtzeme sloucit v nasledujici charakterizaci konvexnich
polyedrii.

Véta 1.4 (Minkowského-Weylova pro polyedry Schrijver| (1998) [str. 106]).
P je konvexni polyedr <— P=C+ R

kde

e k€N je pocet minimalnich stén Fi, ..., F} polyedru P,
o C'=conv{cy,...,c} kde kazdé ¢; je libovolny bod z minimalni stény F;,

e R={z e R™ Az <0} je recesni kuzel P.
Kdyz je dany polyedr polytopem, dostaneme nasledujici specialni pripad véty.
Véta 1.5 (Minkowského-Weylova pro polytopy |Schrijver| (1998)) [str. 89]).

Konvexni polytop je konvexrnim obalem svych konecné mnoha vrcholi.



1.4 Analyza a topologie

Jako posledni si pripomenme nékolik definic z topologie a analyzy, které bu-
deme potiebovat. Necht S je podmnozina R”.

Definice 7 (Metrika).

o Metrika je funkce d : R" x R" — R, kde Vx,y,z € R"

0. d(xzy) >0

1. dzy) =0 <= x=y
2. d(z,y) = d(y,z)

3. d(z,z) < d(x,y) + d(y,2)

o Metrika Ly oznacuje metriku d(z,y) = > |z, — yil.

i€[n]

Protoze budeme pracovat nad vektorovym prostorem R", doplnime ho metri-
kou L; a budeme dvojici (R", Ly) povazovat za metricky prostor, kdykoliv to bude
potreba.

Definice 8 (Oteviené mnoziny).

e Pro bod x € R™ a polomér 0 < v € R definujeme otevienou kouli

B(x,y) ={y € R": d(z,y) <~}.

o Rikdme, Ze mnoZina S je oteviend, pokud pro kaZdé x € S existuje
0 < v € R takové, Ze oteviend koule B = B(x,7) je podmnozinou S.

Definice 9 (Uzaviené mnoziny).
o Rikdme, e mnoZina S je uzaviend <= jeji doplnék S¢ je otevreny.
e Bod x € R" je uzavérovym bodem mnoZiny S, pokud
VO<~ydyeS: dzy) <ny.

o Uzaver cl(S) mnoziny S je mnozina vsech uzdvérovijch bodi S.
Ekvivalentné je to nejmensi uzavrend mnozina obsahujici S.

e Pro bod x € R™ a polomér 0 < v € R definujeme uzavienou kouli

B(x,v) ={y e R": d(z,y) <~}



Definice 10 (Souvislé a nesouvislé mnoziny).

o Rekneme, Ze mnozina S je nesouvisla <= existuji otevrené mmnoziny
A,B C R" takové, Ze

SCAUB AN SNA#40##BNS AN SNANB=1.

o Jinak rikdme, Ze S je souvisla.

e MnozZina R C S je komponentou souvislosti mnoziny S, pokud je to vzhle-
dem k inkluzi maximalni souvisld podmnoZina S.

Pozorovani 1.6 (Vlastnosti souvislych a nesouvislych mnozin).

o Konvexni mnoZiny jsou souvislé.

o Souvislé mnoZiny maji jedinou komponentu souvislosti.
Definice 11 (Topologické hranice a vnitiek).

o Vnittek int(S) mnoZiny S je nejuétsi otevriend podmnoZzina S.

o Hranice mnoziny S je mnoZina S = cl(S)\intS.



1.5 Intervalové systémy

Definice 12 (Nerovnosti matic a vektort).

Nerovnosti budeme pro matice a vektory interpretovat po polozZkdach, neboli
pro libovolné A, B € R™*",

A< B <= Vie [m],] S [n] D < b@j.
Definice 13 (Intervalové matice a vektory).

e Necht A, A € R™ " jsou matice spliujici A < A. Potom definujeme inter-
valovou matici

A=[AA:={AcR™": A< A<A}

v A+A .
o Oznacime A¢ = %, respektive A® =

spektive polomérovou matici.

A—A

== jeji prislusnou stredovou, re-

o Intervalové vektory b= [b,b] pro néjaké b,b € R™ jsou pak jednoduse speci-
alni pripady intervalovijch matic.

o Mnozinu vsech intervalovych matic A wvelikosti m X n znacime IR™*™,
Definice 14 (Regularni intervalovd matice).

o O matici A € IR™" rekneme, Ze je regularni, pokud vSechny matice A € A
jsou requldarni.

o Podobné, kdykoliv priradime podobnou vlastnost nejaké intervalové matici,
myslime tim, Ze ji splnuji vSechny obsaZené realné matice. Dalsi priklady
jsou matice plné sloupcové hodnosti nebo singuldarni matice.

Definice 15 (Matice specidlni formy).
Necht A € IR™*™ je intervalova matice a méjme vektory s; € {£1}™
a sy € {£1}"
o Potom definujeme matici specialni formy
Ay s, = A — D, ARD,,.
o Tuaké definujeme zjednoduSenou verzi

Aus, = A° — D,AAD,, = A° — A®D,,,

pro e € R™ vektor jednotek.



o Specialné, pro intervalovy vektor b € R™ a vektor s € {£1}"
by := b€ + Db".
Z definice intervalovych matic a vektor je ziejmé, ze Ag s, € A, Aes, € A

a b, €b.

Definice 16 (Ortantové polyedry).
Necht A € IR™ ™ je intervalovd matice a méjme vektor s € {£1}".

o P, oznacuje konvexni polyedr P, = {x € R": A,z < b}.
e R, oznacuje jeho recesni kuZel Ry := {x € R": A,z < 0}.

o A P- oznacuje konvexni polyedr pro pripad rovnic

P= .= {:1; ER": Apr <b A —A_,x< —Q}.

s

Definice 17 (Ortant).
Necht R™ je vektorovy prostor a s € {£1}" vektor.

Ortant R™ signatury s je R := {x eR": Dz > 0}.
Definice 18 (Mnozina feseni systému intervalovych linearnich nerovnic).

Pro dany intervalovy systém Ax < b oznacime jeho mnoZinu reseni jako
S={zecR": JAc ATbeb: Ax <b}.

Definice 19 (Mnozina feSeni systému intervalovych linedrnich rovnic).

Pro dany intervalovy systém Ax = b oznacime jeho mnozZinu resent jako

E::{xGR": JAc ATbecb: Ax:b}.
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2. Znamé vysledky

V této sekci projdeme znamé vysledky o intervalovych linedrnich systémech
a o geometrii jejich mnozin Teseni. Zacneme s pripadem nerovnic, kde je situace
jednodussi.

2.1 Nerovnice

Jeden z nejzasadnéjcich vysledkt je néasledujici véta. A¢ to neni na prvni po-
hled zjevné, hned se dozvime, pro¢ ve skutecnosti fika, Ze mnozina feseni je sjed-
noceni konvexnich polyedri.

Véta 2.1 (Gerlach| (1981)).
Necht ¥ je mnoZina reseni daného systému Ax < b. Potom

Y= {:L‘ eER": A%r < A%z —1—5}.

o Nejdriv si vSimnéme, zZe mnozina feSeni pouze zalezi na b, proto nema zadny
vliv, jestli je na pravé strané vektor intervalovy nebo realny.

o Abychom ukazali, ze jako dusledek véty je mnozina TeSeni sjednoceni kon-
vexnich polyedri, uvazujme néjaké z € 3 a méjme s = sgn(x). Pak ziskdme
Dgx > 0, nebo ekvivalentné Dz = |z|. Nyni pouzijeme vyraz z Gerlachovy
véty, kterou musi  spliiovat, a piepiSeme A°r < A D,z + b. Potom mame
(A® — A2D,)x < b, coz je ekvivalentni s A.,x < b. Proto kazdé x € X
splituje A.,r < b pro n&jaké s € {1}". ProtoZe mame 2" takovych vektori
s, mame nejvys 2" riznych polyedri F;.

o MiZeme si také vSimnout, ze 2" je vskutku pouze horni odhad. Ve skutec-

nosti, pokud mame matici A, kde pouze k z n sloupcii obsahuje intervaly,
pak mame 2% polyedri.

o Navic misto sjednoceni vSech polyedrii mizeme ekvivalentné protnout kazdy
polyedr s jeho danym ortantem, a az pak sjednotit vysledky pres vSechny
ortanty.
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Nyni mtizeme shrnout rtizné, ale ekvivalentni definice mnoziny teseni.

Pozorovani 2.2 (Ekvivalentni popisy mnoziny feSeni).

1. E:{xeR”‘HAeAHbeb: Amgb}

2. ¥ = {x eER": Az < A%z +5}
3. Y= U {:1: eER": A,z <b A diag(s)r > O}
se{£1}"
48%= U {reRr: A<t}
se{£1}n
5. X= U P
se{£1}n
6. Y= U (P,NRY)
se{£1}n

Jako disledek této komplexity mnozin feSeni je mnoho problémt v intervalové
aritmetice tézkych. Vzhledem k tomu, Ze téma komplexity neni stfedem zajmu
této prace, ukazeme si kratce jen dvojici priklada jako varovani toho, co nas jesté
ceka.

Véta 2.3 (Rohn| (1995)).
Je NP-t¢Zké rozhodnout, zda X # ().
Véta 2.4 (Garajova a Hladik| (2019)).

Je co-NP tezké rozhodnout, zda-li je ¥ omezend.

Tuto sekci ukonéime dvéma postacujicimi podminkami pro souvislost mnoziny
reseni.

Tvrzeni 2.5 (Hladik| (2014)).
Pokud b > 0, pak ¥ je souvisld.
Tvrzeni 2.6 (Hladik (2014)).
Pokud systém Au — Av < b pro u,v > 0 md resend, pak ¥ je souvisld.

Priklad 1 (Nesouvislda mnozina feseni). Nésledujici je prikladem nesouvislé mno-

ziny Teseni systému Ax < b
oo (-1 1 !
s matici A = ( 1] -1 a vektorem b = 1)

~1
—1
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Obrazek 2.1: Nesouvisld mnozina feSeni.
)

T

2.2 Rovnice

vvvvvv

situaci komplikuji dva ¢leny s absolutni hodnotou, které ve vyrazu znacné kom-
plikuji vztahy.

Véta 2.7 (Oettli a Prager| (1964)).
Necht ¥~ je mnozina reSeni néjakého systému Ax = b.

Pak Y= = {z € R": |A% — b2| < AB|z| + b2} .

Podobné jako u nerovnic, predesla véta vede k tomu, ze kazdém ortantu je X
bud prazdna nebo je konvexnim polyedrem, coz ukotvuje nasledujici véta.

Disledek 2.8 (Oettli| (1965)).
= je v kazdém ortantu bud prdazdnad nebo je konvexni polyedr.
Opét miizeme shrnout odlisné ale ekvivalentni popisy mnoziny feseni.
Pozorovani 2.9 (Ekvivalentni popisy mnoziny feseni).
1%~ ={zecR"IAc ATbecb: Av=1}
2. Y= = {m eER": |A%%h — bR < AB|z| + bA}

3. Xx= U {x eER": Ax <b N —A_x2<-b AN diag(s)r > 0}
se{x1}n
457= U {zeR": Awr <b AN A2 <-b)
se{£1}m
5. %= U P~
se{x1}n
6. >== U (PTNRY)
se{x1}n
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Stejné jako u nerovnic, mnoho problémi s rovnicemi je NP-tézkych. Nasledu-
jici véta je prikladem.

Véta 2.10 (Lakeev a Noskov]| (1994)).
Rozhodnout, zda-li = # () je NP-tézZké, i pro systémy se ctvercovymi maticemi.

Tuto sekci ukoncéime citovanim dvou vysledku tykajicich se obecné geometrie
specidlnich ¢tvercovych systémi. Prvni nam tikd, ze pro systém s reguldrni matici
a pouhym realnym nenulovym vektorem na pravé strané, mnozina feseni nemuze
prekrocit opacné ortanty.

Tvrzeni 2.11 (Rohn (2012)) [str. 152]).
Necht = je mnozina reseni systému Az = b kde A je reqularni a b # 0. Pak

YENARIAR™Y, =0 pro kazdé s € {£1}".

Dalsi vysledek se tyka omezenosti a souvislosti mnoziny reseni. Kompaktnost
je garantovand omezenosti, protoze jako konecné sjednocenich konvexnich poly-
edri je mnozina reSeni uzaviena.

Véta 2.12 (Jansson (1997)).
Necht 3= je mnoZina reseni systému Ax = b, kde A je ctvercovad.
Pak plati ndsledujici:

1. Pokud je A reguldrni, pak = je kompaktni a souvisld.

2. Pokud je A singuldrni, pak kazdd komponenta souvislosti 3= je neomezend.

2.3 Konverze

Jelikoz nerovnice vedou k jednodussim popisim, radi bychom konvertovali
mezi linearnimi intervalovymi systémy s rovnicemi a s nerovnicemi. Nasledujici
véta ukazuje, ze je to ve skutecnosti celkem snadné.

Véta 2.13 (Rohn| (1985), [Li (2015)).

MnoZiny resent systému Ax = b a systému Ax < b N Ax > b jsou stejné.

Disledkem je, ze at najdeme jakykoliv vysledek pro nerovnice, bude platit
i pro rovnice. Ackoliv je urc¢ité lepsi nachazet vlastnosti systému s rovnicemi
na miru, které presnéji popisuji jejich specialni pripad, tato véta je stale uzitecny
nastroj pro obecné vysledky.
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2.4 Konvexita a konvexni obal

Jak uz jsme vidéli, neprazdné mnoziny feseni intervalovych linearnich systémi
jsou sjednocenimi konvexnich polyedri, proto jsou obecné nekonvexni. Nicméné
konvexita je pro nas dilezita, proto by bylo uzitecné, kdybychom dokazali rozpo-
znat, kdy je mnozina feseni konvexni, a pokud neni, bylo by dobré znat, jak vyja-
drit jeji konvexni obal. Obé tyto otazky byly zodpovézeny J. Rohnem pro pripad
rovnic s regularnimi maticemi.

Mnoziny Teseni téchto specidlnich systému jsou konvexni polytopy (v pripadé,
ze jsou konvexni), nebo maji konvexni polytop jako konvexni obal. Proto mizeme
konvexitu charakterizovat pouzitim vrcholii mnoziny feseni, které ted definujme.

Definice 20 (Vrcholy mnoziny feseni systému s regularni matici).
Necht ¥~ je mnoZina reseni systému Ax = b pro néjakou reqularni matici A.
Pak pro kazdy s € {£1}" oznacime x4 jako jednoznacné reseni rovnice

Acr — diag(s) A2 x| = b,.

Pro reguldarni matice maji tyto vrcholy vzdy jednoznaéné feseni (Rohn/ (2012)
[str. 162]). Mame tedy 2" téchto vrcholi zg, se kterymi muzeme pracovat.
Zactneme s podminkou nekonvexity.

Véta 2.14 (Nekonvexita mnoziny feseni, Rohn| (2012) [str. 171]).

Necht Y= je mnozina reseni systému Ax = b pro néjakou requldrni intervalo-
vou matici A. Pak ¥~ je nekonverni <= sy, sy € {£1}" Ji,j € [n] spliujici
nasledugjici:

1. (81>7; = (82)2‘
2. (x81)j(xs2)j <0
3. A5 >0

Tato véta méa zjevnou geometrickou interpretaci. Ve skutec¢nosti hleddme dvo-
jici vrcholi xg,, zs,, které lezi v sousednich ortantech, ale jsou spojené tseckou,
jejiz vnitfek nelezi v mnoziné feseni.

Jak uz jsme zminovali, konvexni obal mnoziny feseni intervalovych systému
s regularnimi maticemi je polytop. Proto miize byt charakterizovan jako konvexni
obal vrcholt mnoziny reseni.

Véta 2.15 (Konvexni obal, Rohn| (1989)).
Necht ¥= je mnozina resent systému Ax = b pro nejakou requldrni matici A.

Pak
conv(¥X=) = conv {xs s € {jzl}”}.

Priklad 2 (Konvexni obal pro rovnice s regularni matici, Barth a Nuding) (1974)).
Ve spojitosti s predeslou vétu zminujeme priklad mnoziny feseni a jejitho kon-
vexniho obalu pro matici A = ( [£21>i1]2] [{22’21]1] ) a vektor b = < %:3:% )
Mnozina Teseni je znazornéna fialové a modré jsou ty body, které pridava kon-
vexni obal. Vsimnéme si ¢ty? ¢ervenych vrcholt x4 v rozich sdilenych mnozinou
feseni i jejim konvexnim obalem.
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Obrazek 2.2: Konvexni obal systému rovnic s regul
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3. Vysledky v geometrii a
topologii

Tato kapitola je vénovana novym vysledkiim této prace.

3.1 Topologickd hranice a vnitrek v obecnych
nerovnicich

Zamérime se na pripad nerovnic. Nechf X je mnozina feSeni intervalového
linearniho systému Ax < b. Protoze X je obecné nekonvexni, standardni definice
extremalnich bodt by zde nefungovala. Protoze jde ale o sjednoceni konvexnich
polyedri, je ziejmé, ze dostaneme néjakou mnozinu bodi, kterd se jako hranice
chovat bude. Z tohoto divodu potrebujeme modifikovat definici extremélnich
bodt pro nase tcely.

Definice 21 (Mnozina extremélnich bodu).
Pro ¥ jako vyse mame X = |J (R” N P;). Mnozinou extremdlnich bodi ¥

se{x}"
myslime mnoZinu

o= U {G: 0 #£G=FNR? aF je sténa polyedru Py }
se{£}n

Jinymi slovy vybirdme ty podmnoziny stén polyedri P, které jsou v or-
tantu RY.

Pozorovani 3.1 (Extremélni body). Fkvivalentné mizZeme definovat mnoZinu
extremdlnich bodu jako

Yo={zeX: (A%); = (A®z| +b); A O#1C[m]}
Dikaz.

C Zaméfme se na jediné s € {£1}", prislusny polyedr P; a jeho sténu F.
Méme

F:{xGPS: (Aes)r=br N D#£1C [m}}
Vyjadienim G = F' N RY dostaneme
G:{xEPS: (Aest)y=by N 0#T1C[m] A DS:EZO}.
Mizeme prepsat

(Aesx)[ = B[ jako (Ac — AADSI)I — BL

17



A protoZe Dyx > 0, pak Dyx = |z a tedy (A°z); = (A%|z| + b);.

D Na druhou stranu méjme z € ¥ spliujici (A%); = (A%|z| + b); pro né-
jaké O # I C [m]. Oznacenim s = sgn(z) opét dostavdme D = |z,
proto miiZeme vyraz vys piepsat jako (A°w); = (A®Dyx + b);, potom na
((A° — A2 D,)x); = by, a koneéné (Aq.x); = by. Existuje tedy sténa
F = {z € P, : (Awz); = b} polyedru P, a x € F. Dale, protoze
s = sgn(z), mame z € F NRZ.

]

Lemma 3.2 (Vnitrek).
Vnitrek mnoZiny Tefeni ¥ je intY = {z € R™ : A°w < A®|x| + b}.
Diikaz.

e Oznacéme
I={zeR": A% < A®|z| + b}.

Zjevné I C ¥. Oznatme s = sgn(z), pak prepiSeme A‘w < A®|z|+b
na A..x < b a vyjadiime

U {zeR": Auz<bl= U N {zeR": (A.a)<b}.

se{£1}" se{£1}" i€[n]
o Uvazujme doplnék

r= N U {reR: (Auw) > b}

se{x1}" i€[n]

Kazda mnozina {x € R" : (A.x); > b;} je uzavieny poloprostor. Tedy
I¢ jako kone¢ny prinik konecénych sjednoceni uzavienych mnozin je také
uzaviend. Tudiz jeji komplement [ je otevieny.

o Vyjadiime

S\ = U {rex: (Adua); =b}

1€[n]

={rex: (A%w)r = (A% +B); A D#AIC [m]} =3,

Vezméme bod 2’ € g, ktery musi spliiovat (A.sz'); = b; pro n&jaké i € [n]
a leZ{ tedy v nadroviné a = {z € R" : (A.x); = b;}. Déle méjme

0 < v € R a uvazujme otevienou kouli B = B(x,7). Pak nadrovina a
deli B tak, ze jedna polovina B lezi v uzavieném poloprostoru a~ a druha
v a’. Proto miizeme pro libovolné 0 < ~ vzit otevienou kouli B poloméru
~ s body mimo . Tudiz bychom pridanim x do I ztratili otevienost, tudiz
I je maximalni oteviend podmnozina >, a proto [ = intX.
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Véta 3.3 (Hranice).

Dikaz.

Yy je topologickd hranice mnoZiny reseni 3.

Oznacme topologickou hranici mnoziny > jako 0%, jeji vnitiek jako intX a jeji
uzévér jako X. Jako koneéné sjednoceni konvexnich polyedrii, které jsou samy
uzaviené, je ¥ uzaviend, tudiz ¥ = 3. Potom, z definice ¥y a pouzitim piedeslého
lemmatu dostavame

)

= Y\ intE

= {[L’ € R™ A%r < A®|x| +5}\{z € R™ A%r < A®|x| +B}

= U {reD: (A%) = (A%a] + D),

i€[n]

= {xEE: (Acx); = (A®|z| +b); A D#TC

= %,

[m]}

Priklad 3 (Hranice a vnitfek). Uvazujme mnozinu feseni systému Az < b

s matici A =

[_171]
[_1v1]

—1
—1

1

a vektorem b =

1

NN~ = =

Cervené je znazornéna hranice mnoziny teseni a fialové je znézornén jeji vnittek.

Obrazek 3.1: Hranice a vnitfek mnoziny feseni.

)

g
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3.2 Obecny konvexni obal

V této sekci se budeme vénovat problému popsani konvexniho obalu intervalo-
vych linedrnich systému nerovnic. Na rozdil od pripadu rovnic s regularni matici
nemtuizeme spoléhat na popisovani konvexniho obalu jako konvexniho obalu vr-
choltt mnoziny. V pripadé obecnych nerovnic nemame garantovanou omezenost
a nemame tedy divod ocekavat, ze konvexni obal bude polytop. Z tohoto divodu
budeme chtit popsat konvexni obal mnoziny feseni jako obecny konvexni polyedr.

Déava smysl oc¢ekavat, ze konvexni obal kone¢ného sjednoceni konvexnich poly-
edri bude opét konecné generovany konvexni polyedr, ovsem toto je pouze naptil
cesty k pravdé. Jak uvidime, a jak ilustruje, konvexni obal v pripadé
neomozené mnoziny reseni nemusi byt uzavieny. Jesté jednodussi priklad je je-
diny bod, disjunktni s jednou piimkou. Obé mnoziny jsou konvexni polyedry
a je snadné vidét, ze jejich konvexni obal nebude uzavieny. Nakonec ale mame
stésti v tom, ze uzavér konvexniho obalu je konvexni polyedr.

Zavedme tedy novou notaci, kterou budeme nadale pouzivat.

Definice 22 (Notace). Necht 3 je mnoZina resent systému Ax < b.
o C:=conv(X) = conv( U PS)
se{£1}n
o C:=cl0)
e R:= conv( U RS)

se{x1}n

Nejprve se pripravime doplnujicim vysledkem, ktery ndm pomiize dokazat
ten nasledujici.

Lemma 3.4 (Recesni kuzel).

R je konvexni kuZzel.

Diikaz.
Konvexita R je dédna z definice, proto potfebujeme pouze ukazat, ze je to

kuzel. Mazeme definici R = conv( |J Rs) prepsat jako
se{x1}"

R= {x = Y A Y st A 20 A Y A= 1},
se{£1}" JE[nT] se{£1}»
kde n} reprezentuje pocet generdtorii r, ; kuzele R,. Vezméme libovolny bod
x € R a ¢islo p > 0. Chceme ukazat, ze pxr € R, proto vyraz pxr prepiseme

pr=p 3 A X PsjTsi= 2 As X ppsTsj -

se{£1}"  j€[ny] se{£1}"  j€[ny]

Zjevné pp,; > 0, a protoze R, je kuzel a p; ;rs; € Rs, mame pp, i1 ; € R, tudiz
ppsiTs; € R. Déle, protoze px je konvexni kombinace takovych bodu pps;rs ;,
z konvexity R mame px € R. ]
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Lemma 3.5 (Sanity check).
C je konvexni polyedr.

Dokazujeme ovSem obecnéji, ze uzavér konvexniho obalu sjednoceni konecné
mnoziny konvexnich polyedri je konvexni polyedr.

Driikaz.
o« 7 muzeme vyjadrit
P, = Cs + R, pro Cs = conv{c,1,...,Copnc } & Ry = cone{rg 1, ..., 7550} (a)

kde vybereme jeden bod c,; pro kazdou minimélni sténu F§; polyedru F;
a kde R, je recesni kuzel polyedru FP; generovany vektory rg ;. Dale n
reprezentuje pocet minimalnich stén polyedru P, a m pocet generatori
kuzelu R;. Definujme pro néjaka ¢isla Mg, ps j, As € R podminky

>\s,ia ps,j7 )\s Z 0; (1)

Z )\s,i = 17 (2)
i€[ng]

oA =1 (3)
se{x1}"

Muzeme vyjadrit
P, = {xs = Z /\s,ics,i + Z Ps,iTsg )\s,ia Ps,j SplflU.Ji (1) a (2)} (31)
i€[ng] J€ny]

Vyjadiime C' = conv( U F;) jako
se{£1}"

C = {.TC = Z )\s ( Z )\s,ics,i+ Z p&jr&j) :

se{£1}n i€[ng] JEnE]
)\s, >\s,i7ps7j Splﬁu.]i (1)7 (2) a (3)}

Definujme mnozinu P jako P = conv ( U U cs,i) + conv ( U RS)
se{£1}" ie[ng] se{£1}n

nebo ekvivalentné jako P = conv ( U U csﬂ-) + R. Znovu, podle |[véty]
se{£1}" i€[ng]

[L.4] a protoze R je kuzel, P je konvexni polyedr. Ukézeme, ze P = C.
Definujme pro néjaka cisla 5, As;, ps; € R dalsi sadu podminek

Hs, )\s,ia ps,j Z Oa (4)

YD Ai=1, (5)

se{£1}m ie[ng]

Z ws = 1. (6)

se{x1}n

7 definice P muzeme prepsat

P= {xp: Z Z As,iCs,i + Z Hes Z Ps,jTsj -

se{£1}" i€[ng] se{xl}m  j€[nT]

Hs, /\s,ia Ps,j Splﬁuﬁ (4)7 (5) a (6)}
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o Méjme libovolné z. € C' a rozepiSme

Te = Z /\3 ( Z /\s,ics,i+ Z IOSJT&J')

se{+1}n i€[ng] JE[nt]

Pro As, Asi, ps,; spliujici podminky (1), (2) a (3). Opét mizeme piepsat

Te= D, D ANCsit D D PiTsy

se{1}" i€[ng] se{£1}" j€[nT]

kde X} ; = AAgi a pg; = Aspsj. Zjevne N, pl . >0

a > > A, =1, tudiz z. spliuje podminky (4), (5) a (6), neboli

se{x1}nieng]
x. € P. Proto C' C P, a z uzavienosti P spolu s tim, ze C' je minimalni
uzaviend nadmnozina C, dostavame C' C P.

« Na druhou stranu, méjme libovolné z, € P a rozepiSme

l'p = Z Z )\svicsvi + Z ’us Z ps,jrs,j (7)

se{x1}" i€[ng] se{£1}» JEnT]

Pro Ag, As i, ps,; spliujici dané podminky pro P. MiZeme pak vyjadrit

= X XX Nt X ) 0

se{x1}n i€[ng) j€[nt]

A . .
pro X, = % Ay A=t a gl = g

i1€[ng] s > s
o Pokud Vs € {£1}" : X[ > 0 pak mdme N\, \;;,0,; > 0a > N =1,
’ se{x1}n
anavic Y. M., = 1. Tudiz z, spliuji podminky (1), (2) a (3), tedy =z, € C.
ieng]

 Pokud ovsem existuje s € {£1}" takové, ze A\, = 0, pak parametry A{;
a py ; jsou nedefinované. Mé&jme tedy takovy bod x, s néjakym s € {£1}™,
kde X, = 0. Necht Q = {s € {£1}": X, =0}, ¢ = |Q| a necht
m = argminge i qyn {)\; >0¢.

Zjevné g > 0 a také vime, ze m existuje, protoze vSechna ). se musi secist
na 1 z predpokladu z, € P. Muzeme pak vzit libovolné malé 0 < v < A/,
a zkonstruovat novy bod

CIle = Z )\;’ ( Z )\;yics,i + Z ]p;,jrs,j)a

se{£1}n 1€[ng] JeE[nT

ktery ma A/ = A — v a pro vSechna s € @) polozime \! = g. Vsechny
ostatni parametry nechdme stejné jako pro z,. Z konstrukce ma takovy bod
x, viechna A] > 0, a vSechna \{ se sectou na 1, tudiz, podle predeslého
argumentu, mame x;, € C. Ale také miizeme reprezentaci bodu jednoduse
konvertovat zpét na reprezentaci (7), tudiz z;, € P.
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Pak si vSimnéme, ze vzdalenost mezi =, a 2/ mizeme vyjadrit jako

P
d(ry, 1) = kEZ[: ()i — ()]
- >\/ 87/ s s
kg[:n] (SE{%::I}" <Z€%c} sz(c )k +g€27:f]p ](7“ J)k,))

_< 5 Xs’( > Nalesdw+ X 05](7"5])>

se{x1}n 1€[ng] Jj€[nt] )
= Z < Z )\;< Z )\ (Csz)k + Z PSJ(ng)k)>
k€(n] s€Q 1€[n¢] JE€[nT]
N>
se{x1}"\(QuU
X T Nulemdet T plus i)
i€lng,] J€lnT,]

(S (Mt X))

SEQ 1€[ng] J€[nT]

_< >
se{+1}\(Qu

—A;;(Zez AilCmid + 2 pm]<rmy)k)

[n5.] J€nT]

(500

+<>\in< Y Anilemidk+ X P Tmﬂk)

1€[ng,] JjE€[nr,]

= X

ke[n]

N—

—(Z ( > Nilesie + X (s k))

se@ ! i€[ng] j€[nt]

(e (5 5 )

i€[ng,] j€lng,]

= X

ke[n]

(S (£ Nided+ T )

s€Q \ig[ng] jE€[nT]

‘W( P A e D ij(ng)k>

i€fn,] jelng,]
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pro dk:< > )\;nﬂ'(cm,i)k:"i_ > P;n,j(rm,j)k)

i€[ng,] JEM,]
(2 (T Naleh+ T pn)):
s€Q \ig[ng] J€[ni]
Pro shrnuti, mizeme vybrat 0 < v < A}, a zkonstruovat bod z;, € P,
ktery také spliuje x;, € C'. Vybranim libovolné malého v mizeme Skalovat
vzdalenost d(x,, ;) libovolné blizko k 0, a tim zkonstruujeme tento bod
z;, € C libovolné blizko k x,. Z toho plyne, Ze z, uzdvérovy bod mnoziny

Caux,eC.

« Ukdzali jsme, ze kterykoliv bod z, € P spliuje z, € C nebo z, € C,
a protoze C' C C, pak mame, ze P C C. A jak jsme ukdzali vys, plati takeé
C CPatedy C=P.

O
Disledek 3.6 (Omezenost recesniho kuzelu).
C je omezend <= R = {0}.
Diikaz. 7 piedeslého mame, ze R je recesni kuzel mnoziny C, a pak mame
reR < JzeCVO0<peR: ax+preC.
O

Disledek 3.7 (Konvexni kuzel omezené mnoziny feseni).
¥ je omezend <= C = C je konvexni polytop.

Na druhou stranu, jak priklad po néasledujicim dtsledku ukazuje, miize nastat
degenerovany piipad, kdy C = R".

Disledek 3.8 (Degenerovany konvexni obal).

C=R" «<— R=R".

Priklad 4 (Degenerovany konvexni obal).
Zde mame mnozinu feSeni pro systém Az < b

oo [ [-L1] 1 (0
smat101A<[_1’1] 1 a vektorem b = 'k

Fialové je naznaCena mnozina feSeni a modré jsou body pridané uzavérem kon-
vexniho obalu, ktery pokryva cely prostor.
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Obrazek 3.2: Degenerovany konvexni obal.
T2

Vyse jsme zminili diisledek, Ze recesni kuzel mnoziny C je R. Navic tim, ze
C' je konvexni polyedr, ktery m4 své vlastni minimaln{ stény, mtizeme z nich vzit
reprezentativni body pro popis C.

Ukazeme, Ze reprezentativni body pro minimalni stény konvexniho polyedru
C najdeme jako body z minimalnich stén jednotlivych konvexnich polyedri P;.
Pojdme se pripravit na dikaz citaci klasického vysledku pro konvexni mnoziny.

Véta 3.9 (Délici véta, (1969)).
Necht XY C R" jsou disjunkini, uzavrené a konverni mnozZiny. Pokud je
jedna z nich omezena, tj. kompakini, pak mohou byt ostre oddéleny nadrovinou

h={reR": a'z =0}
pro néjaké a € R*, b € R. Jingmi slovy
JacR", beR: Ve XVyeY: a'z<b<aly
Lemma 3.10 (Minimélni stény obsahuji minimalni stény).
Necht F je minimdlni sténa konvexniho polyedru C.

1. Existuje s € {£1}" takové, Ze existuje sténa G konvexniho polyedru P
obsazend v F.

2. Pokud F je vrchol, pak existuje s’ € {£1}" takové, Ze existuje vrchol G’
polyedru Py a G' C RY.

Diikaz.

« Bud h sténova nadrovina stény F, tedy F = CNha C C h™ pro

h = {ze€eR": a'z=10b}
h- = {xeR": a'x<b}
ht = {zeR": a'z>0b}.
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Oznacme pak pro libovolné b # i € R™ paralelni nadrovinu

hy ={r €eR": a'z =10}

Ukéazeme, ze F musi obsahovat néjaké FeSeni ze 3. Pro spor, necht FNY = ().
Toto implikuje, Ze Vs € {+1}" mdme F N Py = (), neboli také h N Py = ().

Pro libovolné s € {£1}"™ mizeme konvexni polyedr P; vyjadiit formou (a) z
[Lemma 3.5] ktera ik, ze Py = Cs+ R pro konvexni polytop Cs a kuzel R.

Méjme libovolné s € {£1}". Ukazeme, ze pokud jsou né&jaké x € Cj

a b € R" takové, ze a'x < b pro n&jaké b’ < b, pak pro viechny r € R,
a0<p€Rmime a’(pr) <0. Pro spor méjme ndjaké r € Ry a 0 < p € R
takové, Ze a' (pr) > 0 a mé&me né&jaké z € C a b/ € R™ takové,

7e a'x < b < b. Pak najdeme p’ dostatecné velké, aby

a'(pr)y>b—a'z > —a'z >0,

a ziskdme a' (z + p'r) > b. Protoze 1 € Cy, r € P,,aV0<p" €R:

p"'r € Ry z definice Ry, z popisu (a) pak dostavame, ze = + p'r € P;. Tedy

r+ p'r €%, ato je ve sporu s tim, Ze ¥ C h~. Proto tedy a' (pr) < 0 pro

vSechny r € R, a vSechna 0 < p € R. Tedy pokud néjaka nadrovina hy

paralelni s h ma Cs C h,, C h™, pak dostavame rovnou Ps C hy,.

Uvazujme konvexni polytop P =conv | C,. Jelikoz C, jako konvexni
se{£1}"

obal reprezentativnich bodt vybranych z minimalnich stén P, je konec¢né

gerovany témito body, pak P je konecné generovany sjednocenim téchto

bodi pfes vSechna s € {£1}".

Ukdzeme, ze P N h = (). Pro spor, necht P N h = G je sténa polytopu P.
Protoze kazda sténa obsahuje minimalni sténu, a minimalni stény P jsou
nékteré z vrcholu sjednocenych polytopu Cy (jiné mohou byt uvnitf po-
lytopu P), pak mame néjaké s € {+1}" s vrcholem x € Cy C P

ax € G Ch,coz je ve sporus hN P, = (). TudiZ P a h jsou disjunktni.

Nyni pouzijeme na dvojici disjuktnich, uzavienych a konvexnich

mnozin h a P, kde P je navic omezena a nalezneme oddélovaci nadrovinu
hy ={r € R": a'x =V} pro n&jaké b € R", tedy

YVychVreP: a'z<b <aly,

coz také z definice h implikuje & < b. Oddélovaci nadrovina nutné musi
byt paralelni s h, jinak by ji protinala, coz by byl spor s tvrzenim véty.
A protoze paralelni nadroviny sdileji norméalové vektory, miizeme opét stejny
normalovy vektor a pouzit v popisu nadroviny hy .

Vyse jsme ukézali, ze pokud Vs € {£1}" : C, C hy, pak P; C hy, tudiz
mame dokonce X C hy,.

Méme tedy dva disjuktni uzaviené paralelni poloprostory h™ a hy,, kde

h C h*t a ¥ C hy. Uvazme libovolné = € h a dp, = sup d(z,y). Pak uza-
yGhb/

viena koule B = B(z, dyin + 1) obsahuje nejblizsi bod y € hy k . ProtoZe
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{z} a S = hy N B jsou obé kompaktni mnoziny, mizeme najit dvojici x,y na-
byvajici této minimélni vzdalenosti, ktera je nutné nenulovd, jinak bychom
z definice metriky méli = y, coz by bylo ve sporu s disjunktnosti nadrovin
h a hy. Protoze jsou nadroviny paralelni, tato minimalni vzdalenost je kon-
statni pro viechna 2 € h. Dale m&jme 2’ € h* a gy’ € hy,. Usetka 2/y/ proting
nadroviny A" a hy, ozna¢me tedy priniky 2’ = 2’y Nh a y’ = 2’y N hy.
Pak mame d(z',y') > d(z"y") > din-

Mezi prostory je tedy kladna vzdalenost, neboli
30 <dpm €ER" Ve € h™ Yy € hy ¢ d(x,y) > dipin.

Jelikoz h;, je konvexni nadmnozina X, obsahuje i jeji konvexni obal C'

« Nyn{ méjme libovolny bod z; € F. Protoze z; € C, pak je to uzdvérovy
bod mnoziny C, tudiz mdme V 0 < v € R néjaky bod z. € C takovy,
ze d(zys,x.) < 7. To je ale spor s predeslym bodem, protoze vSechny kon-
vexni kombinace x. bodl ze ¥ lezi v h;,, tudiz mame

v > d(xy,xe) > dpin > 0,

coz je ve sporu s tim, ze v muze byt libovolné mala.
« Proto tedy plati F N P, # ) pro néjaké s € {£1}".

1. Protoze mame néjaké s € {£1}* s hN P, # 0, P, C h™ a protoze P,
je konvexni polyedr, pak G = h N P, tvori sténu P, a G C F.

2. Predpokladejme, ze F' je vrchol. Pak G musi byt také vrchol, tudiz je to
také minimalni sténa. Pokud G C R?, mame hotovo. Predpoklddejme tedy
G C R pro néjaké s # s € {£1}". Protoze G = {z}, mizeme vzit
s' = sgn(z), a pak x € RY, a tudiz G C RY Protoze ¥ = {U } (PsNRY),

se{£1}"

existuje polyedr Py takovy, ze x € Py. Pak hN Py # 0, Py C h™ a znovu
méame néjakou sténu G’ polyedru Py takovou, ze G’ C F. Protoze F' je vr-
chol, G’ je také vrchol, G’ = G, a tentokrat G' C R%.

]

Vyznamny rozdil od jednoduchych konvexnich polyedri je ten, Ze minimalni
stény z jediné mnoziny feSeni > mtizou mit rizné dimenze, pokud jsou z riznych
polyedri P;. Nasledujici priklad toto ilustruje.

Priklad 5 (Rizné dimenze minimélnich stén).

1. Uvazujme mnozinu feseni systému Ax < b

01 1 1
s matici A = 1 [0,1] | a vektorem b= [ 1
-1 -1 1
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Mnozina Teseni je zvyraznéna fialové, zatimco body, které pridava konvexni
obal jsou modré. Nalevo vidime minimalni stény konvexniho obalu zvyraz-
néné cervené. Vsimnéme si dvou minimélnich stén s rtiznymi dimenzemi,
a prerusovanou otevienou hranou, ktera déld konvexni obal neuzavienym.
Zatimco napravo vidime miniméalni stény uzavéru konvezniho obalu, ktery
je konvexni polyedr, tudiz minimélni stény maji stejné dimenze.

Obrézek 3.3: Neuzavieny konvexni obal.
i) T2

1

xy

N N

Dekompozici mnoziny feseni do polyedri P, muzeme zleva doprava vidét
jednotlivé polyedry Py 1y, Pu 17, Byt a Py 7. Minimdln{ stény
jsou opét zvyraznény cervené. Jak lze vidét, dimenze se mohou lisit.

Obrazek 3.4: Odlisné dimenze minimalnich stén mezi polyedry v dekompozici.

X2 X2 X2 X2
)

et |, \\ \\\

T

2 2
N . N —| 7 | z; e N .
| O AN

2. Mtzeme dokonce sestrojit priklad, kde vSechny minimalni stény polyedrii
P, maji stejné dimenze, ale minimélni stény uzavéru konvexniho obalu maji
dimenzi odlisnou. Tentokrat uvazujme

—1,1] 1 1

.. [—1,1] 1
matici A 0 1 a vektor b = 9
0 —1 2



Nalevo opét vidime mnozinu feseni fialové s dodatecnymi body uzavéru
konvexniho obalu modfe a minimalni stény uzavéru konvexniho obalu jsou
cervené. Nésledujici dvé figury znazornuji polyedry Py v = Py _py7

a P_117 = P17 zleva doprava. Miizeme si vSimnout, Ze minimalni
stény polyedri jsou vrcholy, zatimco miniméalni stény uzavéru konvexniho
obalu jsou primky.

Obrazek 3.5: Odlisna dimenze minimalnich stén konvexniho obalu.
T T2 L2

.|

2 b/\ 2
° 1 A

/|

Z tohoto plyne, ze obecnd situace mize byt rtiznoroda a zatim nemame lepsi
zpusob, jak popsat uzavér konvexniho obalu, nez projit vsech az 2™ ortantl a tes-
tovat minimalni stény polyedri P;. Toto je ekvivalentni s prochéazenim podsys-
témi (Agsx); < by pro riizné () # I C [m] a se zkousenim, zda maji feSeni. Jisté
jde nejprve vyuzit néjaké jednoduché heuristiky pro nalezeni libovolné minimalni
stény pro urceni jeji dimenze, a az poté testovat podsystémy stejné dimenze.

Existuje nékolik specialnich pripadi, kde miizeme trochu zuzit vybér omeze-
nim dimenze minimalnich stén, které je tfeba testovat.

Pozorovani 3.11 (Matice plné sloupcové hodnosti).

Pokud je A matice plné sloupcové hodnosti,
pak minimdlni stény vsech Py maji stejnou dimenzi.

Diikaz. Pokud A ma plnou sloupcovou hodnost, pak z definice ma kazda matice
A € A také plnou sloupcovou hodnost. Jinymi slovy jsou vSechny sloupcové
hodnosti stejné, tudiz minimalni stény maji stejnou dimenzi n — rank(A).

[]

Pozorovani 3.12 (Bodovy recesni kuzel).

Pokud je C bodovy, pak minimdlni stény polyedru C
obsahugi vrchol {v} néjakého Py takovy, Ze v € RZ.

Diikaz. Pokud C je bodovy, jeho minimalni stény jsou vrcholy. TudiZ, jak fika
[Lemma 3.9 kazdd minimdln{ sténa obsahuje vrchol spliujici dané podminky. [

Na zaver této sekce opét poznamenejme, ze vsechny tyto vysledky plati i pro
rovnice, jelikoz diky [véte 2.13] mizeme vyjadrit mnozinu Teseni jako mmnozinu
reSeni vétsiho systému nerovnic.
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3.3 Nerovnice s regularnimi maticemi

Stejné jako tomu bylo v pripadé rovnic s regularnimi intervalovymi maticemi,
regularita intervalovych matic nam dava specidlni vlastnosti i v pripadé nerovnic.

Ukazeme, zZe muzeme zarucit nejen neomezenost a souvislost mnoziny reseni,
coZ ¢ini v porovnéni s situaci témér opacnou nez u rovnic, ale podobné
jako u rovnic mtizeme charakterizovat jedinecné vrcholy mnoziny feseni.

Pro tuto sekci, nechf ¥ je mnozina Teseni intervalového systému Ax < b,
kde A je regularni.

Zacneme formulovanim uzitecného pozorovani ohledné regularnich intervalo-
vych matic. Dalo by se povazovat za trivialni, ale je dobrym nastrojem pro roz-
siteni intuice o geometrickém chovani mnoziny feseni pro reguldrni matice.

Lemma 3.13 (Regularita a gradient).
A je requldrni = Zadné z ndsledujicich neplati:

1. Jiji'em]: A NAy. # 0
2. 35 en]: AN A, # 0
3. Jiji' e m]JaeR: ad;. = Ay,
4. 377 €n]JaeR: ad,;=A.;

Diikaz.
Predpokladejme, ze A je regularni.

1. Pokud vsSechny intervaly néjakych dvou rtznych radkt maji prinik, doka-
zeme najit matice A v A, které maji dva radky stejné. To je ovsem ve sporu
s regularitou A a tudiz s regularitou A.

2. Obdobné, jen misto radki uvazujeme sloupce.

3. Toto je podobné ptipadu 1., az na to, ze nehledame shodné radky, ale takové,
ze jeden je nasobek druhého. Toto by nam opét dalo singuldrni matici, coz
je opét spor.

4. Analogicky k predeslému, jen uvazujeme sloupce misto radkii.

]

Jedno povsimnuti, které si mizeme odnést je, ze pokud je A regularni, pak
zadna dvojice stén dimenze vétsi, nez 0, nemiize mit stejné naklonéni.
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Véta 3.14.
> je neomezend.
Diikaz.
o Uvazujme néjaké i € [m| a polopiimku
r={yeR": y=0>b—Jde; kde 0 < € R}.

Pak pro kazdé y € r mdme y < b. Dale uvazujme libovolné s € {41}",
matici A.; a obraz

ra, = x€R": x=A""y
= z€R*": z=A

ktery je dobte definovany diky regularité A..

Dostéavame, Ze libovolné x € 74, spliiuje Ao < b, protoze
Aestt = Aes(AZly) =y <D

pro n&jaké y € r. Navic je ra,, také polopiimka, protoze A_'e; je nenulovy
vektor z regularity A., a

ra, = {x ER": z=A'b— 5(146_81@) pro0 <4 € R)}

JelikoZ libovolné x € r4,, spliiuje Aesw < b, pak r4,, C P, tudiz ry,, C 2
a protoze r4,, je neomezenda polopiimka, ¥ je také neomezena.

O
Veéta 3.15.
Y je souwvisld.
Diikaz.
e Mdme ¥ = | P, kde kazdy P, = {z € R* : A,z < b} je ne-

se{£1}"
prazdny, protoze obsahuje aspon jedinecné reseni x, rovnice A.qx = b. Navic
je kazdy P souvisly ze své konvexity.

o Uvazujme systém Az = b a ozna¢me Y~ mnozinu jeho TeSeni. Z [vity 2.12
je X~ souvisla a z definice také obsahuje Teseni x,.

e Nyni pro spor predpokladejme, zZe 3 je nesouvisla, neboli, Zze ma vic, nez

jednu komponentu souvislosti. Mame > = ( U Ps) U X~. Kazdy prvek
se{xl}"

sjednoceni je souvisly, tudiz kazdy P, musi by{t godmnoiinou jediné kom-
ponenty souvislosti, a stejné tak pro X=. Kazdy P, ale musi byt ve stejné
komponenté jako =, protoze sdileji vrchol x,. Proto vsechny vyse uve-
dené casti X jsou v jedné komponenté souvislosti, coz je ve sporu s nasim
predpokladem. Tudiz 3. je souvisla.
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]

Nyni budeme citovat dalsi Rohntv vysledek, ktery pouzijeme v nasledujici
vété. Pochézi z jeho kolekce ctyTiceti ekvivalentnich podminek pro regularitu in-
tervalovych matic. Zde pouzivame podminku ¢islo pét.

Véta 3.16 (Rohn| (2009) [str. 502]).

A je requldrni <= VB € R™" s |B| < A% aVbeR",
rovnice A°x + Blz| = b md jedinecné resend.

Lemma 3.17 (Jedine¢ny vrchol).

FEzistuje jedinecny s € {£1}" takovy,
Ze jedinecny vrchol x, polyedru Py splniuje xs € RY.

Dukaz.

o Fakt, Ze pro vSechna s € {£1}" méa kazdy polyedr P; jediny vrchol je dusle-
dek regularity A.s, protoze existuje jedineéné feseni xg systému A.qx = b.
Kazdy podsystém ma nizsi nez plnou hodnost a vyprodukuje mnozinu reseni
vyssi dimenze.

o Podivejme se na libovolny x,. Jako bod mnoziny feseni, podle [véty 2.1
splituje Az, < A®|x,| + b. Uvazujme dva mozné pifpady.

1. V prvnim piipadé mdme né&jaké i € [m] takové, 7e (A°x,); < (A2|xy| + b);.
Necht " = sgn(z,). Pak mame (A.gxs); < b;, ale protoze predpokldadame
Aests = b, pak ocividné s # s'. Tudiz xg, vrchol polyedru P;, nelezi v R”.

2. V druhém p¥ipadé mame A°r, = A2|x,| +b. Pak, vezmeme-li s’ = sgn(z,),
dostaneme DyZ, = |z |, proto mame (A° — A®Dy)z, = Aoz, = b, tudiz
1, € Py. Potom s = &' a x, € R". Evidentné, protoze A°r, = A%|x,| +b
je rovnice odpovidajici predeslé vété, existuje jen jeden takovy x,.

]

Véta 3.18 (Afinni kuzel jako obal). Necht zs je jedinecny vrchol z predeslého
lemmatu.

C je bodovy +—= C =x,+ R.
Diikaz.

e Pokud C je bodovy, pak jsou vechny minimdlni stény polyedru C vrcholy.
Potom 7z 2. v [Lemma 3.9 kazdy obsahuje minimdln{ sténu néjakého P,
ktera musi byt také vrchol, a navic takovy, ze lezi v R”. Ale z predeslého
lemmatu existuje pravé jeden takovy bod, proto C' mé jediny vrchol x,.

Potom, z méme C = z, + R.
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Priklad 6. Nasledujici priklad ilustruje mnoziny feseni systému nerovnic s regu-

larni matici
(03] 1 (1
A= < 1 0, %] a vektorem b = 1)

Fialové mame opét znazornénou mnozinu feseni a modre dodatecné body z uza-
véru konvexniho obalu. Jediny vrchol je ¢erveny.

Obrazek 3.6: Konvexni obal systému nerovnic s regularni intervalovou matici.

V tento moment je nejasné, zda-li vitbec mlze existovat regularni matice A
a vektor b, pro které C' neni bodovy. Je mozné, Ze se toto n&jak vztahuje k
a ze piipad, kdy C je bodovy, neni z n&jakého diivodu mozny. Nyni
ovsem nedokazeme nabidnout vic nez doménky.

33



3.4 Konvexita mnoziny reseni

Uzavieme s nékolika podminkami ohledné konvexity mnoziny feseni. Vysledky
jsou zde mifené na piipad nerovnic, oviem z vime, Ze muzeme systém
rovnic vyjadrit jako vétsi systém nerovnic, na ktery pak muzeme aplikovat stejné
podminky. Toto je samoziejmé daleko od idedlniho Feseni, jelikoz preklad vytvari
nové linearni zavislosti mezi fadky matic. Proto tento postup nemiize nahradit
hledani vlastnosti mnozin feseni pro rovnice specificky. Je to ovsem stale validni
zpusob, jak adaptovat nase obecné vysledky pro pripad rovnic.

Jako prvni mame nésledujici pozorovani. Miize se zdat, ze dokazujeme, zZe po-
kud matice ma pouze realné hodnoty, nebo pokud vsechna feseni lezi v jednom
ortantu, pak je X konvexni. Oboji by implikovalo konvexitu. Misto toho ovSem
ukazujeme, ze existuje vztah mezi sloupci matice a prislusSnymi hranicemi mezi
ortanty.

Uz zde mizeme vidét podobnost s Rohnovou podminkou ve [yété 2.14]

Pozorovani 3.19 (Zakladni podminka konvexity).

Pokud Vi € [m]Vj € [n] Vo, 25 € X1 A =0 V (21);(22); >0,
pak ¥ je konvexni.

Diikaz. Zafixujme libovolné i € [m]| a méjme libovolnou konvexni kombinaci
T = A\x1+ X229 pro libovolné 1, x5 € X a néjaké A, Ay > 0 takové, ze Ay +Ay = 1.
Protoze x1,25 € X, 7 mame
Acflfl S AA|I1| —|—B a ACIQ S AA|.T2| +E
Z toho dostavame
Ay = AlACJZl + )\QACZEQ S AA ()\1|I1| + /\2|[E2|) —I—B
MuZeme prepsat (AA ()\1|x1] + )\2]132|)), jako
Z[:}Afj()‘”xl‘] + )\2’372|j).
JEN

Nyni uvazujme postupné vsechna j a pouzijme predpoklady pro dokazani

AR (Malan]; + Aalwal;) = A

)\11'1 + )\21’2‘ (1)

E
1. Pokud Afj = 0, pak (1) plati trividlné, protoze 0 = 0.

2. Pokud ovsem mame (x1);(z2); > 0, pak |x1 + x2|; = |21]; + |22|; a spolu
s nezapornosti A\, Ay opét dostdvame, ze (1) plati.

Tudiz (1) plati pro jakékoliv j a mizeme vyjadrit

Z AZAJ(/\1|ZE1|j +)\2|l’2|j> = EE]AZAJ
JEIN

JEM]

Ax1 + AT

)
J
neboli

(AA<)\1|I1| + /\2|[E2|) —I—B)Z = (AA‘/\lel + )\21‘2‘ +B)

)
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Protoze toto plati pro libovolné i € [m], koneéné dostavame
AA()\l\xﬂ + )\2|:c2|) +b= AA‘)\lxl + )\291:2‘ +b=A%z|+b
coz nam nakonec davd Ar < A% |x|+0b, tudiz z, x € X. ProtoZe jsme vy-
brali libovolnou konvexni kombinaci z, 3 je konvexni. O
Disledek 3.20 (Adaptace pro rovnice).
Pokud Vi € [m] ¥j € [n] Vay,20 € 251 AR, =0 V (1);(22); >0

pak X~ je konvexni.
Diikaz.

o Redukujeme problém na predeslé pozorovani. Pomoci [véty 2.13| vyjadiime
Az =b jako Az <b A Az > b nebo ekvivalentné Az < b A —Azx < —b.

Toto ndm dava novy systém Bz < b, kde B = ( _AA ) ab= ( _bb )

Necht X je mnozina Teseni tohoto nového systému.

e 7 konstrukce B mame

(B4 =0V BA,;=0) <= A8=0.

Z+n7j
a z[vety 2.13 opét vime, ze = = X, tudiz druha podminka se také neméni.
O
Nésledujici je protipriklad ke zpétné implikaci vyse uvedenému pozorovani.
Priklad 7. Uvazujme mnozinu feSeni Az < b s

(B ) ()

Cervené jsou vrcholy spliujici pouze prvni nerovnost, modré jsou body spliujici
pouze druhou, a fialové jsou body, které splnuji obé, neboli mnozina feseni .
Ocividneé je ¥ konvexni, ale napiiklad mame A]LA’1 > 0 a jednoduse najdeme body
X1, € s (.’L‘l)l <0< (xg)l.

Obrazek 3.7: Protiptiklad k implikaci opacné vuci |Pozorovani 3.19|
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Nasledujici véta je pokus o zobecnéni Rohnovy podminky pro nekonvexitu
mnoziny FeSen{ rovnic s reguldrnimi intervalovymi maticemi ve [vété€ 2.14] Vskutku
dostaneme jednu implikaci, ktera vypada velmi podobné a navic se dokazuje velmi
podobnym zptsobem. Po vété bude nasledovat protiptiklad ke zpétné implikaci.

Véta 3.21 (Specialni podminka nekonvexity).
dry,20 € X, 3i € [m], j € [n] takové, Ze:

1. (Aeslx1>i =b; = (Aesgxg)i kde s :=sgn(xy1), sz := sgn(xs)

Pak Y2 je nekonvexrni.

Diikaz.
Protoze s := sgn(xy1), S := sgn(xs) a z definice A.s pro néjaké s € {£1}"
muzeme prepsat 1. jako
(Acxl)i = (AA|ZL'1| +B)i a (A%’z)i = (AA|ZB2| —i—B)i
Nyni méjme libovolny = na tsecce T3, ktery neni jednim z koncovych bodi,
neboli x = A\jx1 + Aoxo pro A\, Ao > 0 a Ay + Ay = 1. Pak miizeme vyjadrit
(4°2), = M(dm), +h(dom),

= >\1<AA|I1|+B)l+/\2(AA|I2|+5)

= (A2 (Malaa] + Aalwa) + D)
Z 3. mame A |z1]; + A2|z2]; > x;, zatimco obecné pouze plati
Mzl 4+ Ag|z2|j > @y pro j # j. V konjukei s 2. pak mame

(A2 (M| + Xelaa])) > (4%

% 7

i

)

Tudiz
(A°+2) > (A%a] +D)
coz dusledkem znamend, ze x ¢ ¥. Ukédzali jsme, ze existuji-li
x1,T9 € 2 spliujici tii dané podminky, cely vnitiek tisecky mezi nimi nelezi v 3,
proto Y je nekonvexni. O

V Rohnové verzi jsou pouzity dvojice vrcholii mnoziny Teseni, protoze pro
regularni pripad existuji. Zde nicméné, jak uz jsme vidéli, narazime na problém,
ze nase mnozina muze byt neomezena nebo nemusi mit vrcholy. Z tohoto divodu
podminku pouze povolujeme a divame se misto toho na dvojice vrcholi v hranici
mnoziny reseni.

Dalsi podminka chybéjici v nasi verzi je (s1); = (s2); Fikajici, Ze dvojice bodu
je v sousednich ortantech. Abychom ukézali pro¢ tato podminka obecné nefun-
guje, pouzijeme nasledujici priklad.
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Priklad 8 (Mnozina Feseni v opac¢nych ortantech). Zde vidime mnozinu feseni pro
-2,—-1] [1,2 »

[ ’1 ) [_’1] > a vektorem b = ( 8 ) Priklad nalevo

demonstruje, ze pro pripad obecnych nerovnosti lze najit systém, kde neexistuji

dvé odlisna reseni v sousednich ortantech, aby ani jedno nebylo na spole¢né hra-

nici. Nicméné mnozina feseni je stale nekonvexni.

systém s matici A = (

Obrazek 3.8: Nekonvexni mnozina feseni bez stejné rovnosti v opac¢nych ortantech.

Jak vidime napravo, mizeme dokonce najit analogicky ptiklad z pripadu
obecnych rovnic s matici A = ([-2, — 1][1,2]) a vektorem b = 0. Dokonce,
jak vime z [véty 2.13] mlzeme reprezentovat stejny systém s nerovnicemi pro

(L, Ry

Nyni si ukdzeme protipriklad vyvracejici opa¢nou implikaci podminky nekon-
vexity.

Priklad 9 (Protiptiklad ke zpétné implikaci). Zde vidime mnoZinu feSeni pro

, . [—1/2,1] 1 0 . s
systém s matici A = a vektorem b = . Muzeme vidét
[_ ]-7 1/2] 1 0
cervené body splnujici pouze prvni radek, modré vrcholy splnujici pouze druhy, a
fialové body splnujici oba, neboli mnozinu reseni. Mizeme si povSimnout, ze nelze
vybrat dvojici bodi, které splnuji stejny radek jako rovnost, ale mnozina feseni
je jasné stale nekonvexni.
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Obrézek 3.9: Nekonvexni mnozina feseni bez stejné rovnosti v rtiznych ortantech.

Skonc¢ime obecnéjsi podminkou nekonvenosti, kterda zachycuje predesly pri-

. . : sgn(xsa); (z1);=0
klad. Pro dané z, 2 definujme s € {#£1}" jako s; := J J )
s defmime s € (1) jako = | T (000
Jinymi slovy, pokud x; lezi na hranici dvou ortantt, pak vybereme jako R} ten
ortant, ktery obsahuje nejen 1, ale také netrivialni ¢ast isecky Z775. Pak dosta-
neme nasledujici.

Véta 3.22 (Obecnéjsi podminka nekonvexity).

Pokud 31,29 € ¥ i € [m] takové, Ze (Aesx1>_ =0 < (Aesl'z) ,
pak ¥ je nekonvexnd.

Diikaz.

R? obsahuje x1, konec tsecky 7173 spolu s néjakou jeji dalsi netrivialni ¢asti.
Pak, pro dostatetné mald A > 0, bod & = Az1+ (1 —\)xy bude lezet v ortantu RY.
Proto, pokud ma lezet v X, musi spliovat (Aesx), < b;. Ale my mame

<Aes$)i = (Aes ()\$1 + (1 — )\)ZL’Q))Z = >\<Aesx1>i + (1 — )\) (Aesx2>i > Bz

tudiz x € R?, ale x ¢ Ps, proto z ¢ X. O
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4. Zaver

Na zavér shriime, co jsme zde vidéli. Nejdiive jsme predstavili téma intervalo-
vych linearnich systémii, a protoze mnoziny feseni jsou sjednocenim konvexnich
polyedrii, pripomeéli jsme si néjaké z centralnich konceptii a vysledki teorie poly-
edri.

Vybaveni témito znalostmi jsme poté rekapitulovali zndmé vysledky ohledné
geometrie mnozin feSeni intervalovych linearnich systémi. Nékteré z téchto vy-
sledkti byly v zasadé obecné, specificky napiiklad véty [Oettli-Prager| a |Gerlach]
a nekteré, a¢ uzitecné, jsou aplikovatelné jen na malou podmnozinu problémi,
kuprikladu Rohnovy ohledné konvexity.

Poté jsme pouzili ty prvni, obecnéjsi vysledky jako nastroj pro lepsi poro-
zumeéni a dekonstrukci mnozin Teseni a jejich konvexnich obalii pohledem teorie
polyedrii, a nakonec, pro pokus o zobecnéni nékterych z druhého druhu vysledki.

Zjistili jsme, Ze systémy nerovnic s regularni matici maji nékteré garantované
specialni geometrické charakteristiky analogické, ale v mnoha pripadech opacné,
nez jsou v pripadé rovnic.

Pouzili jsme teorii polyedri pro charakterizaci konvexniho obalu pro obecné
systémy nerovnic. Toto nam pomédha minimalizovat pocet feseni, kterd musime
nachézet, abychom popsali konvexni obal. Navic jsme nasli néjaka omezeni téchto
reseni, ktera snizuji jejich pocet jesté vic. Neni ovSem jasné, jestli toto povede k né-
jakym uzitecnym dusledkim, protoze stdle mame exponencidlni pocet polyedr,
ve kterych je tato feSeni treba hledat.

Nakonec jsme nasli nékolik podminek, které ndm pomahaji charakterizovat
konvexitu a nekonvexitu obecnych intervalovych linedrnich systémt. Nenasli jsme
ovSem postacujici i nutnou podminku, jak bychom chtéli.

Prozkoumali jsme tedy téma nékolika rtiznymi sméry a nasli jsme fadu bodu
zajmu.

Toto nechava prostor a mozna i jasny smér pro budouci praci. Naptiklad, re-
cesni kuzel konvexniho obalu stale nema efektivni popis. Déle, nutné a postacujici
podminka pro konvexitu mnoziny feseni by byla velmi cenné. Zjevné je také pro-
stor pro zlepsovani vysledki pro konvexitu a konvexni obal specificky pro obecné
systémy rovnic, kde by specialni vysledky byly krok kuptedu vi¢i tomu, co po-
skytujeme v této praci.

Dalsi zajimavé téma je otazka kuzelu dudlniho k R. Pokud bychom dokazali
vyjadrit matici kuzelu dudlniho k {x € R* : Az < 0} pro A € A takovym
zpusobem, ze by vSechny matice dohromady tvorily opét intervalovou matici,
mohli bychom pak vzit mnozinu silnych feseni takového systému. Mohlo by to byt
umoznéno tim, ze by mélo existovat nékolik stupnii svobody ve volbé takovych
matic. Ackoliv jsme nezachazeli do tématu silnych feSeni, stoji za povsSimnuti,
ze pro pripad nerovnic se mnozina silnych feseni takového systému da spocitat
v polynomialnim c¢ase. Dudlni kuzel k R by pak mohl poskytnout, v nékterych
specialnich pripadech, jednodussi zptsob jak spocitat R primo. Mozna jesté za-
jimavéjsi je, ze tento dudl obsahuje normélni vektory vSech sténovych nadrovin
polyedru C, nebo ekvivalentng, viechny omezené sméry C (Schrijver| (1998) [str.

186, 187)).
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