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Znaceni
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Pravdépodobnost
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v

Pravdépodobnost za podminky, ze Tetézec startoval ze stavu x
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Vzdélenost 1 a v v totalni variaci

Transportni metrika

Pramér prostoru X

Vrchol x sousedi s vrcholem y

Stupen vrcholu x

Maximalni stupen grafu

Mnozina vSech pripustnych barev vrcholu v pri obarveni x

Mnozina vSech obarveni, ktera se lisi od x pouze ve vrcholu v



Uvod

Klicovou vlastnosti markovskych retézcu s diskrétnim ¢asem a konec¢nou mno-
zinou stavu je rychlost konvergence marginalniho rozdéleni retézce ke stacionar-
nimu rozdéleni (neboli rychlost mizingu). Pokud zkonstruujeme coupling dvou
markovskych Tetézcl se stejnou matici pravdépodobnosti prechodu, kdy jeden
startuje ze stacionarniho rozdéleni a druhy z pevného stavu, mizeme ho pouzit
k odhadu rychlosti mixingu. Jednou z moznosti, jak takovy coupling vytvorit, je
pomoci transportni metriky. Naplni prace je predstaveni uvedenych pojmu a me-
tody, a popsani, jak miize byt tato metoda aplikovana v oblasti priblizné¢ho po-
¢itani prvka néjaké velké kombinatorické mnoziny. Specialné to v praci ukazeme
na prikladu mnoziny vsech ptipustnych obarveni grafu.

Prace je Clenéna do Ctyr kapitol. V prvni kapitole si pripomeneme zakladni
teorii k homogennim markovskym fetézcum s diskrétnim casem a uvedeme po-
trebné definice z teorie grafi, se kterymi budeme pracovat ve c¢tvrté kapitole.
Ve druhé kapitole popiseme, za jakych podminek konverguje marginalni rozdé-
leni markovského tetézce ke stacionarnimu. Treti kapitola se vénuje couplingu
pravdépodobnostnich rozdéleni a jeho vlastnostem, které pro nas budou uzitec¢né.

Jadro préce je obsazeno ve ¢tvrté kapitole. Nejprve zavedeme metriku na pro-
storu vsSech pravdépodobnostnich rozdéleni na mnoziné stavi markovského re-
tézce. Pokud bude mozné ztotoznit mnozinu stavii fetézce s mnozinou vrchol
néjakého grafu, coupling zkonstruovany pomoci této metriky nam dale umozni
presné omezit rychlost mixingu.

Zéavér kapitoly se vénuje nastinéni problému priblizného pocitani prvki vel-
kych kombinatorickych mnozin, které vyuziva tzv. zcela polynomidalni znahodneéené
aprozimacni schéma. V pripadé priblizného pocitani vsech pripustnych obarveni
grafu jde o algoritmus, ktery pro kazdé 1 > ¢ > 0 dokaze s pravdépodobnosti mi-
nimalné 1 — m a s presnosti az na multiplikativni faktor 1+¢ odhadnout tento
pocet v Case, ktery je polynomialni v n = |V| a e~!. UkdZzeme, Ze pti pouZiti nezé-
vislych realizaci markovského tetézce, jakozto nezavislych vzorki z mnoziny vSech
pripustnych obarveni grafu, priblizné pocitani prvki této mnoziny ma asympto-
tickou slozitost O(n®logn). Dale dokdzeme, Ze pokud misto nezévislych realizact
pracujeme s ergodickymi primeéry tohoto fetézce, tak mizeme podstatnym zpi-
sobem snizit pocet simulaci k dosazeni stejné presnosti a dosahnout asymptotické
slozitosti O(n?). Dalsi vysledky a vylepSeni metody vyuzivajici markovské fetézce
pri vzorkovani z mnoziny obarveni daného grafu lze najit napriklad v prehledovém
¢lanku [Frieze a Vigoda (2007).

Prace je zalozena na poznatcich z knihy Levin a Peres| (2017). Pfinosem au-
torky je prehledné a kompaktni pojednani daného tématu, doplnéni mezikrokiu
a oprava drobnych chyb v diikkazech a vylepSeni odhadu na pocet kroku simulac-
niho algoritmu z véty [14] v podkapitole [4.5]



1. Zakladni definice a tvrzeni

V prvni kapitole si uvedeme klicové definice a tvrzeni, které uplatnime v na-
sledujicich kapitolach. Dodate¢nou teorii k homogennim markovskym fetézciim
lze nalézt v knize |Praskova a Lachout| (2012).

Zakladni pojem, se kterym budeme pracovat v nasledujicim vykladu, je ho-
mogenni markovsky fetézec s diskrétnim casem.

Definice 1 (Homogenni markovsky fetézec). Bud X = {X;,t € Ng} ndhodny
proces s diskrétni nejvyse spocetnou mnozinou stavi X. Poté X je homogenni
markovsky retezec s diskrétnim casem s matici pravdépodobnosti prechodu P, po-
kud plati

P {Xt—H = j'{Xt =i}N ﬂ{Xi—l = iz’—l}} =P{Xi1 = j|X; =i} = P(i,]),

=1

pro vsechna t € Ny a vSechna j,t,%_1,...,19 € X takovd, Ze

P {{Xt — i} N ﬁ{Xi_1 = ii_l} > 0.

i=1

V celé praci se omezime pouze na pripad, kdy X je diskrétni konec¢na.
Rozdéleni ndhodné veli¢iny X;,t € Ny, budeme znacit radkovym vektorem g,
tj. () = P(X; = x) pro x € X. Poté pro kazdé x € X a t € Ny plati

per(z) = > P{Xy = y}P(y,x) = > m(y) Py, x)

yeX yeX

a tedy sy = pe P. Celkové dostdvame platnost puy = po P

Od této chvile budeme vyrazy markouvsky retézec ¢i markovsky retézec s matici
prechodu P a mnoZinou stavi X oznacovat homogenni markovsky fetézec s dis-
krétnim casem s matici pravdépodobnosti prechodu P a s mnozinou stavi X'.

Déle definujeme pocdtecni rozdéleni markovského fetézce jakozto rozdéleni pg
nahodné veli¢iny X,. Pro zjednoduseni zapisu budeme oznacovat P, (-), respektive
E,(-), kde p je libovolné pravdépodobnostni rozdéleni na X', pravdépodobnost
néjakého nahodného jevu, respektive stfedni hodnotu néjaké nahodné veliciny,
za predpokladu, ze pp = p. Specidlné pro p = 6,, kde z € X, znacime P,()
a BE,(-).

Definice 2 (Nerozlozitelny fetézec). Markouvsky retézec se nazgvd nerozloZitelny,
pokud pro kazZdé dva stavy x,y € X existuje prirozené cislo t, pro které plati
Pi(z,y) > 0.

Definice 3 (Aperiodicky Tetézec). Pro x € X definujme
() ={t>1: P(x,x) > 0}.

Periodu stavu x definujeme jako nejuétsi spolecny délitel mnoZiny 7(x). Rekneme,
ze markovsky retézec je aperiodicky, pokud maji vsechny jeho stavy periodu 1.



Nyni bez dliikazu uvedeme tvrzeni, které rika, ze pro aperiodicky nerozlozitelny
fetézec s konecnou mnozinou stavi existuje minimalni pocet krokt, které jsou
potfebné, abychom se s kladnou pravdépodobnosti mohli dostat z libovolného
stavu do dalsiho libovolného stavu.

Tvrzeni 1. Pro kazZdy aperiodicky nerozlozZitelny markovsky retézec s konecnou
mnozinou stavi existuje prirozené cislo ro takové, Ze pro r > rq, pro kaZdé
z,y € X plati P"(x,y) > 0.

Dikaz. Levin a Peres| (2017, tvrzeni 1.7, strana 7)
]

Definice 4 (Stacionarni rozdéleni). Pravdépodobnostni rozdéleni m na mnoziné
stavit X markovského rtetézce s matici prechodu P nazveme staciondrnim rozdeé-
lenim, pokud plat?

m(y) = > w(x)P(z,y) pro kaZdé y € X.

TeEX

V maticovém zdpisu
T=m7P.

Pokud 7 je staciondrni rozdéleni a g = m, poté puy = pgP! = 7P = 7 pro
kazdé t > 0.

Bez diikazu uvedeme klicové tvrzeni o existenci jednoznacné urceného staci-
onarniho rozdéleni nerozlozitelného markovského retézce s konec¢nou mnozinou
stavi.

Tvrzeni 2. Méjme nerozloZitelny markovsky retézec s konecnou mnoZinou stauvi.
Poté existuje jeho staciondrni rozdéleni a je urcené jednoznacne.

Diikaz. Levin a Peres (2017, kapitola 1.5, rozlozeno mezi vice tvrzeni)
m

Pro ptipomenuti uvedeme CebysSevovu nerovnost, na kterou se odkazeme v dii-

kazu véty [12]

Tvrzeni 3 (Cebysevova nerovnost). Bud X redlnd ndhodnd velicina s konecngm
druhym momentem. Poté pro a > 0 plat?

Var(X)

P{IX - BX| >0} <y

Nyni uvedeme zékladni definice z teorie grafli, se kterymi budeme pracovat
ve ¢tvrté kapitole.

Definice 5 (Graf). Grafem G rozumime usporddanou dvojici G = (V, E), kde V
nazgvame mnozina vrcholi a E C {{z,y} : z,y € V,x # y} nazgvime mnoZina
hran.



V nasem ptipadé bude V vzdy konecnd a hrany definujeme jakozto neuspord-
dané dvojice dvou ruzngch vrcholi. Pokud {z,y} € E, piSeme z ~ y a fikdme,
ze x a y jsou sousedici vrcholy. Stupern vrcholu z definujeme jako pocet vrchola
s nim sousedicich a zna¢ime deg(z). Cestou mezi vrcholy x a y rozumime posloup-
nost sousedicich vrcholti, kterd za¢ina v x a kon¢i v y. V této praci se budeme
zabyvat pouze souvislymsi grafy. To jsou takové grafy, v nichz pro kazdé dva vr-
choly existuje cesta, ktera je spojuje.

Ve ¢tvrté kapitole budeme popisovat vlastnosti markovskych fetézcti, jejichz
mnozina stavii se da piepsat do tvaru SV, kde V je mnozina vrcholi néjakého
grafu a S je koneéna mnozina. Prvky SV jsou zobrazeni f : V — S a budeme je
dale nazyvat konfigurace.

Definice 6 (Pfipustné g-obarveni grafu). Bud ¢ € N. M¢éjme mnoZinu barev
{1,2,....,q} a graf G = (V, E). Pripustngm g-obarvenim grafu G rozumime li-
bovolnou konfiguraci x z {1,2,...,q}V, pro kterou plati x(v) # x(w) kdykoliv
{v,w} € E.

Definice 7 (Glauberova dynamika). Budte V a S koneéné mnoZiny a X C SV.
Prox e X av eV, oznacme

X(z,v)={y e X : y(w) =z(w)Vw # v}

mnozinu vsech stavi, které se od x lisi pouze ve vrcholu v. Bud m pravdépodob-
nostni rozdéleni na SV, pro néZ plati (X)) = 1. Glauberovou dynamikou pro
rozumime markouvsky retézec s mnoZinou stavi X, ktery se vyviji ndsledovné:

Necht se retézec nachazi ve stavu x € X. Zvolime rovnomerné nahodné vrchol
z mnoziny V' a oznacime ho v, poté retézec prejde do stavu y s pravdépodobnosti
T (y), kde

m(y)
oo —voy,  pokudy € X(z,v),
™ (y) =7y | X(z,v)) = { (X))

0, pokudy ¢ X(x,v).

7 definice je ziejmé, ze pro z,y € X plati

1
Plz,y) = > 77" ()-
veV | |
Glauberova dynamika pro m mé jednu obzvlast dilezitou vlastnost a to, ze
je stacionarni rozdéleni tohoto Tetézce, nebot ze spocetnosti X pro kazdé y € X
plati

1 v _ z,v _ 1 _
> om(x) Y il () =Y = > m(x)n™(y) = mﬂ(y) = m(y).

zeX veV veV |V| zeX veV

1

Ve ¢tvrté kapitole budeme zkoumat rychlost konvergence marginalniho roz-
déleni Glauberovy dynamiky k jejimu staciondrnimu rozdéleni. Glauberova dy-
namika pro g-obarveni souvislého grafu je aperiodicky retézec, nebot ziejmé pro
kazdé © € X,v € V plati x € X(z,v), a je nerozlozitelny, nebot se muzeme
z kazdého obarveni dostat konecnou posloupnosti krokt do libovolného jiného
obarveni.

Bud 7 rovnomérné rozdéleni na mnoziné vSech pripustnych g-obarveni grafu.
Jednim z cilii této prace je odhadnuti poc¢tu prvki této mnoziny. Budeme k tomu
potiebovat rozsitit definici Glauberovy dynamiky pro 7 na mnozinu vSech moz-
nych g-obarveni grafu.



Definice 8 (Modifikovana Glauberova dynamika pro obarveni grafu). Méjme
sowvisly graf G = (V, E) aq € N. Bud X = {1,2,...,q}" mnoZina vsech q-obarveni
grafu G. Bud m rovnomérné rozdéleni na mnozineé vsech pripustnijch q-obarveni
grafu G. Modifikovanou Glauberovou dynamikou pro m rozumime retézec, ktery se
vyviji nasledovne:

Necht se retézec nachdzi ve stavu x € X, nahodné zvolime vrchol z mnoziny V,
oznacime ho w, a rovnomérné nahodné mu priradime barvu z mnoZiny vsech barev,
které sousedici vrcholy w pri obarveni x nemaji.

Pokud takovy fetézec zacne v pripustném g-obarveni, poté se jiz vzdy nachazi
v mnoziné vsech pripustnych g-obarveni G.



2. Konvergence ke stacionarnimu
rozdéleni

vvvvvv

chovani markovskych tetézcii. Bude nas predevsim zajimat odhad rychlosti kon-
vergence marginalniho rozdéleni fetézce ke staciondrnimu. Je tedy tieba zavést
metriku, vicéi niz budeme tuto konvergenci uvazovat.

Definice 9 (Vzdalenost v totalni variaci). Budte p a v pravdépodobnostni roz-
déleni na prostoru X. Vzddlenost v totalni variaci rozdéleni p a v definujeme
predpisem

I~ vllay = mass u(4) = v(A)]. (21)

Pti vypoctu vzdalenosti v totalni variaci muze byt pouziti vztahu ({2.1)) rela-
tivné nepohodlné. Uvedeme nyni alternativni definici, kterd je vypocetné jedno-
dussi.

Tvrzeni 4. Bud p a v pravdépodobnostni rozdéleni na prostoru X, kde mnoZina
X je diskrétni a konecnd. Poté plati

= vllay = 5 3 I(e) = (@) (22

reX

Diikaz. |[Levin a Peres (2017, tvrzeni 4.2, strana 48)
]

Ze vztahu je jiz ztejmé, ze vzdalenost v totalni variaci je metrika na mno-
ziné vsech pravdépodobnostnich rozdéleni na prostoru X.

Nyni mtizeme dokazat vétu o konvergenci, ktera tvrdi, Zze marginalni rozdéleni
nerozlozitelného aperiodického markovského retézce s konecnou mnozinou stavi
konverguje k jeho stacionarnimu rozdéleni v totalni variaci.

Véta 5 (O konvergenci). Bud P matice prechodu nerozloZitelného aperiodického
markovského rtetézce s konecnou mnoZinou stavi a w jeho staciondrni rozdelend.
Poté existuje a € (0,1) a C > 0 takové, Ze

max | P! (z,-) — 7|lrv < Ca. (2.3)

Diikaz. 7 tvrzeni [1| vime, Ze existuje piirozené é&islo k takové, ze PF¥ mé pouze
kladné prvky. Definujme matici IT o rozmérech |X| x |X|, jejiz fadky jsou rovny 7.
Nalezneme ¢ > 0, které splnuje

P*(x,y) — én(y) >0, pro vSechna z,y € X.
Ztejmé pro kazdé x € X dale plati

> (Phz,y) = on(y)) =1-4.

yeX



Polozme 6 = 1 —§. Poté definujeme stochastickou matici ) jakozto feSeni rovnice
P* = (1 -0)I1+ 6Q. (2.4)
Nyni dokazeme indukei pro [ > 1 platnost vztahu
PM = (1 -1 +60'Q". (2.5)
Pro | = 1 vztah plati z (2.4]). Pfedpokladejme, Ze vztah plati pro [, poté
Pr+1) _ pklpk _ {(1 _ el)H + HZQI} Pk

= (1 - 0HIOP" +0'Q'(1 — O)IT + 0Q)]
= (1 —OHIIP* + (1 — 0)0'Q' + 6 Q' (2.6)
Ptimo z definice stochastické matice plyne, ze pro kazdou stochastickou matici M

plati MII = II. Déle pokud #M = 7 pro néjakou matici M, tak i IIM = II. Ziejmé
poté plati I[IP* = II a Q'TI = II. MiiZeme tedy dale upravit (2.6) a dostavame

Pk’(H—l) — (1 o 9l+1)H + 9l+1QH—1-

Dokézali jsme tedy platnost vztahu (2.5) pro [ 4+ 1, a tim i pro vSechna [ > 1.
Pokud vyndsobime obé strany rovnosti (2.5) vyrazem P’ j € {1,2,....k — 1},
dostavame

PHFI = [(1 — 0T + 6'Q"| P’
= (1—-6"IP +6'Q'P
=(1-0HII+6'Q' P
=+ 6'(Q'P —1I),
a tedy plati . .
PHHI T = 04(Q'P7 —T1). (2.7)

Bud xg libovolny stav z X. Rozmysleme si nyni, jak vypadaji soucty absolut-
nich hodnot prvki v fadcich indexovanych xy na obou stranach rovnosti ,
které jsou navic vyndsobené 3. Na levé strané dostdvame || P+ (g, ) — m|lpy
ze vztahu . Na pravé strané je takovy radkovy soucet vyrazu Q'P’/ — II ome-
zen shora maximalni vzdélenosti v totalni variaci dvou rozdéleni, tedy 1.

Dostavame odhad pro libovolné xy € X

|PH (g, ) — oy < 00 =67 F L <0 (2.8)
kde posledni nerovnost plati, nebot # <1 a j < k.
Pokud oznacime o = 0'/% a C = 0=, pak z rovnosti (2.8)) dostdvame platnost
rovnosti ([2.3]), kterou jsme chtéli dokézat.
]

Abychom mohli mérit rychlost konvergence marginalniho rozdéleni fetézce
ke stacionarnimu rozdéleni v totalni variaci nezavisle na poc¢atecnim stavu, zava-
dime znaceni

_ 13 D) —
d(t) = may || P(z, ) — 7},



kde X je konecna mnozina stavii markovského fetézce s matici prechodu P a s jed-
noznacné urc¢enym stacionarnim rozdéleni 7.

Nyni si dokdzeme nerostoucnost funkce d. Tedy pokud je vzdalenost v totalni
variaci stacionarniho rozdéleni a marginalniho rozdéleni retézce po urcitém poctu
krokl ,dostatecné mala“, poté jiz nikdy nebude vétsi.

Tvrzeni 6. Bud P matice pravdépodobnosti prechodu markovského retézce s dis-
krétni konecnou mmnozinou stavi X a staciondrnim rozdélenim m. Budte p a v
libovolnd pravdépodobnostni rozdeleni na X. Plati

|pP = vP|rv < |l —vrv. (2.9)
Ddle pro libovolné t > 0 plati
|pP = 7llry < [|[uP" = v, (2.10)

a tedy zrejmé d(t + 1) < d(t).

Diikaz. 7 (2.2)) dostdvame

:; Y u(y)Ply,x) = > v(y) Py, )
- - | S ) -~ v Pl

S; 2 \u(y) — v(y)| (;{ P(y, x))

=5 3 Iuly) — ()| = e~ vlzv:

Druhé ¢4st tvrzeni plyne piimo z (2.9) pro pravdépodobnostni rozdéleni uP* a 7.
Nerostoucnost funkce d plyne z platnosti (2.10) pro g = 9, pro libovolné = € X.
O

Déle je vhodné zadefinovat parametr, ktery méti cas potiebny k tomu, aby
vzdalenost v totalni variaci marginalniho rozdéleni fetézce a stacionarniho rozdé-
leni byla ,,dostatecné mala*.

Definice 10 (Cas mixingu). Cas mizingu pro ¢ > 0 definujeme predpisem
tmix(€) = min{t : d(t) < e}.

Specidlne definujeme tyi = tmix(%)'
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3. Coupling pravdépodobnostnich
rozdéleni

Nyni zadefinujeme coupling dvou pravdépodobnostnich rozdéleni a popiseme
jeho vlastnosti. V tvrzeni[7] vyuzijeme coupling k urcovani vzdélenosti mezi prav-
dépodobnostnimi rozdélenimi.

Definice 11 (Coupling dvou pravdépodobnostnich rozdéleni). Libovolnou uspo-
radanou dvojici (X,Y), kde X a'Y jsou ndhodné veliciny definované na stejném
pravdépodobnostnim prostoru, nazveme couplingem rozdeleni p a v, pokud plati,
zZe margindlni rozdéleni X je rovno p a margindlni rozdeleniY je rovno v.

Pozndmka. Coupling dvou pravdépodobnostnich rozdéleni miizeme definovat po-
moci usporadané dvojice nahodnych veli¢in jako v predchozi definici, nebo pomoci
sdruzeného rozdéleni nahodného vektoru.

Bud (X,Y) coupling pravdépodobnostnich rozdéleni 1 a v na X. Oznacme ¢
sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y) na X x X. Pro rozdéleni ¢ definu-
jeme jeho projekci na pruni souradnici jako pravdépodobnostni rozdéleni na X,

které je rovno
g(- x X) =3 q(y).
yeX

Analogicky, projekce na druhou souradnici je rozdéleni g(X x -).

Z vyse uvedeného plyne, ze projekce rozdéleni (X,Y’) na prvni, respektive
druhou, souradnici je pravé pu, respektive v.

Naopak, pokud ¢ je jako vysSe definované, poté identicka funkce na pravdépo-
dobnostnim prostoru (X x X, q) je coupling rozdéleni u a v.

Nyni popiseme vztah mezi couplingem dvou pravdépodobnostnich rozdéleni
a jejich vzdalenosti v totalni variaci.

Pokud nejsou pravdépodobnostni rozdéleni identickéd, neni vzdy mozné, aby
X a Y mély stejné hodnoty. Nasledujici tvrzeni urcuje, jak nejméné se mohou
nahodné veliciny X a Y lisit.

Tvrzeni 7. Bud i a v pravdépodobnostni rozdeleni na prostoru X. Poté

|l — v]rv = inf{P{X #Y} : (X,Y) je coupling p a v}.

Diikaz. Levin a Peres (2017, tvrzeni 4.7, strana 50)

O
Je zfejmé, ze pomoci tohoto tvrzeni mizeme jednoduse ziskat horni odhad vzda-
lenosti v totalni variaci dvou pravdépodobnostnich rozdéleni.

Analogii couplingu pro ndhodné procesy je coupling dvou markovskych fe-
tézc.
Definice 12 (Coupling markovskych fetézci). Ndhodny proces (Xi,Y:)i2,, pro
ktery plati, Ze (X3)2y a (Y2)52, jsou markovské retézce se stejnou matici prav-

dépodobnosti prechodu P, nazveme coupling markovskych retézcu s matici pre-
chodu P.

11



V této praci se budeme zabyvat pouze pripadem, kdy je vytvoreny nahodny
proces markovskym fetézcem.

Definice 13 (Markovsky coupling). Bud (X;)2, a (Yi):2, markovské retézce
na mnoziné staviu X s matici pravdépodobnosti prechodu P. Markovskym couplin-
gem téchto dvou retézci rozumime markovsky retezec (Xy, Y1) s mnozinou stavi
X x X, takovy, Ze pro vsechna x,y,x',y € X plati

P{Xt+1 =1 | Xt = gj’Y't = y} = P(l’,l'/)
P{Y =y | Xi=2Y =y} = Py, y)
Kazdy markovsky coupling dvou fetézcti s matici prechodu P mtuzeme pozmé-

nit tak, aby od chvile, co se poprvé oba ocitnou ve stejném stavu, mély totozné
trajektorie. Neboli aby platilo

pokud X, =Y, poté nutné X, =Y, pro kazdét > s.
Méjme coupling markovskych fetézci (X;)52, a (Y;)2,, pro které plati Xog = x
a Yy = y, poté budeme znacit P,, pravdépodobnost na stavovém prostoru na

némz jsou (X;)2, a (Y1), definované a analogicky budeme stiedni hodnotu
znacit B, .

12



4. Transportni metrika, coupling
trajektorii a priblizné pocitani

V této kapitole zavedeme transportni metriku na prostoru vsech pravdépo-
dobnostnich rozdéleni na mnoziné stavu retézce. Poté ztotoznime mnozinu stavi
s mnozinou vrcholi grafu a popiseme, jak 1ze zkonstruovat coupling pomoci trans-
portni metriky. Pomoci tohoto couplingu poté presné omezime rychlost mixingu
modifikované Glauberovy dynamiky. Dale aplikujeme dosavadné popsanou teorii
pri priblizném pocitani prvki mnoziny vsech pripustnych obarveni grafu.

4.1 Transportni metrika

V této sekci zavedeme metriku na prostoru vsech pravdépodobnostnich rozdé-
leni na X', kterda bude rozsitovat definici metriky na X, a v lemmatu [§| ukdzeme,
ze je to opravdu metrika.

Definice 14. Méjme danou metriku p na mnoZine stavu X. Transportni metriku
dvou pravdéepodobnostnich rozdéleni na X definujeme predpisem

pr (pn,v) = inf{Ep(X,Y): (X,Y) je coupling parv}. (4.1)

Vsimnéme si, ze pro libovolné z,y € X plati pk(d;, ) = p(x,y). Transportni
metrika pg je tedy rozsifenim metriky p. Déale pro p(z,y) = 1{x # y} plati
p (1,v) = |l = vl 1y

Poznamka. Rozepsanim stfedni hodnoty (dle jeji definice) a pomoci definice prav-
dépodobnostniho rozdéleni ¢ na X x X, které je detailné popsano v poznamce
za definici [11], miZeme transportni metriku ekvivalentné definovat jako

px (1, v) =inf{ > ol y)ale,y) : q- x X) = p, q(X x ) = V}- (4.2)

(z,y)eX XX

Poznamka. Mnozinu vsech pravdépodobnostnich rozdéleni na X x X miuzeme
ztotoznit s (|]X|* — 1)-dimenzionalnim simplexem, coZ je kompaktni podmnoZina
RI*. Mnozina vSech pravdépodobnostnich rozdéleni na X x X jejichz projekce
na prvni, respektive druhou, soutradnici je rovna u, respektive v, je uzaviena
podmnozina tohoto simplexu a je tedy taktéz kompaktni. Funkce

g— > plz,y)g(z,y)
(zy)EX XX

je spojita na této mnoziné. Existuje tedy pravdépodobnostni rozdéleni ¢,, ve kte-
rém suma v nabyva infima. Takové rozdéleni ¢, nazyvame p-optimdlni
coupling pravdépodobnostnich rozdéleni p a v. Analogicky existuje dvojice na-
hodnych velicin (X, Y,), které také nazyvame p-optimalni coupling, spliujici

E (p(X., Ys)) = pr(p, v).

Lemma 8. Funkce pg definovand v (4.1)) je metrika na prostoru pravdépodob-
nostnich rozdéleni na X.
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Diikaz. Platnost axiomu nezapornosti a axiomu symetrie plyne ptimo z definice
a z platnosti axiomu nezapornosti a axiomu symetrie pro metriku p.

Z nezapornosti metriky p plati, ze pokud px(p,v) = 0, pak E (p(X,, Ys)) =
pr(p,v) = 0, kde p(X,,Y.) je p-optimalni coupling p a v. Z platnosti axiomu
totoznosti pro metriku p, musi byt nahodné veli¢iny X, a Y, skoro jisté stejné.
Pokud jsou ndhodné veliciny X, a Y, skoro jisté stejné, poté z definice couplingu
maji X, a Y, stejné rozdéleni a tedy p = v. Naopak necht X ma rozdéleni u. Poté

0 < pr(p, 1) < E(p(X, X)) =0,

kde posledni rovnost plyne z platnosti axiomu totoznosti pro metriku p. Tim jsme
dokazali axiom totoznosti pro pg-.

Zbyva nam dokazat platnost trojihelnikové nerovnosti. Necht p, v a n jsou
pravdépodobnostni rozdéleni na X. Bud p, respektive ¢, pravdépodobnostni roz-
déleni na X x X a zaroven coupling i a v, respektive v a 7. Definujme pravdeé-
podobnostni rozdéleni r na prostoru X x X x X predpisem

p(z,9)q(y, ) '

)

Muzeme si vSimnout, ze projekce r na prvni dvé soutradnice je rovna p, projekce
na posledni dvé souradnice je rovna ¢ a projekce r na prvni a posledni soutadnici
je coupling p a 1. Predpokladejme nyni, Ze p je p-optimalni coupling 1 a v a q
je p-optimélni coupling v a 7. Méjme nahodny vektor (X,Y,Z) s rozdélenim r.
Z platnosti trojuhelnikové nerovnosti pro metriku p, plati

p(X,Z) < p(X.Y) +p(Y, Z).
Nyni z monotonie a linearity stifedni hodnoty dostavame
Ep(X,7) <Ep(X,Y)+EpY, 7).
Déle z definice optimélniho couplingu plyne
Ep(X,Y) +Ep(Y, Z) = pr(p,v) + pr (v, n).
A nakonec, jelikoz (X, Z) je coupling p a n, plati

px (1) < Ep(X, Z).

4.2 Coupling trajektorii

Predpokladejme nyni, ze mnozina stavii X markovského fetézce (X;):°, s ma-
tici pravdépodobnosti prechodu P je rovna mnoziné vrcholi néjakého souvis-
lého grafu G = (X, Ey). Necht ¢ je funkce definovana na Ej, ktera kazdé hrané
{z,y} € Ey, x # vy, pritadi délku ¢(z,y) > 1.
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Bud zg, x1, ...,z cesta v G, jeji délku definujeme jako sumu >0, €(x;_q,x;).
Na prostoru X dale definujeme metriku cesty predpisem

p(x,y) = min{délka ¢ : £ je cesta z x do y}. (4.3)

Predpoklad ¢(z,y) > 1 zrejmé implikuje p(z,y) > 1{z # y} a pro kazdou
dvojici ndhodnych velicin (X,Y) s mnozinou stavii X plati

P{X £V} =E(1{X #Y}) < Ep(X,Y). (4.4)

Pokud minimalizujeme (4.4)) pfes vsechny couplingy (X, Y') pravdépodobnostnich
rozdéleni p a v, dostaneme

I = vy < prclp.v). (4.5)

Tento vztah transportni metriky a vzdélenosti v totdlni variaci mtzeme vyuzit
k odvozeni odhadu rychlosti mixingu fetézce, jak ukazeme v této podkapitole.
Myslenka je nésledujici:

Predpoklddejme, ze pro kazdé dva stavy x,y € X existuje coupling (X, Y7)
pravdépodobnostnich rozdéleni P (x,-) a P (y, -) takovy, ze pro néjaké o > 0 plati

E,,p(X1,Y1) <e %p(x,y), pro vSechna x,y € X. (4.6)

Primeérem prostoru X rozumime diam(X) = max, yex p (z,y). Iterovanim

(4.6) dostaneme
E,, 0 (X, Y:) < e *diam(X).

Celkové pak pomoci tvrzeni [7] dostaneme

HPt(gg, )= Pt(yv My S Pay{ X #Yi} =
= Pm,y{p(Xta Y;f) Z 1} S Ex,yp(Xta Yt) S diam(x)e—at’

odkud dale plati

bnia () < u llog(diam (X)) + log(1 /g)ﬂ |

Véta 9. Predpoklidejme, Ze mnoZina stavii X markovského retézce je rovna mno-
Ziné wvrcholi grafu. Bud ¢ jako vyse definovand. Necht p je metrika na X de-
finovand v (4.3)). Predpoklidejme, Ze pro kaZdou hranu {x,y} existuje coupling
(X1,Y1) pravdépodobnostnich rozdéleni P(x,-) a P(y,-) takovy, Ze pro néjaké
a > 0 plati

Esyp (X1, Y1) < e “p(z,y). (4.7)

Poté pro libovolnd pravdepodobnostni rozdeleni p a v na prostoru X plati
pr(pP,vP) < e “pr(p, v). (4.8)

Markovsky coupling dvou fetézcii se stejnou matici pravdépodobnosti pre-
chodu sestrojeny pomoci transportni metriky, kdy jeden startoval v pevném stavu
a druhy ze staciondrniho rozdéleni, ndm pomoci véty [0]d4 odhad rychlosti mixingu

v dtsledku [I0
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Diikaz véty[d Nejprve ukéZzeme, Ze pro libovolné stavy z,y € X plati
pK(‘P(x’ ')7 P(y> )) < eiap(;m y) (49>

Méjme z,y € X pevné zvolené, bud x = xg, x4, ...,2,_1, 2, = y cesta mezi z a y,
J Y p )
jejiz délka nabyva minima v (4.3)). Z trojihelnikové nerovnosti pro pg,

px(P(r,), P(y, ) < kipK(Pm_h ). Pzs ).

Z definice pg a z predpokladu (4.7) plyne, Ze pro libovolnou hranu {a, b} plati
pK<P((Z, ')7 P(b> )) < Ep(Xa, YE’) < eiap(% b) = eiag(% b)?

kde (X,,Y};) je libovolny coupling rozdéleni P(a,-) a P(b,-). Z této nerovnosti
muzeme odhadnout cleny predchozi sumy. Dostavame

(P, ), Pl ) < € 3 (anaymn) = e plasy).

Posledni rovnost plati, jelikoz cestu xg,x1,...,x, jsme si zvolili tak, aby méla
minimélni délku. Dokazali jsme platnost (4.9)).
Necht 7 je p-optimalni coupling rozdéleni v a u, neboli plati

pr(mv) =Y plz,y)n(z,y). (4.10)

(z,y)eXxX

Z ekvivalentni definice transportni metriky (4.2)), existence optimalniho couplingu
a nerovnosti (4.9) vime, ze pro kazdé dva stavy z,y € X existuje coupling 6, ,
pravdépodobnostnich rozdéleni P(x,-) a P(y, -) spliujici

S o, ),y (u,w) = pic(Pla,), Py, ) < e *pla,y). (4.11)

u,weX

Definujme pravdépodobnostni rozdéleni 6 = 3, yexwx 7(2,y)0zy na X x X.
Takto definované zobrazeni je coupling uP a v P, nebof plati

S 0w) = 3 ney) (z ex,yc,w)) S Y ey Pl -

weX z,yeX weX T,ycX

= (Z 77(96,3/)) P(z,-) =Y n(x)P(z, ) = pP(),

TeX \yeX zeX

S 0w )= Y ney) (z ew,yw,-)) — Y ey Py =

= (Z n(af,y)) P(y,) =Y v(y)P(y,-) =vP().

Z (4.10) a (4.11)) dostavame

> plu,w)f(u,w) = (Z p(%w)@x,y(u,w)) n(z,y)

u,weX z,yeX \u,weXx

<e > plz,yn(z,y) = e “pr(p,v).

z,yeX
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Z definice transportni metriky plati px (uP, vP) < 32, e p(u, w)0(u, w) a dikaz
je tedy hotov.
[l

Dusledek 10. Méjme stejné predpoklady jako ve vété[9. Poté plati
d(t) < e”*diam(X),

tudiz také plati
1
bin(2) < [a[log(diamm) +log(1 /g)ﬂ .

Diikaz. Ke zkoumdani d(t) potfebujeme zjistit, zda existuje jednoznacné urcené
stacionarni rozdéleni. Jeho existence je implikovana z nerovnosti . Ozna¢me
ho .

Postupnym iterovanim dostaneme

prc (P, vP') < e™pre(p,v) < e”* max p(,y),

x7y

kde platnost druhé nerovnosti plyne z ekvivalentni definice transportni metriky
(4.2). Bud x € X. Pokud do této nerovnosti dosadime p = §, a v = 7 a aplikujeme

odhad (4.5)), ziskdme
1P*(, ) = Iy = 0P = 7P |lpy < prc(0:P', 7P") < e max p(z, y).

Z definice diam(X') = max, , p(z,y) a definice d(t) ziskdvame platnost
d(t) < e”*diam(X).
Nasledné z
e > e “diam(X)
at > log(diam(X)) — log(e)
£> ;[log(diam()c')) +log(1/2)]

dostavame platnost druhé ¢asti tvrzeni.

4.3 Rychly mixing

Necht 7 je rovnomérné pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné vsech pri-
pustnych g-obarveni grafu G. V této podkapitole budeme pomoci metody z pod-
kapitoly [.2] analyzovat rychlost mixingu modifikované Glauberovy dynamiky
pro 7 pro obarveni grafu.

Véta 11. Méjme modifikovanou Glauberovu dynamiku pro vsechna q-obarveni
grafu G = (V, E) s n vrcholy a mazimalnim stupném A. Pokud q > 2A, plati

tin(€) < K;:i) n(logn — log Eﬂ . (4.12)
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Nasim cilem bude zavést metriku na mnoziné vsech obarveni grafu G, sestrojit
markovsky coupling dvou fetézcii modifikované Glauberovy dynamiky a ovérit,
ze spliiuje predpoklady véty [0} Poté jiz pfimo z dusledku [I0] ziskdme odhad rych-
losti mixingu.

Dikaz véty Méjme metriku p na X = {1, 2,..., q}V, kterd je definovana pred-

pisem
plx,y) = > Ha(v) #y(v)}, (4.13)
veV
tedy definovanou jakozto pocet vrcholii, v niZ se dand obarveni lisi. Rekneme,
ze dveé obarveni spolu sousedi pravé tehdy, kdyz se lisi pouze v jediném vrcholu.

Necht A,(z) zna¢i mnozinu vSech piipustnych barev pro v v konfiguraci .

Necht x a y jsou dva sousedici prvky X a bud v vrchol, ve kterém se tato obar-
veni lisi. Poté jisté plati A,(z) = A,(y). Definujme markovsky coupling (X;, ¥3)52,
dvou tetézci modifikované Glauberovy dynamiky, kdy jeden zacal ve stavu z
a druhy ve stavu y. Nyni popiseme, jak se budou sdruzené vyvijet.

Bud w libovolny rovnomérné nahodné vybrany vrchol z V. Piebarvime ho
v obou fetézcich podle dale popsanych situaci.

Pokud v nesousedi s w, poté muzeme prebarvit w stejnou barvou v obou
fetézcich. Tuto barvu muzeme vybrat rovnomérné ndhodné z mnoziny A, (),
jelikoz plati A, (z) = Ay (y).

Nyni méjme situaci, kdy w sousedi s v. Bez 1jmy na obecnosti predpokla-
dejme, ze |Ay ()| < |Aw(y)|. Nahodné vybereme barvu z A, (y), oznacime ji U
a polozime y(w) = U. Pokud U # z(v), poté tedy U € A,(x) (z predpokladu
p(x,y) = 1) a polozime z(w) = U. Piipad U = z(v) je nutné detailnéji rozebrat
podle toho, zda plati |A,(z)| = |Aw(y)|. Pokud |A,(z)| = |Aw(y)|, pak polozime
z(w) = y(v). Naopak pokud |A,(x)| < |Aw(y)|, poté ndhodné vybereme barvu
z Aw(z), oznacime ji W a polozime z(w) = W. Poté tedy rozdéleni piebarveni
w v  je rovhomérné na mnoziné A, (z). Pravdépodobnost, Ze pfebarveni w jsou

v obou Tetézcich rizna je m, kde hodnota tohoto vyrazu je shora omezena
hodnotou ﬁ.

Nyni ukdzeme, ze takto zkonstruovany coupling (Xi,Y]) rozdéleni P(z,-)
a P(y,-) splnuje pro p definovanou v (4.13).

Vzdalenost p(Xi,Y1) se zvétsi v piipadé, ze vybrany vrchol w sousedi s v
a jeho nové obarveni je v kazdém fetézci jiné. Pokud je vybranym vrcholem v,
p(X1,Y1) se zmensi na nulu. V ostatnich pfipadech ztustane vzddlenost rovna

jedné. Poté plati

Y

R e e RARRCR

n n

Byl i) < 1+ S5 (L)

Prava strana posledni rovnice je diky predpokladu deg(v) < A shora omezena

vyrazem
1 — 1 <1 _ A) )
n qg—A
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Jelikoz predpokladame ¢ > 2A, poté je tento vyraz mensi nez 1. Oznacme

C(Qa A) =1- q_AAa pOté

n n

B, (o(X,. Y1) < exp (—M) = exp (—C(‘* A>)p<x, ARCEY)

Z predpokladu ¢ > 2A jisté plati ¢(q, A) > 0. Poté jsou splnény predpoklady
véty [9] a pouzitim dusledku [I0] dostaneme

A A
ma | P'(r,) = 7z < diam(X) exp <_C<qa %) e (_c(% %),

n n
n
tmiz(€) < logn + loge™* W 4.15
) < | gy own + loge ™) (4.15
Konecné, z
o 1 _q—A
c(q,A)_l—q_AA_q—QA

dostavame platnost (4.12)).

4.4 Priblizné pocitani obarveni grafu

V této podkapitole popiseme, jak lze vyuzit teorii popsanou v predeslych sek-
cich k pribliznému pocitani poc¢tu vsech ptripustnych obarveni grafu a dokazeme
pritom néasledujici vétu.

Véta 12. Necht X je mnoZina vsech pripustnych q-obarveni grafu G s n vrcholy

P y ; . A
a mazimdlnim stupném A. Bud q > 2A a definujme c(q,A) = 1 — - Pro
kazdé dvé konstanty n,e € (0,1) existuje ndahodnd velicina W, ktera miZe byt
simulovdna pomoci nejvyse

nlogn + nlog(6egn/e) | | 27gn (4.16)
c(q,A) ne’
kroki Glauberovy dynamiky a splnuje
P{1—-o)X|'<W<(1+e)|X]'}>1-n. (4.17)

Poznamka. Toto je priklad tzv. zcela polynomidlniho zndhodnéného aprorimac-
niho schématu. Jde o algoritmus, ktery pro predem dané n,e € (0, 1) s pravdépo-
dobnosti minimélné 1 — n a s presnosti az na multiplikativni faktor 1 4+ ¢ dokéze

odhadnout |X| v case, ktery je polynomialni v n a 71

Nejprve zavedeme potirebné znaceni. Bud z libovolné pripustné obarveni
grafu G. Oznacme si vrcholy G jako {vy,vs,...,v,}. Déle definujme pro k& < n
mnoziny

Xy ={x e X : x(v;) = xo(vj) proj > k}. (4.18)
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Mnozina A&}, obsahuje ptripustna g-obarveni, kde vrcholy vy, ..., v maji libovolné
obarveni a vrcholy vgy1, ..., v, maji stejné obarveni jako v konfiguraci xy. Zfejmé
plati X1 C Xy, |A| =1 a |&,| = |X|.

Nésledujici lemma nam dava spodni odhad hodnot poméru | Xy |/|Xk|, ktery
bude uZitecny pii dikazu véty [12]

Lemma 13. Méjme stejné predpoklady jako ve vété [19 Necht X definovino
v (4.18)). Poté plati

X T ge

Diikaz. Vrcholy z mnoziny vy, ..., v,_1, které sousedi s v nazveme volnymi sou-
sedicimi vrcholy vg. Oznac¢me r pocet volnych sousedicich vrcholi vy.

Meéjme nahodny proces s poc¢ateénim rozdélenim rovnomérnym na mnoziné
Xy, ktery s predem danym poradim postupné prebarvi pripustnymi barvami volné
sousedici vrcholy vy, a poté i samotny vrchol vy. Pripustna barva je vidy vybrana
rovnomeérné ze vsech pripustnych barev pro dany vrchol.

Ozna¢me stav tohoto procesu po (r + 1) krocich jako Y. Necht A oznacuje
jev, kdy kazdy z volnych sousedicich vrcholi v je pfebarven jinou barvu, nez
zo(vk) a vg je obarven primo barvou zo(vg). Poté tedy Y € Xj_; pravé tehdy,
kdyz nastane jev A, a plati

| X1
| X |

~py ey =piarz (251 !

g—A—1\"1 A\ 111
“\yoa ) ¢ 2\ar1) T L s T
q q q (1+Z) q  eq

Nyni jiz mtzeme dokazat vétu [12]

Diikaz véty . Bud k € {1,2,...,n}. Bud xg libovolné ptipustné obarveni a necht
X} je jako vyse definované.

Pomoci upravy Glauberovy dynamiky mizeme ndhodné generovat prvky Aj.
Tato modifikace spociva v tom, ze muzeme prebarvovat pouze vrcholy z mnoziny
{v1, ..., v }. Obarveni zbylych vrcholt je ddno konfiguraci xy. Oznaéme Py, matici
pravdépodobnosti prechodu takto upravené Glauberovy dynamiky na Xj.

Pokud n ve vété |1 1| nahradime &, poté tento horni odhad hodnoty tyix(e) plati
i v nasem pripadé. Specialné, jelikoz k < n, plati i odhad . Polozme

t(n,e) = [

nlogn+n log(Geqn/a)w
c(q, A) '

Oznaéme & = ¢/6egn. Poté postupné z véty [11]a z k < n plati

klogk + klog(z™1)
c(q,A)

< t(n,e).

tmix(8) < {
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Déle postupné z tyix (&) < t(n,¢), definice vzdalenosti v totalni variaci a definice

d(t) plati
HPIE(ME)@Oa )= 7T’“HT\/ < Hp’imiX(g)(xo’ )= TrkHTV

< d(tmie(8)) <2 = -

Gean’ (4.19)
kde 7, znaci rovhomeérné rozdéleni na AX,.

Pomeéry % muzeme odhadnout podle nasledujiciho postupu. Nahodny pr-
vek z AX) muzeme vygenerovat pomoci upravené Glauberovy dynamiky na A},
kterou nechdame bézet ¢(n, ¢) kroki. Pokud nezévisle na sobé nechdme takto bé-
zet a, = [27qn/ne?| Tetézcl, ziskdme a, prvka Xy. Necht Zy;, pro i =1,...,a,,
znaci indikator jevu, kdy i-ty takto generovany prvek je dokonce prvkem Aj_;.
Postupné z definice Z; a definice vzdalenosti v totalni variaci (jelikoz plati
Xp—1 C X)) dostavame

EZy; — m(Xe1)| = | Py pire) (fEO;Xk 1) —Wk(Xk 1)]
< [P (o, ) = ;
TV — Geqn

kde platnost posledni nerovnosti plyne z odhadu (4.19)). Pro ndhodné velic¢iny
Wi = a,' Y0, Z,; tedy plati

| X1 | X—1] €

EW, — = |EZi1 — = |EZ X . 4.20
’ A ’ M g | B el S g (20
Pro nahodnou veli¢inu Y s alternativnim rozdélenim plati
Var(Y) = EY (1 - EY).
Poté z nezéavislosti ndhodnych veli¢in Z; plati
EW,
Var(W;,) = ZEZ,Hl—EZ,“ S—ZEZ,“_ u
an =1 an =1 n
Poté dostavame Var(WW .
ar(h) . (4.21)
Z lemmatu (13| a aplikaci odhadu (4.20) pro dostateéné malé ¢ ziskavame
1 € 1
EW,) > — — > —.
(Wi) = eq begn — 3q
Pouzitim toho odhadu v nerovnosti (4.21]) dostavdame
2
Var(Wi) < 34 <= (4.22)
E2(W,) ~— a, — 9n
Z (4.20)) a lemmatu [13| plati
Xl € gy <Ml €
| X | 6egn |Xe]  Gegn
X X
TR L Vel gy, <4 1Bl & g €
6n | Xi—1] Gegn ™ [ X1 |Xk—1| Gegn 6n
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Ziejmé plati

o | X | X
Pl P2 Y B P2 1
Bud W =IJ, W;. Poté
€ e\" €
1—- 1—— ) <|IXIEW<(1+ =) <e/f<14°=
6= ( Gn) < |4 _<+6n> ser =ity

kde jsme v posledni nerovnosti pouzili platnost e* < 1 + 2z pro x € [0, 1]. Poté
plati

’E(W) - I?f!‘ <37 (4.23)

%74 2 n W 2 n EW2
o (5w) ~El(5w) - Lmme
kde jsme v druhé rovnosti vyuzili nezavislost nahodnych veli¢in W;. Pokud od
obou stran této rovnosti odecteme 1, ziskavame

Déle plati

o = 11+ mg) !

k=1
Tato rovnost nam spolecné s (4.22)) déva platnost

2

ver(y SH[H]—ls@"‘fz/g—lg

E2

2ne?
9 Y

kde v posledni nerovnosti jsme opét pouzili platnost e* < 1+ 2z pro = € [0, 1].
7. Cebysevovy nerovnosti [3| dale plati

Var(W)  4Var(W) _ 8p

P{IW — BOV)| > B(W)e/2) < i = St <

IN

<.

Pouzitim trojihelnikové nerovnosti pro redlna ¢isla a odhadu (4.23) dostéavame

pro kazdé w € {w : |[W(w) — EW| < EWe/2} odhad

\W(@— 1 <\W<w>—E<W>|+|E<W>— < BV + 5

X[~
1 1 € €

3
< o+ 2 )| F e = -
(IX\ 3!X\> 3l&] |

Tedy dokézali jsme platnost (4.17)).
Pro kazdé X}, k = 1,...,n, potfebujeme a,, generovanych prvki a tedy je k si-
mulaci ndhodné veli¢iny W potteba nejvice (4.16)) kroka Glauberovy dynamiky.
[
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4.5 Vylepseny odhad vypocetni naroc¢nosti pro
priblizné pocitani obarveni grafu
V této kapitole ukazeme, ze tvrzeni véty [12]1ze zesilit. Dokédzeme totiz vétu |14}

Véta 14. Necht X je mnoZina vsech pripustnich q-obarveni grafu G s n vrcholy
a mazimdlnim stupném A. Bud q > 2A a definujme c(q, A) = 1— q_%. Pro kazdé
dvé konstanty n, e € (0,1) ezistuje ndhodnd velicina W, kterd mize byt simulovdna

pomoct nejuyse
nlogn + nlog(6eqn/e) 81¢*n?
—_— 4.24
! q c(q, A) | 2pe(q, A) 429

kroki Glauberovy dynamiky a splriuje

P{(1-c) X[ <W <1+ >1-n (4.25)

Na rozdil od dikazu véty (12| jiz nebudeme pouzivat nezavislé realizace mar-
kovského Tetézce (X;)2,, misto nich pouzijeme ergodicky primeér ﬁ D i1 Ko
Tak budeme moci podstatnym zpltsobem snizit pocet simulaci k dosazeni stejné
presnosti.

Pfipomenme z dikazu véty [12] Ze pii pouzivani nezavislych vzorki je pocet
iteraci Glauberovy dynamiky pro kazdé k € {1,2,...,n} nejvyse

nlogn +n log(Geqn/e)—‘ {27(]71—‘

c(q, A) ne?

Asymptoticka slozitost zcela polynomialniho znahodnéného aproximacniho sché-
matu z diikazu véty [12] je tedy O(n®logn).

Dokazeme, ze pokud misto toho postupujeme pouze s ¢asti trajektorie mar-
kovského Tetézce, poté pro kazdé k € {1,2,...,n} pottebujeme nejvyse

nlogn + nlog(6egn/e) n 81¢*n?
c(q, ) 2ne2c(q, A)

iteraci. Asymptoticka slozitost upraveného aproximacniho schématu je poté pou-
ze O(n?).

K dikazu budeme pottebovat umét shora odhadnout rozptyl ergodického prii-
méru —— > i—ri1 X K tomu pouzijeme metodu vlastnich ¢isel a funkei matice

S—1T

pravdépodobnosti prechodu P. Uvedeme si tedy nejprve nezbytné definice a tvr-
zeni.

t(n,e) - an = {

t(n,e) +s= {

Definice 15 (Vlastni funkce a vlastni ¢islo matice pravdépodobnosti pfechodu).
Bud P matice pravdépodobnosti prechodu markovského retézce s mnoZinou stavi
X. Nenulovou funkci f : X — R nazveme vlastni funkci P s prislusnym vlastnim

cislem A, pokud plati Pf = \f.

Definice 16 (Reverzibilni fetézec). Bud 7 pravdépodobnostni rozdéleni na mno-
zin€ stavi markovského retézce s matici pravdépodobnosti prechodu P. Rekneme,
ze retézec je reverzibilni vzhledem k rozdélent w, pokud pro vsechna x,y € X plati

m(z)P(z,y) = m(y) P(y, ).
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Pokud je tetézec reverzibilni, jsou vSechna vlastni ¢isla P realna a mtizeme je
sefadit sestupné 1 = Ay > Ay > ... > Ay = —1. Zavadime nasledujici znaceni
A =max{|A| : A je vlastni ¢islo P, A # 1},
Vi =1- )‘*7
Y =1- )\2.

Ziejmé plati v > ..

Lemma 15. Bud (X;)2, reverzibilni markovsky retézec. Bud f redlnd funkce
definovand na mnoziné stavi X takovd, zZe E.(f) = 0. Pak plati

< 23E7T(f2).
~

C':z:ﬂxa)z

Driikaz. |Levin a Peres (2017, lemma 12.22, strana 174)
[

Véta 16. Bud (X, p) metricky prostor a bud P matice pravdépodobnosti prechodu
markovského reteézce s mnozZinou stavi X . Predpokladejme, Ze existuje kladnd kon-
stanta 0 < 1 takovd, Ze pro kazZdé dva stavy x,y € X existuje coupling (X1,Y1)
rozdéleni P(x,-) a P(y,-) spliugjict

Er,yp(Xla Yi) S 6p<$, y)

Pokud \ # 1 je vlastni ¢islo P, poté || < 6. Specidlné plati v, > 1 — 6.

Dikaz. Levin a Peres| (2017, véta 13.1, strana 180)
[

Abychom mohli pouzit lemma [I5] je nutné oveérit, ze je Glauberova dynamika
pro 7 reverzibilni fetézec.

Tvrzeni 17. Glauberova dynamika pro m je reverzibilni vzhledem k .

Diikaz. Pripomenme X(z,v) = {y € X : y(w) = z(w) YV w # v} z definice
Glauberovy dynamiky. Pokud plati y € X(z,v), pak X(z,v) = X(y,v) a jisté
z € X(y,v). Poté pro vSechna x,y € X plati

(@) Pa) = ml0) ¥ ) = 3 pert) gy € X))

veV veV |V|

= 777(3;) x v) =7 —7¥Y(x
= 3 )y M € X0} = 7))

=7(y)P(y,z).
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Nyn{ jiz pfimo k dikazu véty [14]
Diikaz Uéty. Meéjme stejné predpoklady jako ve vété|12] Bud k € {1,2,...,n},
xo libovolné pripustné g-obarveni grafu GG. Necht 7, zna¢i rovhomérné rozdelenl
na Xj. Bud (X;)2, Glauberova dynamika pro 7, s mnozinou stavi Xj popsana
na zac¢atku dikazu véty [12 Ozna¢me Py, matici pravdépodobnosti prechodu to-
hoto fetézce.

Nasim cilem je odhadnout poméry ‘”’rj(;f‘ pomoci Casti trajektorie (X;)52,,.
Definujme 6 = exp (—%) < 1. Z dukazu véty , odhadu (4.14) a véty
plyne
A
N IR L) (4.26)
n

Bud f : A — R funkce dand predpisem f(z) = 1{zx € X}_1} pro z € A}.
Poté jisté plati

= x)m(x ||
Bnlf) = 3 flomia) =
Varr, (f) = B ()1 ~ En (H)] <

Ptripomenme znaceni

t(n,e) = {

nlogn +n log(6eqn/£)_‘
c(q, ) '

Polozme r = t(n,e). Oznacme Zy,; = f(X,4;), pro s > 1,1 € {0,1,...,s — 1},
a Wy =132702,,.

Pottebujeme opét dokdzat nerovnost (4.20). V nasem piipadé to udélame
takto

| X1
| X |

1
B - !
S

<5

kde jsme ve druhé nerovnosti pouzili tvrzeni[f]a ve tfeti nerovnosti pouzili (4.19).
Dostavame odhad stfedni hodnoty pro dostateéné malé
1 € 1

EW,) > — — > 4.27
(k)_eq b6eqn — 3q ( )

Pouzitim lemmatu |15/ a odhadu (4.26)) ziskavame

2Var,, (f) < 1 < n
sy ~ 2s(1—6) ~ 2sc(q,A)

Var(Wy,) <

Celkove z (4.27)) a (4.28)) plati

Var(W;,) < 9¢*n
E2(Wi) ~ 2sc(q, D)

(4.28)

Predchozi vypocty jisté plati pro kazdé s > 1. Chceme najit s takové, ze plati

Var(W},) < 9¢*n < ne?

E2(W,) ~ 2sc(q,A) — 9n° (4.29)
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Staci tedy vzit s splnujici
81¢*n?
2nee(q, A) ~

81¢*n?
§=|— .
2me?e(q, A)
Poté plati odhad (4.29) a odtud dal bézi dikaz stejné jako v dikazu véty [12]
]

S.

Polozme

Pozndmka. Formulace a dikaz véty [14] byly obsahem cvic¢eni 14.13 z knihy Levin
a Peres (2017, strana 214), které autorka samostatné vyftesila.
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