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Značení
1 Indikátorová funkce
δx Diracova míra v x

|Ω| Mohutnost množiny Ω
P Pravděpodobnost
P{A|B} Podmíněná pravděpodobnost jevu A za podmínky B

(Xt)∞
t=0 Markovský řetězec s diskrétním časem

X Množina stavů
P Matice pravděpodobností přechodu
P (x, y) Pravděpodobnost přechodu z jevu x do jevu y

P t(x, y) Pravděpodobnost přechodu ze stavu x do stavu y v t krocích
P t(x, ·) Pravděpodobnostní rozdělení markovského řetězce po t krocích

ze stavu x

π Stacionární rozdělení
µt Rozdělení náhodné veličiny Xt

E Střední hodnota
Eν Střední hodnota za podmínky, že počáteční rozdělení je rovno ν

Ex Střední hodnota za podmínky, že řetězec startoval ze stavu x

Var Rozptyl
Varν Rozptyl za podmínky, že počáteční rozdělení je rovno ν

Varx Rozptyl za podmínky, že řetězec startoval ze stavu x

Pν Pravděpodobnost za podmínky, že počáteční rozdělení je rovno
ν

Px Pravděpodobnost za podmínky, že řetězec startoval ze stavu x

tmix Čas mixingu
∥µ − ν∥TV Vzdálenost µ a ν v totální variaci
ρK Transportní metrika
diam(X ) Průměr prostoru X
x ∼ y Vrchol x sousedí s vrcholem y

deg(x) Stupeň vrcholu x

∆ Maximální stupeň grafu
Av(x) Množina všech přípustných barev vrcholu v při obarvení x

X (x, v) Množina všech obarvení, která se liší od x pouze ve vrcholu v
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Úvod
Klíčovou vlastností markovských řetězců s diskrétním časem a konečnou mno-

žinou stavů je rychlost konvergence marginálního rozdělení řetězce ke stacionár-
nímu rozdělení (neboli rychlost mixingu). Pokud zkonstruujeme coupling dvou
markovských řetězců se stejnou maticí pravděpodobností přechodu, kdy jeden
startuje ze stacionárního rozdělení a druhý z pevného stavu, můžeme ho použít
k odhadu rychlosti mixingu. Jednou z možností, jak takový coupling vytvořit, je
pomocí transportní metriky. Náplní práce je představení uvedených pojmů a me-
tody, a popsání, jak může být tato metoda aplikována v oblasti přibližného po-
čítání prvků nějaké velké kombinatorické množiny. Speciálně to v práci ukážeme
na příkladu množiny všech přípustných obarvení grafu.

Práce je členěna do čtyř kapitol. V první kapitole si připomeneme základní
teorii k homogenním markovským řetězcům s diskrétním časem a uvedeme po-
třebné definice z teorie grafů, se kterými budeme pracovat ve čtvrté kapitole.
Ve druhé kapitole popíšeme, za jakých podmínek konverguje marginální rozdě-
lení markovského řetězce ke stacionárnímu. Třetí kapitola se věnuje couplingu
pravděpodobnostních rozdělení a jeho vlastnostem, které pro nás budou užitečné.

Jádro práce je obsaženo ve čtvrté kapitole. Nejprve zavedeme metriku na pro-
storu všech pravděpodobnostních rozdělení na množině stavů markovského ře-
tězce. Pokud bude možné ztotožnit množinu stavů řetězce s množinou vrcholů
nějakého grafu, coupling zkonstruovaný pomocí této metriky nám dále umožní
přesně omezit rychlost mixingu.

Závěr kapitoly se věnuje nastínění problému přibližného počítání prvků vel-
kých kombinatorických množin, které využívá tzv. zcela polynomiální znáhodněné
aproximační schéma. V případě přibližného počítání všech přípustných obarvení
grafu jde o algoritmus, který pro každé 1 > ε > 0 dokáže s pravděpodobností mi-
nimálně 1− 1

poly(n) a s přesností až na multiplikativní faktor 1±ε odhadnout tento
počet v čase, který je polynomiální v n = |V | a ε−1. Ukážeme, že při použití nezá-
vislých realizací markovského řetězce, jakožto nezávislých vzorků z množiny všech
přípustných obarvení grafu, přibližné počítání prvků této množiny má asympto-
tickou složitost O(n3 log n). Dále dokážeme, že pokud místo nezávislých realizací
pracujeme s ergodickými průměry tohoto řetězce, tak můžeme podstatným způ-
sobem snížit počet simulací k dosažení stejné přesnosti a dosáhnout asymptotické
složitosti O(n3). Další výsledky a vylepšení metody využívající markovské řetězce
při vzorkování z množiny obarvení daného grafu lze najít například v přehledovém
článku Frieze a Vigoda (2007).

Práce je založena na poznatcích z knihy Levin a Peres (2017). Přínosem au-
torky je přehledné a kompaktní pojednání daného tématu, doplnění mezikroků
a oprava drobných chyb v důkazech a vylepšení odhadu na počet kroků simulač-
ního algoritmu z věty 14 v podkapitole 4.5.

3



1. Základní definice a tvrzení
V první kapitole si uvedeme klíčové definice a tvrzení, které uplatníme v ná-

sledujících kapitolách. Dodatečnou teorii k homogenním markovským řetězcům
lze nalézt v knize Prášková a Lachout (2012).

Základní pojem, se kterým budeme pracovat v následujícím výkladu, je ho-
mogenní markovský řetězec s diskrétním časem.

Definice 1 (Homogenní markovský řetězec). Buď X = {Xt, t ∈ N0} náhodný
proces s diskrétní nejvýše spočetnou množinou stavů X . Poté X je homogenní
markovský řetězec s diskrétním časem s maticí pravděpodobností přechodu P , po-
kud platí

P
{︄

Xt+1 = j

⃓⃓⃓⃓
⃓{Xt = i} ∩

t⋂︂
i=1

{Xi−1 = ii−1}
}︄

= P{Xt+1 = j|Xt = i} = P (i, j),

pro všechna t ∈ N0 a všechna j, i, it−1, ..., i0 ∈ X taková, že

P
{︄

{Xt = i} ∩
t⋂︂

i=1
{Xi−1 = ii−1

}︄
> 0.

V celé práci se omezíme pouze na případ, kdy X je diskrétní konečná.
Rozdělení náhodné veličiny Xt, t ∈ N0, budeme značit řádkovým vektorem µt,

tj. µt(x) = P(Xt = x) pro x ∈ X . Poté pro každé x ∈ X a t ∈ N0 platí

µt+1(x) =
∑︂
y∈X

P{Xt = y}P (y, x) =
∑︂
y∈X

µt(y)P (y, x)

a tedy µt+1 = µtP. Celkově dostáváme platnost µt = µoP
t.

Od této chvíle budeme výrazy markovský řetězec či markovský řetězec s maticí
přechodu P a množinou stavů X označovat homogenní markovský řetězec s dis-
krétním časem s maticí pravděpodobností přechodu P a s množinou stavů X .

Dále definujeme počáteční rozdělení markovského řetězce jakožto rozdělení µ0
náhodné veličiny X0. Pro zjednodušení zápisu budeme označovat Pµ(·), respektive
Eµ(·), kde µ je libovolné pravděpodobnostní rozdělení na X , pravděpodobnost
nějakého náhodného jevu, respektive střední hodnotu nějaké náhodné veličiny,
za předpokladu, že µ0 = µ. Speciálně pro µ = δx, kde x ∈ X , značíme Px(·)
a Ex(·).

Definice 2 (Nerozložitelný řetězec). Markovský řetězec se nazývá nerozložitelný,
pokud pro každé dva stavy x, y ∈ X existuje přirozené číslo t, pro které platí
P t(x, y) > 0.

Definice 3 (Aperiodický řetězec). Pro x ∈ X definujme

τ(x) = {t ≥ 1 : P t(x, x) > 0}.

Periodu stavu x definujeme jako největší společný dělitel množiny τ(x). Řekneme,
že markovský řetězec je aperiodický, pokud mají všechny jeho stavy periodu 1.
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Nyní bez důkazu uvedeme tvrzení, které říká, že pro aperiodický nerozložitelný
řetězec s konečnou množinou stavů existuje minimální počet kroků, které jsou
potřebné, abychom se s kladnou pravděpodobností mohli dostat z libovolného
stavu do dalšího libovolného stavu.

Tvrzení 1. Pro každý aperiodický nerozložitelný markovský řetězec s konečnou
množinou stavů existuje přirozené číslo r0 takové, že pro r ≥ r0, pro každé
x, y ∈ X platí P r(x, y) > 0.

Důkaz. Levin a Peres (2017, tvrzení 1.7, strana 7)

Definice 4 (Stacionární rozdělení). Pravděpodobnostní rozdělení π na množině
stavů X markovského řetězce s maticí přechodu P nazveme stacionárním rozdě-
lením, pokud platí

π(y) =
∑︂
x∈X

π(x)P (x, y) pro každé y ∈ X .

V maticovém zápisu
π = πP.

Pokud π je stacionární rozdělení a µ0 = π, poté µt = µ0P
t = πP t = π pro

každé t ≥ 0.
Bez důkazu uvedeme klíčové tvrzení o existenci jednoznačně určeného staci-

onárního rozdělení nerozložitelného markovského řetězce s konečnou množinou
stavů.

Tvrzení 2. Mějme nerozložitelný markovský řetězec s konečnou množinou stavů.
Poté existuje jeho stacionární rozdělení a je určené jednoznačně.

Důkaz. Levin a Peres (2017, kapitola 1.5, rozloženo mezi více tvrzení)

Pro připomenutí uvedeme Čebyševovu nerovnost, na kterou se odkážeme v dů-
kazu věty 12.

Tvrzení 3 (Čebyševova nerovnost). Buď X reálná náhodná veličina s konečným
druhým momentem. Poté pro a > 0 platí

P{|X − EX| ≥ a} ≤ Var(X)
a2 .

Nyní uvedeme základní definice z teorie grafů, se kterými budeme pracovat
ve čtvrté kapitole.

Definice 5 (Graf). Grafem G rozumíme uspořádanou dvojici G = (V, E), kde V
nazýváme množina vrcholů a E ⊆ {{x, y} : x, y ∈ V, x ̸= y} nazýváme množina
hran.
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V našem případě bude V vždy konečná a hrany definujeme jakožto neuspořá-
dané dvojice dvou různých vrcholů. Pokud {x, y} ∈ E, píšeme x ∼ y a říkáme,
že x a y jsou sousedící vrcholy. Stupeň vrcholu x definujeme jako počet vrcholů
s ním sousedících a značíme deg(x). Cestou mezi vrcholy x a y rozumíme posloup-
nost sousedících vrcholů, která začíná v x a končí v y. V této práci se budeme
zabývat pouze souvislými grafy. To jsou takové grafy, v nichž pro každé dva vr-
choly existuje cesta, která je spojuje.

Ve čtvrté kapitole budeme popisovat vlastnosti markovských řetězců, jejichž
množina stavů se dá přepsat do tvaru SV , kde V je množina vrcholů nějakého
grafu a S je konečná množina. Prvky SV jsou zobrazení f : V → S a budeme je
dále nazývat konfigurace.
Definice 6 (Přípustné q-obarvení grafu). Buď q ∈ N. Mějme množinu barev
{1, 2, ..., q} a graf G = (V, E). Přípustným q-obarvením grafu G rozumíme li-
bovolnou konfiguraci x z {1, 2, ..., q}V , pro kterou platí x(v) ̸= x(w) kdykoliv
{v, w} ∈ E.
Definice 7 (Glauberova dynamika). Buďte V a S konečné množiny a X ⊆ SV .
Pro x ∈ X a v ∈ V , označme

X (x, v) = {y ∈ X : y(w) = x(w) ∀ w ̸= v}

množinu všech stavů, které se od x liší pouze ve vrcholu v. Buď π pravděpodob-
nostní rozdělení na SV , pro něž platí π(X ) = 1. Glauberovou dynamikou pro π
rozumíme markovský řetězec s množinou stavů X , který se vyvíjí následovně:

Nechť se řetězec nachází ve stavu x ∈ X . Zvolíme rovnoměrně náhodně vrchol
z množiny V a označíme ho v, poté řetězec přejde do stavu y s pravděpodobností
πx,v(y), kde

πx,v(y) = π(y | X (x, v)) =

⎧⎨⎩
π(y)

π(X (x,v)) , pokud y ∈ X (x, v),
0, pokud y /∈ X (x, v).

Z definice je zřejmé, že pro x, y ∈ X platí

P (x, y) =
∑︂
v∈V

1
|V |

πx,v(y).

Glauberova dynamika pro π má jednu obzvlášť důležitou vlastnost a to, že π
je stacionární rozdělení tohoto řetězce, neboť ze spočetnosti X pro každé y ∈ X
platí∑︂

x∈X
π(x)

∑︂
v∈V

1
|V |

πx,v(y) =
∑︂
v∈V

1
|V |

∑︂
x∈X

π(x)πx,v(y) =
∑︂
v∈V

1
|V |

π(y) = π(y).

Ve čtvrté kapitole budeme zkoumat rychlost konvergence marginálního roz-
dělení Glauberovy dynamiky k jejímu stacionárnímu rozdělení. Glauberova dy-
namika pro q-obarvení souvislého grafu je aperiodický řetězec, neboť zřejmě pro
každé x ∈ X , v ∈ V platí x ∈ X (x, v), a je nerozložitelný, neboť se můžeme
z každého obarvení dostat konečnou posloupností kroků do libovolného jiného
obarvení.

Buď π rovnoměrné rozdělení na množině všech přípustných q-obarvení grafu.
Jedním z cílů této práce je odhadnutí počtu prvků této množiny. Budeme k tomu
potřebovat rozšířit definici Glauberovy dynamiky pro π na množinu všech mož-
ných q-obarvení grafu.
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Definice 8 (Modifikovaná Glauberova dynamika pro obarvení grafu). Mějme
souvislý graf G = (V, E) a q ∈ N. Buď X = {1, 2, ..., q}V množina všech q-obarvení
grafu G. Buď π rovnoměrné rozdělení na množině všech přípustných q-obarvení
grafu G. Modifikovanou Glauberovou dynamikou pro π rozumíme řetězec, který se
vyvíjí následovně:

Nechť se řetězec nachází ve stavu x ∈ X , náhodně zvolíme vrchol z množiny V,
označíme ho w, a rovnoměrně náhodně mu přiřadíme barvu z množiny všech barev,
které sousedící vrcholy w při obarvení x nemají.

Pokud takový řetězec začne v přípustném q-obarvení, poté se již vždy nachází
v množině všech přípustných q-obarvení G.
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2. Konvergence ke stacionárnímu
rozdělení

V této kapitole zavedeme složitější nástroje užitečné k popisu dlouhodobého
chování markovských řetězců. Bude nás především zajímat odhad rychlosti kon-
vergence marginálního rozdělení řetězce ke stacionárnímu. Je tedy třeba zavést
metriku, vůči níž budeme tuto konvergenci uvažovat.

Definice 9 (Vzdálenost v totální variaci). Buďte µ a ν pravděpodobnostní roz-
dělení na prostoru X . Vzdálenost v totální variaci rozdělení µ a ν definujeme
předpisem

∥µ − ν∥TV = max
A⊆X

|µ(A) − ν(A)|. (2.1)

Při výpočtu vzdálenosti v totální variaci může být použití vztahu (2.1) rela-
tivně nepohodlné. Uvedeme nyní alternativní definici, která je výpočetně jedno-
dušší.

Tvrzení 4. Buď µ a ν pravděpodobnostní rozdělení na prostoru X , kde množina
X je diskrétní a konečná. Poté platí

∥µ − ν∥TV = 1
2
∑︂
x∈X

|µ(x) − ν(x)|. (2.2)

Důkaz. Levin a Peres (2017, tvrzení 4.2, strana 48)

Ze vztahu (2.2) je již zřejmé, že vzdálenost v totální variaci je metrika na mno-
žině všech pravděpodobnostních rozdělení na prostoru X .

Nyní můžeme dokázat větu o konvergenci, která tvrdí, že marginální rozdělení
nerozložitelného aperiodického markovského řetězce s konečnou množinou stavů
konverguje k jeho stacionárnímu rozdělení v totální variaci.

Věta 5 (O konvergenci). Buď P matice přechodu nerozložitelného aperiodického
markovského řetězce s konečnou množinou stavů a π jeho stacionární rozdělení.
Poté existuje α ∈ (0, 1) a C > 0 takové, že

max
x∈X

∥P t(x, ·) − π∥TV ≤ Cαt. (2.3)

Důkaz. Z tvrzení 1 víme, že existuje přirozené číslo k takové, že P k má pouze
kladné prvky. Definujme matici Π o rozměrech |X |×|X |, jejíž řádky jsou rovny π.
Nalezneme δ > 0, které splňuje

P k(x, y) − δπ(y) ≥ 0, pro všechna x, y ∈ X .

Zřejmě pro každé x ∈ X dále platí∑︂
y∈X

(︂
P k(x, y) − δπ(y)

)︂
= 1 − δ.
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Položme θ = 1−δ. Poté definujeme stochastickou matici Q jakožto řešení rovnice

P k = (1 − θ)Π + θQ. (2.4)

Nyní dokážeme indukcí pro l ≥ 1 platnost vztahu

P kl = (1 − θl)Π + θlQl. (2.5)

Pro l = 1 vztah platí z (2.4). Předpokládejme, že vztah platí pro l, poté

P k(l+1) = P klP k =
[︂
(1 − θl)Π + θlQl

]︂
P k

= (1 − θl)ΠP k + θlQl[(1 − θ)Π + θQ]
= (1 − θl)ΠP k + (1 − θ)θlQlΠ + θl+1Ql+1. (2.6)

Přímo z definice stochastické matice plyne, že pro každou stochastickou matici M
platí MΠ = Π. Dále pokud πM = π pro nějakou matici M, tak i ΠM = Π. Zřejmě
poté platí ΠP k = Π a QlΠ = Π. Můžeme tedy dále upravit (2.6) a dostáváme

P k(l+1) = (1 − θl+1)Π + θl+1Ql+1.

Dokázali jsme tedy platnost vztahu (2.5) pro l + 1, a tím i pro všechna l ≥ 1.
Pokud vynásobíme obě strany rovnosti (2.5) výrazem P j, j ∈ {1, 2, ..., k − 1},

dostáváme

P kl+j = [(1 − θl)Π + θlQl]P j

= (1 − θl)ΠP j + θlQlP j

= (1 − θl)Π + θlQlP j

= Π + θl(QlP j − Π),

a tedy platí
P kl+j − Π = θl(QlP j − Π). (2.7)

Buď x0 libovolný stav z X . Rozmysleme si nyní, jak vypadají součty absolut-
ních hodnot prvků v řádcích indexovaných x0 na obou stranách rovnosti (2.7),
které jsou navíc vynásobené 1

2 . Na levé straně dostáváme ∥P kl+j(x0, ·) − π∥TV
ze vztahu (2.2). Na pravé straně je takový řádkový součet výrazu QlP j − Π ome-
zen shora maximální vzdáleností v totální variaci dvou rozdělení, tedy 1.

Dostáváme odhad pro libovolné x0 ∈ X

∥P kl+j(x0, ·) − π∥TV ≤ θl = θ
kl+k

k
−1 ≤ θ

kl+j
k

−1, (2.8)

kde poslední nerovnost platí, neboť θ < 1 a j < k.
Pokud označíme α = θ1/k a C = θ−1, pak z rovnosti (2.8) dostáváme platnost

rovnosti (2.3), kterou jsme chtěli dokázat.

Abychom mohli měřit rychlost konvergence marginálního rozdělení řetězce
ke stacionárnímu rozdělení v totální variaci nezávisle na počátečním stavu, zavá-
díme značení

d(t) = max
x∈X

∥P t(x, ·) − π∥TV,
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kde X je konečná množina stavů markovského řetězce s maticí přechodu P a s jed-
noznačně určeným stacionárním rozdělení π.

Nyní si dokážeme nerostoucnost funkce d. Tedy pokud je vzdálenost v totální
variaci stacionárního rozdělení a marginálního rozdělení řetězce po určitém počtu
kroků „dostatečně malá“, poté již nikdy nebude větší.

Tvrzení 6. Buď P matice pravděpodobností přechodu markovského řetězce s dis-
krétní konečnou množinou stavů X a stacionárním rozdělením π. Buďte µ a ν
libovolná pravděpodobnostní rozdělení na X . Platí

∥µP − νP∥TV ≤ ∥µ − ν∥TV. (2.9)

Dále pro libovolné t ≥ 0 platí

∥µP t+1 − π∥TV ≤ ∥µP t − π∥TV, (2.10)

a tedy zřejmě d(t + 1) ≤ d(t).

Důkaz. Z (2.2) dostáváme

∥µP − νP∥TV =1
2
∑︂
x∈X

|µP (x) − νP (x)|

=1
2
∑︂
x∈X

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓∑︂
y∈X

µ(y)P (y, x) −
∑︂
y∈X

ν(y)P (y, x)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

=1
2
∑︂
x∈X

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓∑︂
y∈X

(µ(y) − ν(y))P (y, x)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

≤1
2
∑︂
y∈X

|µ(y) − ν(y)|
(︄∑︂

x∈X
P (y, x)

)︄

=1
2
∑︂
y∈X

|µ(y) − ν(y)| = ∥µ − ν∥TV.

Druhá část tvrzení plyne přímo z (2.9) pro pravděpodobnostní rozdělení µP t a π.
Nerostoucnost funkce d plyne z platnosti (2.10) pro µ = δx pro libovolné x ∈ X .

Dále je vhodné zadefinovat parametr, který měří čas potřebný k tomu, aby
vzdálenost v totální variaci marginálního rozdělení řetězce a stacionárního rozdě-
lení byla „dostatečně malá“.

Definice 10 (Čas mixingu). Čas mixingu pro ε > 0 definujeme předpisem

tmix(ε) = min{t : d(t) ≤ ε}.

Speciálně definujeme tmix = tmix(1
4).
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3. Coupling pravděpodobnostních
rozdělení

Nyní zadefinujeme coupling dvou pravděpodobnostních rozdělení a popíšeme
jeho vlastnosti. V tvrzení 7 využijeme coupling k určování vzdálenosti mezi prav-
děpodobnostními rozděleními.

Definice 11 (Coupling dvou pravděpodobnostních rozdělení). Libovolnou uspo-
řádanou dvojici (X, Y ), kde X a Y jsou náhodné veličiny definované na stejném
pravděpodobnostním prostoru, nazveme couplingem rozdělení µ a ν, pokud platí,
že marginální rozdělení X je rovno µ a marginální rozdělení Y je rovno ν.

Poznámka. Coupling dvou pravděpodobnostních rozdělení můžeme definovat po-
mocí uspořádané dvojice náhodných veličin jako v předchozí definici, nebo pomocí
sdruženého rozdělení náhodného vektoru.

Buď (X, Y ) coupling pravděpodobnostních rozdělení µ a ν na X . Označme q
sdružené rozdělení náhodného vektoru (X, Y ) na X × X . Pro rozdělení q definu-
jeme jeho projekci na první souřadnici jako pravděpodobnostní rozdělení na X ,
které je rovno

q(· × X ) =
∑︂
y∈X

q(·, y).

Analogicky, projekce na druhou souřadnici je rozdělení q(X × ·).
Z výše uvedeného plyne, že projekce rozdělení (X, Y ) na první, respektive

druhou, souřadnici je právě µ, respektive ν.
Naopak, pokud q je jako výše definované, poté identická funkce na pravděpo-

dobnostním prostoru (X × X , q) je coupling rozdělení µ a ν.

Nyní popíšeme vztah mezi couplingem dvou pravděpodobnostních rozdělení
a jejich vzdáleností v totální variaci.

Pokud nejsou pravděpodobnostní rozdělení identická, není vždy možné, aby
X a Y měly stejné hodnoty. Následující tvrzení určuje, jak nejméně se mohou
náhodné veličiny X a Y lišit.

Tvrzení 7. Buď µ a ν pravděpodobnostní rozdělení na prostoru X . Poté

∥µ − ν∥TV = inf{P{X ̸= Y } : (X, Y ) je coupling µ a ν}.

Důkaz. Levin a Peres (2017, tvrzení 4.7, strana 50)

Je zřejmé, že pomocí tohoto tvrzení můžeme jednoduše získat horní odhad vzdá-
lenosti v totální variaci dvou pravděpodobnostních rozdělení.

Analogií couplingu pro náhodné procesy je coupling dvou markovských ře-
tězců.

Definice 12 (Coupling markovských řetězců). Náhodný proces (Xt, Yt)∞
t=0, pro

který platí, že (Xt)∞
t=0 a (Yt)∞

t=0 jsou markovské řetězce se stejnou maticí prav-
děpodobností přechodu P , nazveme coupling markovských řetězců s maticí pře-
chodu P .
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V této práci se budeme zabývat pouze případem, kdy je vytvořený náhodný
proces markovským řetězcem.

Definice 13 (Markovský coupling). Buď (Xt)∞
t=0 a (Yt)∞

t=0 markovské řetězce
na množině stavů X s maticí pravděpodobností přechodu P . Markovským couplin-
gem těchto dvou řetězců rozumíme markovský řetězec (Xt, Yt)∞

t=0 s množinou stavů
X × X , takový, že pro všechna x, y, x′, y′ ∈ X platí

P{Xt+1 = x′ | Xt = x, Yt = y} = P (x, x′)
P{Yt+1 = y′ | Xt = x, Yt = y} = P (y, y′).

Každý markovský coupling dvou řetězců s maticí přechodu P můžeme pozmě-
nit tak, aby od chvíle, co se poprvé oba ocitnou ve stejném stavu, měly totožné
trajektorie. Neboli aby platilo

pokud Xs = Ys, poté nutně Xt = Yt pro každé t ≥ s.

Mějme coupling markovských řetězců (Xt)∞
t=0 a (Yt)∞

t=0, pro které platí X0 = x
a Y0 = y, poté budeme značit Px,y pravděpodobnost na stavovém prostoru na
němž jsou (Xt)∞

t=0 a (Yt)∞
t=0 definované a analogicky budeme střední hodnotu

značit Ex,y.
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4. Transportní metrika, coupling
trajektorií a přibližné počítání

V této kapitole zavedeme transportní metriku na prostoru všech pravděpo-
dobnostních rozdělení na množině stavů řetězce. Poté ztotožníme množinu stavů
s množinou vrcholů grafu a popíšeme, jak lze zkonstruovat coupling pomocí trans-
portní metriky. Pomocí tohoto couplingu poté přesně omezíme rychlost mixingu
modifikované Glauberovy dynamiky. Dále aplikujeme dosavadně popsanou teorii
při přibližném počítání prvků množiny všech přípustných obarvení grafu.

4.1 Transportní metrika
V této sekci zavedeme metriku na prostoru všech pravděpodobnostních rozdě-

lení na X , která bude rozšiřovat definici metriky na X , a v lemmatu 8 ukážeme,
že je to opravdu metrika.

Definice 14. Mějme danou metriku ρ na množině stavů X . Transportní metriku
dvou pravděpodobnostních rozdělení na X definujeme předpisem

ρK (µ, ν) = inf{Eρ(X, Y ) : (X, Y ) je coupling µ a ν}. (4.1)

Všimněme si, že pro libovolné x, y ∈ X platí ρK(δx, δy) = ρ(x, y). Transportní
metrika ρK je tedy rozšířením metriky ρ. Dále pro ρ(x, y) = 1{x ̸= y} platí
ρK (µ, ν) = ∥µ − ν∥TV.
Poznámka. Rozepsáním střední hodnoty (dle její definice) a pomocí definice prav-
děpodobnostního rozdělení q na X × X , které je detailně popsáno v poznámce
za definicí 11, můžeme transportní metriku ekvivalentně definovat jako

ρK (µ, ν) = inf

⎧⎨⎩ ∑︂
(x,y)∈X ×X

ρ(x, y)q(x, y) : q(· × X ) = µ, q(X × ·) = ν

⎫⎬⎭ . (4.2)

Poznámka. Množinu všech pravděpodobnostních rozdělení na X × X můžeme
ztotožnit s (|X |2 − 1)-dimenzionálním simplexem, což je kompaktní podmnožina
R|X |2 . Množina všech pravděpodobnostních rozdělení na X × X jejichž projekce
na první, respektive druhou, souřadnici je rovna µ, respektive ν, je uzavřená
podmnožina tohoto simplexu a je tedy taktéž kompaktní. Funkce

q ↦→
∑︂

(x,y)∈X ×X
ρ(x, y)q(x, y)

je spojitá na této množině. Existuje tedy pravděpodobnostní rozdělení q∗, ve kte-
rém suma v (4.2) nabývá infima. Takové rozdělení q∗ nazýváme ρ-optimální
coupling pravděpodobnostních rozdělení µ a ν. Analogicky existuje dvojice ná-
hodných veličin (X∗, Y∗), které také nazýváme ρ-optimalní coupling, splňující

E (ρ(X∗, Y∗)) = ρK(µ, ν).

Lemma 8. Funkce ρK definovaná v (4.1) je metrika na prostoru pravděpodob-
nostních rozdělení na X .
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Důkaz. Platnost axiomu nezápornosti a axiomu symetrie plyne přímo z definice
(4.1) a z platnosti axiomu nezápornosti a axiomu symetrie pro metriku ρ.

Z nezápornosti metriky ρ platí, že pokud ρK(µ, ν) = 0, pak E (ρ(X∗, Y∗)) =
ρK(µ, ν) = 0, kde ρ(X∗, Y∗) je ρ-optimální coupling µ a ν. Z platnosti axiomu
totožnosti pro metriku ρ, musí být náhodné veličiny X∗ a Y∗ skoro jistě stejné.
Pokud jsou náhodné veličiny X∗ a Y∗ skoro jistě stejné, poté z definice couplingu
mají X∗ a Y∗ stejné rozdělení a tedy µ = ν. Naopak nechť X má rozdělení µ. Poté

0 ≤ ρK(µ, µ) ≤ E(ρ(X, X)) = 0,

kde poslední rovnost plyne z platnosti axiomu totožnosti pro metriku ρ. Tím jsme
dokázali axiom totožnosti pro ρK .

Zbývá nám dokázat platnost trojúhelníkové nerovnosti. Nechť µ, ν a η jsou
pravděpodobnostní rozdělení na X . Buď p, respektive q, pravděpodobnostní roz-
dělení na X × X a zároveň coupling µ a ν, respektive ν a η. Definujme pravdě-
podobnostní rozdělení r na prostoru X × X × X předpisem

r(x, y, z) = p(x, y)q(y, z)
ν(y) .

Můžeme si všimnout, že projekce r na první dvě souřadnice je rovna p, projekce
na poslední dvě souřadnice je rovna q a projekce r na první a poslední souřadnici
je coupling µ a η. Předpokládejme nyní, že p je ρ-optimální coupling µ a ν a q
je ρ-optimální coupling ν a η. Mějme náhodný vektor (X, Y, Z) s rozdělením r.
Z platnosti trojúhelníkové nerovnosti pro metriku ρ, platí

ρ(X, Z) ≤ ρ(X, Y ) + ρ(Y, Z).

Nyní z monotonie a linearity střední hodnoty dostáváme

Eρ(X, Z) ≤ Eρ(X, Y ) + Eρ(Y, Z).

Dále z definice optimálního couplingu plyne

Eρ(X, Y ) + Eρ(Y, Z) = ρK(µ, ν) + ρK(ν, η).

A nakonec, jelikož (X, Z) je coupling µ a η, platí

ρK(µ, η) ≤ Eρ(X, Z).

4.2 Coupling trajektorií
Předpokládejme nyní, že množina stavů X markovského řetězce (Xt)∞

t=0 s ma-
ticí pravděpodobností přechodu P je rovna množině vrcholů nějakého souvis-
lého grafu G = (X , E0). Nechť ℓ je funkce definovaná na E0, která každé hraně
{x, y} ∈ E0, x ̸= y, přiřadí délku ℓ(x, y) ≥ 1.

14



Buď x0, x1, ..., xr cesta v G, její délku definujeme jako sumu ∑︁r
i=1 ℓ(xi−1, xi).

Na prostoru X dále definujeme metriku cesty předpisem

ρ(x, y) = min{délka ξ : ξ je cesta z x do y}. (4.3)

Předpoklad ℓ(x, y) ≥ 1 zřejmě implikuje ρ(x, y) ≥ 1{x ̸= y} a pro každou
dvojici náhodných veličin (X, Y ) s množinou stavů X platí

P{X ̸= Y } = E(1{X ̸= Y }) ≤ Eρ(X, Y ). (4.4)

Pokud minimalizujeme (4.4) přes všechny couplingy (X, Y ) pravděpodobnostních
rozdělení µ a ν, dostaneme

∥µ − ν∥TV ≤ ρK(µ, ν). (4.5)

Tento vztah transportní metriky a vzdálenosti v totální variaci můžeme využít
k odvození odhadu rychlosti mixingu řetězce, jak ukážeme v této podkapitole.
Myšlenka je následující:

Předpokládejme, že pro každé dva stavy x, y ∈ X existuje coupling (X1, Y1)
pravděpodobnostních rozdělení P (x, ·) a P (y, ·) takový, že pro nějaké α > 0 platí

Ex,yρ (X1, Y1) ≤ e−αρ (x, y) , pro všechna x, y ∈ X . (4.6)

Průměrem prostoru X rozumíme diam(X ) = maxx,y∈X ρ (x, y). Iterováním
(4.6) dostaneme

Ex,yρ (Xt, Yt) ≤ e−αtdiam(X ).

Celkově pak pomocí tvrzení 7 dostaneme

∥P t(x, ·) − P t(y, ·)∥TV ≤ Px,y{Xt ̸= Yt} =
= Px,y{ρ(Xt, Yt) ≥ 1} ≤ Ex,yρ(Xt, Yt) ≤ diam(X )e−αt,

odkud dále platí

tmix(ε) ≤
⌈︃ 1

α
[log(diam(X )) + log(1/ε)]

⌉︃
.

Věta 9. Předpokládejme, že množina stavů X markovského řetězce je rovna mno-
žině vrcholů grafu. Buď ℓ jako výše definovaná. Nechť ρ je metrika na X de-
finovaná v (4.3). Předpokládejme, že pro každou hranu {x, y} existuje coupling
(X1, Y1) pravděpodobnostních rozdělení P (x, ·) a P (y, ·) takový, že pro nějaké
α > 0 platí

Ex,yρ (X1, Y1) ≤ e−αρ(x, y). (4.7)

Poté pro libovolná pravděpodobnostní rozdělení µ a ν na prostoru X platí

ρK(µP, νP ) ≤ e−αρK(µ, ν). (4.8)

Markovský coupling dvou řetězců se stejnou maticí pravděpodobností pře-
chodu sestrojený pomocí transportní metriky, kdy jeden startoval v pevném stavu
a druhý ze stacionárního rozdělení, nám pomocí věty 9 dá odhad rychlosti mixingu
v důsledku 10.
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Důkaz věty 9. Nejprve ukážeme, že pro libovolné stavy x, y ∈ X platí

ρK(P (x, ·), P (y, ·)) ≤ e−αρ(x, y). (4.9)

Mějme x, y ∈ X pevně zvolené, buď x = x0, x1, ..., xr−1, xr = y cesta mezi x a y,
jejíž délka nabývá minima v (4.3). Z trojúhelníkové nerovnosti pro ρK ,

ρK(P (x, ·), P (y, ·)) ≤
r∑︂

k=1
ρK(P (xk−1, ·), P (xk, ·)).

Z definice ρK a z předpokladu (4.7) plyne, že pro libovolnou hranu {a, b} platí

ρK(P (a, ·), P (b, ·)) ≤ Eρ(Xa, Yb) ≤ e−αρ(a, b) = e−αℓ(a, b),

kde (Xa, Yb) je libovolný coupling rozdělení P (a, ·) a P (b, ·). Z této nerovnosti
můžeme odhadnout členy předchozí sumy. Dostáváme

ρK(P (x, ·), P (y, ·)) ≤ e−α
r∑︂

k=1
ℓ(xk−1, xk) = e−αρ(x, y).

Poslední rovnost platí, jelikož cestu x0, x1, ..., xr jsme si zvolili tak, aby měla
minimální délku. Dokázali jsme platnost (4.9).

Nechť η je ρ-optimální coupling rozdělení ν a µ, neboli platí

ρK(µ, ν) =
∑︂

(x,y)∈X ×X
ρ(x, y)η(x, y). (4.10)

Z ekvivalentní definice transportní metriky (4.2), existence optimálního couplingu
a nerovnosti (4.9) víme, že pro každé dva stavy x, y ∈ X existuje coupling θx,y

pravděpodobnostních rozdělení P (x, ·) a P (y, ·) splňující∑︂
u,w∈X

ρ(u, w)θx,y(u, w) = ρK(P (x, ·), P (y, ·)) ≤ e−αρ(x, y). (4.11)

Definujme pravděpodobnostní rozdělení θ = ∑︁
(x,y)∈X ×X η(x, y)θx,y na X × X .

Takto definované zobrazení je coupling µP a νP , neboť platí

∑︂
w∈X

θ(·, w) =
∑︂

x,y∈X
η(x, y)

(︄∑︂
w∈X

θx,y(·, w)
)︄

=
∑︂

x,y∈X
η(x, y)P (x, ·) =

=
∑︂
x∈X

⎛⎝∑︂
y∈X

η(x, y)
⎞⎠P (x, ·) =

∑︂
x∈X

µ(x)P (x, ·) = µP (·),

∑︂
u∈X

θ(u, ·) =
∑︂

x,y∈X
η(x, y)

(︄∑︂
u∈X

θx,y(u, ·)
)︄

=
∑︂

x,y∈X
η(x, y)P (y, ·) =

=
∑︂
y∈X

(︄∑︂
x∈X

η(x, y)
)︄

P (y, ·) =
∑︂
y∈X

ν(y)P (y, ·) = νP (·).

Z (4.10) a (4.11) dostáváme

∑︂
u,w∈X

ρ(u, w)θ(u, w) =
∑︂

x,y∈X

⎛⎝ ∑︂
u,w∈X

ρ(u, w)θx,y(u, w)
⎞⎠ η(x, y)

≤ e−α
∑︂

x,y∈X
ρ(x, y)η(x, y) = e−αρK(µ, ν).
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Z definice transportní metriky platí ρK(µP, νP ) ≤ ∑︁
u,w∈X ρ(u, w)θ(u, w) a důkaz

je tedy hotov.

Důsledek 10. Mějme stejné předpoklady jako ve větě 9. Poté platí

d(t) ≤ e−αtdiam(X ),

tudíž také platí
tmix(ε) ≤

⌈︃ 1
α

[log(diam(X )) + log(1/ε)]
⌉︃

.

Důkaz. Ke zkoumání d(t) potřebujeme zjistit, zda existuje jednoznačně určené
stacionární rozdělení. Jeho existence je implikována z nerovnosti (4.8). Označme
ho π.

Postupným iterováním (4.8) dostaneme

ρK(µP t, νP t) ≤ e−αtρK(µ, ν) ≤ e−αt max
x,y

ρ(x, y),

kde platnost druhé nerovnosti plyne z ekvivalentní definice transportní metriky
(4.2). Buď x ∈ X . Pokud do této nerovnosti dosadíme µ = δx a ν = π a aplikujeme
odhad (4.5), získáme

∥P t(x, ·) − π∥TV = ∥δxP t − πP t∥TV ≤ ρK(δxP t, πP t) ≤ e−αt max
x,y

ρ(x, y).

Z definice diam(X ) = maxx,y ρ(x, y) a definice d(t) získáváme platnost

d(t) ≤ e−αtdiam(X ).

Následně z

ε ≥ e−αtdiam(X )
αt ≥ log(diam(X )) − log(ε)

t ≥ 1
α

[log(diam(X )) + log(1/ε)]

dostáváme platnost druhé části tvrzení.

4.3 Rychlý mixing
Nechť π je rovnoměrné pravděpodobnostní rozdělení na množině všech pří-

pustných q-obarvení grafu G. V této podkapitole budeme pomocí metody z pod-
kapitoly 4.2 analyzovat rychlost mixingu modifikované Glauberovy dynamiky
pro π pro obarvení grafu.

Věta 11. Mějme modifikovanou Glauberovu dynamiku pro všechna q-obarvení
grafu G = (V, E) s n vrcholy a maximálním stupněm ∆. Pokud q > 2∆, platí

tmix(ε) ≤
⌈︄(︄

q − ∆
q − 2∆

)︄
n(log n − log ε)

⌉︄
. (4.12)
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Naším cílem bude zavést metriku na množině všech obarvení grafu G, sestrojit
markovský coupling dvou řetězců modifikované Glauberovy dynamiky a ověřit,
že splňuje předpoklady věty 9. Poté již přímo z důsledku 10 získáme odhad rych-
losti mixingu.
Důkaz věty 11. Mějme metriku ρ na X = {1, 2,..., q}V , která je definovaná před-
pisem

ρ(x, y) =
∑︂
v∈V

1{x(v) ̸= y(v)}, (4.13)

tedy definovanou jakožto počet vrcholů, v níž se daná obarvení liší. Řekneme,
že dvě obarvení spolu sousedí právě tehdy, když se liší pouze v jediném vrcholu.

Nechť Av(x) značí množinu všech přípustných barev pro v v konfiguraci x.
Nechť x a y jsou dva sousedící prvky X a buď v vrchol, ve kterém se tato obar-

vení liší. Poté jistě platí Av(x) = Av(y). Definujme markovský coupling (Xt, Yt)∞
t=0

dvou řetězců modifikované Glauberovy dynamiky, kdy jeden začal ve stavu x
a druhý ve stavu y. Nyní popíšeme, jak se budou sdruženě vyvíjet.

Buď w libovolný rovnoměrně náhodně vybraný vrchol z V . Přebarvíme ho
v obou řetězcích podle dále popsaných situací.

Pokud v nesousedí s w, poté můžeme přebarvit w stejnou barvou v obou
řetězcích. Tuto barvu můžeme vybrat rovnoměrně náhodně z množiny Aw(x),
jelikož platí Aw(x) = Aw(y).

Nyní mějme situaci, kdy w sousedí s v. Bez újmy na obecnosti předpoklá-
dejme, že |Aw(x)| ≤ |Aw(y)|. Náhodně vybereme barvu z Aw(y), označíme ji U
a položíme y(w) = U . Pokud U ̸= x(v), poté tedy U ∈ Aw(x) (z předpokladu
ρ(x, y) = 1) a položíme x(w) = U . Případ U = x(v) je nutné detailněji rozebrat
podle toho, zda platí |Aw(x)| = |Aw(y)|. Pokud |Aw(x)| = |Aw(y)|, pak položíme
x(w) = y(v). Naopak pokud |Aw(x)| < |Aw(y)|, poté náhodně vybereme barvu
z Aw(x), označíme ji W a položíme x(w) = W . Poté tedy rozdělení přebarvení
w v x je rovnoměrné na množině Aw(x). Pravděpodobnost, že přebarvení w jsou
v obou řetězcích různá je 1

|Aw(y)| , kde hodnota tohoto výrazu je shora omezená
hodnotou 1

q−∆ .

Nyní ukážeme, že takto zkonstruovaný coupling (X1, Y1) rozdělení P (x, ·)
a P (y, ·) splňuje (4.7) pro ρ definovanou v (4.13).

Vzdálenost ρ(X1, Y1) se zvětší v případě, že vybraný vrchol w sousedí s v
a jeho nové obarvení je v každém řetězci jiné. Pokud je vybraným vrcholem v,
ρ(X1, Y1) se zmenší na nulu. V ostatních případech zůstane vzdálenost rovná
jedné. Poté platí

Ex,y(ρ(X1, Y1) − 1) ≤ (2 − 1)deg(v)
n

(︄
1

q − ∆

)︄
+ 0 + (0 − 1) 1

n
,

Ex,y(ρ(X1, Y1)) ≤ 1 + deg(v)
n

(︄
1

q − ∆

)︄
− 1

n
.

Pravá strana poslední rovnice je díky předpokladu deg(v) ≤ ∆ shora omezená
výrazem

1 − 1
n

(︄
1 − ∆

q − ∆

)︄
.
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Jelikož předpokládáme q > 2∆, poté je tento výraz menší než 1. Označme
c(q, ∆) = 1 − ∆

q−∆ , poté

Ex,y(ρ(X1, Y1)) ≤ exp
(︄

−c(q, ∆)
n

)︄
= exp

(︄
−c(q, ∆)

n

)︄
ρ(x, y). (4.14)

Z předpokladu q > 2∆ jistě platí c(q, ∆) > 0. Poté jsou splněny předpoklady
věty 9 a použitím důsledku 10 dostaneme

max
x∈X

∥P t(x, ·) − π∥T V ≤ diam(X ) exp
(︄

−c(q, ∆)
n

t

)︄
= n exp

(︄
−c(q, ∆)

n
t

)︄
,

tmix(ε) ≤
⌈︄

n

c(q, ∆)(log n + log ε−1)
⌉︄

. (4.15)

Konečně, z
1

c(q,∆) = 1
1 − ∆

q−∆
= q − ∆

q − 2∆

dostáváme platnost (4.12).

4.4 Přibližné počítání obarvení grafu
V této podkapitole popíšeme, jak lze využít teorii popsanou v předešlých sek-

cích k přibližnému počítání počtu všech přípustných obarvení grafu a dokážeme
přitom následující větu.

Věta 12. Nechť X je množina všech přípustných q-obarvení grafu G s n vrcholy
a maximálním stupněm ∆. Buď q > 2∆ a definujme c(q, ∆) = 1 − ∆

q−∆ . Pro
každé dvě konstanty η, ε ∈ (0, 1) existuje náhodná veličina W, která může být
simulována pomocí nejvýše

n

⌈︄
n log n + n log(6eqn/ε)

c(q,∆)

⌉︄ ⌈︄
27qn

ηε2

⌉︄
(4.16)

kroků Glauberovy dynamiky a splňuje

P{(1 − ε)|X |−1 ≤ W ≤ (1 + ε)|X |−1} ≥ 1 − η. (4.17)

Poznámka. Toto je příklad tzv. zcela polynomiálního znáhodněného aproximač-
ního schématu. Jde o algoritmus, který pro předem dané η, ε ∈ (0, 1) s pravděpo-
dobností minimálně 1 − η a s přesností až na multiplikativní faktor 1 ± ε dokáže
odhadnout |X | v čase, který je polynomiální v n a ε−1.

Nejprve zavedeme potřebné značení. Buď x0 libovolné přípustné obarvení
grafu G. Označme si vrcholy G jako {v1, v2, ..., vn}. Dále definujme pro k ≤ n
množiny

Xk = {x ∈ X : x(vj) = x0(vj) pro j > k}. (4.18)
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Množina Xk obsahuje přípustná q-obarvení, kde vrcholy v1, ..., vk mají libovolné
obarvení a vrcholy vk+1, ..., vn mají stejné obarvení jako v konfiguraci x0. Zřejmě
platí Xk−1 ⊆ Xk, |X0| = 1 a |Xn| = |X |.

Následující lemma nám dává spodní odhad hodnot poměrů |Xk−1|/|Xk|, který
bude užitečný při důkazu věty 12.

Lemma 13. Mějme stejné předpoklady jako ve větě 12. Nechť Xk definováno
v (4.18). Poté platí

|Xk−1|
|Xk|

≥ 1
qe

.

Důkaz. Vrcholy z množiny v1, ..., vk−1, které sousedí s vk nazveme volnými sou-
sedícími vrcholy vk. Označme r počet volných sousedících vrcholů vk.

Mějme náhodný proces s počátečním rozdělením rovnoměrným na množině
Xk, který s předem daným pořadím postupně přebarví přípustnými barvami volné
sousedící vrcholy vk a poté i samotný vrchol vk. Přípustná barva je vždy vybrána
rovnoměrně ze všech přípustných barev pro daný vrchol.

Označme stav tohoto procesu po (r + 1) krocích jako Y . Nechť A označuje
jev, kdy každý z volných sousedících vrcholů vk je přebarven jinou barvu, než
x0(vk) a vk je obarven přímo barvou x0(vk). Poté tedy Y ∈ Xk−1 právě tehdy,
když nastane jev A, a platí

|Xk−1|
|Xk|

= P{Y ∈ Xk−1} = P{A} ≥
(︄

q − ∆ − 1
q − ∆

)︄r 1
q

≥
(︄

q − ∆ − 1
q − ∆

)︄∆ 1
q

≥
(︄

∆
∆ + 1

)︄∆ 1
q

= 1(︂
1 + 1

∆

)︂∆
1
q

≥ 1
eq

.

Nyní již můžeme dokázat větu 12.
Důkaz věty 12. Buď k ∈ {1, 2, ..., n}. Buď x0 libovolné přípustné obarvení a nechť
Xk je jako výše definované.

Pomocí úpravy Glauberovy dynamiky můžeme náhodně generovat prvky Xk.
Tato modifikace spočívá v tom, že můžeme přebarvovat pouze vrcholy z množiny
{v1, ..., vk}. Obarvení zbylých vrcholů je dáno konfigurací x0. Označme Pk matici
pravděpodobností přechodu takto upravené Glauberovy dynamiky na Xk.

Pokud n ve větě 11 nahradíme k, poté tento horní odhad hodnoty tmix(ε) platí
i v našem případě. Speciálně, jelikož k ≤ n, platí i odhad (4.15). Položme

t(n, ε) =
⌈︄

n log n + n log(6eqn/ε)
c(q, ∆)

⌉︄
.

Označme ε̃ = ε/6eqn. Poté postupně z věty 11 a z k ≤ n platí

tmix(ε̃) ≤
⌈︄

k log k + k log(ε̃−1)
c(q, ∆)

⌉︄
≤ t(n, ε).
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Dále postupně z tmix(ε̃) ≤ t(n, ε), definice vzdálenosti v totální variaci a definice
d(t) platí ⃦⃦⃦

P
t(n,ε)
k (x0, ·) − πk

⃦⃦⃦
T V

≤
⃦⃦⃦
P

tmix(ε̃)
k (x0, ·) − πk

⃦⃦⃦
T V

≤ d(tmix(ε̃)) < ε̃ = ε

6eqn
, (4.19)

kde πk značí rovnoměrné rozdělení na Xk.
Poměry |Xk−1|

|Xk| můžeme odhadnout podle následujícího postupu. Náhodný pr-
vek z Xk můžeme vygenerovat pomocí upravené Glauberovy dynamiky na Xk,
kterou necháme běžet t(n, ε) kroků. Pokud nezávisle na sobě necháme takto bě-
žet an = ⌈27qn/ηε2⌉ řetězců, získáme an prvků Xk. Nechť Zk,i, pro i = 1, ..., an,
značí indikátor jevu, kdy i-tý takto generovaný prvek je dokonce prvkem Xk−1.
Postupně z definice Zk,i a definice vzdálenosti v totální variaci (jelikož platí
Xk−1 ⊆ Xk) dostáváme

|EZk,i − πk(Xk−1)| = |P t(n,ε)
k (x0, Xk−1) − πk(Xk−1)|

≤
⃦⃦⃦
P

t(n,ε)
k (x0, ·) − πk

⃦⃦⃦
T V

≤ ε

6eqn
,

kde platnost poslední nerovnosti plyne z odhadu (4.19). Pro náhodné veličiny
Wk = a−1

n

∑︁an
i=1 Zk,i tedy platí⃓⃓⃓⃓

⃓EWk − |Xk−1|
|Xk|

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓EZk,1 − |Xk−1|

|Xk|

⃓⃓⃓⃓
⃓ = |EZk,1 − πk(Xk−1)| ≤ ε

6eqn
. (4.20)

Pro náhodnou veličinu Y s alternativním rozdělením platí

Var(Y ) = EY (1 − EY ).

Poté z nezávislosti náhodných veličin Zk,i platí

Var(Wk) = 1
a2

n

an∑︂
i=1

EZk,i[1 − EZk,i] ≤ 1
a2

n

an∑︂
i=1

EZk,i = EWk

an

.

Poté dostáváme
Var(Wk)
E2(Wk) ≤ 1

anE(Wk) . (4.21)

Z lemmatu 13 a aplikací odhadu (4.20) pro dostatečně malé ε získáváme

E(Wk) ≥ 1
eq

− ε

6eqn
≥ 1

3q
.

Použitím toho odhadu v nerovnosti (4.21) dostáváme

Var(Wk)
E2(Wk) ≤ 3q

an

≤ ηε2

9n
. (4.22)

Z (4.20) a lemmatu 13 platí

|Xk−1|
|Xk|

− ε

6eqn
≤ EWk ≤ |Xk−1|

|Xk|
+ ε

6eqn
,

1 − ε

6n
≤ 1 − |Xk|

|Xk−1|
ε

6eqn
≤ |Xk|

|Xk−1|
EWk ≤ 1 + |Xk|

|Xk−1|
ε

6eqn
≤ 1 + ε

6n
.
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Zřejmě platí
n∏︂

k=1

|Xk|
|Xk−1|

= |Xn|
|X0|

= |Xn| = |X |.

Buď W = ∏︁n
i=1 Wi. Poté

1 − ε

6 ≤
(︃

1 − ε

6n

)︃n

≤ |X |EW ≤
(︃

1 + ε

6n

)︃n

≤ eε/6 ≤ 1 + ε

3 ,

kde jsme v poslední nerovnosti použili platnost ex ≤ 1 + 2x pro x ∈ [0, 1]. Poté
platí ⃓⃓⃓⃓

⃓E(W ) − 1
|X |

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε

3|X |
. (4.23)

Dále platí

E
(︃

W

EW

)︃2
= E

n∏︂
i=1

(︃
Wi

EWi

)︃2
=

n∏︂
i=1

EWi
2

(EWi)2 ,

kde jsme v druhé rovnosti využili nezávislost náhodných veličin Wi. Pokud od
obou stran této rovnosti odečteme 1, získáváme

Var(W )
E2(W ) =

n∏︂
k=1

[︄
1 + Var(Wk)

E2(Wk)

]︄
− 1.

Tato rovnost nám společně s (4.22) dává platnost

Var(W )
E2(W ) ≤

n∏︂
k=1

[︄
1 + ηε2

9n

]︄
− 1 ≤ eηε2/9 − 1 ≤ 2ηε2

9 ,

kde v poslední nerovnosti jsme opět použili platnost ex ≤ 1 + 2x pro x ∈ [0, 1].
Z Čebyševovy nerovnosti 3 dále platí

P{|W − E(W )| ≥ E(W )ε/2} ≤ Var(W )
(E(W )ε/2)2 = 4Var(W )

ε2E2(W ) ≤ 8η

9 ≤ η.

Použitím trojúhelníkové nerovnosti pro reálná čísla a odhadu (4.23) dostáváme
pro každé ω ∈ {ω : |W (ω) − EW | < EWε/2} odhad⃓⃓⃓⃓

⃓W (ω) − 1
|X |

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ |W (ω) − E(W )| +

⃓⃓⃓⃓
⃓E(W ) − 1

|X |

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ ε

2 |E(W )| + ε

3|X |

≤ ε

2

(︄
1

|X |
+ 1

3|X |

)︄
+ ε

3|X |
= ε

|X |
.

Tedy dokázali jsme platnost (4.17).
Pro každé Xk, k = 1, ..., n, potřebujeme an generovaných prvků a tedy je k si-

mulaci náhodné veličiny W potřeba nejvíce (4.16) kroků Glauberovy dynamiky.
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4.5 Vylepšený odhad výpočetní náročnosti pro
přibližné počítání obarvení grafu

V této kapitole ukážeme, že tvrzení věty 12 lze zesílit. Dokážeme totiž větu 14.

Věta 14. Nechť X je množina všech přípustných q-obarvení grafu G s n vrcholy
a maximálním stupněm ∆. Buď q > 2∆ a definujme c(q, ∆) = 1− ∆

q−∆ . Pro každé
dvě konstanty η, ε ∈ (0, 1) existuje náhodná veličina W, která může být simulována
pomocí nejvýše

n

(︄⌈︄
n log n + n log(6eqn/ε)

c(q, ∆)

⌉︄
+
⌈︄

81q2n2

2ηε2c(q, ∆)

⌉︄)︄
(4.24)

kroků Glauberovy dynamiky a splňuje

P{(1 − ε)|X |−1 ≤ W ≤ (1 + ε)|X |−1} ≥ 1 − η. (4.25)

Na rozdíl od důkazu věty 12 již nebudeme používat nezávislé realizace mar-
kovského řetězce (Xt)∞

t=1, místo nich použijeme ergodický průměr 1
s−r

∑︁s
t=r+1 Xt.

Tak budeme moci podstatným způsobem snížit počet simulací k dosažení stejné
přesnosti.

Připomeňme z důkazu věty 12, že při používání nezávislých vzorků je počet
iterací Glauberovy dynamiky pro každé k ∈ {1, 2, ..., n} nejvýše

t(n, ε) · an =
⌈︄

n log n + n log(6eqn/ε)
c(q, ∆)

⌉︄ ⌈︄
27qn

ηε2

⌉︄
.

Asymptotická složitost zcela polynomiálního znáhodněného aproximačního sché-
matu z důkazu věty 12 je tedy O(n3 log n).

Dokážeme, že pokud místo toho postupujeme pouze s částí trajektorie mar-
kovského řetězce, poté pro každé k ∈ {1, 2, ..., n} potřebujeme nejvýše

t(n, ε) + s =
⌈︄

n log n + n log(6eqn/ε)
c(q, ∆)

⌉︄
+
⌈︄

81q2n2

2ηε2c(q, ∆)

⌉︄

iterací. Asymptotická složitost upraveného aproximačního schématu je poté pou-
ze O(n3).

K důkazu budeme potřebovat umět shora odhadnout rozptyl ergodického prů-
měru 1

s−r

∑︁s
t=r+1 Xt. K tomu použijeme metodu vlastních čísel a funkcí matice

pravděpodobností přechodu P . Uvedeme si tedy nejprve nezbytné definice a tvr-
zení.

Definice 15 (Vlastní funkce a vlastní číslo matice pravděpodobností přechodu).
Buď P matice pravděpodobností přechodu markovského řetězce s množinou stavů
X . Nenulovou funkci f : X → R nazveme vlastní funkcí P s příslušným vlastním
číslem λ, pokud platí Pf = λf .

Definice 16 (Reverzibilní řetězec). Buď π pravděpodobnostní rozdělení na mno-
žině stavů markovského řetězce s maticí pravděpodobností přechodu P . Řekneme,
že řetězec je reverzibilní vzhledem k rozdělení π, pokud pro všechna x, y ∈ X platí

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x).
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Pokud je řetězec reverzibilní, jsou všechna vlastní čísla P reálná a můžeme je
seřadit sestupně 1 = λ1 > λ2 ≥ ... ≥ λ|X | ≥ −1. Zavádíme následující značení

λ∗ = max{|λ| : λ je vlastní číslo P , λ ̸= 1},

γ∗ =1 − λ∗,

γ =1 − λ2.

Zřejmě platí γ ≥ γ∗.

Lemma 15. Buď (Xt)∞
t=1 reverzibilní markovský řetězec. Buď f reálná funkce

definovaná na množině stavů X taková, že Eπ(f) = 0. Pak platí

Eπ

⎡⎣(︄s−1∑︂
t=0

f(Xt)
)︄2⎤⎦ ≤ 2sEπ(f 2)

γ
.

Důkaz. Levin a Peres (2017, lemma 12.22, strana 174)

Věta 16. Buď (X , ρ) metrický prostor a buď P matice pravděpodobností přechodu
markovského řetězce s množinou stavů X . Předpokládejme, že existuje kladná kon-
stanta θ < 1 taková, že pro každé dva stavy x, y ∈ X existuje coupling (X1, Y1)
rozdělení P (x, ·) a P (y, ·) splňující

Ex,yρ(X1, Y1) ≤ θρ(x, y).

Pokud λ ̸= 1 je vlastní číslo P , poté |λ| ≤ θ. Speciálně platí γ∗ ≥ 1 − θ.

Důkaz. Levin a Peres (2017, věta 13.1, strana 180)

Abychom mohli použít lemma 15, je nutné ověřit, že je Glauberova dynamika
pro π reverzibilní řetězec.

Tvrzení 17. Glauberova dynamika pro π je reverzibilní vzhledem k π.

Důkaz. Připomeňme X (x, v) = {y ∈ X : y(w) = x(w) ∀ w ̸= v} z definice
Glauberovy dynamiky. Pokud platí y ∈ X (x, v), pak X (x, v) = X (y, v) a jistě
x ∈ X (y, v). Poté pro všechna x, y ∈ X platí

π(x)P (x, y) = π(x)
∑︂
v∈V

1
|V |

πx,v(y) =
∑︂
v∈V

1
|V |

π(x) π(y)
π(X (x, v))1{y ∈ X (x, v)}

=
∑︂
v∈V

1
|V |

π(y) π(x)
π(X (y, v))1{x ∈ X (y, v)} = π(y)

∑︂
v∈V

1
|V |

πy,v(x)

= π(y)P (y, x).
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Nyní již přímo k důkazu věty 14.
Důkaz věty 14. Mějme stejné předpoklady jako ve větě 12. Buď k ∈ {1, 2, ..., n},
x0 libovolné přípustné q-obarvení grafu G. Nechť πk značí rovnoměrné rozdělení
na Xk. Buď (Xt)∞

t=0 Glauberova dynamika pro πk s množinou stavů Xk popsaná
na začátku důkazu věty 12. Označme Pk matici pravděpodobností přechodu to-
hoto řetězce.

Naším cílem je odhadnout poměry |Xk−1|
|Xk| pomocí části trajektorie (Xt)∞

t=0.
Definujme θ = exp

(︂
− c(q,∆)

n

)︂
< 1. Z důkazu věty 11, odhadu (4.14) a věty 16

plyne
γ ≥ γ∗ ≥ 1 − θ ≥ c(q, ∆)

n
. (4.26)

Buď f : Xk → R funkce daná předpisem f(x) = 1{x ∈ Xk−1} pro x ∈ Xk.
Poté jistě platí

Eπk
(f) =

∑︂
x∈Xk

f(x)πk(x) = |Xk−1|
|Xk|

,

Varπk
(f) = Eπk

(f)[1 − Eπk
(f)] ≤ 1

4 .

Připomeňme značení

t(n, ε) =
⌈︄

n log n + n log(6eqn/ε)
c(q, ∆)

⌉︄
.

Položme r = t(n, ε). Označme Zk,i = f(Xr+i), pro s ≥ 1, i ∈ {0, 1, ..., s − 1},
a Wk = 1

s

∑︁s−1
i=0 Zk,i.

Potřebujeme opět dokázat nerovnost (4.20). V našem případě to uděláme
takto⃓⃓⃓⃓

⃓EWk − |Xk−1|
|Xk|

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ 1

s

s−1∑︂
i=0

⃓⃓⃓⃓
⃓EZk,i − |Xk−1|

|Xk|

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ |EZk,0 − πk(Xk−1)| ≤ ε

6eqn
,

kde jsme ve druhé nerovnosti použili tvrzení 6 a ve třetí nerovnosti použili (4.19).
Dostáváme odhad střední hodnoty pro dostatečně malé ε

E(Wk) ≥ 1
eq

− ε

6eqn
≥ 1

3q
. (4.27)

Použitím lemmatu 15 a odhadu (4.26) získáváme

Var(Wk) ≤ 2Varπk
(f)

sγ
≤ 1

2s(1 − θ) ≤ n

2sc(q, ∆) . (4.28)

Celkově z (4.27) a (4.28) platí

Var(Wk)
E2(Wk) ≤ 9q2n

2sc(q, ∆) .

Předchozí výpočty jistě platí pro každé s ≥ 1. Chceme najít s takové, že platí

Var(Wk)
E2(Wk) ≤ 9q2n

2sc(q, ∆) ≤ ηε2

9n
. (4.29)
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Stačí tedy vzít s splňující
81q2n2

2ηε2c(q, ∆) ≤ s.

Položme
s =

⌈︄
81q2n2

2ηε2c(q, ∆)

⌉︄
.

Poté platí odhad (4.29) a odtud dál běží důkaz stejně jako v důkazu věty 12.

Poznámka. Formulace a důkaz věty 14 byly obsahem cvičení 14.13 z knihy Levin
a Peres (2017, strana 214), které autorka samostatně vyřešila.
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