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Katedra: Katedra numerické matematiky
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mie véd Ceské republiky

Abstrakt: Metoda sdruzenych gradientu je jednou ze zakladnich iteracnich me-
tod pro TeSeni soustav linearnich algebraickych rovnic se symetrickou pozitivné
definitni matici. V praci uvddime dvé rizna odvozeni této metody a ukazujeme
nekteré jeji vlastnosti. V situacich, kdy metoda konverguje pomalu ¢i témér stag-
nuje, se obvykle pouzivaji techniky, které transformuji ptivodni soustavu s cilem
konvergenci urychlit. Jednou z nich je predpodminéni, u kterého struéné uvadime
zakladni myslenku a algoritmus predpodminénych sdruzenych gradientii. Podrob-
néji se pak zamérujeme na techniku tak zvané deflace. Predstavujeme kontext,
v jakém byla popsana v literatufe, a komentujeme rizné pristupy k odvozeni al-
goritmu deflated CG. Vysvétlujeme princip deflace a algoritmus detailné odvozu-
jeme, pricemz popisujeme i kroky, které v literature nebyvaji explicitné uvedeny
nebo podrobné rozebrany. Vliv deflace na rychlost konvergence ilustrujeme na
jednoduchych numerickych experimentech.

Klicova slova: metoda sdruzenych gradienti, predpodminéni, deflace
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Abstract: Conjugate gradient method is one of the basic iterative methods for
solving systems of linear algebraic equations with a symmetric positive definite
matrix. We present two different derivations of the method and show some its
properties. In situations where the method converges slowly or almost stagnates,
techniques that transform the original system are usually used to speed up the
convergence. Among them there is a preconditioning, for which we briefly present
the basic idea and algorithm of preconditioned conjugate gradients. We then
focus in more detail on the so-called deflation. We present the context in which it
has been described in the literature, and comment on various approaches to the
derivation of the deflated CG algorithm. We explain the principle of deflation and
derive thoroughly the algorithm, describing steps that are not explicitly stated or
discussed in detail in the literature. On simple numerical experiments we illustrate
the effect of the deflation on the convergence rate.
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Uvod

Reseni soustavy linearnich algebraickych rovnic je jednou ze zékladnich tloh
védecko-technickych vypocti. Objevuji se napiiklad v matematickych modelech
pri diskretizaci parcialnich diferencialnich rovnic. Takovéto soustavy byvaji ob-
vykle velké, a je tedy nutné je fesit itera¢nimi metodami.

V tdlohéach, kdy je matice soustavy symetricka pozitivné definitni, je ¢asto pou-
zivana metoda sdruzenych gradienti (CG), kterd byla poprvé navrzena v Hestenes
a Stiefel (1952)). CG ma fadu vyhod: minimalizuje chybu na uréitém podprostoru,
neni pamétové (prilis) ndro¢nd a pro jeji implementaci staci operace matice sou-
stavy krat vektor.

V mnoha pripadech vsak metoda sdruzenych gradientii konverguje velmi po-
malu. Proto byly odvozeny rtizné techniky pro urychleni konvergence. Standardni
technikou je predpodminéni, jehoz podstatou je transformace ptvodni tlohy do
nové soustavy, kterd je 1épe a rychleji fesitelnd. Dalsi moznosti je pak tak zvana
deflace, jejimz principem je konstrukce vhodného defla¢niho podprostoru (obvykle
malé dimenze) a TeSeni tlohy na jejim ortogondlnim doplnku. Na popis deflace
a jejiho odvozeni se zaméruje tato prace.

V 1dvodni kapitole pfedstavime dvé mozna odvozeni metody sdruzenych gra-
dienti a ukazeme vlastnosti vysledného algoritmu. V druhé kapitole nejprve po-
piseme predpodminéni a uvedeme algoritmus predpodminénych sdruzenych gra-
dienti. Poté se zamérime na techniku deflace, ktera byla poprvé uvedena v Ni-
colaides (1987)), kratce poté v Dostal (1988) a pozdéji napiiklad v [Saad a kol.
(2000). Predstavime kontext téchto ¢lanki a okomentujeme ruzné pristupy k od-
vozeni algoritmu, ktery byva v literatufe nazyvany deflated CG. Popiseme prin-
cip deflace a detailné odvodime algoritmus deflated CG, véetné kroku, které ve
zminénych c¢lancich nejsou explicitné uvedeny nebo podrobné rozebrany. Rovnéz
ukédzeme nékteré vlastnosti deflace. Algoritmy CG a deflated CG implementu-
jeme v MATLABu a na jednoduchych prikladech budeme sledovat vliv deflace
na rychlost konvergence. Vysledky téchto numerickych experimentt predstavime
a okomentujeme v zavérecné kapitole.



1. Metoda sdruzenych gradienti

V této kapitole ukdzeme dva zptsoby odvozeni metody sdruzenych gradi-
entll, konkrétné pomoci minimalizace kvadratického funkcionélu a jako projekéni
metodu. Uvedeme nékteré jeji vlastnosti a algoritmus, kterym byva metoda stan-
dardné implementovana. Budeme postupovat podobné jako v |[Liesen a Strakos
(2013, sekce 2.5.1 a 2.5.3).

Metoda sdruzenych gradientu (zkracené CG z anglického ndzvu conjugate
gradient method) je iteracni metoda pro feseni soustav linedrnich algebraickych
rovnic

Az = b, (1.1)

kde A € R™ ™ je symetrickd pozitivné definitni (SPD) matice a b € R" je re-
alny vektor. CG lze formulovat i pro komplexni data A,b. V této praci ji pro
jednoduchost uvazujeme pouze pro realné vstupy.

1.1 CG jako minimalizace kvadratického funk-
cionalu
Uvazujme funkcional F': R" — R,

F(z) = ;:L‘TAJ} —7b. (1.2)

Matice A je SPD, tudiz tento funkcional méa praveé jeden extrém a jedna se o mi-
nimum. Plati VF(z) = Ax — b a z nutné podminky pro minimum VF(z) = 0
dostévame pravé soustavu (I.I). Reseni soustavy je tedy ekvivalentni mini-
malizaci funkciondlu (1.2)). Ozna¢me z, (pfesné) FeSeni (nebo ekvivalentné
bod minima (1.2))) a z; jeho aproximaci. Potom

Flow) = §$£Axk — ay, Az, <+2$3Am* — 2fox*)
1 1
= (z, — ) Az, — ) — sz] Az,
2 2
1

1
ke = el = Sl

kde ||z||a = VaT Az je tzv. energetickd nebo A-norma. Minimalizace daného
funkcionalu tak odpovidd minimalizaci A-normy chyby ||z, — x| a.

Oznacéme xy € R™ pocatecni aproximaci TeSeni a konstruujme posloupnost
aproximaci nasledujici rekurenci

Tk = Thk—1 T Vk—1Dk—1, k=1,2,...,

kde vx—1 € R je délka kroku a py_; € R" je smérovy vektor k-tého kroku. Pred-
pokladejme, Ze vektor pi_; zname a chceme odvodit vztah pro koeficient ~,_;.
Budeme jej volit takovy, aby minimalizoval

|z — @i [% = |20 — 2o |lh = 29-1Ph—176-1 + Vie1Ph—1 APr-1-



Zderivovanim podle v;_; a polozenim derivace rovno nule dostaneme

pf_mm
Ve-1= 7 5 -
pk_lApk:—l

Tato volba navic déva

P;Qp—lrk = P;}F—l(b — Axy,) = p£—1<b — A(@p—1 + Ve—1Pk-1))

(1.3)
= pp_1(ri-1 — M—1Api—1) = 0.

Vektory pr_1 a 7 jsou tedy kolmé.

Zbyva zvolit smérové vektory pi. Nejjednodussi volba p,, = 7, pro k =1,2, ...
odpovida metodé nejvétsiho spadu a nezarucuje zadnou minimalizacni vlastnost.
Volme proto pouze py = ry a v dalsich krocich konstruujme vektory nasledovné

Pk = Tk + OkDr—1,

kde ;. je zatim blize neurceny skalar. Budeme jej volit tak, aby dva po sobé na-
sledujici smérové vektory byly A-ortogonalni, tzn. aby pl , Apy = 0. Z poZadavku
na A-ortogonalitu vektoru py_1, pr dostaneme pro koeficient 9, vztah

o pgf 1 Ary,

Op = — .
p£_1Apk—1

Timto je jiz postup jednoznac¢né urcen.

Lze ukazat, ze tato lokalni A-ortogonalita jiz zarucuje globalni A-ortogonalitu
vSech smérovych vektort, tzn. p] Ap; = 0,i # j, viz [Hestenes a Stiefel (1952,
Theorem 4.1). Diky tomu je v kazdém kroku

||ze — xp||a = min [|ze — 2||a-
z€xo+span{po,...,pk—1}
Aproximace Teseni v prostoru generovaném vektory po,...,pr_1 je tedy nejlepsi
mozné ve smyslu minimalni A-normy chyby ||z, —zx|| 4. Indukei 1ze navic ukazat,
ze
span{po, - .., pr—1} = Kp (4, 70),

kde ICi (A, v) je k-ty Kryloviv podprostor prislusny matici A a vektoru v, neboli
Ki(A,v) = span{v, Av, A%v, ..., A* 1y} Minimaliza¢ni vlastnost tak mtzeme
psat ve tvaru

_ — i — . 1.4
||$* $k||A ZexoinlgﬁAme* Z||A (1.4)

1.2 CG jako projekcni metoda

Projekéni metody jsou iteracni metody pro hledani feseni soustav linedrnich
algebraickych rovnic (Saad (2003, kapitola 5)). Jejich princip spo¢iva v hledani
k-té aproximace xj v podprostoru Sy C R"™ dimenze k (,search space®). Déle
uvazujeme prostor podminek C, C R™ (,constraints space“) rovnéz dimenze k
a vyZzadujeme ortogonalitu (ve smyslu standardniho skaldrniho soucinu) rezidua
rry = b — Az na C,. V metodé sdruzenych gradientt je

Sk = Ck = ,Ck(A, 7"0).



Pro A symetrickou pozitivné definitni tato volba zajistuje existenci a jednoznac-
nost aproximace zy, viz napriklad |Liesen a Strakos| (2013, Theorem 2.3.1).
V kazdém kroku tedy hleddme aproximaci reseni

T € ZCO+ICk(A,T0), (15)
kde g € R™ je pocatecni aproximace, a vyzadujeme
Tk J_]Ck(A,’I“o). (16)

Uvazujme ortonormalni bézi Vi, = [vy, ... ,vx] prostoru Kp(A, o) ziskanou Lanc-
zosovym algoritmem aplikovanym na matici A a vektor ry, viz naptiklad |Liesen
a Strakos (2013, sekce 2.4.1). Plati

AVy, = ViTy, + Bri1vxet (1.7)

kde ey, je k-ty sloupec jednotkové matice fadu k a Sgy1 je normalizacni koeficient
z Lanczosova algoritmu. Diky ortogonalité sloupcti matice Vj, plati

Ty = VI AV, € RF¥F,

Matice Ty, je tedy SPD, navic je tridiagonalni a prvky fSs, ..., 8 mimo diagonalu
jsou kladné. Muzeme uvazovat rozklad T}, = LkaLf, kde

1
L= b .1 ) € R
Uy 1

a Dy, € R¥** je diagonalni s kladnymi prvky di, ..., dy.
Jelikoz Vj, tvori bazi K (A, rg), 1ze ptiblizné feseni xy v k-tém kroku vyjadrit
jako
Tr = 2o + Vil (18)
pro vhodny vektor y;, € R*. Ten dokaZeme uréit z podminky (1.6))
0=VIr, = VI (b— Az + Viyw)) = Vil ro — ViF AV
= Vi (lIrollv1) = Thww = lroller — Ty,

kde ||rol| = /7T oznacuje standardni euklidovskou normu. Posledni rovnost
vyplyva z ortonormality sloupct Vj. Vyraz (1.8)) tak mtzeme upravit na

Tk :SL’Q—FV]CT];l(HT’oHel). (19)
S vyuzitim ((1.7) a ((1.9) ukazeme dulezitou vlastnost reziduového vektoru ry, a to

ze je nasobkem béazového vektoru vy
re=0— Az, =b— A(zo + VkT,;1|]r0||el)
=10 — (ViTy + Brsrvwsier )Ty, H|rollex
= 1o — [[rollvr — Berallroll(ef Ty e1) vk
= —(5k+1“7“0|felezlﬁ)UkH' (1.10)



Posledni rovnost plati diky tomu, Ze vy = ro/||ro||, vektor rg jsme zvolili jako
pocatecni vektor v Lanczosové algoritmu. Z vyplyva, ze span{rg,...,rp} =
span{vy, ..., vk} a vektory 7o, . .., rg tedy tvoii ortogonélni bazi Krylovova pro-
storu ICp11(A4, 7).

Nyni budeme pokracovat v upravach vztahu a ukazeme, ze posloupnost
aproximaci feseni je mozné konstruovat rekurentné. Definujme nejprve matici

Py = [Po, - Pr_1] == Vi L;T € R™%,
Pak miuzeme psat
1 4
Vk:ﬁkng[ﬁ()?"'aﬁkfl] -
1 by
1
Diky bidiagondlni struktufe matice L} plati v;11 = p; + ¢;D;—1, respektive
ﬁj :Uj-i-l _gjﬁj—h j :0,1,...,16— 1, (111)

kde uvazujeme p_; = 0 a £y = 0. Ziskali jsme tak rekurentni vztah pro vypocet
vektort p;. Pfimo z definice matice P, dostavdme

PIAP, = Li'VIAVLT = L' T LT = Dy,
vektory p; jsou tedy A-ortogondlni. Dale z jejich konstrukce vyplyva, ze
span{po, . .., Pr—1} = span{vy, ..., v} = Kr(A, 19).
Upravme nyni vztah ((1.9)) pro aproximaci reSeni

xr = o + ViTy, '(||roller) = zo + (ViLy ") (|Irol| Dy 'L er)

= 10 + Po(||ro|| Dy 'L Yer) = 20 + Pyt (1.12)
kde jsme oznacili
oD
%
&= | i | =lrollDy 'Ly 'er € RY.
)
k
Vektor ¢ ziskdme feSenim soustavy LyDycp = ||ro|le1. RozepiSme nejprve po-
drobnéji soucin matic LDy,
1 dq i
LDy = b1 = Lyp-1Dp-1 0
di—1 -
U1 | 1 | di | Cerdp—ref_ | dy
Soustava ma tedy tvar
1 7
Ck
Ly 1Dy |0 : _
k-1 | = 70| le1
bodd [ d ) |
_1dp_qe %
k—10k—1€3_1 | Qk C](C)




7 této struktury je patrné, ze pro vektor ¢ plati

R Cr
O = [f@%} , (1.13)

vy . () ” .
pricemz posledni prvek ¢;” snadno uréime z rovnosti

D0 ade s + P = 0.

S pouzitim (|1.13)) déle upravime vztah ((1.12)) pro wy
Ty = To + ﬁkak =0+ ﬁk—ﬁk—l + ngk)ﬁk—l
=Tr_1+ ngk)ﬁk_l. (114)

. . S . , v k) ~
Novou aproximaci zy tedy ziskdme z predchozi z,_; prictenim vektoru c,(c )pk_l.

Muzeme jesté pokracovat v Gpravach. Z (1.11)) vyplyva, ze p; € span{vji1,P;-1}
a diky (L.10)
pj € span{r;,p;—1}

Stejné jako v predchozi sekci dale uvazujme posloupnost vektori p;,
pj =75 +0pj-1, (1.15)

kde py := 79 a vyzadujeme, aby vektory p; a p;_1 byly A-ortogondlni. To je
splnéno pro

p;'pflATj
p;[—lApj—l.
Takto ziskané vektory p; jsou skaldrnimi ndsobky piislusnych vektord p;. To lze
dokézat indukci: Pro j = 0 je tvrzeni zfejmé diky . Vektory p; a Py jsou
linedrnimi kombinacemi py a r1. Navic oba jsou A-ortogonalni k vektoru py. Musi
tedy byt nasobkem jeden druhého. Stejnym argumentem dokazeme i indukéni
krok pro obecné j. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro po,...,pj—1. Vektory p;
a p; jsou linedrnimi kombinacemi p;_; a r; a jsou A-ortogondlni k p;_;. Vektor
p; tak musi byt nasobkem p; a tvrzeni plati pro obecné j.

Vztah tak prechazi do tvaru

5 = —

Tk = T—1 + Qk—1Pk—1
pro vhodny koeficient ay_1 a pro reziduum ry plati
e =b— A(Tp_1 + p_1Dr—1) = Tho1 — 1 App_1. (1.16)
Koeficient ay_; uréime z ortogonality rezidui,
Th Tk = Th_y(Th1 — 1 Apg—1) = 0

je splnéno pro
Q-1 = 77{_1”_1 :
7"]{_1Apk—1
Ackoli jsme postup konstrukce aproximaci reseni odvodili s pouzitim rozkladu
Ty = LDy LL, dokézali jsme jej diky preskélovani vektori p; modifikovat tak,
ze rozklad nepotfebujeme explicitné znat. Sta¢i nam pocateéni odhad teseni x
a vsechny vektory pottebné v dalsich krocich jsou generovany rekurentné.
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1.3 Algoritmus

Na zavér kapitoly uvedeme standardni implementaci metody sdruzenych gra-
dientu, kterd je navrzena i v puvodnim ¢lanku Hestenes a Stiefel (1952). Nejprve
provedeme upravy koeficienti. Ukazeme, ze koeficienty a1 a 7,1 z odvozeni
v sekcich 1.1 a 1.2 jsou stejné. Dale vyjadiime 7,_1 a d; ve tvaru vhodném pro
implementaci.

Z (L.15) vyplyva, ze rp_1 = pr—1 — Op—1Pk—2. Potom

_ 7"1{—17”19—1 _ Hrk—le _ H7“k—1H2
TkT—1APk:—1 (pk—1—5k—1pk—2)TApk—1 pg_lApk:—f

-1

kde posledni rovnost vyplyva z A-ortogonality pr_1 a pg_o. Déle

_ AR _ (Pr—1+ Op—1Pk—2) 1 _ l|rr—1]]?
pg—lApk—l P{—lApk—l pg—lApk—l

Vk—1

Posledni rovnost plyne z (1.3)). Plati tedy, Ze ax—1 = x—1. Pro upravu koefici-
entu 0y nejprve prepisme vztah (1.16) do tvaru

—Api_1 = (Tk - Tk—l)-

Qg1

S vyuzitim ortogonality rezidui dostavame

Ay (Ape)"re 1 =) e Il

O = =— = .
Pi_1ApE—1 P Apk—1r ap—1 ph_ Apkaa ||76—1]]?

Nyni mtzeme zapsat vysledny algoritmus.

Algoritmus 1 Metoda sdruzenych gradientt

Vstup: SPD matice A € R™ ", prava strana b € R", pocateéni odhad reseni
Tg € R
Vystup: aproximace feseni

To = b— A(L’Q
Po=To
for k=1,2,... do
_ _lre-all?
,yk_l - p%—;lApk—l

Tk = Th—1 + Ve—1Pk—1
Tk = Th—1 — YVe—1APr—1

_ sl
O, = e —1]]?
Pk = Tk + OkDr—1
end for

V presné aritmetice Algoritmus [I| vzdy nalezne presné reseni v koneéném
poctu krokii. K zastaveni dojde, pokud xp = x;_;. To nastane, pokud vx_; = 0
nebo pr_1 = 0. V prvnim pripadé ze vztahu pro v;_; okamzité dostavame, ze
rr_1 = 0, a tedy Axy_; = b. Dale ukazeme, ze py_1 = 0 pouze pokud r;_; = 0.
Predpokladejme, ze rp_1 # 0. Z vyplyva, ze rp,_1 L pr_s, a tedy vektory
Tr_1 & Pp_o jsou linedrné nezavislé. Z tohoto faktu a konstrukce p;_; jiz plyne, ze

8



rovnéz px_1 # 0. V obou uvazovanych pripadech zastaveni algoritmu dostavame,
ze 11 = 0. Algoritmus se tak zastavi az s presnym Fesenim.

V praxi obvykle neni potieba znat presné feseni, stac¢i dostatecné presna apro-
ximace. Zajima ndas tedy rychlost konvergence metody. Pripomenime minimali-

zacni vlastnost ((1.4)

||z — xkl|a = min ||ze — z]|a-
z€x0+Kk(A,ro0)

Libovolny vektor v € K (A, ry) lze z definice Krylovova prostoru vyjadrit ve tvaru
v = agro+ a1 Arg+- - - +a,_1 A¥"1ry pro vhodné koeficienty ag, a1, . . ., ai_1, neboli
v = s(A)rg, kde s je polynom stupné nejvyse k — 1. Mizeme tedy psat (viz (1.5)))

x, =z + q(A)rg

pro vhodny polynom ¢ stupné nejvyse k£ — 1. Podobné mtizeme vyjadrit i chybu
v k-té aproximaci

Ep =Ty — T = Ty — To — (T, — o) = €0 — q(A)ro = 0 — q(A) A(zy — x0)
= (In — q(A)A)eo = p(A)eo,
kde I,, je jednotkova matice fadu n a p je polynom stupné nejvyse k, pro ktery

plati p(0) = 1. Jak jsme ukézali v (1.4)), A-norma chyby ||ex||4a je minimalni
vzhledem k mnoziné xy + Kk (A, ro), musi proto platit

llex]|a = ;felliTnka(A)&?oHA,

kde II; oznacuje mnozinu polynomu stupné nejvyse k, které v nule nabyvaji
hodnoty 1. Plati

Ip(A)eolla = [Ip(A) A" 2eol| < [Ip(A)] [|Ae0]| = lp(A)] lleol L1,

kde ||p(A)|| oznacuje spektralni normu matice, a tedy

leella o i lp(A)]1 (1.17)

leolla ™ petle

Jelikoz matice A je SPD, miizeme uvazovat jeji spektralni rozklad A = QAQT,
kde A € R™" je diagondlni s vlastnimi ¢isly matice A na diagonale, A =
diag(A1, ..., ), a Q € R™" je ortogonalni, tedy QQT = QTQ = I,,. Potom

IP(Al = [IP@AQTI = [IQp(A)Q"]] = [lp(W)]] = max [p(\)[.  (1.18)

Dosazenim (|1.18)) do (|1.17)) dostavame odhad

|lex|a : ,
= ax [p(Ai)| < a A
leol[4 ~ petly e [p(Mi)] < min Aerfilfinﬂp( )l

V posledni nerovnosti jsme presli od diskrétniho spektra A; < ... < A\, k in-
tervalu [A1, \,]. S vyuzitim vlastnosti posunutych a skalovanych Cebysevovych



polynomt ziskame odhad ve tvaru (pro podrobnéjsi postup a dukaz viz naptiklad
Greenbaum| (1997, Theorem 3.1.1))

k
llex!]a K(A) -1
<2 (f(A) N 1) , (1.19)

kde k(A) = ||A]| ||A7Y| = A/ oznacuje ¢islo podminénosti matice A.

Pro dobfe podminéné matice tak mame zarucenu rychlou konvergenci metody.
To ovSem neznamend, ze pro spatné podminéné matice bude vzdy metoda konver-
govat pomalu. Odhad totiz nebere v potaz rozlozeni vlastnich ¢isel uvnitt
intervalu, na kterém rychlost konvergence rovnéz zavisi (viz napriklad Liesen a

vvvvvv

podminénosti nutné nezarucuje rychlejsi konvergenci.
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2. Transformace ulohy:
predpodminéni a deflace

V radé tiloh metoda sdruzenych gradientii konverguje velmi pomalu ¢i témér
stagnuje. V této kapitole se budeme zabyvat dvéma technikami, predpodminénim
a deflaci, které transformuji ptivodni tlohu s cilem konvergenci CG urychlit.

2.1 Predpodminéni

Predpodminéni je jednou ze standardnich a casto vyuzivanych technik pro
urychleni konvergence itera¢nich metod. Jeji myslenkou je transformace pivodni
tlohy Az = b do nové soustavy Az = b, kterd j je lépe a rychleji resitelna. Obvykle
je cilem, aby matice A byla lépe podminéna nebo méla vhodnéjsi spektrum nez
puvodni matice A. Pro regularni matici L € R™™ muzeme soustavu upravit
do tvaru

(L*AL™) (L' z) = L™'b. (2.1)
Oznacme A := L 'AL 7. 7:= LTz a b:=L"'ba prepisme (2.1)) do tvaru

Az =b. (2.2)

Matice A je SPD a na soustavu tak miiZzeme aplikovat CG. V k-tém kroku
ziskdme aproximace 7y a rezidua 7 prislusné modifikované soustavé (2.2)). Nés
vsak zajimaji vektory vztahujici se k ptivodni soustavé Ax = b, a proto nyni odvo-
dime algoritmus predpodminénych sdruZenyjch gradienti (PCG) poditajici pfimo
aproximace x; presného reseni x,. Pro presna reseni x, a Z, ptuvodni a modifiko-
vané soustavy plati z, = L~=7Z,. Polozme zj, := L~T7}, ¢imZ ziskdme aproximace
reseni x,, a ry := L7y. Plati

ry = Ly = L(b — A%) = L(L™'0 — LTYAL™ (L 2}.)) = b — Axy,

a tedy i je tedy skutecéné reziduum prislusné x a vztahujici se k ptuvodni sou-
stavé. Nakonec uvazujme vektory py := L~Tp}, kde p, je smérovy vektor v CG
pro soustavu (2.2)), a z, := L~TL~'ry. Pomoci téchto vektort nyni zapiSeme al-
goritmus PCG ekvivalentni standardn{ metodé CG aplikované na (2.1)).
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Algoritmus 2 Predpodminénad metoda sdruzenych gradientu (PCG)

Vstup: SPD matice A € R"*", prava strana b € R", poc¢atecni odhad TfeSeni
xg € R", reguldrni matice L € R™*"
Vystup: aproximace reseni xy,
To — b— Al’g
20 = L_TL_ITO
Po = <o
for k=1,2,... do
~ _ Z e
Te—1 = pl | App_s
Tk = Tp-1 + Vo—1Pk—1
Tk = Tr—1 — Ye—1Apk—1
2 = L_TL_lrk

Sk _ Zg’“k
Zh_qTh—1
Pk = 2k + 0kDr—1
end for

Matice L musi byt volena tak, aby CG pro skutec¢né konvergovala rychleji
a aby efekt predpodminéni nebyl vykoupen vyrazné vyssimi vypocetnimi naklady
napifklad na feseni soustav z, = L~7L~r,. Casto se pro predpodminéni pouziva
neuplny Choleského rozklad matice A davajici fidkou, regularni, dolni trojihelni-
kovou matici L € R ", kterd je idealné blizké (pfesnému) Choleského faktoru L
matice A ve smyslu LLT ~ LLT = A.

2.2 Deflace

Dalsi technikou pouzivanou pro urychleni konvergence CG je takzvana deflace.
Principem deflace v tomto kontextu je konstrukce vhodného podprostoru malé
dimenze m a feseni tlohy metodou sdruzenych gradientii na podprostoru dimenze
n —m. Vysledny algoritmus byva v literatufe oznacovan jako deflated CG.

V této sekci nejprve okomentujeme vybrané clanky, které se deflated CG zaby-
vaji, konkrétné Nicolaides (1987)), |Dostal| (1988)) aSaad a kol.| (2000). Predstavime
kontext uvedenych clanka a kratce popiseme zptsoby odvozeni algoritmu v jed-
notlivych ¢élancich. Déle podrobné odvodime algoritmus deflated CG s vyuzitim
tzv. sdruzenych projektori a ukazeme jeho vlastnosti.

2.2.1 Deflated CG v literature

Poprvé byl algoritmus navrzen v Nicolaides| (1987). P¥i odvozeni je uvazovana
deflace rezidua, kdy ve standardnim algoritmu CG je reziduum r; nahrazeno
vektorem r, — Fcg, kde E € R™™ m < n, je pevné zvolena matice s linearné
nezavislymi sloupci a ¢ € R™ je vektor minimalizujici A-normu ||ry — Ecgl|a.
V nasem znaceni odpovidd Range (F) podprostoru Y.

Algoritmus je aplikovan na teseni soustavy vzniklé diskretizaci Poissonovy
tlohy —Awu = f s okrajovymi podminkami na oblasti 2 C R2. Sloupce matice
jsou pak vektory slozené z jednic¢ek a nul odpovidajici rozkladu jednotky urc¢enému
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rozkladem oblasti 2 na disjunktni mnoziny 4, €2, ..., ;. Pocet téchto mnozin
je roven poctu sloupct matice E, a tedy i dimenzi podprostoru U.

Kratce po |Nicolaides (1987) byl matematicky ekvivalentni algoritmus pub-
likovan v Dostal (1988). V tomto ¢lanku jsou ukazany vlastnosti deflated CG
a jeho pouziti pro feSeni tlohy linearizované elasticity ve 2D. Bézové vektory
podprostoru U agreguji nékteré neznamé a obsahuji, podobné jako v Nicolaides
(1987), jednicky a nuly. K volbé podprostoru U autor poznamenéva: ,, Techniku
deflace lze snadno zobecnit tak, aby zahrnovala jakoukoli dalsi informaci o feseni
soustavy a vlastnich vektorech matice A. V praxi tyto informace ziskdme
ze zkusSenosti, analyzy modelovych problému nebo fyzikalni podstaty problému.“
(Dostal (1988, sekce 3.A.i), str. 317))

Odlisny postup odvozeni algoritmu je uveden v [Saad a kol.| (2000). Zde je
nejprve uveden deflated Lanczos algorithm. Jeho princip spoc¢iva v nahrazeni ma-
tice A v klasickém Lanczosové algoritmu matici B = A — AW (WTAW)'WT A,
kde W € R™™ je dana matice s linedarné nezavislymi sloupci. Tim je kon-
struovana ortonormélni baze V; = {vy,...,v;} prostoru K;(B,v;) takova, ze
vIW =0,i=1,...,j. Z deflated Lanczos je poté, podobné jako jsme to udélali
my v sekci 1.2, odvozen deflated CG minimalizujici A-normu chyby na mno-
ziné xo + span {W,V;}. V ¢lanku jsou prezentovany vysledky numerickych expe-
rimentl, ve kterych je uvazovana posloupnost tloh se stejnou matici A a ménici
se pravou stranou b, Z podprostort budovanych pii feseni jednotlivych soustav
jsou extrahovany aproximace vlastnich vektor prislusnych nejmensim vlastnim
¢islim matice A. Ty jsou poté pouzity pro deflaci pri feSeni systému s novou
pravou stranou.

2.2.2 Odvozeni algoritmu

P1i odvozovani algoritmu deflated CG vyuzijeme vlastnosti tzv. sdruzenych
projektort (anglicky conjugate projector). Matici P € R™*" nazveme sdruzenym
projektorem na podprostor P C R", pokud P = Range (P), P> = P a PTA(I,, —
P) = 0. Z posledni vlastnosti zaroveni plyne, ze PTAP = AP a PT je tedy
projektor na podprostor AP.

S vyuzitim uvedenych vlastnosti nyni odvodime algoritmus deflated CG. Uva-
zujme matici U € R™™ m < n, s linedrné nezavislymi sloupci. Oznac¢me U :=
Range (U). Déle definujme matici P

P:=UUTAU)'UTA € R
P¥imym vypodtem s vyuZitim symetrie matice A lze ukézat, ze P2 = Pa PTAP =
AP a P je tedy sdruzeny projektor na podprostor Y. Déle oznacme @ := I,, — P
a V := Range (Q). Matice @ je sdruzeny projektor na V), jelikoz
Q*=(I,—P*=1,-2P+P*=1,—P=Q,

QTA(I, — Q)= (I, — PP)AP = AP — PTAP = 0. (2.3)

Zaroven plati Y +V = R"™ a U NV = (). Presné feSeni x, tak miZeme rozlozit na
slozky odpovidajici projekcim maticemi P a (), neboli

Ty = x*'V + x*'lx[ = Q-T* + Puz,.
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Miizeme tedy psat
Az, = A(Px,+ Qx,) = b

a jednoduchou tpravou dostavame
AQx, =b— APuz,. (2.4)

Poznamenejme, ze vektor Pz, muzeme spocitat i presto, ze presné reseni x, ne-
zname. Z definice matice P a s vyuZitim z, = A~!b totiz dostdvame

Px, = UUTAU)'UT Az, = U(UTAU)'U”D.
Vztah (2.4) tak mizeme upravit do tvaru
AQz, =b— AUUTAU)'UTb = (I, — PT)b=Q"b = b,

kde jsme oznadili b := QTb = b — APx,.
Uvazujme nyni soustavu

AQZ =D (2.5)

s nezndmou z. Jelikoz b = QTbh € AV, je tato soustava kompatibilni a m4 fesent.
Z plyne, ze AQ = QT AQ a tedy matice AQ je symetrickd. Na prostoru AV
je navic pozitivné definitni. K dikazu budeme potiebovat nasledujici pozorovani.
Je-li ) sdruzeny projektor na prostor V a v € AV, potom

[ Qul[ = [[v]]. (2.6)

To dokédzeme s vyuzitim vztahit QTv = v a vTv = (QTv)Tv = vTQu = vT(QTv).
Dostavame

1QuI* = 0" Q" Qu =v" ((Q" = L) + 1,)(Q = I,) + L)v
=[[(Q = L)v|P +v"(Q" = L)v + 0" (Q — L,)v +|[v]|”
= (Q — L)v|]* + 0" QTv — vTv + T Qu — vTv + ||v]|?
=[[(Q = L)vl* + [l

z ¢ehoz jiz vyplyva nerovnost (2.6)).
Pro v € AV, v # 0 tedy plati

VT AQu = vTQTAQu = 2T Az > 0, (2.7)

kde jsme oznacili z := Qv a diky plati, ze pokud v # 0, pak i z # 0. Posledni
nerovnost pak plyne z pozitivni definitnosti matice A. Ukéazali jsme, ze matice
AQ je na prostoru AV symetricka pozitivné definitni. Soustava (2.5) ma tedy na
AV jednoznacné feSeni, které oznaCime 7,.

Na tlohu nyni aplikujme standardni algoritmus CG a jako pocatecni
aproximaci zvolme o = 0.
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Algoritmus 3 CG aplikované na tlohu AQz =b=b— APz,

fozb
Po=To
for k=1,2,... do

;7/]6 1= M
N g,lAka—l

T = Th—1 + Ve—1Pk—1
Th=Tho1 — V-1 AQPK—1

_ el
O = [rr—1]2
Dk = Tk + 0kDr—1
end for

Analogie minimaliza¢ni vlastnosti (1.4) pro aproximace Z generované Algo-
ritmem [3] je

T, — X = min T, — 2)||a. 2.8

1QG. ~Flla = min QG — 2l 23)

JelikoZ je matice QT AQ singuldrni, misto ,||v]|grag® piSeme [|Qu]|a.
Nyni budeme chtit algoritmus upravit tak, abychom dostali aproximace x
prislusné puvodni soustavé Ax = b. Plati

b=b+ APz, = AQi, + APz, = A(QZ, + Px,).
Aproximace x; proto budeme konstruovat nasledovné
T = QT + Px,.

Potom pro reziduum r;, prislusné x; vztahujici se k soustave Ax = b plati

re=b— Az, =b— APz, — AQT) = b — AQT) = 7. (2.9)
Déle s vyuzitim rekurence pro z;, dostavame

Ty = Pr, + QTp—1 + Ve-10Pk—1 = Tp—1 + Y- 16Dr—1.
Polozme p;, := Qpr a upravme vztah pro koeficient ,_4

N 11| N | 11
ﬁ%—lAQiﬁk—l 25%_1QTAQ@@—1 p£_1Apk—1

Zbyva diskutovat volbu pocateéni aproximace xy. Potfebujeme zarucit, ze poca-
tecni reziduum rq lezi v podprostoru A)Y. VysSe zminéné volbé 7o = 0 odpovida
rvg = Px, = UUTAU)' U arg = b— APz, = b € AV. Poznamenejme, 7e
se jednd o pocatecni aproximaci uvazovanou v [Dostal (1988). Obecné muzeme
uvazovat o ve tvaru (viz [Saad a kol. (2000} vztah 3.12))

V-1 =

zo =11 +UUTAU)'UT (b - Av_1) = (I, - U(UTAU)'UT A)z_, + P,
= Qz_1 + Pux,, (2.10)

kde x_; € R" je libovolny vektor. Prvni ¢len v poslednim souctu odpovida volbé
Ty # 0 v Algoritmu [3]
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S vyuzitim vyse zavedenych vektori a odvozenych vztaht zapiSeme vysledny
algoritmus deflated CG pro soustavu Ax = b.

Algoritmus 4 Deflated CG
Vstup: SPD matice A € R™*", prava strana b € R", matice U € R™"™ m < n
s linedrné nezavislymi sloupci, poc¢atecni odhad teseni x_; € R”
Vystup: aproximace feseni xy,
To=T_1+ U(UTAU)_lUT(b — Al’_l)
To = b— AZL‘O
Po =To
Q=1,—-UUTAU)"'UTA
for k=1,2,...do

Pr—1 = QDr—1 .
el
/yk_l p%‘,lApk—l

Tk = Tp—1 + Vek—1Pk—1
Tk = Th—1 — Vh—1ADr—1

_ el
{’“ T el
Dk = Tk + OkDr—1
end for

2.2.3 Vlastnosti deflated CG

Algoritmus [ je ekvivalentni algoritmu uvedenému v (Dostal, 1988, sekce 3).
Lisi se pouze ve zptisobu vypoctu koeficientti nami oznacenych jako 7, dp. Ekvi-
valenci uvedenych tvari koeficient jsme vSak ukéazali v ivodu sekce 1.3. Stejné
tak je ndmi odvozeny algoritmus ekvivalentni [Saad a kol. (2000, Algorithm 3.5),
kde nejsou generovany vektory pg, ale rovnou jsou aktualizovany vektory py.

7 konstrukce vyplyva, ze algoritmus deflated CG je dobte definovan, viz rovnéz
Dostal| (1988, Theorem 1) a|Saad a kol.| (2000, Theorem 4.2). Déle pro aproximace
feSen{ x4, plati minimaliza¢ni vlastnost podobnd (1.4),

o= oilla= _ min e 2l
kterou nyni dokdzeme. Podoba prostoru vyplyva ze vztahu mezi aproximacemi
a Tp. Aproximace Ty lezi v prostoru o + Ky(AQ,Ty). Z definice z, = QT + Pz,
a s vywitim Q? = @, ry = 7y a Range (P) = U pak dostavime zp € xo +
Kr(QAQ, Qro) +U. Déle plati

HLU* - kaA - HLU* - P$* - kaHA = HQ'T* - Q%RHA = HQf* - kaHAv (211)

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili, Ze Qz, = QT,, coZ plyne z (2.4),
a regularity matice A. Uvazujme nyni libovolny vektor z € xo+/KCr(QAQ, Qro)+U.
Protoze z9 = Qu_1 + Px,, viz (2.10), kde 2_; = Ty je (nenulovd) pocdtecni
aproximace v Algoritmu [3] miuzeme vektor z uvazovat ve tvaru z = QZ + u, kde
uelUazezg+Kip(AQ, 7). S vyuzitim vlastnosti sdruzenych projektorua P a @,
zejména PTAQ = 0,

lz. — 2I[4 = [|P(2e = 2[4 + 1Q(z — 2) 1%
= [Pz, — ull} + |Qz. — QZ[}- (2.12)
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Clen ||Px, — u||% v pfedchozim souctu je vétsi nebo roven nule a je nulovy prave
tehdy, kdyz u = Px,. Z minimalizacni vlastnosti pak pro kazdé z € zy +
Kr(AQ, 7o) plati

1Qz. — Q215 = 11QT, — QTwll%, (2.13)
kde jsme opét vyuzili Qz, = QT,. Celkové tak s vyuzitim (2.11)), (2.12)) a (2.13))
dostavame

[|s = z[]a = |, — zx]|a

pro libovolné z € g + KCr(QAQ, Qro) + U.

Nyni budeme diskutovat konvergenc¢ni vlastnosti deflated CG. Jelikoz plati
, Algoritmy (3| a [4] generuji stejna rezidua. Rovnost pak popisuje vztah
mezi A-normami chyb v Algoritmech [3] a @] Pro odhad A-normy chyby v k-tém
kroku tak miuzeme vyuzit odhad odvozeny v sekci 1.3, kde budeme uva-
zovat ¢islo podminénosti matice AQ = QT AQ na podprostoru AV, které pro
zjednoduseni zdpisu oznacime x(QTAQ|AV). Jak jsme ukdzali v (2.7), na pro-
storu AV je matice QT AQ pozitivné definitni. Dostdvame tak (viz rovnéZ [Saad
a kol.| (2000, Theorem 4.3))

k

2 = zella _ ., VE(QTAQIAY) —1
|z —olla =\ /k(QTAQ|AV) + 1

Zaroven podobneé jako v Dostal (1988 sekce 5) s vyuzitim vlastnosti Rayleighova

podilu ukdzeme, ze xk(QTAQ|AV) < k(A). Pro symetrickou matici B € R™"
a nenulovy vektor w € R" definujeme Rayleightiv podil jako

w? Bw
R(B, U)) = W

Oznacéime-li fimin & fimax nejmensi a nejvetsi vlastni ¢islo matice B, pak pro kazdy
nenulovy vektor w plati (viz Saad| (2003, vztahy (1.38) a (1.40)))

Hmin S R(B, UJ) S Hmax, (214>

pricemz dolni i horni meze se nabyva pro vlastni vektor prislusny pimin, r€Sp. fhmax-
Pro libovolny vektor v € AV plati

_TQTAQ _ (Qu)AQu) _
AU =" 2 T g~ 4@ 20

kde jsme v prvni nerovnosti vyuzili (2.6)), a

I QT AQu < vI'QTAQu  vTPTAPv

R(QTAQ,v) = <
||v]|? ||v]|? |v]|?
vT Av

Posledni nerovnosti v obou vyrazech vyplyvaji z ) pro matici A a vektor v.
Oznacme dale )\mm a )\max nejmensi a IlQ]VGtSl Vlastnl ¢islo matice QT AQ na
podprostoru AV. Pro v € AV pak podle (2.14) plati

Xmin S R(QTAQ, U) S Xmax
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a krajnich hodnot se nabyva. Musi proto platit :\min > )\ a /N\maX < A\,, z ¢ehoz
jiz plyne xk(QTAQ|AV) < k(A).

V pripadé, kdy U = span{vy,...,vn}, kde vy,..., v, jsou vlastni vektory
pislugné m nejmensim vlastnim ¢islim matice A, je x(QTAQ|AV) = A/ Ami1-
Toho vyuzijeme v ¢asti s numerickymi experimenty a analogické situace je rovnéz
uvazovana v Saad a kol.| (2000).

Na zavér poznamenejme, ze deflaci lze rovnéz zkombinovat s predpodminénim
puvodni ulohy . Vysledny algoritmus Preconditioned Deflated CG je uveden
napiiklad v Saad a kol.| (2000, Algorithm 3.6).
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3. Numerické experimenty

V zavérecéné kapitole predstavime vysledky numerickych experimentii, na kte-
rych jsme zkoumali vliv volby riznych podprostorii ¢ na rychlost konvergence.
Experimenty jsme provadéli v MATLABu a vyuzili jsme vlastni implementace al-
goritmi CG a deflated CG. Jako pocatecéni aproximace jsme uvazovali nulovy vek-
tor a jako zastavovaci kritérium zvolili relativni normu rezidua ||rg||/||ro|] mensi
nez 10719 V grafech vykreslujeme zavislost A-normy chyby na poctu iteraci.
Zvolili jsme proto presné feseni jako vektor jednicek a jemu odpovidajici pravou
stranu. Experimenty jsme provadéli na matici Trefethen 20000 radu n = 20000
ze sbirky SuiteSparse Matrix Collectiorﬂ

V prvnim experimentu jsme jako sloupce matice U neboli bazi prostoru U
zvolili vlastni vektory prislusné nékolika nejmensim vlastnim ¢islim. Jejich pocet
jsme postupné zvysovali, nula odpovida standardnimu CG bez deflace.

1010 * * ‘

# vektoru

—_
o
()]

A-norma chyby
2

—_
<
(63}

1

10710 ' : :
0 500 1000 1500 2000
Pocet iteraci

Obrézek 3.1: Vliv deflace vlastnich vektoru prislusnych nejmensim vlastnim ¢is-
liim na konvergenci

7 Obrazku je patrné, ze s rozsifovanim prostoru U se pocet iteraci po-
tfebny k dosazeni pozadované presnosti postupné snizuje. V ptripadé osmi vek-
toru jiz stacila méné nez polovina iteraci oproti standardnimu CG. Abychom
vysvetlili mozny divod, spocitali jsme vlastni ¢isla matice A a odpovidajici cislo
podminénosti k(QT AQ|AV). To se vyrazné snizuje (viz Tabulka , a je proto
pochopitelné (ne vsak zarucené), ze dochazi ke zrychleni konvergence.

IDavis a Hu (2011), http://sparse.tamu.edu/
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pocet vektori 0 2 5 8 12
k(QTAQJAV) 200 559 45 859 17 050 9 695 5 523

Tabulka 3.1: Cislo podminénosti matice Q7 AQ|AV pii deflaci rizného poctu
vlastnich vektoru matice A odpovidajicich nejmensim vlastnim cislim

Déle jsme jako sloupce matice U zvolili 10 ndhodnych vektorii. Na Obréazku
jsou vykresleny konvergencni kiivky pro tii rtizné mnoziny vektoru. Jelikoz
jsme uvazovali ndhodné vektory, neni prekvapivé, ze se vysledné krivky lisi. V jed-
nom piipadé (kiivka (3)) jsme dosahli pomérné vyrazného snizeni poctu iteraci.
Jak vSak ukazuji dalsi dva pripady, jedna se spise o vyjimku a obecné nelze pred-
pokladat vyrazny efekt.
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Obrazek 3.2: Deflace tt{ riznych sad nahodnych vektort

Zatimco pri deflaci vlastnich vektort prislusnych nejmensim vlastnim ¢islim
stacily pouze dva k vyraznému snizeni poctu iteraci, v pripadé vlastnich vektort
prislusnych nejvétsim vlastnim ¢islim jsme podobného efektu nedosahli. Dokonce
ani 16 vektortu konvergenci prakticky vibec neurychlilo (viz Obréazek .
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Obrazek 3.3: Deflace 16 vlastnich vektort prislusnych nejvétsim vlastnim ¢islim

Predchozi pozorovani opét doplnime o vypocet vlastnich ¢isel. Hodnoty 1., 16.
a 17. nejvétsiho jsou po fadé (zaokrouhleno na jednotky) 224737, 224569 a 224563.
Navic jesté sté nejvétsi vlastni ¢éislo je rovno 223469, a tedy vlastni ¢isla jsou
vyrazné klastrovand u horniho okraje spektra. Zda se tedy, ze pokud do pod-
prostoru U nezahrneme vsechny vektory prislusné podobné velkym (klastrova-
nym) vlastnim ¢islim, nemuzeme oc¢ekdvat zrychleni konvergence. Pro doplnéni,
nejmens{ vlastni ¢islo je 1,12. Cislo podminénosti £(QTAQ|AV) se tak pii deflaci
16 vektort prilis nesnizilo.

Vliv vlastnich ¢isel tvoricich klastry ilustrujeme jesté na jednoduchém prikladu
s matici Tadu n = 1000 s ndmi zvolenym spektrem. Uvazovali jsme tii nejmensi
vlastni ¢isla stejna, \;y = Ao = A3 = 0,001, a nasledujici dvé Ay = A5 = 0,05.
Zbytek spektra tvorila ndhodnd ¢isla z intervalu [10, 1000]. Bézi podprostoru U
postupné tvorilo 2, 3, 4 a 5 vlastnich vektorti prislusnych nejmensim vlastnim
¢islim. Nula opét odpovidéa standardnimu CG bez deflace.
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Obréazek 3.4: Matice se zvolenym spektrem, deflace vlastnich vektora prislusnych
nejmensim vlastnim ¢islim

Na Obrazku vidime, Ze ke zrychleni dojde az pri deflaci tii vektorti. Pokud
do podprostoru U zahrneme vektory pouze dva, Tesi standardni CG a deflated
CG soustavy se stejnym ¢islem podminénosti k(A4) = k(QT AQ|AV) a podprostor
odpovidajici vlastnimu ¢islu A3 ziejmé ,,brzdi* konvergenci. Podobné chovani po-
zorujeme i v pripadé ¢tyr a péti vektort, deflace ¢tvrtého vektoru konvergenci
neurychlila. V situaci, kdy jsou vlastni ¢isla klastrovana, tak podprostor & musi
zahrnovat vSechny odpovidajici vlastni vektory.

Celkové muzeme shrnout, ze podoba prostoru U a spektra matice A ma na
pripadné urychleni konvergence zasadni vliv. Pfi vhodné volbé se pocet iteraci
pottebny k dosazeni pozadované presnosti pomérné vyrazneé snizil. V nasich pripa-
dech se jako nejefektivnéjsi ukazala deflace vlastnich vektort prislusnych vlastnim
¢islim tvorici klastry vyrazné oddélené od zbytku spektra.
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Z.aver

Uvazovali jsme soustavu linearnich algebraickych rovnic se symetrickou pozi-
tivné definitni matici. Popsali jsme metodu sdruzenych gradientti, itera¢ni me-
todu pro reseni takovychto soustav. Uvedli jsme jeji odvozeni a dvé techniky,
predpodminéni a deflaci, které maji za cil urychlit konvergenci metody.

Detailnéji jsme se zamérili na deflaci. Okomentovali jsme vybrané ¢lanky za-
byvajici se touto technikou, vysvétlili jsme jeji princip a ditkladné odvodili algorit-
mus deflated CG. Rozebrali jsme i kroky, které nejsou v literatute prilis podrobné
vysvétleny a ukazali nékteré vlastnosti.

S vyuzitim vlastni implementace algoritmi CG a deflated CG v MATLABu
jsme na konkrétnich prikladech zkoumali efekt deflace, zejména vliv rtizné volby
deflacniho podprostoru. Ilustrovali jsme situace, kdy je deflace ic¢inna, ale i pri-
pad, kdy k pozadovanému urychleni konvergence nedoslo. Jako nejefektivnéjsi se
v naSich ptikladech ukazala deflace vlastnich vektora prislusnych vlastnim c¢is-
lim tvorici jasné oddélené klastry, kdy jsme do deflacniho podprostoru zahrnuli
vsechny vektory odpovidajici danému klastru.
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