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Uvod

V dnesni dobé jsme schopni vyrabét obrovské superpocitace, které dokazou
provadét paralelné spoustu vypocti najednou. Pokud ale chceme modelovat fyzi-
kalni problémy, potfebujeme pritom casto resit ruzné diferencidlni rovnice. Ana-
lytické Tfeseni ve vétsiné pripadl nejsme schopni najit, proto potirebujeme pouzit
numerické feseni. Numerickda integrace je ale bohuzel ve vétsiné ptripadech z po-
vahy problému mozna provadét pouze sekvencné, diky ¢emuz nejsme schopni tyto
algoritmy urychlit pomoci vykonéjsi vypocetni techniky. Cilem této prace bude
tedy predvést metody, které umoznuji zrychlit vypocet numerického feseni pro
casové zavislé ulohy.

V pribéhu historie po vynalezu vypocetni techniky se védci pokouseli vyvi-
nout algoritmy pro numerickou integraci diferencialnich rovnic, které umoznuji
paralelni vypocty. Existuje vice pristupt, kterymi se da paralelné integrovat di-
ferencidlni rovnice, viz (Gander| (2013))), my se zde podivame na pristup, ktery je
zalozen na vicendasobné stielbé. Ta spociva v tom, Ze si casovy interval rozdélime
na vice ¢asti a na kazdém budeme Tesit poc¢atecni tlohu, pricemz budeme pouzi-
vat jako pocatecni podminku aproximaci z predchoziho intervalu. Tento postup
byl poprvné predstaven v ¢lanku (Bellen a Zennaro (1989)), a na jehoz principu
jsou zalozeny ruzné algoritmy, jednim z nichz je algoritmus Parareal, na ktery se
v této praci budeme zamérovat. Ten byl poprvé predstaven v ¢lanku (Lions a kol.
(2001))).

V této praci se ze zacatku zamérime na jednokrokové metody, které se obvykle
vyuzivaji pri sekvencni casové integraci diferencialnich rovnic. V 2. kapitole pred-
stavime metodu vicenasobné strelby jako vhodny ramec pro paralelizaci feseni
diferencialnich rovnic, a nasledné si pomoci ni odvodime vzorec pro algortimus
Parareal. Nakonec provedeme numerické experimenty na linearnich a nelinearnich
diferencialnich rovnicich a ukazeme si funkcénost algoritmu Parareal.



1. Sekvenc¢ni jednokrokové
metody

1.1 Popis problému
V celé nasi praci budeme fesit poc¢atecni tlohu ve tvaru:

u'(t) = f(t,u(t)) na intervalu (0,77,
0 (1.1)
u(0) = u?,
u:R—Raf:R xR -— R, kde zndme f(t,u) a pocitecni podminku u°. U
funkce f(¢,u) budeme predpokladat, ze je spojita v ¢ a lipschitzovska v u, aby bylo
feSeni této ulohy jednoznacné. Nasim tkolem bude toto feSeni u(t) aproximovat.
V celé nasi praci ho budeme aproximovat nasledujicim zpiisobem: Na intervalu
(0,T] si vybereme posloupnost rovnomérné rozloZenych bodt {t,} . to = 0,
ty =T, tyg < t; < ... < ty, které budeme nazyvat uzly. Uzly jsou od sousednich
uzli vzdéleny o konstatni vzdéalenost h, kterou budeme nazyvat krok metody.
Daji se uvazovat i metody, které nepouzivaji rovnomérné déleni, ty se hodi v
pripadech, kdy potiebujeme lokalné zlepsit presnost metody. My ale budeme pro
jednoduchost uvazovat rovnomérné déleni. ReSeni rovnice budeme aproximovat
pouze v uzlech, tedy budeme hledat posloupnost{u, }_, kterd nam bude néjakym

zpiisobem aproximovat hodnoty {u(t,)},.

1.2 Jednokrokové metody

Predtim, nez se zamérime na reseni diferencialnich rovnic pomoci paralelnich
metod, tak si definujeme sekvencéni jednokrokové metody pro feSeni téchto tloh,
nebot je taky budeme néasledné pouzivat v metodé Parareal. V nasledujicich ka-
pitolach vychazime ze skript (Kucera a Feistauer| (2014)).

1.2.1 Obecna jednokrokova metoda

Mé&jme tedy néjakou posloupnost uzlt {t,}"_, s krokem h a budeme chtit
aproximovat hodnoty {u(t,)}"_,. Obecné jednokrokové metody vychazeji z na-
sledujiciho vzorce:

Upt1 = Up + P (L, un,h),

kde za ug zvolime poc¢atecni podminku u°. Funkci ¢(t,u,h) budeme nazyvat pri-
rustkovou funkci. Tato metoda je prirozeny zpuisob, jak se da aproximovat feseni
diferencialni rovnice, nebof pokud si predstavime diferencialni rovnici jako vyvoj
systému v case, tak jednokrokové metody funguji tak, ze se podivaji, kde se mo-
mentalné v ¢ase nachézime a nésledné odhadneme, kde bychom se mohli nachézet
dale.

Jak ale mizeme vidét z tohoto vzorce, tak jednokrokové metody jsou obecné
sekvencni, nebof abychom mohli vypocitat w, 1, tak musime znéat u,. To dava



smysl i z heuristického hlediska, nebot potiebujeme znat misto, ze kterého vycha-
zime, abychom védéli, kam se dostaneme. My ale budeme chtit vypocet aproxi-
mace feSeni urychlit pomoci paralelnich vypoctia na nékolika procesorech najed-
nou. Jak uz povaha této tlohy napovidé, tak sekvenénimu pocitani se kompletné
vyhnout neptijde, proto se ndm bude hodit si o sekvenénimch metodach tict vice.

1.2.2 Explicitni Eulerova metoda

Rozvineme-li si u(t,,1) do Taylorova polynomu kolem bodu t,, dostaneme
nasledujici vzorec:

u(tnir) = u(ty) + ha'(t,) + O(h?),
u(t,) + hi'(t,),
w(tn) + hf(ty,u(t,)).

Q

Tento pristup nabada k tomu si vzit za prirastkovou funkei ¢(t,u,h) = f(t,u),
coz vede na nasledujici metodu:

Metoda 1 (explicitni Eulerova metoda). Ezplicitni Eulerova metoda md ndsle-
dugici tvar:
Upt1 = Up + hf(tn7un)

Tato metoda méa za vyhodu to, Ze je velice levna, nebot vyzaduje pouze jedno
vyhodnoceni funkce f. To je ale bohuzel za cenu toho, zZe je tato metoda velice
nepresna, konkrétné je pouze 1. faddu. To, co znamend fad metody a jak se pomoci
né¢ho da mérit presnost jednokrokovych metod, se budeme zabyvat v nasledujici
kapitole.

1.2.3 Analyza chyby metody

Kvili tomu, ze presné feseni pouze aproximujeme, tak vznikaji chyby. Obecné
je tézké o téchto chybach tici néco konkrétniho, ale my se presto pokusime tyto
chyby analyzovat, abychom nad nimi mohli mit urc¢itou kontrolu. Pro analyzu
chyby si zavedeme nésledujici pojmy:

Definice 1. Lokdlni diksretizacni chyba je ddana vzorcem:

u(t + h) — u(t)

7(t,h) := 7

— o(t,u(t),h).

Lokalni diskretizac¢ni chyba nam udava, jak moc se lisi presny priristek reseni
od prirtstku dany prirastkovou funkei, neboli jak moc velkou udélame chybu
pri jednom kroku nasi metody. Tuto veli¢cinu mtizeme vypocitat za predpokladu
hladkosti funkce u pomoci Taylorova rozvoje, a vypocet vede k odhadu ve tvaru
|7(t,h)] < ChP, kde p € N a konstanta C' nezavisi na h. Pro nas bude dulezité
¢islo p v exponentu kroku metody. Lokalni diskretizac¢ni chyba nam toho sama o
sobé ale o chovani metody moc nefekne, proto si zadefinujeme nésledujici pojem:

Definice 2. Globdalni chyba metody je dana vzorcem:
en = u(ty) — Up.
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Tato chyba nam urcuje, jak moc se lisi aproximace od presného feseni, tedy
nam ukazuje, jak moc se lokalni chyba akumuluje pres vSechny kroky. Vypocet
této chyby obecné provést nelze, jelikoz presné reseni nezname, k jejimu odhadu
se ale za silnéjsich predpokladii da pouzit nasledujici véta:

Véta 1. Mejme jednokrokovou metodu, jejiz prirustkovd funkce ¢ je lipschitzovksad
v promeénné u s konstantou lipschtzovskosti L a necht |t(t,h)| < ChP. Pak pro
globdlni chybu metody plati ndsledujici odhad:

et — 1

max_|e,| < Ch?
n=1,...,.N

Pokud jsou predpoklady této véty splnény, tak vidime, ze metoda konverguje
ke spravnému feseni pro h — 0+, jelikoz konstanty nezavisi na h. Vidime také,
ze konstanta p je pro odhad globélni chyby metody v tomto pripadé stejna, jako
pro lokalni diskretizac¢ni chybu. Tuto konstantu budeme pouzivat jako miru toho,
jak moc je metoda presnd, coz vede na nasledujici definici:

Definice 3. Rekneme, Ze metoda je vddu p € N, pokud existuje konstanta C > 0
nezavisld na h, pro kterou plati:

max__|u, — u(t,)| < ChP.

n=1,...,IN

Pokud budeme mit metodu s vyssim fadem, tak bude v praktickém vyuziti
efektivnéjsi, protoze pokud budeme zmensovat krok h, tak maji metody s vyssim
radem zarucenou rychlejsi konvergenci ke spravnému feseni. Jak uz jsme si 1i-
kali, tak explicitni Eulerova metoda je 1. fadu, nemuzeme tedy ocekavat velikou
presnost.

1.2.4 Runge-Kuttova metoda 4. radu

Obecné Runge-Kuttovy metody jsou jednokrokové metody, které vyuzivaji
vyhodnocovani funkce ve vice rtiznych bodech k ziskani vyssiho fadu metody.
Konkrétné tedy budeme hledat prirastkovou funkci ¢ ve tvaru:

qb(tuu’h) - Z Wikh
=1

kde w; jsou konstanty a k; jsou nasledujiciho tvaru:

kl - f(t,U),
ke = f(t 4+ aghu+ Pi2ky),
ks = f(t + ash,u + [iski + Paska),

s—1

ks = f(t+ash7u+ Zﬂjskjs)'

j=1



Cislo s ndm urcuje, jak moc je tato metoda naro¢na na vypocet, nebot ¢im
vyssi s, tim vicekrat musime vyhodnotit funkci f. Mtzeme si vSimnout, Ze pro-
blém se sekvenénim vyhodnocovanim funkce zde stale pretrvava, nejen ze musime
znat predchozi bod u,,, abychom ziskali bod w1, ale zaroven i pti ziskavani bodu
U,+1 musime vyhodnocovat funkci sekvencné, nebot abychom spocitali k;,, tak
predtim musime spocitat k;.

My si zde uvedeme jako specidlni ptiklad néasledujici metodu:

Metoda 2 (Runge-Kuttova metoda 4. fadu). Runge-Kuttova metoda 4. rddu md
ndsledugjici tvar:

(tmun),
h k
(tn + PR un + ?2)
Un+1 n + %(k}l -+ 2k2 + 2/€3 + 2]€4)

Tato metoda je 4. fadu a cislo s = 4. To muze pusobit tak, ze s = p, kde
p je fad metody, jenze to obecné neplati. Jakmile mame vyssi tad nez 4, pak
potfebujeme vice vyhodnoceni funkce nez vysledny fad metody, naptiklad pro
Runge-Kuttovu metodu 8. fadu potrebujeme funkci vyhodnotit jedenactkrat, viz
(Butcher| (1996)). Proto je Runge-Kuttova metoda 4. fadu jedna z nejpouzivanéj-
sich metod, nebot je to metoda nejvyssiho radu, pro kterou stale plati s = p.



2. Paralelni metody casové
integrace

Pristup, ktery jsme pouzivali doted v jednokrokovych metodach nam paralelné
pocitat neumoznuje, budeme tedy potifebovat uplné novy napad, ktery nam to
umozni.

2.1 Metoda vicenasobné strelby

Metoda vicenasobné strelby nam bude slouzit jako zaklad, na kterém uvidime,
jak by paralelni algoritmy mohli fungovat. My ji nasledné pouzijeme k odvozeni
algoritmu Parareal.

2.1.1 Odvozeni metody vicenasobné strelby

V nasledujici kapitole se podivame na uplné jiny pristup k ziskavani aproxi-
maci {u,}_, feseni problému (L.1). Vychdzim z élanku (Gander| (2013)), ktery
se zabyva historii paralelni ¢asové integrace. Postup velice podobny metodé vice-
nasobné strelby byl poprvé predstaven v ¢lanku (Bellen a Zennaro| (1989)) jako
pokus o vytvoreni iteracnich metod pro reseni evoluéniho problému a nasledné
byl pouzit v kontextu aproximace feseni diferencidlnich rovnic v ¢lanku (Chartier:
a Phillipe| (1993))).

Mame tedy nas problém a mdme posloupnost uzli {t, }_,. To si miiZzeme
predstavit i tak, ze jsme rozdélili interval (0,77 na podintervaly (¢,,t,+1]. To ndm
umoznuje prepsat problém (|1.1)) v nasledujicim tvaru:

ﬂ;l(t) — f(t,fbn(t)) na intervalu (tn,tnﬂ];
i) =, (2.1)

Abychom ale tyto podulohy mohli feSit, potfebujeme znat pocatecéni pod-
minky {u,}Y-;'. Tyto hodnoty nazyvime parametry strelby a my je budeme ché-
pat jako aproximaci feseni. Dale si odvodime, jak tyto parametry mtzeme ziskat.

Vime, Ze feSeni problému musi byt spojité, tedy feseni problému na
intervalu (¢,_1,t,] se musi spojité napojit na feSeni na intervalu (¢,,t,.1]. Po¢a-
tecni podminka se tim padem musi rovnat koncovému bodu feSeni na predchozim
intervalu. Pokud ndm @, (¢,u) fesi problém s pocatecni podminkou u, pak
to pro parametry strelby znamena, ze musi splnovat nasledujici soustavu rovnic:

0

Uo = u-,

Uy - ﬂO(tlvu())?

uy = U (ta,uy),

uy = Un—1(tn,un—-1).

Abychom tedy ziskali nase hodnoty {u,}.)—y, musime vyiesit tuto soustavu
nelinearnich rovnic. Oznacime-li si u = (ug,uy, . .. ,ux)’, pak tuto soustavu rovnic
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zapiseme jako:
0

Ug — U
uy — To(t1,uo)

F(u) := uy — Uy (t2,u1) = 0.

un — Un-1(tN,un—1)

Timto jsme prevedli problém aproximace feSeni diferencialni rovnice na pro-
blém feseni soustavy nelinearnich rovnic ur¢enych funkci F. Pro vyfteseni tohoto
problému vyuzijeme Newtonovu metodu, kde ziskdvidme aproximace Teseni této
rovnice pomoci vzorce:

u = u — [F () TR (),

kde F'(u) je Jacobiho matice funkce F v bodé u. V této rovnosti prevedeme

vektory u**! a uf na jednu stranu, pfendsobime matici F'(u*) a dostaneme:

F/(ukz)(uk . uk—i—l) — F(ukz)

Matice F'(u) m4 diky tvaru funkce F jednoduchy bidiagondlni tvar. Rovnice pak
vypada nasledovné:

1 0 0 0 ulg—ulgﬂ uk-u®
Getuf) 10 0| et =it (b, u)
o k k_, k+1 k_- k
0 0 0 ... 1 uk-uk! U=l (E,ufey)

Pokud si vyjadiime n-ty fadek této rovnice, dostaneme:

aﬁnfl
uk o uk-i—l .

n n ou (tn>uk_1)(uﬁ_1 - uk+1) = uf an—l(tnauﬁ—l)'

n n—1 n

Po odecteni prvkii u* a vyjadieni prvku u**! dostaneme nésledujici vzorec:

) Dty
uﬁ+1 = unfl(tnfu’fzfl) + 87'; (tn;uflfl)(uflt% - ufl*l)'

To ndm tedy umoznuje definovat nasledujici metodu:

Metoda 3 (Metoda vicendsobné sttelby). Metoda vicendsobné strelby md ndsle-
dugjici tvar:

ug™ =,

i (2.2)

~ 0lUy,—
Ut = Ty (b ) + 07; : (tntn_)(upty —wi_y), n=1,...,N.

Pomoci tohoto schématu tedy mizeme postupnymi iteracemi ziskavat pres-
néjsi aproximaci feseni problému (|1.1]), ale jeho vypocet neni prakticky. Hodnotu
funkce 1, (t,41,uf) sice mizeme aproximovat pomoci jednokrokovych metod, ale
ve vzorecku se nam objevuje derivace feseni podle pocatecni podminky. Jeji apro-
ximaci muzeme ziskat napriklad pomoci tzv. citlivostnich rovnic, viz. (Dickinson
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a Gelinas| (1976)), coz ale neni praktické, nebot musime Tesit soubézné s nasi dife-
rencialni rovnici jesté dalsi diferencialni rovnice. My se ale nebudeme prakti¢nosti
této metody zabyvat, nebot ji nebudeme k praktickému vypoctu pouzivat.

Pro nés je dilezité to, ze diky této metodé jsme schopni vyuzivat paralelni
vypocet na nékolika procesorech najednou, nebot pri kazdé iteraci aproximujeme
hodnotu funkce ,(t,1,u*), a to mizeme provadét paralelné, nebot hodnoty
{uFAN= ! w7 zndme z predchozi iterace. Sice je tato metoda stile sekvenéni, nebot
pro vypocet u’fLﬂ potfebujeme znat u*, ale ¢dst vypoctu se ndm podafilo pa-
ralelizovat. Dale uvidime, Ze to stejné budeme vyuzivat i u metody Parareal: sice
bude stéale sekvenc¢ni, ale diky paralelnimu vypoc¢tu nékolika c¢asti jsme schopni
se dostat k presnéjsimu feseni velice rychle.

2.1.2 Vlastnosti metody vicenasobné strelby

V nésledujici kapitole si ukdzeme vlastnosti metody vicenasobné stielby. Diky
tomu, ze metoda vychazi z Newtonovy metody plati nasledujici véta:

Véta 2 (Lokélné kvadratickd konvergence, Gander| (2018)). Pokud je funkce
f(t,u) dvakrat spojité diferencovatelnd podle u, pak metoda vicendsobné strelby
konverguje lokdlné kvadraticky, tj.

max_Jult —u(t,)] < C max_|uy —u(t,)|* + O( max luf — u(t,)]?).

n=0,...,N n n=0,...,N

=u,...,

To, ze se metoda chova takto, je ocekavané, avsak nasledujici vlastnost uz je
unikatni pro tuto metodu.

Véta 3 (Kovergence v konecném poctu kroki). Pokud u) = u°, pak md metoda
vicenasobné strelby nasledujici vlastnost:

u® = u(t,) pro k > n.

n

Diikaz. Diikaz provedeme indukei podle n.

Pro n = 0 plati u) = u® = u(ty), kde prvni rovnost plati diky predpokladu
a druha rovnost plyne z pocatecni podminky. Nasledné ze vzorce pro metodu
vicendsobné stielby plati uf = uY = u(to) pro k = 1,2,..., tedy tvrzeni
plati.

Nyni necht tvrzeni plati pro n—1, a my budeme chtit ukazat, ze pro k > n plati
uf = u(t,). Necht tedy k > n. Z toho, 7e k > n, plyne, Ze k—1 >n—1lak > n—1,
tedy miizeme pouzit indukéni predpoklad a dostaneme u"~} = uf | = wu(t,_,).

Pro uF tedy ze vzorce pro metodu vicenasobné stielby (2.2)) mame:

~ _ a'an—l — —
qu = un—l(tnauﬁfﬁ) + ou (tnuuifll)(ufzfl - qu7%>7
~ _ aan—l —
- un—l(tnauﬁ—%) + ou (tnvqu—ll)(u(tn—l) - u(t’ﬂ«—1>>’
== an—l(tnauﬁ:ll)a
- an—1<tnau(tn—1))7
= u(t,).

Posledni rovnost zde plati diky tomu, ze pokud ,_; mé spravnou pocatecni
podminku, pak se jeji funkéni hodnoty rovnaji u. Timto je tvrzeni dokazéno. [
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Tato vlastnost je velice prakticka, nebof pokud predpokladame, ze pocitame
vsechno presné, tak nam tato vlastnost zarucuje to, ze se v kone¢ném case hodnoty
budou rovnat spravnému reseni.

Celkové tedy mame jednokrokové sekvencni metody, jejichz vypocet je prak-
ticky a jednoduchy, ale které neumoznuji paralelni poc¢itani, a nyni mame metodu,
kterd umoznuje ¢ast vypoctu pocitat paralelné, ale jeji vypocet je az moc slozity
na to, aby byl prakticky. V dalsi kapitole tyto dva pristupy zkombinujeme a zis-
kame prakticky algoritmus, ktery dokaze pocitat paralelné.

2.2 Metoda Parareal

Metoda Parareal spoc¢iva v tom, ze si zavedeme hrubé déleni intervalu (0,7
na podintervaly (¢,_1,t,] a déle si tyto intervaly rozdélime pomoci jemného dé-
leni. Vypocet provadime tak, Zze na hrubém déleni ziskdme rychlou ale Spatnou
aproximaci pomoci nepresné metody a pak budeme na jemném déleni aproximaci
zlepsovat pomoci presnéjsi metody.

2.2.1 Propagacni operatory

Metodu Parareal si zadefinujeme pomoci nésledujicich propagac¢nich opera-
tort:

o G(tg,t1,u1) je hruba aproximace hodnoty u(ty) TeSeni problému (|1.1)) s po-
¢atecni podminkou u(ty) = uy.

o F(tg,t1,u1) je jemnd aproximace hodnoty u(tz) FeSeni problému (1.1) s po-
¢ate¢ni podminkou u(ty) = u.

Jako GG si muzeme predstavit napriklad explicitni Eulerovu metodu, ktera nam
da levnou ale nepfesnou aproximaci, a jako F' si muzeme predstavit napriklad
Runge-Kuttovu metodu 4. fadu, kterou jesté zpresnime zjemnénim déleni (¢y,t5).
Pro nas je dilezité to, ze vyhodnoceni G je rychlé, ale dava nepresnou aproximaci,
a ze vypocet F' dava dobrou aproximaci, ale je vypocetné narocny. Algoritmus
Parareal funguje tak, ze pocitdme sekvencné pouze pomoci G, coz je levné, a
hodnoty F' budeme pocitat paralelné, diky ¢emuz jsme schopni urychlit vypocet.

2.2.2 Odvozeni metody Parareal

Abychom si odvodili vzorecek pro metodu Parareal pomoci propagacnich ope-
ratori, podivejme se zpét na metodu vicendsobné stielby, tj. na vzorecek (12.2)):
Oy,

ou

k+1

Upy1 = an(tnﬁ-lau?’z) + (tn+l>uk)(uk+l - uﬁ)

Clen i, (t,41,u) si aproximujeme pomoci hodnoty F(t, 1,t,,u*). Nyni piedpo-

kladejme, Ze Teden{ jsou dostatecnd hladkd, a my si rozvineme i, (t,1,u**1) do
Taylorova rozvoje podle bodu u*, diky ¢emuz dostaneme:

ou

(tn+17uk)(uk+1 - ufz) + O((uk+1 - uk)2)7

ﬂn(tn+1,u2+1) = an(tn-i‘l’u?’z) + n n n n

10



z ¢ehoz nam plyne:
dt,,
Ju

(tn+lvuﬁ)(uﬁ+1 - Uﬁ) ~ T (tnyrstty ) — ﬂn(tn-i-lauﬁ)'

My si tyto hodnoty aproximujeme pomoci propagatoru G, coz nas vede k nésle-
dujicimu odhadu:
Oy,
ou

(tn+1au2)(uﬁ+l - uﬁ) ~ G(tn+1 tmukJrl) G(tn+17tmufz)-

Toto nas tedy vede na vzorecek metody Parareal, ktery vypada nésledovné:
Uty = Ftusntusiy) + Gltaentuuy ™) — Gltasnto,uy).
Metoda Parareal pak tedy funguje takto:

Metoda 4 (Parareal). Interval (0,1 si rozdélime na intervaly (t,—1,t,], n =
1,...,N. Prune spocitame sekvencné hrubou aprorimaci reSeni pomoci propagac-
niho operatoru G, tedy:

0 0
UO = U ;
2.3
Up = G(ttn1,up_1). (23)
Nasledné pak pro k = 0,1,... pocitame korekcni iterace:
ukH =0,
k+1 _ k1 k (2.4)
U, F(tn7tn 15Uy 1) +G(tn7tn 1,Up, ) G(tnvtnflfun—l)'
k+1

Mizeme Vldet ze kazd4 korekéni iterace je sekvenéni, nebot pro vypocet u;
musime znat u"T, ale pocitdme sekvenéné pouze pomoci G, coZ neni drahe
Hodnoty které vkladame do propagatoru F' uz zname z minulé korekéni iterace,
tedy nejdrazsi vypocet jsme schopni provadét paralelné. Timto jsme tedy konecné
dostali algoritmus ktery je prakticky pouzitelny a ktery je schopny ¢ast vypocti
provadét paralelné. Jesté ale nevime, jaké ma tento algoritmus vlastnosti a jestli
je dostatecné efektivni, na to se podivame v nasledujici kapitole.

2.2.3 Vlastnosti metody Parareal

Ukazeme si, Zze metoda Parareal mé stejné jako metoda vicenasobné strelby
vlastnost konvergence v konec¢ném poctku krokt, v tomto pripadé ale konvergu-
jeme k jemné aproximaci feseni dané propagacnim operatorem F'.

Véta 4 (Konvergence v konetném poctu kroki). Metoda Parareal (2.5),
ma nasledujici vliastnost:

ub = F(t,,0u°) prok>n,n=1,... N.

n

Diikaz. Dikaz budeme provadét analogicky jako pro metodu vicenasobné strelby,
tedy matematickou indukei podle n.

11



Pron = 1 vime z (2.3)), Ze uf = u° k = 0,1,..., tedy poc¢atecni pocatecni
podminka se neméni. Necht k& > 1. Pak pro uf ze vzorce (2.4)):

If F(tl,(),u’g_l) -+ G(tl,O,ulg) — G(tl,O,u’S—l),
F(tl,O,uO) + G(tl,O,uO) - G(tl,O,uo),

F(tl,(),uo).

Tedy tvrzeni plati.

Predpokladejme tedy, ze tvrzeni plati pro n — 1 a necht k > n. Z toho plyne,
ek—1>n—-—1lak>n-—1, tedy diky indukénimu predpokladu dostaneme
ul~ 11 =uf | = f(t,_1,0,u’). Pro uk ze vzorce - mame:

Ftntn_1ul- 1)+G(tn,tn_1,u§_1)—G(tn,tn Lubh,

Ftntn1,u""1) + G(tntn1,F(tn_1,0,u")) —G(tn,tn,I,F(tn,ho,uO)),

F(tptn_1u k kb,
(
(

Ftnatn 1, (n 1>Ou ))
F(t,,0,u").

Timto je dikaz dokoncen. O

Tato vlastnost zarucuje to, ze v presné aritmetice se v N krocich vzdy dosta-
neme k jemné aproximaci pivodni rovnice. Tim ale bohuzel nedosdéhneme zadného
zrychleni, nebot v kazdé iteraci poc¢itame jedenkrat paralelné pomoci F', tedy jsme
pocitali pomoci F' N-krat, coz bychom ale pocitali i tehdy, kdybychom F' vyhod-
nocovali sekvencéné. V tomto pripadé tedy nedochazi k zadnému zrychleni, véta
nam pouze zarucuje to, ze v nejhorsim pripadé se vzdy k jemné aproximaci do-
staneme. V praktické ¢asti ale uvidime, ze algoritmus Parareal obecné konverguje
dostatecné blizko k jemné aproximaci vyrazné drive.

Dalsi véta uz nam toho ale o sile této metody tekne vice.

Véta 5 (Odhad chyby metody Parareal, Gander a Hairer| (2007)). Necht F' ddvd
presnou hodnotu reseni problému a necht G je jednokrokovd metoda, pro
jejiz lokalni diskretizacni chybu plati |7(t,h)| < C3h?, a kterd je lispchitzovskd,
1.

1G(t + hotn) — Gt + ht0)]| < (1-+Coh)]u— o]

Pokud navic plati pro h dostatecné malé:
F(tni1,tn,®) — G(tns,tn,) = cp(2)h? + cppr () RPT 4+ (2.5)

kde cj, 7 = p,p+1,... jsou spojité diferencovatelné, pak v k-té korekcni iteraci
metody Parareal , plati nasledujici odhad:

C(C D L
E 3\~1 Ca(tn tk+1)hpk
o — ) < SEL ,

kde konstanta Cy zdvisi na funkcich c;.

Dtisledkem této véty je to, ze pokud predpokladame, ze ndm F dava presné re-
seni problému (|1.1)), pak kazdou korekéni iteraci zvySujeme fad metody Parareal o
rad operdtoru G. Véta ma sice jesté predpoklad (2.5)), nastésti 1ze ukdzat (Gander
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a Hairer| (2007)), ze pokud je f dostatecné hladka a G je ddno napiiklad Runge-
Kuttovou metodou, pak je tento predpoklad splnén. Predpoklad toho, ze F' nam
fesi rovnici presné je sice v praxi nemozny splnit, v numerickych experimentech
ale uvidime, ze pokud bude F dostatecné presny, pak bude tato vlastnost platit.
Metoda Parareal je diky této vlastnosti velice prakticka, nebof nam umoznuje
globalné zvysovat fad metody pomoci paralelnich vypocti.
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3. Numerické experimenty

V nasledujici kapitole si na prikladech otestujeme metodu Parareal. Nebudeme
bohuzel vyuzivat paralelni programovani a hodnoty propagac¢niho operatoru F
budeme pocitat sekvencné, ale to nasim experimentiim vadit nebude. Numerické
experimenty jsou provadény v prostiedi Matlab.

3.1 Detaily implementace

V algoritmu Parareal pottebujeme metody pro feseni problému . My
pouzijeme explicitni Eulerovu metodu jako propagacni operator G na hrubém
déleni a Runge-Kuttovu metodu 4. fadu jako propagacni operator F' na jemném
déleni. Jejich implementace vypada nasledovneé:

function u = ExpEuler(ul,t1,H,n)

hfunkce ktera pomoci explicitni Eulerovy metody provede
%n kroku velikosti H vychazejici z bodu (t1,ul)

hvystup je posledni hodnota teto metody

u = ul;

for i = 1:n

u + Hxf (t1+(H*x(i-1)),u);

u
end

function u = RungeKutta(ul,t1l,H,n)

%funkce ktera pomoci Runge-Kuttovy metody 4. radu provede
»n kroku o velikosti H vychazejici z bodu (t1,ul)

hvystup je posledni hodnota teto metody

u = ul;

for i = 1:n

k1l = H*f (t1+H*(i-1),u);

k2 = Hxf(t1+H*(i-1)+H/2,u+k1/2);
k3 = Hxf(t1+H*(i-1)+H/2,u+k2/2);
k4 = Hxf (t1+H*(i-1)+H,u+k3);

u = u+(k1+2xk2+2%k3+k4)/6;
end

Algoritmus Parareal ma zaruc¢enou konvergenci v N krocich, ale jak uz bylo
zminéno drive, tak od metody vyzadujeme rychlejsi konvergenci, jinak by bylo
zbyteéné tuto metodu pouzivat. Proto bychom chtéli najit zastavovaci kritérium
tohoto algoritmu. Jako toto zastavovaci kritérium budeme pouzivat kritérium
max,—o_ y [uft —uk| < tol, kde pozadovanou toleranci si sami uréime (naptiklad
1079). Kéd algoritmu Parareal pak miZze vypadat ndsledovné:

function U = Parareal(u0O,N,h,j,tol)

%u0...pocatecni podminka, tj u(0)=u0

JN...pocet uzlu, ve kterych budeme reseni aproximovat
%h...hruby krok metody

%j...zjemneni hrubeho kroku, aneb kolikrat bude
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%jemny krok mensi nez hruby
%htol...zastavovaci kriterium
hvystup je posledni aproximace, u ktere se algoritmus zastavi
Jhpomoci zastavovaciho kriteria
hj = h/j;
uzly = zeros(N+1,1);
for i = 1:N+1

uzly(i,1) = (i-1)*h;
end
Jprvni hruba aproximace reseni
GO = zeros(N+1,1);

GO(1) = u0;
for i = 1:N
GO(i+1) = ExpEuler(GO(i), (i-1)#h,h,1);
end
GN = zeros(N+1,1);
GN(1) = u0;
U = GO;

U0 = zeros(N+1,1);
F = zeros(N+1,1);
%korekcni iterace

it = 0;

while norm(U0 - U,Inf) > tol
U0 = U;
it = it+1;

%paralelni vypocet pomoci jemneho propagatoru
for i = it:N
F(i+1) = RungeKutta(U(i),(i-1)=h,hj,]);
end
%sekvencni korekcni iterace
for i = it:N
GN(i+1) = ExpEuler(U(i), (i-1)*h,h,1);
U(i+1) = F(i+1) + GN(i+1) - GO(i+1);
end
GO = GN;
end

3.2 Rychlost konvergence

Rychlost kovergence algoritmu Parareal si ukazeme na nasledujicim problému:

1
u'(t) = (]%—tZ —-arctan(t)) sin(bt) + barctan(t)cos(bt) + u,

(3.1)
u(0) = 0.

Tento problém fesi funkce u(t) = arctan(t)sin(5t). Na intervalu (0,10] si uréime

200 rovnomérné rozdélenych uzli a budeme na nich aproximovat feseni pomoci
algoritmu Parareal. Toto déleni si zjemnime stokrat pti pouzivani jemného resice.
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Obrézek 3.1: Konvergence algoritmu Parareal pfi FeSeni problému (3.1)

Algoritmus nam zarucené konverguje k jemné aproximaci, ktera se témér rovna
presnému fteseni, ve 200 korekénich iteracich. Na Obrazku [3.1] ale vidime, ze uz
v 6. iteraci nam alogirtmus zkonvergoval k presnému feSeni velice blizko. Déle
muzeme vidét na Obrazku [3.3] Ze se chyba snizuje az do jedenécté iterace. Zde uz

zacne chyba byt tak mald, Ze se zacnou projevovat zaokrouhlovaci chyby a chyba
se zde uz zacne snizovat pomaleji, nékdy i nartistat.
Pocitejme tedy jedenactou korekeni iteraci jako bod, kdy jsme dokonvergovali
k jemné aproximaci. Pri kazdém vypoctu jsme sekvencéné vyhodnocovali funkei f
200krat a pokud predpokladame, ze mame dveé sté procesorti, na kterych mizeme
provadét vypocet paralelné, pak funkci f vyhodnocujeme sekvencné pri kazdé
korekéni iteraci 1000krat. V jedenacté korekéni iteraci jsme tedy provedli 11200
sekvenc¢nich vyhodnoceni funkce f, a kdybychom pouzivali pouze jemny feSic,
vyhodnocovali bychom funkci sekvencné 80000krat. V tomto pripadé je tedy al-
goritmus Parareal zhruba % ~ Tkrat rychlejsi nez jemné teseni.
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Obrézek 3.2: Graf chyby u(t,) —uk v 5. té a 6. té iteraci pii FeSeni problému (3.1)
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Obrazek 3.3: Velikost chyby v maximové normé algoritmu Parareal pti feSeni

problému ({3.1])
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3.3 Ré&d metody Parareal

V této kapitole si ovétime, ze algoritmus Parareal spliuje vlastnost zvySovani
radu metody pti kazdé korekéni iteraci. K tomu, abychom to mohli udélat, potre-
bujeme najit zpusob, kterym jsme schopni zmérit rad metody. Budeme ho mérit
pomoci metody poloviéniho kroku, ktera funguje nésledovné:

Méjmé interval (0,7] a mé&jme dvoje rovnomérna déleni {¢,}N_; a {t,,}2N %
tedy pokud si krok prvniho déleni oznac¢ime h, pak krok druhého déleni je rovny
h/2. Pouzijeme-li na téchto dvou délenich numerickou metodu fadu p, pak dosta-
neme posloupnosti {u, }N_, a {@,,}22 5" Ozna¢me si:

e — ng}’a)fN [u(ty) — tnl,
(h/2) _ S
P = _max  fu(ty) = T

Metoda je radu p, tedy mizeme ocekavat:

e =~ Chp,
e/ =~ C(h/2)P.

Vydélime-li tyto dvé aproximace, dostaneme nasledujici vzorec:

e Ch?

~ = 2P,
e(h/Q) C(h/2)17

Pokud tuto aproximaci zlogaritmujeme, dostaneme:

log(e® /e(h/2)
T log(2)
My tedy provedeme aproximace feseni problému (2.1)) u nichz budeme snizovat

krok o polovinu, u nich spoc¢teme maximalni chybu metody a pak pomoci vzorce
(13.2) spocteme koeficienty «, tj.

(3.2)

log (e /e(®/2))
— log(2)

Tyto koeficienty a by mély odpovidat fadu metody. To provedeme pro rizné
korekéni iterace. Jelikoz jsme pouzivali jako hruby fesi¢ explicitni Eulerovu me-
todu, tak by se meél rad kazdou korekéni iteraci zvysit o 1. Z Tabulky muzeme
vidét, Zze metoda Parareal tuto vlastnost skutecné spliuje. Jediné misto, kde tato
vlastnost splnéna neni, je ptri velmi malém kroku u 7. a 8. korekéni iterace, ale to
je zpusobeno zaokrouhlovacimi chybami.
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Hrubé aproximace 1. korekéni iterace 2. korekeni iterace
h mazx|u(t,) —ul| | a | maz|u(t,) —ul] | o | maz|u(t,) — ul] a
0.2 273.286 241.231 104.777
0.1 115.879 1.24 55.1648 2.13 13.0842 3.00
0.05 41.6579 1.48 10.4746 2.40 1.32245 3.31
0.025 14.1927 1.55 1.87218 2.48 0.12460 3.41
0.0125 4.99658 1.50 0.34523 2.44 0.01205 3.37
3. korekéni iterace 4. korekeni iterace 5. korekéni iterace
h mazx|u(t,) —us| | a | maz|u(t,) —ui| | o | maz|u(t,) —u)| a
0.2 29.7852 6.23286 1.02376
0.1 2.05568 3.86 0.24063 4.69 0.02337 5.52
0.05 0.11128 4.21 0.00702 5.10 0.00035 5.98
0.025 0.00554 4.33 0.00018 5.25 4.9e — 06 6.16
0.0125 0.00028 4.30 4.8e — 06 5.24 6.8e — 08 6.18
6. korekeni iterace 7. korekéni iterace 8. korekéni iterace
h maz|u(t,) —ul| | o | mazlu(t,) —u’] | o | mazfu(t,)—ud] a
0.2 0.13742 0.01550 0.00150
0.1 0.00172 6.32 0.00011 7.10 6.8¢ — 06 7.87
0.05 1.4e — 05 6.86 5.2e — 07 7.74 1.6e — 08 8.62
0.025 1.1e — 07 7.08 2.1e — 09 8.00 2.9e — 11 9.09
0.0125 8.3e — 10 7.03 3.3e — 11 5.96 3.4e —11 —0.21

Tabulka 3.1: Konvergené¢ni tabulka algoritmu Parareal pri feSeni problému 1)

3.4 Nelinearni diferencialni rovnice

V minulé sekci jsme pomoci metody Parareal fesili problém (3.1), ktery je
linearni a pro ktery vychazeli velmi pékné vysledky. V této kapitole se podivame,
jestli metoda Parareal funguje dobfte i pro nelinearni problémy.

3.4.1 Prvni diferencialni rovnice
Mé¢jme nésledujici nelinearni diferencialni rovnici:

/ :
u'(t) = sin(u(t)), (3.3)

u(0) =1,
Tento problém budeme aproximovat na intervalu (0,50] v 100 uzlech s hrubym
krokem h = 0.5 a s jemnym krokem & = 0.005. Chybu metody budeme poéitat
srovnanim s jemnou aproximaci.

Na Obrazku muzeme vidét, ze pro tento problém funguje algoritmus Pa-
rareal opét velice dobre, kazdou korekéni iteraci se snizuje chyba exponencialné,
dokud nezac¢nou byt chyby tak malé, Ze se zacnou projevovat zaokrouhlovaci
chyby a algoritmus prestane konvergovat. V tomto pfipadé dosahujeme zhruba
¢tyrnasobného zrychleni.
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Obrazek 3.4: Velikost chyby v maximové normé algoritmu Parareal pti feSeni
problému ((3.3))

3.4.2 Druha diferencialni rovnice

Pro predchozi diferencidlni rovnici ndm algortimus Parareal fungoval dobrte,
nyni si tedy uvedme nasledujici diferencialni rovnici:

(3.4)

Opét budeme problém aproximovat na intervalu (0,50] ve 100 uzlech, s hrubym
krokem h = 0.5 a jemnym krokem A = 0.005. Chybu metody budeme opét poéitat
srovnanim s jemnou aproximaci. Na Obrazku muzeme vidét, jak se k jemné
aproximaci priblizujeme pomoci algoritmu Parareal, ve sté korekéni iteraci se
rovnd jemné aproximaci diky Veété [4

Muzeme vidét, ze zde zacne aproximace oscilovat a k presnému reseni se pribli-
zujeme pouze tehdy, kdyZz méme zarucenou konvergenci diky Vété [, coz nevede
k zadnému zrychleni. Na Obrazku |3.6] vidime, Ze ndm algortimus zkonverguje
dostatecné blizko k jemné aproximaci az v poslednich korekénich iteracich. Pro
tento problém nam tedy algoritmus Parareal nefunguje.

Tohoto chovani se ale nastésti mizeme zbavit zmensenim kroku h, tedy je
toto chovani pravdépodobné zplisobeno nestabilitou explicitni Eulerovy metody.
Pokud pri aproximaci problému (3.4)) zmensime hruby krok na polovinu, tj. h =
0.25, algoritmus nam uz zacne fungovat dobre, jak mizeme vidét na Obrazku
3.7 Vidime, Ze algoritmus se v tomto piipadé chova tak, jak bychom ocekédvali,
zrychleni je zhruba pétinasobné.
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Obrazek 3.5: Aproximace feseni problému ((3.4) pomoci algoritmu Parareal v riiz-
nych korekénich iteracich

Obrazek 3.6: Velikost chyby v maximové normé algoritmu Parareal pti feSeni
problému (3.4)) pro h = 0.5
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Obréazek 3.7: Velikost chyby v maximové normé algoritmu Parareal pri feseni

problému ([3.4)) pro h = 0.25

3.5 Soustava obycejnych diferencialnich rovnic

Nakonec se podivame na aplikaci algoritmu Parareal na soustavu obycejnych
diferencialnich rovnic. Algoritmus Parareal funguje na stejném principu pro sou-
stavy obycejnych diferencidlnich rovnic, jako pro jednu obycejnou diferencialni
rovnici. Budeme uvazovat Lorenziv systém (Lorenz (1969)) s parametry p = 28,
c=10apg=2%:

uy (t) = 10(ua(t) — ui(t)),

uhy(t) = uy () (28 — uz(t)) — us(t),

ul(t) = uy (t)ua(t) — Sus(t), (3.5)
u1(0) = uz(0) = uz(0) = 1

Systém budeme fesit na 200 uzlech s hrubym krokem h = 0.02 a jemnym
krokem h = 0.0002. Lorenziv systém je systém tii nelinedrnich diferencidlnich
rovnic, diky kterému se da modelovat naptiklad atmosféricky pohyb, a ktery
je znamy diky chaotickému chovani feseni tohoto systému. Toto feSeni nejsme
schopni najit analyticky, budeme tedy porovnéavat aproximaci dané algoritmem
Parareal s jemnou aproximaci. Na Obrazcich muzeme vidét, ze zde
algoritmus Parareal opét funguje dobre a konverguje rychle k jemné aproximaci.
Na Obrazku muzeme vidét, Ze opét chybu sniZzujeme az do té doby, kdy se
zacnou projevovat zaokrouhlovaci chyby, tedy algoritmus je zde opét efektivni,
dosahujeme témér pétinasobného zrychleni.
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Obrazek 3.9: Aproximace uy(t) z problému 1) pomoci algoritmu Parareal
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Z.aver

Ukazali jsme si, ze je skutecné mozné urychlit vypocet numerického reseni
diferencialnich rovnic pomoci paralelnich vypoctu. Algoritmus Parareal jsme si
odvodili pomoci metody vicenasobné stielby, ale v minulosti byl odvozen témér
nezavisle na jakékoliv predchozi praci, a az posléze byly nalezeny souvislosti s
ostatnimi metodami, viz (Gander| (2013)). My jsme si ukdzali na linearnich a ne-
linearnich problémech, ze doopravdy funguje, a ze teoreticky dosahujeme az néko-
likanasobného zrychleni. Prakticky dosahujeme zrychleni mensiho, nebot vznikaji
dalsi ¢asové prodlevy, napiiklad pri komunikaci mezi procesory. Algoritmus Pa-
rareal také neni efektivni vzhledem k poc¢tu vyhodnoceni funkce f a pri jeho
pouzivani provadime obrovské mmnozstvi vypocti. Jejich mnozstvi je mnohona-
sobné vyssi nez zrychleni, kterého dosahujeme. Diilezité je pro nas ale to, Ze jsme
schopni dosahnout zrychleni v problému, u kterého se zdélo, ze zadného zrych-
leni dosahnout nelze. Toho mizeme vyuzit pro pripady, kdy je ziskani presné
aproximace omezené casem.
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