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Uvod

Cielom préace je zaviest komplexni nahodnu veli¢inu, komplexny ndhodny
vektor, odvodit komplexné normalne rozdelenie, maximalne vierohodné odhady
parametrov tohto rozdelenia a nasledne v simulac¢nej studii sledovat spravanie sa
tychto odhadov. Text prace je ¢leneny do troch kapitol, prva a druha kapitola st
teoretické, v tretej popisujeme simulacni studiu a uvadzame vysledky simuldcii.

Prva kapitola je venovand komplexnym maticiam a podmienkam, za platnosti
ktorych moze komplexnéa matica byt variané¢nou maticou komplexného ndhodného
vektora. Vlastnosti takejto matice ukazeme pomocou reprezentacie komplexnej
matice dvojitou redlnou maticou. Definujeme strednti hodnotu komplexného na-
hodného vektora a nasledne jeho variancéni maticu. V zavere prvej kapitoly zave-
dieme rozsirend variancnu maticu, ktori neskor vyuzijeme pri odvodeni hustoty
komplexného normalneho rozdelenia.

V druhej kapitole odvodime komplexné norméalne rozdelenie z mnohorozmer-
ného normalneho rozdelenia a nasledne Specidlny pripad. Definujeme gaussovské
komplexné ndhodné veli¢iny a vektory. Nasledne uvedieme konkrétnu parametri-
zaciu variancnej matice vektora realnych a imaginarnych casti gaussovského na-
hodného vektora a ukdzeme hustotu komplexného nahodného vektora pri danej
parametrizacii. Odvodime maximalne vierohodné odhady parametrov komplex-
ného normalneho rozdelenia a nakoniec popiseme test nulovosti strednej hodnoty.

Teériu zavedent v prvej a druhej kapitole vyuzijeme v praktickej casti tejto
bakalarskej préace, ktorej je venovana tretia a teda posledna kapitola. Generu-
jeme vyber vektorov redlnych a imaginarnych casti, z ktorych nésledne zostro-
jime vyber gaussovskych nahodnych vektorov. Pre rozne pocty vyberov a rozne
rozsahy vyberov spoc¢itame maximalne vierohodné odhady parametrov komplex-
ného normalneho rozdelenia a budeme sledovat rychlost konvergencie k zvolenym
teoretickym hodnotdm parametrov. Dalej spocitame empirickt hladinu a empi-
ricku silu testu nulovosti strednej hodnoty, ktory sme popisali v zavere druhej
kapitoly. Nakoniec porovnadme empirické rozdelenie odvodenej testovej Statistiky
s jej teoretickym rozdelenim vykreslenim histogramov testovych statistik spolu s
hustotou prislusného teoretického rozdelenia.



1. Komplexné matice

V tvodnej kapitole prace sa budeme zaoberat komplexnymi maticami a ich
reprezentaciou. Odvodime podmienky, za ktorych komplexnd matica mdze byt
varian¢nou maticou komplexného ndhodného vektora. Pre potreby dalsich kapi-
tol sa budeme taktiez venovat inverzii komplexnej matice. Uvedieme, za akych
podmienok existuje a jej zdkladné vlastnosti. Definicie a tvrdenia v tejto kapitole
budeme formulovat z prace Halliwell (2015)).

1.1 Znacdenie

V préaci budeme pouzivat nasledujice znacenie:

e ¢...imaginarna jednotka

e I,...jednotkova matica rozmerov n X n

¢ Op,xpn...nulovd matica rozmerov n X n

e 0...stlpcovy nulovy vektor

o 7Z...komplexne zdruZend matica k matici Z

o 7*...hermitovsky zdruzena matica k matici Z

« ZT...transponovana matica

o R™. ..n-rozmerny realny priestor

« ac R".. . stlpcovy vektor

o R™ ™ . priestor redlnych matic rozmerov n X n
e [I;4- - prvok matice I' na pozicii (j,k)

o |I|...determinant matice I’

o tr(I")...stopa matice I'

e |lc]]...eukleidovskd norma vektora ¢

e Z...ndhodna veli¢ina

e Z...nahodny vektor

« E Z.. strednd hodnota ndhodného vektora Z
o Var(Z)...variantnd matica ndhodného vektora Z

o cov(Zy,Z5). .. kovariancia ndhodnych vektorov Zi, Zs.



1.2 Inverz komplexnej matice

Tvrdenie 1.1. Nech Z = X +1Y je komplexnd stvorcovd matica rozmerov n X n.
Inverznd matica Z—* k matici Z existuje prave vtedy, ked je redlna Stvorcovd matica

@ _XY> (1.1)

requldrna. V takomto pripade Z7' = A +iB a
-1
X -Y A -B
(Y X) :<B A). (12

Dokaz. Uvazujme komplexni Stvorcovi maticu W = A 4 4B ako inverzni maticu
k matici Z. Overime platnost ([1.2)) pre reguldrnu maticu (1.1]).
Musi platit ZW = WZ =1,,. Potom

ZW =1, = (X +14Y)(A +iB).
Uvedeny vyraz roznasobime a upravime
I, =XA+iXB—-YB+iYA = (XA —-YB)+i(XB+YA).
Vidime,ze musi platif nasledovné

XA-YB=1,,
XB + YA = 0,0,

Maticovym zapisom ziskavame

G(f _XY> @ - (15 ) ' (13)

Kedze XB + YA = 0,,«,, je ekvivalentné —XB — YA = 0,,,,, mame

X)) s

Spojenim (1.3, (1.4) dostavame

F )6 V)0 1)

Analogicky z predpokladu WZ = I,, plynie

B )

a dokopy dostévame (|1.2]).



Tvrdenie 1.2. Nech 7. = X + 1Y je reqularna komplexnd matica. Potom
7 =X —iY je requldrna a 7' =71,

Dékaz. Predpokladajme, Ze Z je regularna komplexnd matica, Z = X — iY.
Vyuzijme znacenie z tvrdenia [1.1|Z7' = W = A 4+ iB a pocitajme

771

(X —iY)(A —iB) = XA — YB —i(XB + YA)
=XA—-YB+i(XB+YA)=(X+1iY)(A+iB)
=771=1,=1,. (1.5)

Analogicky pocitajme
717 = (A —iB)(X —iY) =1,

rovnakymi tipravami ako v (1.5). Odtial plynie, Ze Z je reguldrna a 7' =71,
O

1.3 Reprezentacia komplexnej matice

V tejto podkapitole zavedieme reprezentaciu komplexnej matice motivovanou
tvrdenim [I.1} V dalSom texte ukéZeme vlastnosti varian¢nej matice pomocou jej

reprezentacie.
X =Y
Y X )’

kde X a'Y su redlne matice rovnakijch rozmerov n X m, nazveme dvojitou redlnou
maticou.

Definicia 1.1. Maticu tvaru

Poznamka 1.1. Komplexni maticu 7. = X+ 1Y rozmerov n X m je mozné podla
prdc |Halliwell (2015) a |Goodman, (1965) reprezentovat pomocou dvojitej redlnej

matice
X =Y
Y X /-

Pre n = m dostdavame maticu (1.1)) z turdenia .

V nasledujicom tvrdeni uvedieme vlastnosti reprezentacie komplexnej matice
pomocou dvojitej realnej matice.

Tvrdenie 1.3.

(a) NechZy = X1+iY1, Zo = Xo+1iYs su komplexné matice rovnakych rozmerov
nxXm. Potom stucet 74+ 7y je mozné reprezentovat pomocou suctu dvojitych

realnych matic
Xy =Yy n Xy —Yq
Y Xy Y, Xo )
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(b) Nech Zy = X1+ 1Y, je kompleznd matica rozmerovn X p, Zo = Xo +1Y4 je
komplexnd matica rozmerov pxm. Potom sucin 7,7y je mozné reprezentovat
sucinom dvojitych realnych matic

X1 =Y (X2 =Y
Y Xy Yy, Xy )
Doékaz.
(a) Pocitajme

71+ 7o =X 4+iY1 + Xo+iYy = (X1 + Xo) + (Y1 + Ya).

Podla poznamky vieme tento sucet reprezentovat pomocou dvojitej re-
alnej matice. Dvojita realna matica reprezentujica Z, + Zs je

Xi+Xs =Y —Yy _ Xy =Y, + Xy =Yy
Yi+Yy X;+Xp Y, X Y, Xy )
(b) Druhy vztah dokdzeme analogicky. Pocitajme
leQ — (Xl + ZYI)(XQ + ZYQ) - <X1X2 - Y1Y2) + Z(XlYQ + Y1X2).

Takato maticu vieme reprezentovat pomocou dvojitej redlnej matice

XiXo =YYy —XiYo—YXy) (X =Yg\ ( Xy =Y,
X1V +Y1 Xy XiXo—YiYy ) \Y: Xy Yy, Xo )

1.4 Hermitovské matice

V dalsom texte budeme vyuzivaf vlastnosti takzvanych hermitovskych matic.
Zavedieme ich definiciu tak, ako je to popisané v préaci Halliwell (2015, str. 9 -
10) a uvedieme niektoré ich vlastnosti.

Definicia 1.2. Nech Z je komplexnd matica. Maticu Z* = 7" nazveme hermi-
tovsky zdruZenou maticou k matici Z.

Definicia 1.3. (a) Komplexni maticu Z nazveme hermitovskou, ak Z* = 7.

(b) Komplexni §tvorcovii maticu 7 nazveme unitdrnou, ak 7Z* = 771,

Poznamka 1.2. Zjavne plati

ZT=X+iY)T=XT YT =X" —iY =X -iY) = X+iY) = (2)".




Poznamka 1.3. (a) Pre komplezny stlpcovy vektor z = x + iy plati

(z2")" = ((x + iy)(x —iy) ") = (x + iy) (@ —iy)T)T
= (x —iy)(z+iy)" = (z —iy)(x +iy)"
= (x+1iy)(x +iy)" = zz".

(b) Pre komplexné stlpcové vektory ¢, z plati

(ze)* = ((x +iy) (a +ib))* = ((x + iy)*(a + ib))T
=((x—iy)T(a+ib))" = (a+ib)T (x —iy)
= (a —ib) (x +iy) = (a +ib)T (x + iy) = c*z.

(¢) Pre komplexni $tvorcovii maticu Z a komplexny stlpcovyj vektor ¢ plati

(Ze)" = (Ze)T =cTZT =77

Pre hermitovské matice z definicie uvedieme lemmy z ¢lanku |Giri| (1965)),
ktoré nasledne vyuzijeme v dékazoch tvrdeni v dalSej kapitole.

Lemma 1.1 (Giri (1965)). Nech Z je hermitovskd matica rozmerov n x n. Potom
existuje unitarna matica U rozmerov n X n takd, Ze

U ZU = diag( A1, ..., \n),
kde A\, ..., N\, su vlastné c¢isla matice Z.

Lemma 1.2 (Giri (1965)). KaZdi hermitovski pozitivne (semi)definitni maticu
7 dokdzZeme jednoznacne vyjadrit ako 7= BB*, kde B je hermitovskd pozitivne
(semi)definitnd matica.

Dékazy st uvedené v knihe MacDuffee| (1946)).

1.5 Varian¢na matica

Pripomenme si vlastnosti varianénej matice redlneho nahodného vektora
X € R". Oznacme W varianéni maticu redlneho ndhodného vektora X.

W= Var(X)=E[(X ~EX)( X -EX)']. (1.6)

Je symetrickd a pozitivne semidefinitnd, to jest ¢ We > 0 pre vsetky vektory
c € R". Ak ma vektor X napriklad mnohorozmerné normalne rozdelenie, potom
je prislusné varianénd matica regularna a teda pozitivne definitna.

Definicia 1.4. Komplexnd stvorcovd matica T' je pozitivne semidefinitnd, ked
pre lubovolny komplexny stlpcovy vektor ¢ plati c*T'e > 0. Pri ¢ # 0 a ostrej
nerovnosti je I' pozitivne definitnd.



Varianéni maticu komplexného ndhodného vektora zavedieme s vyuzitim re-
prezentacie komplexnej Stvorcovej matice I' = X + 4Y pomocou dvojitej realnej
matice . Predpokladajme, ze je varian¢nou maticou s realnymi hodno-
tami, musi byt teda symetricka a pozitivne semidefinitna.

X =Y
Y X
je symetrickd prave vtedy, ked

X -Y) (X -Y)\ (X" YT

Y X)) \y X)) " \-y" XT)"
Odtial vyplijva X = X", Y = =Y. Potom zjavne Y md na hlavnej diagondle 0 a
komplexnd matica X + 1Y md na hlavnej diagondle redlne cisla.

Poznamka 1.4. Matica

Poznamka 1.5. Nech a € R", b € R" su redlne vektory a Y je matica rozmerov
n x n z pozndmky[1.4. Potom

a'Yb=(a'Yb)' =b'Y'a=b"(-Y)a=-b"Ya.

Zvolime b = a a vyuZijeme prave dokdazany vztah.
Plati
a'Ya=(a"Ya+a'Ya)/2=(a'Ya—a'Ya)/2=0.

Tvrdenie 1.4. Nech a € R", b € R" si redlne vektory, X € R™", Y € R™™" sq

redlne matice. Potom
a —b i X —-Y\(a -b (1.7)
b a Y X b a ’

je pozitivne semidefinitnd prdve vtedy, ked

() 6 6= &

a pozitivne definitnd prdave vtedy, ked pre a # 0, b # 0
a ! X —Y\(a =0
b Y X J\b ’
Dékaz. Matica (1.7) je podla prace Halliwell| (2015] str. 9) rovnda
a\ (X -Y)\/a 0
b Y X J\b
0 a\' (X -Y\/a
b Y X /\b
¢o je matica 2 x 2, ktoru pre

= (5) (6 3)6)



vieme vyjadrif v tvare

C1

Nech ¢ = € R2. Potom ¢'Mc = (c?; + ¢®3)m > 0 plati prave vtedy, ked

C2
m > 0. Odtial vyplyva tvrdenie.
O

V definicii polozime m = 1 a podla pozndmky méame reprezentdciu
komplexného vektora a + ib , kde a € R", b € R", pomocou dvojitej redlnej

matice
a —b
b a |

Tvrdenie 1.5. Dvojitd redlna matica

a —b)'
b a
reprezentuje komplexny vektor (a + ib)* pre a € R", b € R™.

Dokaz. Zo zavedenia reprezentacie komplexného nahodného vektora pomocou
dvojitej redlnej matice vidime, ze matica

a —b\' (a" bT
b a “\=b" a’
reprezentuje komplexny nadhodny vektor a’ — ib". Pre tento vektor podla po-

znamky [L.2] plati
a' —ib" =(a—ib)" =(a+ib)" =(a+ib)T = (a+ib)".

O
Z poznamky [I.1] tvrdenia [I.5 a tvrdenia [I.3] plynie nasledujici dosledok.
Désledok 1.1. Dwojitd redlna kvadratickd forma
(a —b)T <X —Y) (a —b)
b a Y X b a
reprezentuje komplexni kvadratickd formu
(a+1ib)" (X +1iY)(a +1ib). (1.9)

Tvrdenie 1.6. Dvojitd redlna matica

X =Y
Y X
je symetrickd prave vtedy, ked je komplexnd matica I' = X 4+ 1Y hermitovskd.

9



Doékaz. 7 definicif a poznamky [1.2] mdme pre hermitovski maticu T’
M= (X+iY) = (X—iY)T =X" —iY" =X —i(=Y)=X+iY=T.

Stvrta rovnost plati podla poznamky [1.4| prave vtedy, ked je dvojita redlna matica
(1.1 reprezentujica I' symetricka.
O

Tvrdenie 1.7. Dvojitd redlna symetricka matica

i

je pozitivne (semi)definitnd prave vtedy, ked je komplexnd matica T' = X + iY
rozmerov n X n pozitivne (semi)definitnd.

Doékaz. Roznésobenim a postupnymi tpravami komplexnej kvadratickej formy

dostévame
(a+ib)*(X +iY)(a +ib) = (a" —ib")(X +iY)(a + ib)
=a'Xa+ia'Ya —ib Xa
+b'Ya+ia'Xb—a'Yb+b'Xb+ib'Yb
=a'Xa+b'Ya—a Yb+b'Xb
+i(a'Ya—b'Xa+a"'Xb+b'Yb).

Ak je matica (|1.1)) reprezentujica I' = X+ 7Y symetrickd, mame z poznamky
X = X" a z pozndmky a'Ya=0b"Yb=0. Teda

a'Xb=(a"Xb)"' =b'X"a =b"Xa.

Odtial dostavame, ze imagindrna cast komplexnej kvadratickej formy (1.9)) je
rovna 0. Pre redlnu ¢ast komplexnej kvadratickej formy ([1.9)) plati

a i X =Y\ (a
T TN, AT TYh — -
a Xa+b'Ya—a' Yb+b' Xb (b) (Y X)(b)’

¢o je nezaporné prave vtedy, ked je matica pozitivne semidefnitna. To zna-
mend (a + ib)*(X +iY)(a + ib) > 0 a teda podla definicie pozitivnu semi-
definitnost komplexnej matice I' = X +¢Y. Analogicky by sme vztah ukézali pre
pozitivnu definitnost.

]

Poznamka 1.6. Podla tvrdem'a, a tvrdenia je pozitivna (semi)definitnost
komplexnej matice I' = X + @Y ekvivaletnd pozitivnej (semi)definitnosti dvojitej
redlnej kvadratickej formy , ktord podla désledku reprezentuje komplexni
kvadraticki formu .
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Uvazujme komplexny nahodny vektor
Z=X+i1Y, X eR"Y e¢R".
Oznacme
[' = Var(Z)
anech I' = X +7Y.

Poznamka 1.7. Hermitovskd pozitivne semidefinitnd matica I' = X + Y je re-
guldrna prave vtedy, ked je pozitivne definitnd. Podla pozndmbky[1.4] st diagondlne
prvky ' redlne. Naviac, ak je I' pozitivne semidefinitnd, si nezdporné. Ak je I’
pozitivne definitna, siu kladné a vlastné cisla matice I' su tieZ kladné.

Tvrdenie 1.8. Nech I' = X + 1Y je hermitovska matica s prokami vy;. Potom
Yej = Tk pre vsetky dvojice (j,k).

Dokaz. Vzhladom k tomu, Ze je I' hermitovska, mozeme pisat

Vej = s = [y = DT ky = Mje = [Tje = s

O

Désledok 1.2. Polozme I' = Var(Z). T' je variancnou maticou komplexného nd-
hodného vektora Z = X +1Y , X € R", 'Y € R". Prvok ~; matice I' predstavuje
kovarianciu k-tej a j-tej zloZky vektora Z a

cou(Zy,Z;) = cou(Z;,Zy).

Pomocou linearity strednej hodnoty definujeme stredntt hodnotu komplexného
ndhodného vektora.

Definicia 1.5. Strednd hodnota komplexného ndhodného vektora Z = X + 1Y,
XeR, YeR", jeEZ=EX+IiEY.

Teraz dokazeme spravne zadefinovat varianént maticu komplexného nahod-
ného vektora a uviest jej vlastnosti.

Definicia 1.6. Nech Z = X + 1Y je komplexny nahodny vektor, X € R”,
Y € R". Variancni maticu vektora Z definujeme predpisom

I = Var(Z) = E[(Z — E Z)(Z — E Z)*].

Definicia 1.7. Nech Z,, Z5 si komplexné ndhodné vektory. Ich kovarianciu de-
finujeme ako

cou(Z,Z5) = E[(Z1 — E Z,)(Z — E Z,)"].

Poznamka 1.8. Vidime, Ze variancnid maticu komplexného nahodneho vektora
Z = X +1Y je mozné definovat analogicky ako v pripade redlneho ndahodného vek-
tora, pricom transpoziciu nahradime hermitovkym zdruZenim podla definicie [1.3
Tadto analogia sa uplatnuje aj v definicii|1.4)
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Overime, ze takto definovana variancénd matica je hermitovska a pozitivne
semidefinitna.

Tvrdenie 1.9. (a) Nech Z = X +iY je komplexny ndhodny vektor, X € R",
Y € R". Matica T' = Var(Z) z definicie je hermitovskd a pozitivne
semidefinitnd.

(b) Ak je matica T = Var(Z) hermitovskd a pozitivne definitnd, potom T'™' je

taktiez hermitovskd a pozitivne definitnd.

Dokaz.

(a) Ukazeme, ze I' je hermitovskd. PiSeme

" = {E[(Z —E 2)(Z —E 2)')}" —=E{[(Z —E 2)(Z —E Z)]'}
=E[(Z-EZ)(Z-EZ)]=T
vzhladom k poznamke @ a definicii . Matica I' skutoc¢ne je hermi-
tovskd. Dalej overfme, ze I' je pozitivne semidefinitnd matica. Nech ¢ je
komplexny stlpcovy vektor. Poéitajme s vyuzitim poznamky @
c'(Z-EZ)YZ-EZ)c=[(Z-EZ) (Z-E Z)c
=11(Z-E 2)¢|’ > 0.
Ukézali sme, ze (Z — E Z)(Z — E Z)* je podla definicie pozitivne se-

midefinitna matica. Aplikovanim strednej hodnoty tuto vlastnost matice
nezmenime. Matica I' je teda hermitovska a pozitivne semidefinitna.

(b) Nech T' = X 4 Y. Podla poznamky je reguldrna a podla tvrdenia
je matica (L.1)) reprezentujica I' tiez regularna. Z tvrdenia a bodu @
plynie, Ze matica ((1.1)) je symetrickd. To znamend, Ze aj jej inverz

X -Y\' (A -B

Y X - \B A
je symetrickd matica a opat podla tvrdenia a bodu @je It=A+iB
hermitovskd. Nech d je komplexny stlpcovy vektor a polozme ¢ = I'"!d.

Potom podla poznamky [1.3(c)| je
dT'd=d' T 'TT 'd =c'Tc > 0

pre pozitivne definitnii maticu I'. Teda podla definicie je matica 't
pozitivne definitna.

[]

Tvrdenie 1.10. Nech I' = Var(Z) je variancnd matica komplexného ndhodného
vektora Z = X +1Y, X € R", Y € R" z definicie . Dalej nech o je lubovolng
komplexny skaldr. Potom

Var(aZ) = aa Var(Z).
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Doékaz. Uvazujme a komplexny skalar. Podla definicie piseme

Var(aZ) =E[a(Z —E Z)(a(Z —E Z))"|=aaE[(Z —E Z)(Z —E Z)7]
= aa Var(Z).

Désledok 1.3. Specidlne pre a = i dostdvame z turdenia

Var(iZ) =i 1 Var(Z) = i(—i) Var(Z) = Var(Z).

1.6 Rozsirena varianéna matica

Na zaver kapitoly 1 zavedieme pojmy, ktoré budeme néasledne vyuzivat v kapi-
tole 2. Definujeme takzvani rozsirent varianéni maticu, (v praci Halliwell| (2015,
str.15) augmented variance).

Definicia 1.8. Rozsirend variancni maticu definujeme ako variancni maticu
komplexného ndhodného vektora Z = X + 1Y rozsireného o vektor Z = X — 1Y

pre X € R",' Y € R". To jest
Var (g) .

Tvrdenie 1.11. Pre rozsirentd variancni maticu z definice [1.§ plati

Z cov(Z,Z)  cov(Z,Z)
Var (Z) B (cov (Z,Z)  cov (Z,Z))' (1.10)

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti polozme E Z = 0. Pomocou definicie[I.6] piSeme

w(8)-<[))] <[

_E<ZZ* ZZT>_<E(ZZ*) E(ZZT)>
~ - \Zzr ZzZz7) \E(Zz E(ZzZ"))

Jednotlivé bloky varian¢nej matice postupne upravime. S vyuzitim definicie [1.6
a definicie [1.7] pocitajme

1. E(ZZ*) = Var(Z) = cov(Z, Z),

2. E(ZZ")=E(ZZ )=E(ZZ") = cov(Z.Z),
3. E(ZZ") = cov(Z.2),

4. E(ZZ")=E(ZZ")=Var(Z) = cov(Z, Z).

Dosadenim upravenych vyrazov na prislusné miesta dostaneme (|1.10)).
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Poznamka 1.9. Nech Z je komplexnyj ndhodny vektor, Z je vektor k nemu kom-

plexne zdruzeny. Potom
Z EZ
“(2)-(e2)

Tvrdenie 1.12. Rozsirent variancni maticu je mozné vyjadrit v tvare

Z cov(Z,Z)  cov(Z,Z) r ¢
Var <Z> - (cov(Z,Z) cov(Z,Z)) - <C F)’ (L.11)
kde
I'=Va(Z)=E[(Z—-EZ)(Z - E Z)"], (1.12)
C=cov(Z,Z)=E|(Z—-EZ)Z—-EZ)]. (1.13)

Doékaz. Postupne ukazeme vsetky vztahy. Z definicie a definicie mame
I = Var(Z) = cov(Z,Z) =E [(Z —E Z)(Z —E Z)"].
Z definicie [L.7] dostavame

C=cov(22)=E[(Z-E2Z)(Z-EZ)]=E [(z EZ)Z-EZ)

)
(Z-EZ)(Z-E2)],

- { (
T—E[Z-EZ)Z—-EZ)] - {(Z—EZ) (Z—E 2) }
~E[(Z-EZ)(Z-E2)|=cov(Z2)
C=E[(Z-EZ)(Z-EZ)|=E|(Z-EZ)(Z-E 2)|
~E[(Z-EZ)(Z-E 2)| =cov(Z,2)

]

Poznamka 1.10. Nech Z = (Zy,...,Z,)" = (X1 +iY1,..., X, +iY,) " a pred-
pokladajme E Z = 0. Matica I' ma prvky

ik = E[(X; + 1Y) (X, —iY%)] = E(Z;Zy,) prejk=1,...,n.
Matica C ma proky

cik = E[(X; +1Y)( Xy +iYy)] = E(Z;Z) prejk=1,...,n.
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2. Komplexné normalne
rozdelenie

V kapitole 1 sme postupne budovali teériu komplexnych matic a ich repre-
zentaciu pomocou dvojitych redlnych matic. Pozname podmienky, za akych je
komplexnd matica varianénou maticou komplexného nahodného vektora. Cielom
kapitoly 2 je definovat komplexné normalne rozdelenie. V tivode zavedieme po-
trebné znacenie a pripomenieme tvrdenia dokdzané v kapitole 1. Nésledne uve-
dieme tvrdenia o hustote komplexného normalneho rozdelenia a dokazeme ich.

2.1 Zakladna teédria

UvaZzujme redlny ndhodny vektor (X T)Y )T X € R*, Y € R" z so strednou
hodnotou (E X T,E Y ")T a varianénou maticou 3, ktord je tvaru

- _ ( Var(X) cov(X,Y))

cov(Y,X) Var(Y') (2.1)

Poznamka 2.1. Uvazujme komplexny nahodny vektor Z = X +1:1Y, X € R”,
Y € R"™. Pre rozsireny vektor plati

Z\ (X+iY\ (I, 1L, X (2.2)
Z) \X-iY) \L, —il, ) \Y )’ ’
Definicia 2.1. Maticu
L, I,
el as

nazveme augmentacnou maticou.

V nasledujicom tvrdeni uvedieme vlastnost augmentacnej matice, ktori na-
sledne vyuzijeme pri odvodeni hustoty komplexného normalneho rozdelenia.

Tvrdenie 2.1. Pre augmentacni maticu plati AA* = 21y,

Dokaz. Pocitajme
. L, il, L, L.\ (L, -1, I,+:¢1,
AAT= (In —z'In> <—iIn i1n> a <In +430, I, — i21n>

2L, 0
- ( 0 21n> = 2lon.

Priamo z tvrdenia [2.1] mame nasledujici dosledok.
Désledok 2.1. Pre inverz augmentacnej matice plati A= = %A*.

V tvrdeni sme ukazali mozné vyjadrenie rozsirenej variancénej matice.
Ukazeme este jedno a to pomocou augmentacnej matice.
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Tvrdenie 2.2. Pre rozsirent varianéni maticu z definicie [1.8 plati

Var (g) = AYA*

Dékaz. Uvazujme Z = X +1iY, Z = X —iY komplexné ndhodné vektory. Pri-
pomenme si vyjadrenie pre rozsirent varianént maticu z tvrdenia(1.12, Ukazeme,

ze plati
ASA* — <(F; (FJ) (2.4)

7 definicie [1.2] a definicie [2.1] plynie

A" = < L 1”). (2.5)

—11,, i1,

Pocitajme

asar — (il Var(X) cov(X,Y)\ (I, i, \
S\, —il, ) \ecov(Y,X) Var(Y') L, —il, ] -

Matice medzi sebou vynasobime a ziskavame blokovi maticu, ktorej bloky po-
stupne upravime. Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme E X =0, EY = 0.

1.
Var(X) +icov(Y,X) —icov(X,Y) + Var(Y) =E(XX ") +4E(YX")
—iE(XY")+E(YY)=E(XX'+iYX" —iXY +YY")
=E(X+iY)X"T—iY")=E(ZZ")=VarZ =cov(Z,Z) =T
podla (L.12),

Var(X) +icov(Y,X) +icov(X,Y) — Var(Y) =E(XX ") +iE(YXT)
+iE(XY) —E(YY)=E(XX'+iYX +iXY' -YY')
—E(X +iY) X +iY)=E(ZZ )=E(ZZ") = cov(Z,.Z) = C

podla (L.13)),

3. Var(X) —icov(Y,X) —icov(X,Y) — Var(Y) = C vzhladom k 2]
4. Var(X) —icov(Y,X) +icov(X,Y) + Var(Y) = T vzhladom k|

Po dosadeni upravenych vyjadreni na prislusné pozicie ziskavame rovnost (2.4)).
O

Pomocou tvrdenia dokazeme sformulovat nasledujici dosledok.

Désledok 2.2. Pre rozsireni variancni maticu podla (2.4) plati

1 (Z r o\’ *y—1 #y—1yi—1 7 —1
Var <Z>:<C F) = (AXA") " = (A")" XA

Odtial dostdvame vyjadrenie pre inverz variancnej matice
Z
-1 _ * —1 “~

X =A"Var ( Z)A.
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2.2 Hustota komplexného normalneho
rozdelenia

Pripomenme si hustotu mnohorozmerného normalneho rozdelenia. Nadalej
uvazujeme redlny ndhodny vektor (X7 Y ")T, X € R", Y € R" ako v podkapi-
tole 2.1} ktory ma normélne rozdelenie.

Hustota mnohorozmerného norméalneho rozdelenia je tvaru

f(X) (@.y) = - 21% 5 6—% [(xT_E XT, yT-EYT )271(2:5 );)} ’ (2.6)
% \/
kde

> = Var (i,()

je regularna.

Hustotu realneho nahodného vektora (X 7,Y ") T teda pozname. VyuZitim tvr-
deni a dosledkov z podkapitoly je mozné definovat hustotu komplexného na-
hodného vektora Z = X + 1Y tak, ako je uvedend v praci Halliwell (2015, str.
19 - 20) .

Definicia 2.2. Nech je matica (1.11)) requldrna. Hustota komplexného ndhodného
vektora Z = X +1Y s normdlnym rozdelenim je tvaru

1 —5{<z*—EZ*,zT—EZT)(CF: C)l(z—gzﬂ
fz<z>—we o

(2.7)

Hustotu v definicii [2.2] je mozné odvodit nasledujiicim spésobom. Do hustoty
mnohorozmerného normdlneho rozdelenia (2.6) dosadime za 3! vyjadrenie z
dosledku [2.2] a upravujeme

- 71[($T*E X", yT-E YT)E‘I(T':Eifﬂ
(GRadaw- y
— 1 6_%|:(:1:T_EXT7yT—EYT)A*Var—l (%)A(Ziﬁif‘)}

N TP

S vyuzitim dosledku 2.1 a (2.5)) dalej méme

L G QG
(6 R Ve B
Teraz pouzijeme a a potom tvrdenie
_ 1 —l[(z*—E z*, 2T —EZ7) Var~! (5) (;:EE)]
') e AZAT| 2 R
_ ;ef%[(z*,E 2%, 2T—E Z7) Var~! (%) (;:Eg)] 28)
/| Var (Z)]|

Po dosadeni z (|1.11]) ziskame (2.7]).
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Poznamka 2.2. Podla prace |Halliwell (2015, str. 18) plati

AV, = dVyy,
kde
d‘/jz = H dZE](Zdy]> s dey = H dl’jdyj .
j=1 Jj=1
Potom
Y

Preto je definicia [2.2] korektna a piSeme

dV,
m :f<§) (z,y).

Vzorec ([2.8)) uvddza hustotu gaussovského ndhodného vektora v tvare, ktory
popisuje kovariancnu Struktiru medzi Z a komplexne zdruzenym vektorom Z,
pretoze obsahuje rozsirent varianént maticu ((1.11]).

f2(2) = fz(2).1 = f.(2)

Ak polozime vo vyjadreni (1.11)) C = cov(Z,Z) = 0, dostaneme pri reguldrne;
matici I' postupnymi dpravami ({2.7))

fz(z) =

= ——— ¢
n /|T 0
T 0 f‘
. . r 0 \(z2-EZ
e () 2)(ED)
n /|T 0
™\lo f‘
_ 1 67% [(z*fE Z*)'~1(z—E 2)+(z" -E ZT)f’l(sz 7)}
/0] [T
Podla tvrdenia jeT " T a teda
fa(z) = 1 _ 6—%[(z*—E Z*)I~1(2—E Z)+(z*—E Z*)[ -1 (2—E Z)]' (2.10)
o /10 [T
Ukéazeme, ze
(z*—EZT'(2—E 2) (2.11)

je redlna a teda je rovna svojej komplexne zdruZenej veli¢ine. Podla lemmy
pre hermitovsk maticu I' rozmerov n X n existuje unitarna matica U rozmerov
n x n taka, ze

U TU = diag(\1, ..., \n),
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kde Ay, ..., A\, st vlastné cisla matice I' a podla definicie @ U = UL
Ozna¢me D = diag(\, ..., \,). Potom pre maticu I" plati

I = (U*)"'DU!' = UDU*

1

irovers D! = diqa(L. L
Zaroven D —dzag(kl,...,)\n

). Mézeme pisat
' =(UDU*)"'=UD'U*
a po dosadeni do ([2.11) mame

(2 —E Z*)UD'U* (2 —E 2).

Ozna¢me v = U*(z — E Z) = v1 + ivq, kde v1 € R", v € R". Potom podla

poznamky
v'=U"(z-EZ)" =(2-EZ)U=v —iv,.
Veli¢ina (2.11)) je teda tvaru
v’ D = (v — ivy) ' D7 vy + ivy)
= v, D'vy +iv] D 'wy —ivg D 'wy + vy DMy
— v, D'y + vy D lwg 44 ['UITD_lm — vaD_l'vl] .

Zjavne v{ D7lvy = vj D7 lw;. Imagindrna cast veli¢iny (2.11)) je nulovd a teda
plati

(2 ~EZ)'(2-EZ)=(2*-EZ)T'(2-E 2).
Pokracujeme v tpravach hustoty v tvare (2.10))

fz(z) = %e—%[(Z*—E Z*)0 =1 (2—E 2)+(*—E Z2*)T~'(2—E 2)]

vy
1 o~ (#"—E Z*)YT~1(2—E Z)
m [
1 sp—1
_ —(2~E2)'T"'(-E 2) 2.12

Goodman v ¢lanku Goodman| (1963)) definuje gaussovski ndhodni veli¢inu a
vektor nasledovne.

Definicia 2.3. Komplexni ndhodni velicinu Z = X + 1Y nazveme gaussovskou
ndhodnou velicinou, ak vektor redlnej a imagindrnej casti (X,Y)" je dvojrozmerns
normdlny nahodny vektor.

Definicia 2.4. Gaussovskym ndhodnym vektorom nazveme n-rozmerny
komplexny ndhodny vektor Z = (Zy, Z, ..., Z,)", ak vektor redlnych a imagindr-
nych casti (X1,Y1,..., X, Yn)" je 2n-rozmernsj normdlny ndhodnsj vektor.
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Neskor uvadza konkrétnu parametrizaciu komplexného normalneho rozdele-
nia, v ktorej C = 0.
Uvazujme gaussovsky nahodny vektor podla definicie [2.4],

Z=X+1Y,kde X e R")Y € R".
Jednotlivé zlozky vektora Z st
Zpy=Xp+1iYy, k=1...n.
Oznacme vektor realnych a imaginarnych casti
U= (X,Y,..., X, )"
Predpokladajme, ze E ¥ = 0. V takomto pripade plati
V = Var(¥)

E[(W-E®) (¥-E®)| =E [9¥|
=E[(X, Y1, .., X0, V) T(X0, Y1, ., X, V)]

To je matica rozmerov 2n x 2n tvaru

E(X: X)) E(XY) ... E(XGX,)  E(XY,)
EViXy)  EMWMY) ... EMX,) EWY,)
V= : : : ;
E(X,X1) E(X,Y1) ... E(X.X.) E(X,Y.)
E(Y,X:)) EMY) ... E(Y.X.) E(Y,Y.)

Mozeme si vs§imnuf, ze matica V sa sklada z podmatic tvaru

E(X;Xy) E(X;Y%)
Vi = J J 2.13
= (B o) (219)
kde j=1,....,n, k=1,...,n.

Pre pripad j = k plati

[ Var(Xy) cov(Xy, Yy)
Vi = (cov(Yk,Xk) Var(Y;) ) : (2.14)

Goodman v ¢lanku (Goodman (1963, str. 153) predpokladd pre podmatice
(2.13)) a (2.14) konkrétne tvary, ktoré uvedieme v nasledujicej poznamke.

Poznamka 2.3. Pre podmatice matice V' predpokladajme nasledovné

1. V_]k = %O'jo'k (ajk _6]k>,

Bik Ak
1 .2 1 O . ’ s
2. Vie = 50% 0 1) to jest Xi,Yy su pre k = 1,...,n nekorelované a
zaroven Var(Xy) = Var(Yy) = "7"2
Tvrdenie 2.3. UvaZujme komplexny nahodny vektor Z = X +1Y, X € R",
Y eR*, ¥ = (X,Y1,...,X,,Y,)". Nech E¥ = 0 a platia predpoklady z po-
zndmky [2.5.
Potom C = cou(Z,Z) = 0.
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Dokaz. Pripomenme si z ((1.13]) vyjadrenie
C=cov(Z,Z)=E |(Z-EZ)(Z-EZ)].
Pre E ¥ =0 je zjavne E Z = 0,
X; 4+
_ Xo +1Y5
C:COV(Z,Z):E . (X1+ZY1,X2+Z}/2,,X7L—|—ZY,1)
X, +1iY,

Vektory medzi sebou vynasobime a vysledok zapiseme ako sucet Styroch matic

E(X,X1)...E(X,X,) E(Y,Y1)...E(Y,.Y,)
E(GY). E(XY,)\  (E(YViX))...E(¥iX,)
+1 +1
E(X.Y1)...E(X,Y,) E(Y,X1)...E(Y,X,)
Tento stucet vyjadrime pomocou poznidmky a mame
%0'12 .. %O’ldnaln %0’12 e %alanaln
%analanl c. %0n2 *0,10'10./”1 % 2
0...— %Ulanﬁln 0. Ulanﬂln
+i +i
_%Ulgnﬁnl .0 UlUnﬂnl

]

Tvrdenie 2.4. Nech platia rovnaké predpoklady ako v turdeni|[2.5. Potom plati
1. EZ =0,
2. E(Z;Zy) = (. +iBjk)ojor = o pre j # k, kde j=1,....n, k=1,...,n,
8. E(ZyZy) =0} kdek=1,...,n

Dokaz. Postupne dokazeme jednotlivé body tvrdenia.

1. Pre E W =0 je zjavne E Z = 0.
2. Pre j # k vyuzitim pozndmky [2.3] pocitajme

E(Z;Zk) = E [(X; +iY))(Xi — 1Y)

— E(X; X)) — i E(X;Yi) + i E(XY;) + E(Y;Y3)
1
T2 2
= Q00 -+ iﬂijjUk = (Oéjk —+ iﬁjk)UjUk.

1 .
ajkajak + Ziﬁjkajak + Ziﬁjk()—jo_k + OéjkO'jO'k
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3. Pre j = k pocitajme
E(Z.Z)) = E [(X), +iY3) (X —iYs)] = E X32 +E V3.2

7 predpokladu E ¥ = 0 mame E X;* = Var(X}), E Y3* = Var(Y,). Opit
vyuzijeme poznamku [2.3] a piSeme

2 2
EX,£+EY,£=%+%=J§.

O

Désledok 2.3. Za predpokladov tvrdenia md podla pozndmky a turde-
nia komplexny ndhodny vektor Z = X +1Y, X € R")Y € R", variancni
maticu Var(Z) =T s prokami v, = o pre j =k a yjx = o1 pre j # k.

Veta 2.1 (Giri (1965)). Za predpokladov tvrdenia md gaussovsky ndahodny
vektor Z hustotu dani predpisom (2.12]).

Dokaz Vektor realnych a imaginarnych ¢asti ¥ = (X,,Y1,..., X,,,Y,)" je podla
definicie 2.4] 2n-rozmerny redlny normalne rozdeleny ndhodny vektor. Uvazujeme
E W =0, V = Var(¥). Hustota vektora ¥ je podla (2.6 tvaru

[Ty p—— e (e P S (2.15)

w220 V| 27, /|V]| ’

kde V je varian¢nd matica vektora W, je regularna a pozitivne definitna. Podla
prace (Goodman| (1963], str. 158) je varian¢nd matica I" gaussovského ndhodného
vektora Z izomorfna s dvojnasobkom varianc¢nej matice V redlneho nahodného
vektora W . Oznacme to [' = 2V.

V takomto pripade podla prace Goodman| (1963, str. 156 a 159) plati |2V| = |T|?
a ' je regularna a pozitivne definitna. Pre lava stranu rovnosti plati

12V| = |21, V| = 22" |V

a teda (/|V] = 55 |T'|. Zéroven I = SV~! a podla prace Goodman| (1963, str.
157) dostavame

Upravené vyrazy dosadime do ([2.15]) ziskavame predpis (2.12]).
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2.3 Odhad strednej hodnoty a variancnej matice

V predchadzajicej podkapitole sme uvazovali E ¥ = 0, odkial plynie E Z =
0. Teraz budeme uvazovat nenulovi stredni hodnotu gaussovkého ndhodného
vektora Z a odvodime maximalne vierohodné odhady strednej hodnoty a va-
riancnej matice komplexného norméalneho rozdelenia.

Uvazujme gaussovsky nahodny vektor Z = X +1Y, kde X € R", Y € R".
Predpokladajme, rovnako ako v praci Giri (1965, str. 664), ze
EZ=p#0,
Var(Z) =T = E[(Z — E Z)(Z — E Z)*] je hermitovskd pozitivne definitna va-

riancnd matica. Hustota gaussovského nahodného vektora Z s regularnou va-
riancnou maticou I' je podla (2.12) tvaru

1
2 = e

Veta 2.2 (Giri (1965)). Uvazujme
f(2) = kjz| e @,

—(z=p)" T (z—p)

kde 7 je pozitivne definitna hermitovskd matica, k > 0 je konstanta, N je priro-
dzené cislo. Potom f(Z) nabjva mazimum pre Z =7 = N1,.

Dékaz. Matica Z je hermitovskd pozitivne definitnd. Z lemmy vieme, ze
existuje unitarna matica U rozmerov taka, ze plati

U*ZU = diag (A1, ..., \n),

kde A, ..., A\, st vlastné ¢isla matice Z a zaroven z poznamky plati A; > 0
pre vsetky ¢ = 1,...,n. Plati

U*ZU| = [U*| 2| [U| = [U"] |U] |Z] = |U*U||Z] = |U'U||Z| = [L] 2] = |Z|
a zaroven plati
tr(U*ZU) = tr(U*UZ) = tr(U'UZ) = tr(1,2) = tr(Z).
Mozeme teda pisat

f(2) = k|UZUNe V20 = Eldiag (A, ..., A)|" exp|—tr(diag [M, . . ., An))]

:k<i:1_[1)\i> exp _g)\l} :kH(AieXp{—j\\;DN.

i=1
Najdeme maximalnu hodnotu i-tého cinitela vzhladom k A;. Pre jednoduchost
polozme \; = .

(o[- 5]) = (en[ 3] (5] el 5]
=¥ -3])" e[ 7]

-t o]of- 4]
k-3
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Zaroven plati
NXN"texp {—A} > 0,

pretoze vsetky vlastné ¢isla matice Z si kladné. Preto

0 AN
Nexp|l—=|) =
(_‘M( b ND 0
prave vtedy, ked
A
1-2 =0
N
a teda A = N. Dostéavame, ze f(Z) nabyva maximélnu hodnotu pre Ay,... A, =
N. Vzhladom k tomu, zZe Ay, ..., A\, st vlastné ¢isla matice Z, je f(Z) maximélna

preZzZzNIn.
O

Veta 2.3 (Giri (1965)). UvaZujme ndhodny vyber Z, ..., Zy z rozdelenia da-
ného hustotou (2.12)). Maximdlne vierohodné odhady [ strednej hodnoty p a T
variancnej matice I' su

1 X N 1
uzﬁg&zam ;z Z,)(Z; — %J:NR

Dokaz. 7Zdruzend hustota ndhodnych vektorov Zi,..., Zy je
N
1

flz1,...2n) =[] N

i=1
1

= ————exp|—
e oY p[

—(zi—p)" T (zi—p)

M=

(2= 1) T (2~ )|

i=1
Mozeme pisat
N

(20— ) T (2 — ) = tr(i (2= 1) T (2= )

=1 )

- t(i O (2= 1) (21— )

Il
i

N
Il
N

Dalej mame



Hladédme

1 N
arg max ——— exp( [F ! Z — Zp) (2 — zp,.)*D

A
exp(—tr [F lN (Zpr — 1) (Zpr — M)*D
Mame
tr {F_IN (Zpr — 1) (Zpr — l")*] = Ntr[(zpr — ) T (2, — F’I)} > 0,

pretoze matica I'"! je pozitivne definitnd podla tvrdenia , teda podla defi-
nicie [1.4] pre z,, — p € R®

(2pr = 1) T (2pr — 1) 2 0

Ntr[(zpr = ) T (25 — )] > 0.
Odtial dostavame, ze

exp(—tr[T7N (2 — ) (20 — )]
nabyva maximélu hodnotu 1 pre u = gt = Z,,, a dalej staci hladat
arg max % exp( {F 1RD
R

kde

N

R = Z — Zp) (20 — Zpr) "
=1

Matica R je s pravdepodobnostou 1 podla poznamky [1.3(a)| hermitovska a podla
poznamky [1.3(b)| pozitivne definitnd. Podla lemmy [1.2| potom s pravdepodobnos-
tou 1 plati R = BB*, kde B je hermitovska pozitivne definitnd matica. Odtial

L0 (o) e — ) T — B K1

kde K = B*I'"'B. To znamen4, Ze hladdme

arg ma N"];B*\N K] exp(— [F 1BB*D
arg max Nn|]13]3*|N| |Nexp(—tr[K])



a K je podla definicie poznamky a tvrdenia [1.9(b)| pozitivne definitna.

Ukazeme, ze matica K je hermitovska

K*= (B'T'B)* = (B*T-B)T =BT(I'"))T(B)T =B*(I'"' ))*'B=BT"'B

vzhladom k tvrdeniu [L.9(b). Matica K teda spliuje predpoklady vety a preto

~

1 N
arg max W K] exp(—tr[K]) =K = NI,.
Vzhladom k tomu, ze K = B*I'"!B, plati pre odhad varian¢nej matice I" rovnost

NI, = K = B*T'B,

z ktorej dostaneme

2.4 Test nulovosti strednej hodnoty

Nadalej uvazujme ndhodny vyber Zi,..., Zy z rozdelenia daného hustotou
(2.12) ako vo vete [2.3] Budeme testovat hypotézu

Hoil,l,IO

proti alternative
Hy:p'T > 0.
Dovolme si pripomentit, ze E Z = pu.
Aplikujeme test pomerom vierohodnosti. Oznac¢me
. malefZ(zl, ce ,ZN)
maxHsz(zl, . ,ZN>

)

kde v citateli mame vierohodnost za platnosti alternativy H; a v menovateli
vierohodnost za platnosti hypotézy Hy. Ozna¢me ako vo vete 2.3

N
R=> (2 — 2p) (2i — 2pr)
1=1
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a predpokladajme, ze matica R je regularna. V praci |Giri (1965)) je uvedené, ze
plati
s —1 N
A=(14NzR'2,)
a autor navrhuje za testovu statistiku zvolit
1T =NZ,'R7'Z, (2.16)
a odvodzuje jej rozdelenie.
Tvrdenie 2.5. Za platnosti alternativy Hy md testovd statistika T? rozdelenie

Xon 2Np T pa)
X%(N—n)

)

kde x3, (2N T~ ) je necentrdlne x-kvadrdt rozdelenie s 2n stupriami volnosti a
parametrom necentrality (2N p*T =), Xg(an) je centrdlne x-kvadrat rozdelenie
s 2(N — n) volnosti.

Dékaz. Dokaz tvrdenia je uvedeny v praci Giri| (1965, str. 667).

Dosledok 2.4. Ndhodnd velicina

2(N —n)

F =
2n

T° (2.17)
ma za platnosti hypotézy Hy F - rozdelenie so stupriami volnosti 2n,2 (N —n).

Dokaz. Za predpokladu platnosti hypotézy Hy mame pu = 0. Potom pre parame-
ter necentrality plat{ (2N p*T' 1) = 0. Testovd Statistika 72 m4 v takom pripade
rozdelenie

X3n
X%(an)
Potom plati
2(N — 2(N — 2 Xon
N-—n) p 2(N-n) Xzu _
5 T = B} = 2 ~ F2n,2(NfTL)'
n 2n XZ(N*TL) X2(N7n)

2(N—n)
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3. Simulac¢na studia

Cielom zaverecnej kapitoly tejto prace je generovanie realizacii ndhodnych
vektorov z komplexného normalneho rozdelenia. Budeme skiimat spravanie sa od-
hadov, ktoré boli odvodené v podkapitole[2.3] a vlastnosti testu nulovosti strednej
hodnoty, ktory bol popisany v podkapitole [2.4]

Polozime n = 2, teda X € R*) Y € R?. Podla definicie [2.4| budeme generovat
vyber vektorov realnych a imagindrnych casti Wy,... , ¥y z mnohorozmerného
normalneho rozdelenia so strednou hodnotou E ¥ a varian¢nou maticou V, pre

ktoru plati parametrizacia z ¢lanku Goodman| (1963], str. 153) ako sme ju uviedli
v poznamke 2.3 Pre k =1,..., N je

Uy = (Xi1, Yar, Xpo, YVio) |

Zvektorov Wy, ... , Wy dostaneme simulovany vyber z1, ..., zy z komplexného
normalneho rozdelenia so strednou hodnotou E Z = p a Var(Z) =T.
Pre k=1,..., N mame

. x ,
Zp =X + 1Y = (a:il) +1 <ZZ;> .

Polozime E ¥ = 0. V takomto pripade E Z = p = 0. Parametre vo varianc¢nej
matici V volime tak, aby bola reguldrna a pozitivne definitna. Zvolili sme o; =
oo =1, Pra=0aap= % V takomto pripade je varianéna matica V rozmerov
2 x 2 regularna, pretoze determinant matice V je 0.035 # 0 a vlastné ¢isla matice
V s 0.75,0.75,0.25,0.25 a teda kladné. Pre takuto volbu parametrov mame

1 0  1/2 0
0 1 0 1/2
1/2 0 1 0
0o 1/2 0 1

Vzhladom k (2.13) a (2.14) si v nasom pripade dvojice (X;,Y;) pre ¢,j = 1,2
nekorelované.
Pre varianéni maticu I' podla tvrdenia|2.4]a dosledku [2.3| pre konkrétnu volbu

parametrov plati
1 1/2
r— (1/2 / ) | (3.2)

Takychto vyberov (zq,...,zy) o rozsahu N = 10, 20, 50, 100, 500 budeme ge-
nerovat P = 100,1000. Pre kazdy z P vyberov uré¢ime maximéalne vierohodny

odhad @ strednej hodnoty p a maximélne vierohodny odhad [ varianénej matice
I" podla vety [2.3] Méme teda

V= (3.1)

R - 1 X .1
L=z, I= N ;(zl — 2y ) (20 — 2p)" = NR'
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3.1 Overenie rychlosti konvergencie odhadov

Pre overenie rychlosti konvergencie odhadov spocitame pre odhady strednych
hodnot z P vyberov ich priemer

1L 1P 1P yr
~ _ = P P r=1 i)r,l ‘l‘Z P r=1 gr,l 3.3
Hrr P 7;1 rr <]13 Zf:l xpr,2 % Zle ypr,? ( )
kde
ZTT — 17?1“7 iy gr, — Z: 3.4
P xpr,? ypr,Z N i=1
pre r = 1,..., P, teda maximalne vierohodny odhad strednej hodnoty v r-tom

vybere. Oc¢akavame, ze pre vacsi rozsah vyberu N a vacsi pocet vyberov sa bude
priemer odhadov pipg blizit k zvolenej teoretickej strednej hodnote p = 0. Hod-
noty zloziek pipgr pre konkrétne rozsahy vyberov N a pocty vyberov P uvedieme

v tabulke Bl

Pocet Rozsah Priemer odhadov

vyberov vyberov strednej hodnoty

w0 () o
N AR e
SO T v T R e
100 100 (88?2?) +i (iggggg
100 500 (88822) +i <:888§§>
oo 10 (Gt < (o)
1000 20 (888;2) +i (iggg;lg)
() (e
1000 100 <_0008§§2> +i <8883411>
1000 500 (:)Oo%(())l(so) ik (BOO%%%4>

Tabulka 3.1: Priemery maximalne vierohodnych odhadov strednych hodnot

29



V tabulke mozeme sledovat, ze uz pre rozsah vyberu N = 10 su vsetky
zlozky realnej a imaginarnej casti ppgr blizke 0, pri va¢Som pocte vyberov P a
vacsom rozsahu generovanych vyberov N je toto priblizenie este vyraznejsie-

Rovnako ako v pripade odhadov strednej hodnoty, aj v pripade odhadov prv-
kov varian¢nej matice overime rychlost konvergencie k zvolenym hodnotam kova-
riancii a rozptylov. Pre overenie rychlosti konvergencie odhadov spocitame

N 1 P N ~ A~
R
r=1

YPR,12 YPR,22

_ YPR11 CpRr,1 + 1CPR2 (3.5)
CPR1 — 1CPR?2 YPR22
kde
I = iiz — 20 ) (2l — 20 ) = (ﬁl %2> —( gt 07{+i05>
N 4 =1 e e Yo Yoo c] — iCy Yoo

Ocakéavame, Ze pre vacsi rozsah vyberu N a vacsi poCet vyberov sa bude priemer
odhadov v kazdom prvku I'pp blizit k zvolenej teoretickej hodnote. Hodnoty pre
konkrétne rozsahy vyberov N a poéty vyberov P uvedieme v tabulke [3.2]
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Pocet

Rozsah
vyberov vyberov

Priemer odhadov
varian¢nej matice

100

100

100

100

100

1000

1000

1000

1000

1000

10

20

50

100

200

10

20

20

100

200

0.9275 + 0.00007
0.4831 + 0.0059¢

0.9953 + 0.0000z
0.4863 — 0.0029¢

0.9956 + 0.0000¢
0.4970 — 0.0079¢

1.0011 + 0.0000z
0.5023 — 0.0048:

1.0024 + 0.0000:
0.5028 + 0.0049¢

0.9002 + 0.0000z
0.4479 — 0.0011%

0.9573 + 0.0000¢
0.4799 + 0.0008:

0.9839 + 0.0000¢
0.4922 + 0.00037

0.9913 + 0.0000z
0.4941 — 0.00182

0.9955 + 0.0000z
0.4974 — 0.0003¢

0.4831 — 0.0059:
0.9347 + 0.00007

0.4863 + 0.0029¢
0.9315 + 0.0000¢

0.4970 + 0.0079:
0.9817 + 0.00007

0.5023 + 0.0048:
0.9815 + 0.0000¢

0.5028 — 0.0049:¢
1.0014 + 0.0000z

0.4479 + 0.0011¢
0.8973 + 0.0000¢

0.4799 — 0.0008:
0.9477 + 0.0000¢

0.4922 — 0.0003¢
0.9830 + 0.0000z

0.4941 + 0.0018¢
0.9894 + 0.00007

0.4974 + 0.00037
0.9983 + 0.00002

Tabulka 3.2: Priemery maximalne vierohodnych odhadov varianénych matic

Pripomenme, zZe teoreticka varianéna matice je tvaru . V tabulke m6zeme
sledovat pri fixnom pocte vyberov P = 100 a narastajicom rozsahu vyberu, Ze pri
rozsahu vyberu N = 100 sa k teoretickym hodnotam varian¢nej matice dostaneme
najblizsie s vynimkou prvku na pozicii (2,2). Pre rozsah vyberu N = 500 k
prvku na pozicii (2,2) teoretickej varianc¢nej matice este dokdzeme priblizit, ale
v pripade prvkov na ostatnych poziciach sa k teoretickym hodnotam uz viac
priblizit nedokazeme. Pri fixnom pocte vyberov P = 1000 a narastajicom rozsahu
vyberu mozeme sledovat, ze jednotlivé prvky priemeru odhadov varian¢nej matice
skutocne konverguju k hodnotam na prislusnych poziciach teoretickej variancnej

matice.
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3.2 Vyberové smerodajné odchylky odhadov

Na doplnenie studie presnoti odhadov spocitame ich vyberové smerodajné
odchylky. Ocakavame, ze pre vacsi pocet vyberov P a vacsi rozsah vyberov N sa
budi smerodajné odchylky znizovat. Hodnoty pre pre konkrétne rozsahy vyberov
N a pocty vyberov P uvedieme v tabulkach. Pre pripad vyberovej smerodajnej
odchylky odhadov strednej hodnoty mame s vyuzitim po zlozkéach

_ -1
P P 272
_ r
Sz1 = P z : < prl § :xpr,1> )
7”:1

=1

N|=

1 P

Sz2 = ﬁ <xpr2 prTQ

r=1

N

M=

_ . p T
Sy2 = P_1 ~ <ypr,2 Z yprQ

Hodnoty jednotlivych zloziek uviedieme v tabulke

)
Sy1 = - i(ypm ZypH) :
)

Pocet Rozsah

vyberov vyberov = s, Sz2 Sy1 Sy2
100 10 0.2253 0.2117 0.2216 0.2165
100 20 0.1505 0.1517 0.1585 0.1650
100 50 0.0992 0.1091 0.0977 0.0977
100 100 0.0663 0.0739 0.0667 0.0685
100 500 0.0312 0.0320 0.0342 0.0327
1000 10 0.2183 0.2173 0.2181 0.2217
1000 20 0.1581 0.1615 0.1544 0.1534
1000 50 0.0969 0.0999 0.1011 0.0998
1000 100 0.0683 0.0722 0.0682 0.0694
1000 500 0.0317 0.0320 0.0324 0.0323

Tabulka 3.3: Vyberové smerodajné odchylky odhadov strednej hodnoty
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Pri fixnom pocte vyberov P = 100 vidime, Ze sa narastajicim rozsahom
vyberov sa hodnoty jednotlivych zloziek skutocne znizuji. Ked vsak zmenime
pocet vyberov na P = 1000 taktiez vidime, ze sa hodnoty jednotlivych zloziek
znizuju. Pocet vyberov P nema na hodnoty vyberovych smerodajnych odchyliek
vyrazny vplyv.

Pre pripad vyberovej smerodajnej odchylky odhadov varian¢nej matice rr
mame s vyuzitim (3.5)) po prvkoch

|=

2

b1 = | ey 32 (3 = emar)|

r=1

1
r P 12
_ 1 T 2
Sel = | 5 1 (01 - CPR,l) )
P-1 r=1

[N

P
Sco — _ﬁ 7; (Cg — CPRyz)Z_ s

1 L R 2 :
Sy,22 = [P—l > (75,2 - ’VPR,22> ]

r=1

Hodnoty jednotlivych smerodajnych odchyliek uviedieme v tabulke [3.4]

Pocet Rozsah

vyberov vyberov s,i1 Sc1 Sc2 54,22
100 10 0.3289 0.2949 0.2216 0.1890
100 20 0.2326  0.1800 0.1178 0.2065
100 50 0.1430 0.1215 0.0800 0.1431
100 100 0.1166 0.0833 0.0642 0.0881
100 500 0.0483 0.0382 0.0284 0.0473
1000 10 0.3075 0.2530 0.1868 0.3171
1000 20 0.2185 0.1706 0.1327 0.2174
1000 50 0.1370 0.1084 0.0819 0.1398
1000 100 0.0996 0.0795 0.0623 0.0983
1000 500 0.0441 0.0352 0.0274 0.0442

Tabulka 3.4: Vyberové smerodajné odchylky odhadov prvkov varianénej matice
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Pri fixnom pocte vyberov P = 100 vidime, Ze s narastajicim rozsahom vy-
berov sa hodnoty smerodajnych odchyliek skutocne znizuji a pocet vyberov P
nema zasadny vplyv. Je to analogické pripadu smerodajnych odchyliek odhadov
strednej hodnoty v tabulke [3.3] Napriklad pre rozsah vyberu N = 10 sa pri zmene
poctu vyberov z P = 100 na P = 1000 znizia hodnoty vsetkych smerodajnych
odchyliek okrem s, 9. Ak zvySime rozsah vyberu na N = 500, potom sa hod-
noty vsetkych smerodajnych odchyliek pri zmene poc¢tu vyberov z P = 100 na
P = 1000 nepatrne znizia.
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3.3 Empiricka hladina testu

Pre kazdy z P vyberov urc¢ime testovu Statistiku podla préace Giri
(1965). Vyuzitim dosledku dopocitame v kazdom vybere testovi Statistiku
s F - rozdelenim so stuptiami volnosti 4,2 (N — 2). Generovali sme vybery
z komplexného normélneho rozdelenia, kde g = E Z = 0. Teraz chceme uréit
empirickd hladinu testu Hy : = 0. Ozna¢me np pocet vyberov, v ktorych bola
zamietnuta hypotéza Hy. Su to teda vybery, pre ktoré plati

FT 2 F4,2(N—2)(0-95)7

kde F" je testova Statistika r - tého vyberu pre r =1,..., P.

Bude nas zaujimat relativna cetnost vyberov, v ktorych bola hypotéza H
vyberu a vacsi pocet vyberov by mal byt tento pomer priblizne 0.05. Hodnoty
pre konkrétne rozsahy vyberov N a pocty vyberov P uvedieme v tabulke [3.5
Mozeme vidief, ze pomer poc¢tu vyberov, v ktorych bola hypotéza H, zamietnuta
k celkovému poctu vyberov P sa pri vic¢Som pocte vyberov a vacsom rozsahu
pohybuje okolo oc¢akavanej hodnoty 0.05.

Pocet Rozsah Pocet vyberov Pomer
vyberov vyberov so zamietnutou Hy np/P

100 10 3 0.03
100 20 4 0.04
100 20 6 0.06
100 100 7 0.07
100 200 6 0.06
1000 10 47 0.047
1000 20 46 0.046
1000 50 47 0.047
1000 100 48 0.048
1000 200 56 0.056

Tabulka 3.5: Empiricka hladina testu hypotézy Hy
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3.4 Empiricka sila testu

Teraz budeme generovat vyber vektorov redlnych a imagindrnych casti
W, ..., ¥y z mnohorozmerného normalneho rozdelenia so strednou hodnotou

EW=E (X,V,X,,Y3) #0

a varianénou maticou (3.1]). Z vektorov Wy, ..., Wy dostaneme vyber zi,..., zy
z komplexného normalneho rozdelenia so strednou hodnotou E Z = pu # 0 a
varianénou maticou (|3.2)).

Analogicky ako v pripade E W = E (Xl,YhXQ,Yg)T = 0 budeme takychto
vyberov zq,...,zy o rozsahu N = 10,20, 50,100,500 generovat P = 100, 1000
a pre kazdy z P vyberov spoc¢itame testovii Statistiku 7 podla vzorca a
nésledne F - Statistiku (2.17)).

Na urcéenie empirickej sily testu Hy : g = 0 proti alternative H; : p*T "ty > 0
pouzijeme pocet vyberov, v ktorych bola zamietnuta hypotéza Hy. Ozna¢me ho
opat np. Bude néas zaujimaft relativna c¢etnost vyberov, v ktorych bola hypotéza

.....

.....

krétne rozsahy vyberov N a pocty vyberov P uvedieme pre rozne volby strednych
hodndt v tabulkéach B.6] - 3.9

Pocdet Rozsah Pocet vyberov Pomer
vyberov vyberov so zamietnutou Hy np/P

100 10 14 0.14
100 20 25 0.25
100 20 92 0.52
100 100 86 0.86
100 200 100 1

1000 10 111 0.111
1000 20 213 0.213
1000 50 494 0.494
1000 100 853 0.853
1000 500 1000 1

Tabulka 3.6: Empiricka sila testu hypotézy Hy pre E X; = EY; = 1/8, E X5 =
1/10 a E Vs = —1/10

36



Pocet Rozsah Pocet vyberov Pomer
vyberov vyberov so zamietnutou Hy np/P

100 10 28 0.28
100 20 29 0.59
100 20 98 0.98
100 100 100 1
100 200 100 1
1000 10 264 0.264
1000 20 556 0.556
1000 50 967 0.967
1000 100 1000 1
1000 500 1000 1

Tabulka 3.7: Empirickd sila testu hypotézy Hy pre E X; = EY; = 1/4, E X5 =
1/8aEY,=—1/8
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Pocet Rozsah Pocet vyberov Pomer
vyberov vyberov so zamietnutou Hy np/P

100 10 38 0.38
100 20 82 0.82
100 20 100 1
100 100 100 1
100 200 100 1
1000 10 403 0.403
1000 20 779 0.779
1000 50 1000 1
1000 100 1000 1
1000 500 1000 1

Tabulka 3.8: Empirickd sila testu hypotézy Ho pre E Xy =EY; =E Xs=1/4 a
EY,=—1/4
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Pocet Rozsah Pocet vyberov Pomer
vyberov vyberov so zamietnutou Hy np/P

100 10 82 0.82
100 20 100 1
100 20 100 1
100 100 100 1
100 200 100 1
1000 10 821 0.821
1000 20 997 0.997
1000 50 1000 1
1000 100 1000 1
1000 500 1000 1

Tabulka 3.9: Empirickd sila testu hypotézy Hy pre E X; = EY; = 1/2, E X5 =
1/4aEYs=—1/4

V tabulkéch [3.6] - vidime, Ze empiricka sila testu sa zvicsuje s rasticim
rozsahom vyberu, pocet vyberov na nu nema vyrazny vplyv. Zaroven mozeme
pozorovat, ako sa sila testu zvysuje pri strednych hodnotach vzdialenejsich od
nuly.

3.5 Histogramy F sStatistik

Na zaver porovname empirické rozdelenie testovej Statistiky S jej teore-
tickym F - rozdelenim so stupniami volnosti 4, 2(/N —2). Pre uvazované kombinécie
poctu generovanych vyberov P a rozsahu vyberu N vykreslime histogramy napo-
¢itanych statistik F" prer = 1,..., P spolu s hustotou prislusného F' - rozdelenia.
Porovnanie pre jednotlivé histogramy s hustotou moézeme sledovat na obrazkoch
az Vsimnime si napriklad histogram pre P = 100 a N = 20 na obrazku
B.2] a porovnajme ho s histogramom pre P = 1000 a N = 20 na obrézku [3.7
Pri zvyseni poc¢tu vyberov na P = 1000 sa hustote F' - rozdelenia so stupnami
volnosti 4 a 36 priblizime vyraznejsie ako je to v pripade P = 100.
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Obr. 3.1: Histogram F statistik pre P = 100 a N = 10
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Obr. 3.2: Histogram F statistik pre P = 100 a N = 20
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Obr. 3.3: Histogram F statistik pre P = 100 a N = 50
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Obr. 3.4: Histogram F statistik pre P = 100 a N = 100
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Obr. 3.5: Histogram F statistik pre P = 100 a N = 500
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Obr. 3.6: Histogram F statistik pre P = 1000 a N = 10
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Obr. 3.7: Histogram F statistik pre P = 1000 a N = 20
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Obr. 3.8: Histogram F statistik pre P = 1000 a N = 50
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Obr. 3.9: Histogram F statistik pre P = 1000 a N = 100
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Obr. 3.10: Histogram F statistik pre P = 1000 a N = 500
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Zaver

V praci sme sa venovali komplexnym nahodnym veli¢cindm a komplexnym né-
hodnym vektorom. Definovali sme strednt hodnotu a varianént maticu komplex-
ného nahodného vektora, kovarianciu komplexnych ndhodnych vektorov. Uviedli
sme vlastnosti varian¢nej matice komplexného nahodného vektora a dokézali sme
ich. V zavere prvej kapitoly sme definovali rozsirenti varian¢nti maticu a uviedli
sme sposob, akym mozeme tito maticu vyjadrit.

Odvodili sme hustotu komplexného normélneho rozdelenia z hustoty mno-
horozmerného normalneho rozdelenia realneho nahodného vektora, pricom sme
vyuzili uz dokazané vztahy a vyjadrenia pre rozsirent variacni maticu a augmen-
ta¢nd maticu.

V simulac¢nej studii sme predpokladali, Ze so zvysujicim sa poctom vybe-
rov a zvysSujucim sa rozsahom vyberov sa budi priemery odhadov parametrov
komplexného normélneho rozdelenia blizif k zvolenym teoretickym hodnotam.
Vysledky sme sledovali v tabulkach. V pripade priemerov odhadov strednej hod-
noty sa nas predpoklad potvrdil. Ukazalo sa, ze v pripade priemerov odhadov
varianc¢nej matice mé na pribliZenie sa k teoretickym hodnotam zasadnejsi vplyv
rozsah vyberov nez pocet vyberov.

V pripade odhadov smerodajnych odchyliek odhadov strednej hodnoty a va-
riancénej matice sme ocakavali, Ze so zvysSujicim sa po¢tom vyberov a zvysujicim
sa rozsahom vyberov sa budi hodnoty jednotlivych zloziek znizovat. Ukazalo sa
vsak, ze pocet vyberov nem4 na hodnoty smerodajnych odchyliek zasadny vplyv.
Ale s narastajucim rozsahom vyberov sa hodnoty skutoc¢ne znizili.

Pre uvazované kombinacie poc¢tu generovanych vyberov a rozsahu vyberov
sme vypocitali empirick hladinu testu nulovosti strednej hodnoty. Zistili sme, ze
hladina testu sa pohybuje okolo zvolenej hladiny 5%. Empirickt silu testu sme
pozorovali pre rézne volby nenulovych strednych hodnot.

Pre uvazované kombinacie poc¢tu generovanych vyberov a rozsahu vyberov
sme vykreslili histogramy napocitanych statistik spolu s hustotou prislusného
rozdelenia. Predpokladali sme, ze s vySsim poc¢tom generovanych vyberov a vac-
sim rozsahom vyberov sa hustote prislusného rozdelenia priblizime vyraznejsie.
Sledovali sme, ze pocet vyberov ma na priblizenie k hustote rozdelenia skutocne
vplyv, naopak rozsah vyberu nema v tomto pripade zasadny vplyv.
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A. Prilohy

A.1 Prva priloha

Prva elektronicka priloha obsahuje RMD stbor s nagenerovanymi vybermi pre
nulovi strednti hodnotu vektora redlnych a imaginarnych casti a nasledne pracu
s nimi v programe R.

A.2 Druha priloha

Druhd elektronickd priloha obsahuje RMD stbor s nagenerovanymi vybermi
pre nenulovi stredni hodnotu vektora redlnych a imaginarnych casti a nasledne
pracu s nimi v programe R.
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