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Abstrakt: Tato prace se vénuje statistickym metodam pro vyvazovani kognitiv-
nich test1, coz je proces pouzivany k transformaci skore z vice verzi testu tak, aby
byla mezi sebou porovnatelna. Teoretickd ¢ast prace je rozclenéna do tii kapitol,
kde kazd4 se zabyva jednim z moznych ptistupi k procesu vyvazovani. V prvni
kapitole jsou predstaveny tradi¢ni vyvazovaci metody, ve druhé kapitole metody
vyvazovani za pomoci jadrovych odhadt a ve treti kapitole metody vyvazovani
pomoci modeli teorie odpovédi na polozku. Zavérecna cast prace je vénovana em-
pirické studii, ve které je ilustrovano pouziti vyvazovacich metod na konkrétnim
datovém souboru. Jedna se o odpovédi na dvé verze znalostniho testu z matema-
tiky, které byly zadavany studenttim 4. roéniki zékladnich $kol v Ceské republice
v ramci mezinarodniho Setfeni TIMSS v roce 2015.
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Uvod

V riznych odvétvich vzdélavani je ¢astym cilem srovnéavat vysledky ze zna-
lostnich testt, které byly zadavany v jinych zkusebnich terminech. Prestoze jsou
znalostni testy navrhovany tak, aby mély stejné parametry a byly co nejvice
srovnatelné, jistému rozdilu v obtiznostech zadanych verzi se nedd vzdy vyhnout.
Vysledky téchto testi pak nelze férové porovnavat, dosazené skore 100 bodi v prv-
nim zkusebnim terminu nemusi odpovidat stejnému skére v testu z druhého zku-
sebniho terminu. Tento problém by byl vyTreSen zadanim identického znalostniho
testu v obou terminech. V takovém pripadé by ale mohlo dojit k vyzrazeni ota-
zek a nékteri studenti by tak mohli byt zvyhodnéni. Z tohoto diivodu je proto
bézné vytvéaret vice variant testu. Pomoci statistickych vyvazovacich metod (angl.
equating methods) se pak snazime dosdhnout srovnatelnosti vysledki dvou nebo
vice verzi znalostniho testu tak, aby skore v téchto riznych forméch testu mohlo
nebyli znevyhodnéni.

Oblast vzdélavani a testovani je asi nejcastéjsi oblast, kde se vyvazovaci me-
tody vyuzivaji. Setkat se s nimi ale mtizeme i v jinych oblastech, kde mérime
néjaky atribut pomoci vice verzi zadavaného testu. Muze se jednat napriklad
i o vykonnostni testy ve sportu ¢i o méreni postoju nebo méreni zdravotniho
stavu.

V této praci se budeme zabyvat statistickymi pristupy k vyvazovani testi.
Popiseme vybrané metody, jejich predpoklady a statistické procesy, z kterych
vychazi. V praci zavedeme i pojem vyvazovaci funkce, kterou pouzivime pro
samotny prepocet skére. S jeji pomoci pak pro dané skore na skale jedné verze
testu ziskame jeho ekvivalent na skale druhé verze. Detailné se pak zamétime
hlavné na vyhodnoceni celého procesu a zavedeme miru, kterd udava nepresnost
procesu vychazejici z vybérové chyby. V zavéru bude vse doplnéno o ilustraci na
realném datovém souboru.

Uvadéné vyvazovaci metody upravuji rozdily v obtiznosti, nikoli rozdily v ob-
sahu. Je dilezité, aby vSechny varianty testu byly obsahové stejné a aby mérily
stejny atribut. V literatufe (Dorans a Holland (2000), Davier (2011]), Kolen a
Brennan| (2014))) se ¢asto uvadi celkem 5 predpokladu, které by mély byt splnény,
aby vysledna prepoctend skore mohla byt povazovana za zcela srovnatelna. Jedna
se o nasledujici predpoklady:

1. Stejny mereny konstrukt Vsechny verze testu by mély mérit stejny konstrukt
(znalost, dovednost) a byt obsahové stejné.

2. Stejna reliabilita testu Reliabilita vSech testii by méla byt srovnatelna.

3. Symetrie vyvaZovaci funkce Pokud vyvazovaci funkce ¢ prevadi skére testu
X na gkalu skére Y, potom funkce ¢! je vyvaZovaci funkei pro pfevod skére
testu Y na skére testu X (definice pojmu vyvazovaci funkce bude zavedena
pozdéji v prvni kapitole této préce).

4. Predpoklad rovnocennosti testi Pro zadného studenta neni dilezité, ktera
verze testu je mu zadéana.



5. Invariance vici populaci Vysledny tvar vyvazovaci funkce by mél byt stejny,
i kdyby byl k jejimu odvozeni pouzit jiny vzorek populace ¢i subpopulace.

Témér zadny z vyse uvedenych predpokladi se neda ovsem prakticky overit, mély
by proto slouzit spise jako neformélni pozadavky, které je dobré zohlednit. V pfi-
padé, Zze mame podezieni nebo néjaké indicie, ze by néktery z nich mohl byt
porusen, neméli bychom skore povazovat za zaménitelnd. Tato prace se bude ale
zabyvat vyhradné statistickym popisem procesu vyvazovani. Rozhodnuti o tom,
zda je vhodné vyvazovani pouzit a do jaké miry jsou jeho vysledky platné, je po-
treba konzultovat s odbornikem na danou oblast. Vzdy také zalezi na konkrétni
situaci.

Designy sbéru dat

Situace, ve kterych chceme vyvazovani testll pouzit, se mohou lisit, a tomu pak
odpovidaji rizné designy sbéru dat (von Davier a kol.| (2004)). Mezi t¥i nejbéznéjsi
designy patii design jedné skupiny (angl. single-group, SG), design ekvivalentnich
skupin (angl. equivalent-groups, EG) a design neekvivalentnich skupin s kotvicimi
polozkami (angl. non-equivalent groups with anchor test, NEAT).

Design jedné skupiny

U SG designu mame jen jednu skupinu respondentti vybranou z populace T,
ve které jsou vsem respondentim zadany vsSechny verze testu. Vyhodou tohoto
designu je, ze zde dochazi k relativné malym chybam méreni. Na druhou stranu
velkou nevyhodou je fakt, ze zkousenym osobam musi byt zadédno velké mnozstvi
otazek a celkova doba trvani testu je dlouha. Tim mtze dochazet k inavé osob,
kterd muze mit na méfeni vliv (v pozdéji zadanych testech mohou mit zkouseni
horsi skére ne kvili vyssi obtiZnosti, ale pravé kvuli unavé). Tento typ designu
neni vsak prili§ rozsiteny hlavné kvili jeho neprakti¢nosti.

Design ekvivalentnich skupin

Dalsim typem designu je EG design. V tomto ptripadé jsou dvé rtizné verze
testu zadany dvéma skupinam zkousenych osob. Predpokladame, ze skupiny jsou
ekvivalentni a byly ndhodné vybréany ze stejné populace T' (proto se nékdy tomuto
designu fika také design ndhodnych skupin (angl. random-groups, RG)). Vyhodou
tohoto designu je znacné zkraceni doby trvani testu a eliminovani efektu tinavy.
Nevyhodou je ale pravé predpoklad ekvivalentnich skupin, ktery pti poruseni vede
k vétsim chybam.

Design neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami

Posledni z uvedenych designu je NEAT design. Ten muzeme pouzit v pripadé,
kdy mame dvé neekvivalentni skupiny osob. Kazdé skupiné jsou pak zadany roz-
dilné testy, které vsak obsahuji sadu stejnych otazek. Na jejich zakladé jsou od-
hadnuty rozdily ve skupinédch, a ty tak nezasahuji do rozdili v obtiznosti mezi
riznymi verzemi testu.



Moznych designi shbéru dat existuje mnohem vice, nejsou vsak jiz tolik rozsi-
fené, a proto je zde neuvadime. V préaci se zamérime predevsim na EG a NEAT
design, protoze se jedna v praxi o nejbéznéji pouzivané designy.



1. Tradicni vyvazovaci metody

Jednim z klasickych pristupt ve vyvazovani vice verzi testu je pouziti cel-
kového dosazeného skore. Pri formulaci problému vychazime zejména z knihy
Gonzalez a Wiberg (2017)). Na bodové stupnice testu se muzeme divat jako na
prostory elementarnich jevii nahodnych veli¢in, které reprezentuji dosazené skore
v testech. Problém vyvazovani je pak nalezeni vhodné transformace skore z jedné
stupnice na jejich ekvivalenty na stupnici druhé. Pro jednoduchost budeme uva-
zovat pouze dvé verze testu, verzi X a Y. Necht X znac¢i ndhodnou veli¢inu uda-
vajici celkové skore ve verzi X, Y pak skore ve verzi Y. Pocet tcastnikli kazdého
testu se muze obecné lisit, predpokladejme, zZe verzi X vyplnilo N respondent,
verzi Y vyplnilo M respondentii. Skore ziskand z prvni verze testu tak znacime
Xq,..., X, skore z druhé verze Yy, ..., Y. Plati X; ~ F i=1,... . NaY, ~ G,
t=1,...,M, kde F a G jsou distribu¢ni funkce nahodnych veli¢in X a Y. Cilem
vyvazovani testi je modelovat vztah skoére v jedné verzi testu s odpovidajicim
skére druhé verze. Na zakladé toho, jaké distribuc¢ni charakteristiky k modelo-
vani vyuzijeme, pak rozlisSujeme tii tradi¢ni vyvazovaci metody, a to vyvazovani
ve stfedni hodnoté, linearni vyvazovani a vyvazovani na zédkladé percentili, tzv.
ekvipercentilové vyvazovani (angl. equipercentile equating). Cerpame piedevsim
z knih Kolen a Brennan (2014), |Gonzalez a Wiberg (2017) a [Davier| (2011)). Me-
tody budou v této kapitole ilustrovany na EG designu, lze je ovSem rozsitit i na
NEAT design.

1.1 Vyvazovani ve stredni hodnoté

Tato vyvazovaci metoda je ze vSech uvadénych tradi¢nich metod nejjednodussi
a slouzi spise jako ilustrativni. V tomto pripadé predpokladame, ze distribucni
funkce nahodnych velicin X a Y maji shodny tvar a lisi se pouze v parametru
posunuti. Oznac¢me px a py sttedni hodnoty ndhodnych velicin X a Y, realizace
téchto veli¢in jako = a y. Polozme

T—MUx =Y — Hy-

Za shodna povazujeme ta skére, kterd maji stejnou vzdélenost od stredu, tj.
od stfedni hodnoty prislusného pravdépodobnostniho rozdéleni. Vyjadienim y
dostaneme

On(@; px, pry) =y = & — px + py, (1.1)

kde funkce /() znadi transformaci skére X na skélu skére Y pomoci stiednich
hodnot a nazyvame ji vyvazovaci funkci.

Ziejmou vlastnosti ndhodné veli¢iny Y a transformované veli¢iny ¢, (X) je stejna
stfedni hodnota, nebot plati

E(pnm(X)) = BE(X) — px + py = px — px + py = E(Y),

kde [E (-) znaci operator stredni hodnoty.



V praxi pak odhad vyvazovaci funkce ), ziskdme nahrazenim strednich hod-
not px a py jejich odhady, v tomto piipadé vybérovymi priméry Xy a Yy,
kde

Xy=—=)>) X, Yuy=—> Y.
N=N ; a M= ;
Dostaneme tak odhad vyvazovaci funkce ¢, ve tvaru

Pu(r)=2—-Xn+Yu. (1.2)

1.2 Linearni vyvazovani

Zatimco u vyvazovani ve stiedni hodnoté jsme predpokladali, ze rozdil v ob-
tiznosti mezi verzemi znalostnich testti musi byt pro vsechna skére konstantni,
u linedarniho vyvazovani jiz pripoustime variabilitu napri¢ stupnici. Proto pfi vy-
vazovani pozadujeme shodnost nejenom strednich hodnot, ale také smérodatnych
odchylek celkového skére testi. Predpokladame zde, ze distribucni funkce F' a G
se lis{ pouze v parametru posunuti a parametru méritka. Za shodna uvazujme ta
skore, pro ktera plati

T—px Y — My

ox Oy

Y

kde px, py jsou stredni hodnoty po fadé nahodnych velicin X a Y, ox a oy
jejich smérodatné odchylky. Vyjadrenim y dostaneme

Oy Oy

or(T; px, iy, 0x,0y) =y = —x + [HY - HX} ) (1.3)
gx ox

kde vyvazovaci funkce ¢y (z) je linedrni transformaci skore X na skélu skore Y.

V tomto pripadé plati, ze se rovnaji prvni dva momenty nahodnych veli¢in Y

a @ (X):

E (2 (X)) = Z2E(X) +

var (¢r(X)) = J—Yvar(X) =
o
kde var (+) zna¢i operator rozptylu.

Odhad vyvazovaci funkce ¢y, ziskdme nahrazenim skutec¢nych parametri v rovnici
(1.3) jejich odhady, t;.

Pr(z) = v 1Yy — SYvMYN : (1.4)
SX,N SX,N

kde




1.3 Ekvipercentilové vyvazovani

Tato metoda je ze vsech tii uvadénych metod nejobecnéjsi a neklade zadné
predpoklady na tvary distribu¢nich funkci F' a G. V tomto pripadé povazujeme
za shodna ta skére x a y, kterd splnuji

F(zx)=u=G(y), wue(0,1).

V pripadé diskrétnich rozdéleni ndhodnych velicin X a Y ale nemusi vzdy
existovat bod, ve kterém by distribuc¢ni funkce dosahovaly pfesné zvolené hod-
noty u. To je problém, ktery je potieba fesit a ke kterému se pozdéji vratime.
Nyni pro jednoduchost predpokladejme, Ze rozdéleni velicin X a Y je spojité a ze
distribu¢ni funkce F' a G jsou spojité a striktné rostouci. Potom vyjadienim y
dostaneme

pr(r) =y =G~ (F(z)). (1.5)

Funkci pg(x) pak nazyvame ekvipercentilovou vyvazovaci funkei.

Metoda ekvipercentilového vyvazovani je také zobecnénim metody linearniho
vyvazovani v tom smyslu, Ze nyni se rovnaji vSechny momenty nadhodné veli-
¢iny Y a transformované veli¢iny ¢g(X). To si zformalizujeme v nésledujicich
dvou tvrzenich.

Tvrzeni 1. Necht F(x) je spojitd a striktné rostouct distribucni funkce nahodné

veliciny X. Potom md velicina U = F(X) rovnomérné rozdéleni na intervalu
(0,1).

Diikaz. Ozna¢me Fy distribucni funkei ndhodné veliciny U = F(X). Pak pro
vSechna u € (0,1) mame

Fy(u)=P (U <u)=P(F(X)<u)=P (X <F ') =F(F'(u)=u

Protoze distribuc¢ni funkce jednoznacné urcuje pravdépodobnostni rozdéleni, ma
veli¢ina U = F(X) rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1).
0

Tvrzeni 2. Necht G(y) je spojitd a striktné rostouci distribucni funkce ndahodné
veliciny Y, G™*(u), v € (0,1) jeji inverzni funkce. Ddle necht velicina U md
rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Potom V = G~1(U) je dobre definovand
a md stejné pravdépodobnostni rozdéleni jako ndhodnd velicina Y .

Diikaz. Oznac¢me Fy distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny V. Potom pro v € R
plati

Fy(v)=P(V <v) =P (G (U) <v) = P(U<G(v)) = G(v)

a tudiz Y a V maji stejné pravdépodobnostni rozdéleni.



Kdyz za U dosadime F(X), dostaneme, ze V = G~!(F (X)) m4 stejné roz-
déleni jako veli¢ina Y. V nasem pifpadé tedy ¢p(X) = G7YHF(X)) ma stejné
rozdéleni jako Y, rovnaji se tak vSechny jejich momenty.

Odhad vyvazovaci funkce ¢ z rovnice (|1.5) opét dostaneme nahrazenim sku-
tecnych distribucnich funkei jejich odhady, tj.

~

Gp(r) =G (F()). (16)



2. Vyvazovani pomoci jadrovych

odhadu

V této kapitole se budeme zabyvat metodou vyvazovani pomoci jadrovych od-
hadu (angl. kernel equating). V praxi se jednd o velmi ¢asto vyuzivanou metodu
pro vyvazovani testil, zejména pro jeji flexibilitu. V této praci ji ddme nejvice
prostoru a ze vSech uvadénych metod se ji budeme vénovat nejpodrobnéji. Vy-
chazet budeme z knihy von Davier a kol.| (2004)), ve které je tato metoda popséna
ucelené pro vsechny designy sbéru dat. Podrobny popis jednotlivych kroki pak
uvadime dle clanki [Holland a Thayer| (1989), Holland a Thayer| (2000), Holland
a Thayer| (1987) a |Holland a kol.| (1989).

Metodu vyvazovani pomoci jadrovych odhadd muzeme rozdélit na 5 dil¢ich
krokti:

1. Vyhlazeni pravdépodobnosti skére (angl. pre-smoothing)
2. Odhad pravdépodobnosti skore

3. Spojita aproximace skére (angl. continuization)

4. Vyvazovani

5. Vypocet standardnich chyb vyvazovani

Postupné se detailné zamérime na vsechny jednotlivé kroky a popiseme, jaké
statistické metody jsou zde pouzivany. Za¢neme popisem pro design dvou ekviva-
lentnich skupin (EG), nasledné predstavime metodu pro design neekvivalentnich
skupin s kotvicimi polozkami (NEAT).

2.1 Design ekvivalentnich skupin

Design ekvivalentnich skupin volime v pripadé, kdy mizeme predpokladat,
ze respondenti, kteri vypliovali test X, i respondenti, kteii vyplnovali test Y,
byli vybrani ze stejné homogenni populace. Tuto populaci znac¢ime v celé praci T'
a nazyvame ji cilovou populaci (angl. target population). Vsechny vysledky jsou
potom platné a mély by se interpretovat vici této populaci. Protoze o zadné jiné
populaci v této ¢asti nemluvime, nebudeme to explicitné zminovat a povazujeme
to za automatické.

Zactneme zavedenim pouzivaného znaceni. Méjme 2 ndhodné veli¢iny X a Y
reprezentujici dosazené celkové skore ve 2 riaznych verzich kognitivniho ¢i zna-
lostniho testu. K dispozici mame 2 sady dat, Xi,..., Xy a Yi,..., Yy, kde kazda
realizace nahodné veli¢iny znaci skore z testu u jednoho konkrétniho respondenta.
Pozorovani jsou vzdy v jedné sadé stejné rozdélena a mezi sebou nezavisla. Necht
maximalni dosazené celkové skére v testu X je J — 1, v testu Y je to K — 1.
Déle predpokladejme, ze X; a Y; mohou nabyvat pouze celo¢iselnych hodnot,
ale zato vSech z dané skaly. Plati tedy, ze X; € {0,1,...,J -1}, i=1,...,N
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aY, € {0,1,.... K — 1}, ¢ = 1,...,M. Ozname z; = j — 1, yp = k — 1,
jg=1...,J, k=1,..., K, a to hlavné z divodu lepsi indexace v pozdéjsich
castech prace.

7 téchto dostupnych dat pak miizeme vytvoiit vektory ¢etnosti (ni,...,ny)"
a (my,...,mg)", kde

n; = pocet respondenttl, kteff dosahli v testu X celkového skére x;, (2.1)
my, = pocet respondenti, ktefi dosahli v testu Y celkového skore vy, ‘

proj=1,....J, k=1,... K.

Plati, ze Z;-Izl n; =N a Zle my = M, kde N je celkovy pocet respondentil,
kteri absolvovali test X, podobné M je pocet respondentti, kteri absolvovali test Y.

Déle ozna¢me pravdépodobnosti jednotlivych skére jako
ri = P(X = l‘j), Sk — P(Y = yk), (22)

kde j € {1,...J}, k€ {1,... K}. Zde plati /_; 7, =1 a >4y s = 1, jelikoZ se
jednd o pravdépodobnosti. Také predpokladdejme, ze r; > 0 Vj a s, > 0 VEk.

Diky nezavislosti pozorovani pro jednotlivé studenty tak muzeme uvazovat,

7e vektory n = (ny,...,n;)" am = (my,...,mg)" pochdzi z multinomického
rozdéleni.
Predpoklad. Vektory m = (ny,...,n;)" a m = (mq,...,mg)" jsou nezdvislé

a kazdy md multinomické rozdéleni, n ~ Mult;(N,r), m ~ Multx(M,s), kde
r=(ri,...,77)  as=(s1,...,8x)".

Pravé pravdépodobnosti r; a s, potfebujeme odhadnout, protoze budou hrat
dilezitou roli v dalsich krocich.

2.1.1 Vyhlazeni pravdépodobnosti skore

Jednou z moznosti, jak odhadnout pravdépodobnosti r; a sj, je pouzit rela-
tivni cetnosti, tj.

)

my
Tj:N e

a S = M

V pripadé multinomického rozdéleni se jedna o nestranné a konzistentni od-
hady parametr r; a s;. Problém by mohl nastat v tom pripadé, kdy néjaka
z pozorovanych cetnosti n; nebo my, bude nulovd, a tedy i ptislusny odhad prav-
dépodobnosti 7; nebo 53 bude nulovy. To by bylo v rozporu s predpokladem
ri >0 Vj, sp > 0 Vk, tedy tim, Ze je mozné, aby respondent ziskal v testu cel-
kové skére od 0 az do maximalniho poc¢tu bodii. To je také jeden z divodii, pro¢
se casto ziskavaji odhady pravdépodobnosti r; a s, pomoci log-linedrnich, pii-
padné i dalsich modelid. Ziskané odhady pak budou nejenom splnovat pozitivitu
pravdépodobnosti, ale také budou hladsi a dospéjeme tim také ke snizeni vybé-
rové variability. My se zaméfime na modely popsané v Holland a Thayer| (2000)),
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Holland a Thayer| (1987) a |Holland a Thayer| (1989)).

Rekneme, Ze vektor r = (rq,...,7;)" spliuje log-linedrni model, pokud pro
jeho jednotlivé slozky plati

log(rj) = o+ u; + bjTB, (2.3)

kde u; je znamd konstanta, bjT je tadkovy vektor znamych konstant, 8 je sloup-
covy vektor parametri, které odhadujeme, a « je konstanta, ktera zajistuje, aby
soucet vSech r;, j =1,...,J, se rovnal 1. Vyjaddfenim dostaneme

J
a = —log (Z exp(u; + bjT,B)) : (2.4)

j=1

Vyznam konstanty u; je specifikovat pravdépodobnosti r; v ptipadé, kdy 8 = 0.
Castou volbou mize byt u; = 0. Délku vektorit b; a 8 oznacme p,, jedna se
o pocet parametrii potiebnych k odhadnuti r;.

Model mtuzeme zapsat také v maticovém zapisu, ktery ma tvar
log(r) =a+u+B'8, (2.5)

kde u je vektor o rozmérech J x 1, B = (by, ..., by) matice o rozmérech p, x J
a B a « jsou stejné jako v predchozim pripadé.
Jednim z prikladii log-linedrniho modelu, ktery se casto pouziva, je momen-
tovy model. Ten vyuziva jako vektory b; mocniny skére z;, tedy
Pr )
log(r;) :a+uj+2x;ﬂi, j=1,...,J. (2.6)
i=1

Vyhodou log-linedrniho modelu je to, Ze nam zajisti, aby se rovnaly a-té vy-
bérové momenty a momenty rozdéleni, které je urcené odhadnutymi pravdépo-
dobnostmi. V pfipadé momentového modelu z rovnice (2.6) tedy plati

J I n,
jz_:lxjrj :jz_:lxjN, (2.7)

kdea € {1,...,p,} a7, spliuje log(T;) = a+u; +> 0", x;BZ, kde B; je maximalné
vérohodny odhad f3;, i = 1,...p,. Ten ziskdme vyTeSenim rovnic

Iln(B)
B

kde Iy (B) znaci logaritmickou vérohodnost, kterd ma v tomto pripadé tvar

=0,

njlog(r;) +C

(a+u; +b;"B) +C, (2.8)
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kde by = (zj,...,2%")"T a C je konstanta.

Ve vétsiné pripadi neexistuje explicitni feSeni téchto rovnic a maximalné véro-
hodné odhady musi byt nalezeny pomoci numerickych iterativnich metod. Mezi
nejcastéji pouzivané metody patii naptiklad Newton-Raphsonova metoda nebo
Fisherova skorovaci metoda.

Dalsi mozné varianty log-linearnich modeli nalezneme v Holland a Thayer (2000),
str. 138 — 142).

Pri volbé vhodného modelu, ktery co nejlépe popisuje data, se mizeme ti-
dit vice kritérii. Jednd se o obecny problém vybéru modelu, ke kterému existuje
rada metod a pristupt. Vzdy zéalezi na konkrétni situaci, strukture dat, zvoleném
designu a podobné. Pro grafické znédzornéni si mtizeme vykreslit ptivodni pozoro-
vané frekvence n; a porovnat je s odhadnutymi frekvencemi N7;. Pro formdlnéjsi
pristup muzeme spocitat hodnoty deviance, pripadné vhodné pouzit test zalozeny
na poméru vérohodnosti (napr. v pripadé, kdy testujeme, jestli je vhodné do mo-
mentového modelu zaradit jesté vyssi momenty). V knize Holland a Thayer| (2000))
se také uvadi jako jeden z diagnostickych nastroji pouziti Freeman-Tukeyovych
rezidui. Ta jsou definovana jako

FT; = /i;+ \/nj + 1 — \JANF; + 1. (2.9)
V ptipadé, ze model dobte popisuje data a ¢etnosti maji opravdu Poissonovské
rozdéleni, maji Freeman-Tukeyova rezidua normalni rozdéleni se stfedni hodno-
tou 0 a rozptylem 1. Pro doplnéni Ize také spocitat hodnoty nékterych informac-
nich kritérii, naptriklad Akaikeho nebo Bayesovského informacniho kritéria.

Po nalezeni vhodného modelu pak ziskdme odhad vektoru pravdépodobnosti
r = (ry,...,7;) a zcela obdobné také odhad vektoru 8 = (S,...,5k).

2.1.2 Odhad pravdépodobnosti skore

V pripadé designu dvou ekvivalentnich skupin je tento krok zcela ziejmy. Zis-
kané odhady pravdépodobnosti 7; a 55 v predchozi ¢asti jsou piimo odhady v ci-
lové populaci T, které potiebujeme. Zadny dodateény krok tedy jiz neni potieba.
V komplikovanéjsich designech, predevsim v pripadé neekvivalentnich skupin, se

Vv

aby bylo mozné jej provést.

2.1.3 Spojita aproximace skoére

Kdyz uz mame odhady pravdépodobnosti skére r a s , dalsim krokem je
ziskat odhady distribu¢nich funkci ndhodnych veli¢in X a Y. Vzhledem k tomu,
ze veli¢ina X muze nabyvat pouze celoc¢iselnych hodnot 0O, ...,J — 1, veli¢ina Y
pouze hodnot 0, ..., K —1, pravdépodobnostni rozdéleni téchto ndhodnych veli¢in
je diskrétni. Jejich distribu¢ni funkce maji tvar

F(.T):P(XSZ'): Z Ty

Jyse

(2.10)



Odhady bychom ziskali dosazenim 7; a 5;. Jak uz jsme ale zminili v sekci ,
v pripadé diskrétnich rozdéleni zde nastava problém, ze nemusi vzdy existovat
inverzni funkce G~ a vyvazovaci funkce ¢g(r) = G (F(x)) by nebyla fddné
definovana (coZ plati i pro vyvazovaci funkci ¢g(y) = F~! (G(y))). Z tohoto dii-
vodu je potieba distribu¢ni funkce F' a G aproximovat spojitymi verzemi. Pouzitd
metoda je popsana v |Holland a Thayer (1989) a von Davier a kol. (2004). Mys-
lenka je nahradit diskrétni ndhodné veli¢iny X a Y jejich spojitymi aproximacemi
a misto F' a G pak pouzit jejich distribucni funkce, které uz budou spojité a jejich
inverzni funkce tak bude vzdy dobfe definovana.

Necht X je diskrétni ndhodné veli¢ina, V' je spojitd ndhodnd veli¢ina se stan-
dardizovanym normdalnim rozdélenim N(0,1), kterd je na X nezéavisld, a necht
hx > 0. Ozna¢me px stiedni hodnotu veli¢iny X, 0% jeji rozptyl. Potom uva-
zujme novou nahodnou velicinu X + hxV. Tato ndhodna veli¢ina uz je spojita
(protoze V' je spojitd) a ma stejnou stiedni hodnotu jako veli¢ina X, nebot plati

[E(X + th) =X + hx[EV = Ux.
Rozptyl téchto veli¢in se vsak jiz nerovna, nebot
var(X + hxV) = 0% + hx # 0% pro hx > 0.

To nés vede k linearni transformaci veli¢iny X + hx V', kterou definujme jako

X(hx> :(ZX(X+hXV)+<1—(Zx)/Lx, (211)

0.2
kde ax = ﬁ.
Takto definovana ndhodna veli¢ina uz ma stejnou stiedni hodnotu i rozptyl
jako veli¢ina X, protoze plati

E(X(hx)) = Elax(X +hxV) + (1 —ax)px] = axpix + px — axpx = px

var(X (hy)) = varfax (X 4+ hxV) + (1 — ax)ux] = varjax (X + hx V)] =
2
o

~ ok + 1) = T (k) = ok

X Tk

Pravé distribuéni funkei této nové definované veliciny X (hx) budeme povazo-
vat za spojitou aproximaci distribu¢ni funkce F' a budeme s ni dale pracovat.

Véta 3. (von Davier a kol, (2004)), str. 58)
Necht X (hx) je ndhodnd velic¢ina definovina vztahem (2.11) a necht F; je jeji
distribucni funkce. Potom F5 je spojitd a md tvar

Fe(x) = jj]:lrjcp (m —axt; = (1= ax)‘”) : (2.12)

axhx

kde @ je distribucni funkce standardizovaného normdiniho rozdéleni N(0,1).
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Dukaz.

) =P (X(hx)) <o

= P( (X + hXV) (1 - ax)/LX S l’)

_p (V S T — CLxXa—}(Ll — ax)/,bx>

~ (v e T )
J —axx; —ax )|ux

N ; ( CLXf(Li )M > '

Vidime, zZe se jednd o vazeny prumér spojitych distribu¢nich funkei normalniho
rozdéleni, F'z(z) je tedy také spojitd.
[

Odhad této distribuc¢ni funkce ziskdame dosazenim odhadnutych pravdépodobnosti

7; do vzorce (2.12), tj.

J ~ ~
~ — 1—
Fo(z) = Fe(a;7) = 37,0 (x ax; = é “X)”X>, (2.13)
j=1 axhx
kde
N N . - N - o
X = ZIL’]-T]-, 0?( - er(xj - ,UX)2> ax = %
=1 = ox +hx

V tomto piipadé jsme jako aproximaci velidiny X zvolili X (hx) = ax(X +
hxV)+(1—ax)px, kde V meéla normalni rozdéleni N(0,1). Obecné se vSak nemusi
jednat pouze o normalni rozdéleni, ale mizeme volit i néjaké jiné rozdéleni, které
je spojité a symetrické kolem nuly. Necht EV = 0, var(V') = 0% a Ky je distribu¢ni
funkce V. Potom by F'y méla tvar

)= Sy ( —axz; — (1= “X>“X) | (2.1

ClxhX
2
g
_ X
kde ax = ”o?ﬁo%,h%('

Typickymi dalsimi volbami jsou logistické a rovnomérné rozdéleni, s distri-
buc¢nimi funkcemi

Ky(z) = =, seR, s>0

1+e 5

pro logistické rozdéleni a

0 pro x < —b
Ky(z) =422 pro—b<z<b, beER, b>0
1 prox > b
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pro rovnomeérné rozdeéleni.

Diskuze vénovana pouziti téchto rozdéleni je uvedena naptiklad v knize |[Davier
(2011)), v kapitole 10. My budeme v této praci déle uvazovat uz jen ndhodnou
veli¢inu V' se standardizovanym normalnim rozdélenim, a tedy distribu¢ni funkeci

veli¢iny X (hx) ve tvaru (2.12).

Vysledna distribucni funkce F'y také zélezi na volbé parametru hy. Asi nejjed-
nodussim pristupem je hx zvolit jako pevné danou, predem specifikovanou hod-
notu. Samozrejmé ¢im mensi hy bude, tim blize bude rozdéleni X (hx) k ptivod-
nimu rozdéleni X. Pokud vsak bude hx prilis malé, nemusi byt hustota f; = F)%
dostatecné vyhlazend a mize obsahovat mnoho nerovnosti. Pro nalezeni vhod-
ného hx je proto potfeba nalézt balanc mezi témito dvéma vlastnostmi a nemusi
byt hned zrejmé, jaka hodnota je optimalni.

Jednou z moznosti, jak vhodné hx nalézt, je naptiklad pouziti penalizac¢nich
funkei a jejich minimalizace. Uvazujme

J
PEN, (hy) = Y (7 — f5(z)))?, (2.15)

Jj=1

kde

o = (£ 250 =00)
X — J

axhx axhx

a ¢ je hustota standardizovaného normalniho rozdéleni N(0,1). V tomto piipadé
se divame, jak se lisi hodnota hustoty veli¢iny X (hx) v bodé z; od odhadnuté
pravdépodobnosti 7';. Pokud odhadnuta hustota kopiruje poZzadovany tvar vykres-
lenych pravdépodobnosti (predstavime-li si je jako histogram, na ose z bodovou
skalu 0,...,J — 1 a na ose y hodnotu pravdépodobnosti), potom by tyto hod-
noty mély byt podobné. Za optimalni hyx pak zvolime tu hodnotu, ktera funkci
PEN; (hx) minimalizuje.

Volit mizeme také dalsi penalizacni funkce, které chceme minimalizovat, pri-
padné i jejich kombinace. Dalsi funkce uvedend v knize von Davier a kol.| (2004)
je napriklad funkce, kterd navic penalizuje ty hodnoty hx, které umoznuji deri-
vaci hustoty f;? ménit znaménka v okoli bodl z;, tedy zabranuje, aby vysledna
hustota méla prilis mnoho lokdlnich maxim. Penaliza¢ni funkce ma tvar

J
PEN,(hyx) =Y Aj, (2.16)
7j=1

kde A; nabyva hodnoty 1, pokud plati K]/‘}(x] —w) > O) U (L]?;»Z(:Uj +w) < 0)}
nebo {(f}(x] —w) < 0) U (fg,(a:j +w) > 0)}, v ostatnich pripadech bude naby-
vat hodnoty 0. Konstantu w typicky volime jako w = i. Tyto dvé vysSe zminéné
penaliza¢ni funkce mizeme kombinovat, tj. volit

PEN(hy) = PEN; (hy) + kPENy(hx), (2.17)
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kde x je konstanta, naptiklad x = 1. Prvni ¢ast penalizacni funkce nam zajistuje
pozadovany tvar rozdéleni a druha ¢ast zajistuje, aby bylo dostatecné hladké.

Moznych metod k nalezeni vhodné hodnoty parametru hx je ale cela rada.
Dalsi muze byt naptiklad normalni referen¢ni pravidlo neboli tzv. Silvermenovo
pravidlo (Andersson a von Davier (2014))), metoda krosvalidace (Liang a von Da-
vier| (2014)) nebo tzv. metoda dvojiho vyhlazeni (Haggstrom a Wiberg (2014)).

V celé sekci jsme pracovali jen s ndhodnou veli¢inu X, zcela totozné vsak vse

vvvvvv

a vzorce. Uvazovat budeme spojitou nahodnou veli¢inu Y (hy) = ay (Y +hy W) +
(1 — ay)py, kde EY = py, var(Y) = 0%, hy > 0, W je nezdvisld na Y a ma

2
. 7 ’ ’ v 7 g . . v/
standardizované normdln{ rozdéleni N(0,1), ay = y/-35>. Distribuéni funkce
Y Y

veli¢iny Y (hy) mé tvar

K _ (-
Gy(y) =D si® (y avye = { aY)’”"”) , (2.18)
k=1 ay hy
jejl odhad
~ Ny —ayy, — (1 —ay)fy
Gy (y) = Gy (y:8) = Y 5. — , (2.19)
k=1 ay ny
kde
K K 5
Oy =Y udk, Oy = &y —fy)’, Gy = \| 55
k=1 k=1 oy + hy

2.1.4 VyvazZovani

V predchozim kroku jsme ziskali odhady spojitych distribu¢nich funkei F 5 a
@)7. Ty uz primo vyuzijeme k vypoc¢tu odhadu vyvazovaci funkce, a to dosazenim
do vzorce (L.F)), kde jimi nahradime distribu¢n{ funkce F a G. Metoda vyvazovan{
pomoci jadrovych odhadi je tak jednim ze specialnich pripadi ekvipercentilového
vyvazovani.

Vyvazovaci funkce metody vyvazovani za pomoci jadrovych odhadu (kterou
nyni indexujeme K, odkazujici na kernel) mé tvar

i) = G (Fg(x)). (2.20)

Jeji odhad pak dostaneme dosazenim odhadt F T a CA?;, (viz. rovnice (2.13]) a
(2.19)), tj.

Or(r) = or(z; F3, @;) = C?li/l (A)?(ZL‘)) ) (2.21)
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2.1.5 Vypocet standardnich chyb vyvazovani

Poslednim krokem v metodé vyvazovani pomoci jadrovych odhadi je vyhod-
noceni presnosti celého procesu a vypocet standardnich chyb. V tomto ptripadé
definujeme standardni chybu vyvazovani jako odmocninu z rozptylu odhadu vy-

vazovaci funkce, tedy
SEEy (z) = \/var(@k(z)). (2.22)

K tomu, abychom mohli SEEy spoéitat, tedy potfebujeme znét var(@g ). Pro-
toze odhad vyvazovaci funkce @ je definovan jako

Pr(r) = Gt (Fr(@)),

kde F 5 a @; jsou diferencovatelné funkce parametrii ¥ a S, mizeme vypocet
provést pomoci delta metody (jeji znéni bude uvedeno ve Vété [5)). Nejprve vsak
musime znat rozdéleni odhadt T a 8, konkrétné jejich varianéni matice. Vratme
se tedy k sekci[2.1.1a k tomu, jak byly odhady zkonstruovany. Postup provedeme
pro vektor r, pro s by byl opét zcela obdobny.

Pravdépodobnosti r byly odhadnuty pomoci log-linearniho modelu
log(r) = a + u+ BB,

ktery je podrobné popsan v (2.5). Odhadnuté pravdépodobnosti 7,7 =1,...,J,
tak maji tvar
S,
_ exp(u; +b; B)
Sy exp(u; +bi' B)

7 (2.23)
kde B = (1, ..., 5, )7 jsou maximalné vérohodné odhady. Pravdépodobnost 7; je

tak diferencovatelnou funkci parametru ,3 , pro zjisténi asymptotického rozdéleni
muzeme proto opét vyuzit delta metodu.

Asymptotické rozdéleni B

Asymptotické rozdéleni B odvodime diky znamé teorii maximalné vérohod-
nych odhadta. Ta ndm tiké, ze pri splnéni podminek regularity plati

VN(B = B) == N, (0,., 17 (B)), (2.24)

kde I(B) je Fisherova informaéni matice. Jako jeji odhad pak mizeme napiiklad

~

pouzit pozorovanou informac¢ni matici Iy(8), kde

N | 98087

kde Iy (B) je logaritmickd vérohodnost definovana v (2.8). K vypoc¢tu maximélné
vérohodného odhadu potrebujeme znat prvni derivaci, k vypoctu variancéni matice
i druhou derivaci logaritmické vérohodnosti. Jejich tvary uvedeme v nasledujici
véte.

) =~ | S| (2.25)
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Véta 4. Pro log-linedrni model definovany v a logaritmickou vérohodnost

(@) plati

@ P B ),
(b) gé]g;@ =—-N(B (diag(r) — 'r‘rT> BT),

kde n je vektor cetnosti, r vektor pravdépodobnosti, N pocet pozorovini a B je
matice znamych konstant definovand v modelu .

Dikaz. 'V dikazu odvodime vyrazy derivovanim vérohodnosti a néaslednym za-
pisem v maticové formé. Podobné je dikaz uveden i v |Holland a Thayer| (1987,
str. 5).

(a) Logaritmickd vérohodnost ma tvar Iy = Z;-Izl njlog(rj) + C a plati, ze

(2.26)

exp(uj+b; ' B)
ST eop(uitbi ) odtud

Dale plati r; =

: J 4 b B) b J
Olog(r;) _ b — El:} exp(u; + by E) bir _ b — > bu
B Yz exp(u; +bi B) i=1
Dosazenim do (2.26)) dostaneme
Oy

J J J J J
87 = an (b]k — Z@kh) = anbjk — Zn]szkn = Zka (nj — NTJ') .
B j=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1

V maticové formé pro vektor B mame
[
a&g =B(n — Nr).

(b) Druhou derivaci logaritmické vérohodnosti spoc¢teme jako

7y - (i bk (n; — Nrj)) == ZJ: bjr N % (2.27)
9608, 0B, 5 = P,
Plati, 7e
or; exp(u; +b;' B) (bjr S exp(u + by B) — XL exp(u; + biTB)bir)
B, (22]:1 exp(u; + blT,B))2

_eap(uj + b;'B) (b» 2L exp(ui + biTB)bir>
S exp(ug + blT,B) " i exp(uy + blTB)

J
=T (bjr — Z bir 7’1’> . (228)
=1
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Dosazenim do (2.27)) ziskdme
? Iy

J J
aﬁraﬁk = _Zb]kN |f'j (bjr_;birri>1

=1

— N |:ibjkrjbﬂ_ (ébjkrj) (gb@knﬂ |

Jj=1

V maticovém zapisu tak muzeme vyjadrit druhou derivaci ve tvaru
2
0%l

3p5pT = ~N(B (diagn) — ") BT).

Kdy?Z ozna¢ime matici R = diag(r) — rr', dostaneme, Ze plati

VN(B - B) o Ny (0. (BRBT) ). (2:20)

Asymptotické rozdéleni r a s

Nyni uz tedy zname tvar asymptotické varianéni matice vektoru B a z néj
muzeme odvodit asymptotickou varianéni matici vektoru ¥ pomoci delta metody.

Véta 5. (Delta véta)
Necht 6,, = (0n1,...,0,,)" € RP je ndhodny vektor, @ = (6,...,0,)T € R je
vektor konstant a necht plati

) d

Ddle necht g = (g1,...,9m)' je funkce z RP do R™, kterd je spojité diferenco-
vatelnd na nejakém okoli bodu 6. Oznacme Jacobiho matici funkce g v bodé T
jako

dg91(®x) .. 9gqi(z)
o1 Ozp
Jg(x) = : . :
Ogm () . Ogm ()
o1 Oxp

Potom plati
Vi(g(8,) — 8(6)) — = Ny (D, Jg(6)3J4(6)").

Diikaz. Dikaz je uveden napriklad ve van der Vaart| (2000)).
O

V nagem konkrétnim piipadé méme 6, = B a funkce g je g = (g1,...,97)" =

(ri,...,r7)7, kde

Ay exp(u; + bjTﬂ)
TJ (,B) - Z;]:1 GIEP(UZ + biTﬂ) :
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Pottebujeme tedy znat Jacobiho matici ve tvaru

or(B) ... 9r(B)
8ﬁ1 aﬁpr
Je(B)=| o
oryB) ... 09rsB)
861 aﬂpr

Plati, ze

87“]

aﬁk = ‘(]k_zbkrz>a

jak bylo uvedeno v v dukazu Véty . Jacobiho matice J. ma potom tvar
Je(B) = diag(r)B" —rr'B" = (dz'ag(r) — rrT) B' =RB'. (2.30)
Z delta véty tedy potom dostavame asymptotické rozdéleni odhadu T,
VN —1) ﬁ N (0,,RB"(BRB")'BR). (2.31)
Oznac¢me asymptotickou varian¢ni matici vektoru r symbolem 3, kde
¥»-=RB'(BRB')'BR". (2.32)

Vzorec ale neni obecné vhodné pouzit k vypoc¢tu variancéni matice 3,
protoze rozméry matice jsou J x J a J mize byt v néjakych konkrétnich ptipadech
dost vysoké. Potom vypocet, ale hlavné i ulozeni matice, by mohlo byt pomérné
narocné. Vhodnéjsi zptisob jak spocitat prvky matice 3~ je uveden v nasledujici
vété. Véta je také v mirné upravené verzi uvedena v von Davier a kol.| (2004,
str. 52).

Véta 6. Necht 7 je maximdlné vérohodny odhad z log-linedrniho modelu pro
r, necht X je jeho variancni matice. Potom X miZeme vyjadrit jako

- =C,C, ", (2.33)
kde C, je matice typu J X p, a plati

(a) Cp=D;Q,kde Q je matice, pro kterou plati
() QR = (D — i )B'
kde Q je matice typu J X p, s ortogondlnimi sloupci, R je horni trojuhelnikovad

matice typu p, X p., B je matice z a D s je diagondlni matice, kterd md na
diagondle proky \/r;.

Dikaz. Dukaz véty je uveden v Holland a Thayer| (1987)), str. 18.
]

Pri pouiiti vzorce ném k uloieni staéi matice C,, které mé rozmery

vvvvvv

nez je J.
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Analogicky bychom ziskali asymptotickou varianéni matici vektoru s ve tvaru

¥ = C,C, .

Plati tedy, ze

VN —1) ﬁ N, ((DJ, CrCrT) (2.34)
a
VM —s) # Ni (0k,C:Cs ). (2.35)

Budeme-li navic predpokladat, ze % — 2z € (0,00), potom plati také

VNG —s) —1 Ny (@K, iCSCST) | (2.36)

N— oo

Z (2.34), (2.36) a diky nezavislosti T a § dostaneme

W) s (@) (55 ) e

Asymptotické rozdéleni ¢y

w) )

Nyni, kdyZ uz zndme varianéni matici vektoru odhadii (7,8) ", mtizeme se vra-
tit k vypoctu standardnich chyb vyvazovani S E Ey, které jsme definovali v .
Ke spocteni rozptylu odhadu vyvazovaci funkce px opét pouzijeme delta vétu,
viz. Véta [l Potfebujeme tedy znat Jacobiho matici, v tomto piipadé fadkovy
vektor délky J + K,

)% dpg Opk dpr\
Jo. = . e 2.38
oK <8r1 U Ory T 9sy T Osg (2.38)
Vyvazovaci funkce ¢ ma tvar
er(r) = G5 (Fx(@),
podle pravidla pro derivovani inverzni funkce tedy dostaneme, ze
Opk 1 0F%(x)
= — 2.39
8rj (ZE) G}~/ 8rj ( )
dprc, 1 Gy (62 (Fz(@))) 2.40)
8Sk G;; 88k ’ '
kde
~ 71 ~
o 9G (Gg (FX@)))
Y dy :
K tomu je potieba vyjadrit derivace %, aaGSf a ag—y?. Zacneme s a;:f . Vime, ze

distribu¢ni funkce F e ma tvar

Fela) = irj(b (:c—axxj - (1 —ax)ux> ‘

axhX
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Kromé parametri r;, kterymi zde vadzime distribu¢ni funkce @, ale na r; zavisi

2
z . 2 _ O'X
také px i ax (skrze 0%, ax = ,/W), kde
J J
_ 2 _ 2
px = _xyry a0y =) iz — px)”
j=1 =1

V pripadé, kdy bychom vyhlazovaci parametry hy a hy volili naptiklad minima-
lizaci penalizac¢niho kritéria , potom by i tyto parametry byly na pravdé-
podobnostech r a s zavislé. Pro odvozeni standardnich chyb vyvazovani zde ale
budeme predpokladat, ze hx a hy jsou pevné dané konstanty.

; S . or . .y .
Odvozeni parcidlni derivace 5= je relativné zdlouhavé, uvedeme zde proto pouze
J
tvrzeni s vyslednymi tvary.

Tvrzeni 7. Necht F; je distribucni funkce definovdna jako v (2.12)). Potom

0F% r—axz; — (1 —ax)ux OF:(x)
. ¢ ) J — M, X\
or; (z) ( axhyx (@) oxr '’ hde
OF () B J r—axz; — (1 —ax)px 1
or ;rj¢ axhx axhx’

Lj— Hx

2
) + (1 —ax)z;.
Ox

Mix(2) = 5 (e ) (1 = %) (

Diikaz. Odvozeni je uvedeno v Apendixu [Holland a kol.| (1989), str. 34.

. 8Gs  9G~ . .
Derivace X a —* dostaneme zcela analogicky, tj.
0sy, oy )

a

- K _ _ _
(‘9Gg(y) _ Z 51 <y ayyr — (1 ay)NY) 1
Yy 1 ay hy ayhy

0G5 T —ayyr — (1 — ay)py 5’G}~,(y)
=& - M, k
ask (l’) ( ayhy kY(y) ay ) de

My (y) = ;(y — py) (1 —ay) (W)z + (1 = ay)ys,

kde parametry ay, uy a oy byly definovany v sekei [2.1.3]

Ted uz mame vyjadrené vSechny prvky vektoru J,, a zndme variancni matici
vektoru (7,8)" a miiZeme aplikovat delta vétu. Z ni dostaneme, ze

_ C,.C," 0
\/N(SDK — PK) N’Mﬁ> N (O, Jor ( 0 1CSCST> J;K> , (2.41)
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kde matice C, a Cy dostaneme z Véty [f]a vektor J,,. je vyjadien v (2.38), (2.39),
(2.40) a v Tvrzeni .

Odtud uz ptimo dostavame rozptyl odhadu vyvazovaci funkce ve tvaru
. 1 C.C," 0
wr(ene) = 9 (T67 1) Ik
a standardni chyby vyvazovani jako
~ 1 C.C,' 0
SEBy (r) = \Jvar(3x(x)) = J . ( 5 ;cst> Il

Pri vypoctu SEFEy nahradime ve vyrazu skutecné pravdépodobnosti r, s jejich
odhady T, s a parametr z odhadneme jako %

2.2 Design neekvivalentnich skupin

Doposud jsme pracovali s designem ekvivalentnich skupin, tedy s pripadem,
kdy vsichni studenti (at uz vyplnovali test X nebo test Y) pochézeli ze stejné
homogenni populace 7. Jednalo se primo o cilovou populaci, kterd néas zajimala.
Vsechny odhady a zavéry tak byly rovnou platné vici této populaci. V odvétvi
vzdélavani a testovani je vSak zcela bézné, ze skupiny studentii, kterym jsou testy
zadavany, se mezi sebou lisi. Prikladem u nds muze byt zadavani maturitnich
testil, které typicky probiha kazdy rok ve dvou terminech, na jafe a na podzim.
Zatimco na jarni termin se vétsinou hlasi studenti, ktefi nemeéli problém se splné-
nim podminek pro pripusténi k statni maturitni zkousce, v podzimnim terminu
to jsou casto studenti, ktefi kvili nedostatecnému prospéchu nebyli na jarni ter-
min pripusténi, pripadné zkousku opakuji. Obecné horsi vysledky maturitnich
testil v podzimnim terminu tak nemusi byt nutné zpisobeny zadanym obtiznéj-
sim testem, ale pravé prevahou studentu s nizsimi schopnostmi. Aby sly tyto dva
efekty (obtiznost testu a abilita studentti) od sebe odlisit, zlatym standardem
je pouziti tzv. kotvicich polozek testu. To je sada polozek, kterd je obsazena ve
vice verzich testu, tyto polozky tak zodpovi studenti z vice zkusebnich termint.
Na jejich zakladé je pak odhadnutéd abilita student v prislusnych skupinach a
tento rozdil tak nezasahuje do urc¢ovani rozdilu v obtiznostech testii. Tento design
nazyvame konkrétné design neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami (angl.
non-equivalent groups with anchor test, NEAT design).

V nékterych situacich nelze kotvici polozky pouzit, a to napriklad kvili zve-
fejiovani vech polozek testu, jako je to v pifpadé maturitnich testt v Ceské
republice. Jednou z moznosti, jak tuto situaci vyresit, je nahradit skore z kot-
viciho testu jinymi dodateénymi informacemi o respondentech, na zakladé nichz
bude odhadnuta jejich abilita. Musi se jednat o informace, které silné koreluji
s celkovym skoére testu a které jsou schopny plné vysvétlit rozdil mezi skupinami
respondentti. Typicky se voli napriklad skére z néjakého jiného podobného testu
nebo znamky z daného predmétu. Tento design potom nazyvame design neekviva-
lentnich skupin s kovaridtami (angl. non-equivalent groups with covariates, NEC
design). Predpoklad, ze tyto dodatecné informace umi vysvétlit vSechny rozdily
mezi skupinami, je ale pomérné silny a obtizné dosazitelny, proto je vhodné;jsi
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volit testy s kotvicimi polozkami, pokud to je mozné. V préaci se pripadu, kdy
kotvici test nemame k dispozici, vice vénovat nebudeme, teoretické podrobnosti
1ze nalézt v\Wiberg a Bréanberg| (2015) a praktickou ukazku na konkrétnich datech
naptiklad v Altintas a Wallin| (2021)).

Néhodné veli¢iny reprezentujici celkové skore ze dvou zadanych testt budeme
nadéle znacit X a Y, ndhodnou veli¢inu reprezentujici celkové skoére z kotvicich
polozek (na tuto sadu otézek se divame jako na samostatny test) pak budeme
znacit A. Tato ndhodna veli¢ina mtze obecné nabyvat hodnot a;, [ = 1,... L,
v nasem pripadé a; = [ — 1 a maximalni mozné dosazené skére z kotviciho testu
je L —1. Dale budeme uvazovat dvé populace studentii, populace P a (). Obecné
predpokldadame, ze se tyto populace lisi. Nase cilova populace, o kterou se zaji-
mame, bude smési téchto dvou populaci, a to

T=wP+(1-w)Q, (2.42)

kde 0 < w < 1. Na T se tak mtuzeme divat jako na néjakou vétsi populaci, ktera
je slozena z dvou vzajemné disjunktnich skupin P a @) von Davier a kol. (2004,
str. 35)

Skupina studentti, kterd vyplnovala test X, byla ndhodné vybrana z popu-
lace P a skupina studentti, kterd vyplnovala test Y, byla zase ndhodné vybrana
z populace Q).

Oznac¢me pravdépodobnosti, které nam urcuji sdruzené rozdéleni (X, A) jako
pji=P(X =1x;,A=q|P). (2.43)

Podminénim vici P znacime, zZe vzorek byl vybran z populace P a pravdépo-
dobnosti jsou tedy platné v této populaci. Oznacme

T
P= (p117p21, -y PJ1,P125 - - - 7pJL)

vektor délky JL, ktery obsahuje jednotlivé pravdépodobnosti.

Podobné ozna¢me pravdépodobnosti sdruzeného rozdéleni (Y, A) jako

qu = PY =y, A= a;|Q) (2.44)

+
q= (Q11,CI21, - qK1,4q12, - - - 7QKL)

vektor pravdépodobnosti délky K L.

K ziskani odhadu vyvazovaci funkce v ramci tohoto designu existuji dva mozné
pristupy, a to metoda fetézového vyvazovani (angl. chain equating) a poststra-
tifika¢ni vyvazovaci metoda (angl. post-stratification equating). Metody se 1isi
v dodatecnych predpokladech, které je potieba u tohoto designu doplnit, proto
se jejich vysledné vyvazovaci funkce mohou lisit. Nejprve zacneme s popisem po-
ststratifikacni metody.
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2.2.1 Poststratifikaéni metoda

U této metody, podobné jako to bylo v pripadé EG designu, nejprve potiebu-
jeme znat odhady pravdépodobnostnich vektorti r a s, a to v nasi cilové popu-
laci T'. Protoze T je smés populaci P a @ uvedend v ([2.42), mizeme psat

r;=P(X =z;|T) = wrp; + (1 —w)rg;, (2.45)
sp=PY =y|T) = wspr + (1 — w)sok, (2.46)
tl = P(A = CLllT) = wtpl + (1 - w)th, (247)

kde :
Tpj = P(X = $j|P> = ijz;
I=1

L
sqr = P(Y = y|Q) = Z%h
=1

J
tpl = P(A = al|P) = ijl, (248)
j=1

K

tq=P(A=alQ)=> qu,

k=1
rg; = P(X = z;|Q),

Pravdépodobnost rp; tedy znaci pravdépodobnost, Ze respondent z populace P
dosdhne celkového skére x; v testu X, pravdépodobnost rg; potom pravdépo-
dobnost, Ze celkového skére x; v testu X dosdhne respondent z populace Q.
Zmame-li sdruzené pravdépodobnosti celkového skére z testu X a kotviciho testu
p;i z populace P (viz. rovnice ), pravdépodobnost rp; pak miZeme vyja-
drit jejich souc¢tem pres vSsechny mozné hodnoty a;, obdobné muzeme vyjadrit
i rg; pomoci pravdépodobnosti gy (viz. rovnice (2.44])). Analogicky interpretu-
jeme i zbylé pravdépodobnosti, kde pravdépodobnosti spy, sgr se tykaji celkového
skére v testu Y a pravdépodobnosti tp;, tg; celkového skére z kotviciho testu A
(v tomto pripadé s¢itdme pravdépodobnosti pj; a g pres vSechny mozné hodnoty
T, TeSp. Yk)-

Protoze test X nebyl zadan populaci Q) a test Y nebyl zadan populaci P, prav-
dépodobnosti rg; a spi nelze z dat odhadnout. Proto, abychom mohli vyjadrit
pravdépodobnosti 7; a s, je potfeba pridat doplnujici pfedpoklady. Pfedtim si
jesté definujme podminéné pravdépodobnosti pti dané hodnoté skoére z kotviciho
testu, a to

rp(zjla) = P(X = zj|A=a;, P), 71o(zjla) = P(X = 2j|A = a;,Q),
so(ykla) = P(Y = yelA = a1, Q),  sp(yk|la) = P(Y = yp|]A =, P).

Predpoklad. (PSE1)
Predpoklidejme, Ze

ro(wslar) = rp(xjlar),
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tedy Ze pro vsechny populace T (libovolnou volbu konstanty w) je podminéné roz-
deleni X pri A invariantni vici populaci.

Obdobné to predpokladame pro podminéné rozdéleni Y.

Predpoklad. (PSE2)
Predpoklidejme, Ze

sp(yrlar) = sq(yrlar),

tedy Ze pro vsechny populace T' je podminéné rozdéleni Y pri A invariantni vici
populaci.

Z predpokladu (PSE1) dostaneme vyjadreni pro rq; ve tvaru

L L

=>_ro(zjla)ta = er zilatq =) P(X = z;j|A = a, Pty

= =1 =1 (2 49)
P = :L'], = CL1|P)

L L D
Z _ al|P) tqr = Z ith'

=1 =1 LPi

—_

Vyjédreni rq; ve tvaru (2.49) pak muzeme dosadit do (2.45)), odkud dostaneme

L .
rj=wrpj+ (1 —w)rg; =wrp; + (1 —w) > ;th
I=1

L L p’l
=w) pu+(1 —w)Zﬁth

=1 =1 “Pl

_ i [WJF (1 —wite

Pji-
=1 tpi ’
Vyjadienim pro vSechny r; soucasné, j = 1,...,J, dostaneme vektorovy zapis ve
tvaru
T L P
1—w)t
r=|: :Z[W‘F(W]Pz, kde pi=] : |- (2.50)
=1 tp
Ty bn

Analogicky vektor s vyjadiime ve tvaru

S1

L wt qu
s=| -2 fomo e e a=| ] e
=1 tQi
SK dK1
Predpokladame, ze konstantu w zname, a navic plati, ze tp; = Z;’Zl pji a tor =
S K | g Jediné, co potiebujeme odhadnout, jsou tak pravdépodobnosti Dji & ki
K tomu stejné jako v pripadé designu ekvivalentnich skupin pouzijeme vyhlazeni
pomoci log-linearnitho modelu, v tomto pripadé vsak jeho dvourozmérnou vari-
antu. Nejprve vSak zavedeme pouzivané znaceni.
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Pozorovana data, kterd mame v designu neekvivalentnich skupin s kotvicimi
polozkami k dispozici, jsou dvojice (X, A;), i = 1,..., N pro respondenty z po-
pulace P a dvojice (Y;, A;), i = 1,..., M pro respondenty z populace Q. Z nich
pak opét vytvorime cetnosti

nj = pocet studentii s X = x; a A = q,

my; = pocet studentu s Y =y, a A = ay,

j=1,...,J,k=1,...,Kal=1,...,L. Plati, ze

J L K L
ZZRJ’[:N a szkl:M
j=1ll=1

k=11=1
Vektor n = (ny1,...,ny)" je tedy vektor o délce JL obsahujici cetnosti dvou-
slozkového vektoru (X, A). Podobné vektor m = (myy,...,mgr)" je vektor

o délce KL s cetnostmi vektoru (Y, A). Opét budeme predpokladat, ze vektory
pochazi z multinomického rozdéleni.

Predpoklad. Vektory n = (niy,...,nyr)" a m = (myy,...,mgr)" jsou mezi
sebou nezdvislé a maji multinomické rozdélent, tj.

n ~ Mult;,(N,p), m ~ Multxr(M,q),

kde p = (pn, -y PJ1, P12, - - - vaL)T a q= (Q11, - 4K1,4q125 - - - 7QKL>T~

Relativni ¢etnosti maji tvar

nji ~ Mgl

a gy = —F -

Pit ="\ M

a v pripadé velkych N a M by sly pouzit jako odhady pravdépodobnosti p;; a g.
Ze stejnych davodu jako v designu ekvivalentnich skupin vsak pravdépodobnosti
vétsinou nejprve vyhladime pomoci log-linearniho modelu.

2.2.1.1 Vyhlazeni pravdépodobnosti skére

Log-linearni model pro pravdépodobnosti p mizeme zapsat analogicky jako

v (2.5), tedy
log(p) =a+u+B'g, (2.52)

kde « je normalizacni konstanta, u je vektor o délce JL, B je matice znamych
konstant typu p, x JL, B8 = (f1,... ,Bpp)T a pp je pocet parametrii potiebnych
k odhadnuti p.

Nejcastéji uvazovanym modelem je momentovy (polynomialni) model, ktery je

opét obdobou modelu (2.6 popsaném v sekci [2.1.1} V tomto pripadé ma obecny

tvar

D E F a
log(pji) = a4+ uj + Z 5w,d93;l + Z Baea; + Z Z /6xayfgl’§a§]. (2.53)
d=1 e=1 f=1g=1

27



Plati, z2e D + F + F + G = p,, kde p, je pocet prvkia vektoru 8. Naptiklad
v ptipadé D = E =2 a F = G =1 dostavame

log(pji) = a + wj + Bez; + 533,2%2 + Bajr + Ba2a] + BraiTja
Prislusny sloupec matice B, ktery odpovida indexu ji, ma tvar (z;, x?, a, ai, ;)

a B = (8o, Bu2: Bat1:Ba2Brair) -

Odhad vektoru B dostaneme pomoci metody maximéalni vérohodnosti, loga-
ritmicka vérohodnost zde ma tvar

J L
= Z Z njilog(pji) + C,
j=11=1

kde C je konstanta.
Odhady pravdépodobnosti p;; dostaneme dosazenim vektoru B do rovnice 1)
a vyjadfenim p;;, odhad vektoru p je ve tvaru p = (P11, ..,D1,D12; - - - ,ﬁJL)T.

Protoze log-linearni model (2.52) - je ve stejném tvaru jako v sekci 1| pri de-
signu ekvivalentnich skupin, vypocet varianéni matice vektoru p probehne uplné
stejné (sekce [2.1.5)). Vyslednd varianéni matice 35 ma tvar uvedeny v ([2.32)), jen

misto vektoru pravdépodobnosti r mame vektor sdruzenych pravdépodobnosti p,
tedy

35 =PB'(BPB') 'BP',
kde
P = diag(p) — pp '

Rozmeéry matice 3 jsou JL x J L. Varian¢ni matici 35 opét mizeme faktorizovat
(viz. Vétalf) a platl

35 =CpCp ', (2.54)

kde matice Cy, je typu JL X p,.

Analogicky zfskdme odhad vektoru q jako q = (qi1, . - -, Gx1, Qi2s - - - QxL) '
jeho varianéni matici 3 ve tvaru

-
3;=C4Cq (2.55)

kde matice Cq ma rozméry KL X p, a p, je poCet parametri potiebnych k od-

hadnuti pravdépodobnosti q.

2.2.1.2 Odhad pravdépodobnosti skoére

V predchozi sekci jsme ukézali, jak pomoci log-linedrnich modelt ziskat od-
hady sdruzenych pravdépodobnosti celkovych skére a skore z kotviciho testu, pj
a qg,definovanych jako

pji=P(X =1z;,A=aql|P),
G = PY =y, A = @|Q).
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My ovsem potiebujeme odhadnout margindlni pravdépodobnosti celkovych
skore v cilové populaci T, r; = P(X = z;|T) a s = P(Y = y|T). Jejich
vyjadieni préavé pomoci sdruzenych pravdépodobnosti p;; a g jsme odvodili
v rovnicich (2. 50])) a (]2 51)). Vektory odhadi margindlnich pravdépodobnosti

r = (f,...,7;)" as = (5,...,5x)" tak dostaneme dosazenim odhadii p; a
qr; do rovnic - a - tj.

7/:1 L i)\ll

(1—-w
= = Dii .
U = J H b
a
:9\1 L J =~ lel
w D
s=|: |1 =X l (1—w) %gﬂpﬂ] e (2.57)
= =1 k=1 9kl ~
SK Kl

2.2.1.3 Spojita aproximace skore

Tento ani nasledujici krok se nijak nelisi v zavislosti na zvoleném designu
sbéru dat, je tedy zcela totozny jako v sekei [2.1.3] Zopakujeme tedy jen dulezité
vysledky. Mame-li vektory odhadi ¥ = (71,...,7,)" a8 = (51,...,8x)", pak
odhady spojitych distribu¢nich funkci, které nam aproximuji ptuvodni diskrétni
distribu¢ni funkce F' a G, maji tvar

J . PR
. - (11—
() Z?j‘b <x (IX:B]A ( aX)uX>
j=1

axhx

kde podrobnosti jsou uvedeny v sekci u designu dvou ekvivalentnich skupin.

2.2.1.4 Vyvazovani

SteJne tak i tento krok je totozny pro vsechny uvazované designy sbéru dat.
Mame-li F s a G~ odhady distribu¢nich funkci, odhad vyvazovaci funkce metodou
vyvazovani pomoci jadrovych odhadi ma tvar

Prc(x) = G5! (Fg(x)) .
2.2.1.5 Vypocet standardnich chyb vyvazovani

Vypocet standardnich chyb procesu vyvazovani je uz v tomto designu mirné
komplikovanéjsi. Zatimco v pripadé dvou ekvivalentnich skupin jsme pomoci log-
linearnitho modelu ziskali ptimo vektory odhadi marginalnich pravdépodobnosti
a 8, v pripadé designu neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami jsme odhadli
jen sdruzené pravdépodobnosti p a q. Pravdépodobnosti r a s jsou pak funkcemi
téchto parametrii p, q a spocteme je jako jejich nelinearni transformace, vzorce
jsou uvedeny v a . K ziskani varianén{ matice vektoru (¥,8)" tedy
znovu aplikujeme delta metodu, viz Véta 5
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Asymptotické rozdéleni p a q

Ze sekci [2.2.1.1} a [2.1.5| vime, Ze

VN(p - p) ﬁ N (®JL> CpCpT> (2.58)
a
1
VN(G - q) ﬁ Nki (®KL, ZCquT> . (2.59)

Diky nezavislosti p a q dostaneme
P\ (p d Osr CpCp ' 0
()= 6) o (6) (76 weier))

Asymptotické rozdéleni r a s

Protoze pravdépodobnosti r a s jsou funkcemi parametri p a q, z delta véty
opét dostaneme, ze

c,C,' 0
((5) - (3) wt Mo (wem (57 s ) 980
s o o VI+K | VI+Ks YDF 0 ;CquT DF

z

wm) =)

kde Jpr je Jacobiho matice funkef r a s o rozmérech (J + K) x (JL+ K L), ktera
ma tvar

O ... On Ory .. O
Op11 Opsr  Oqu1 99K L
or  Or Ory
_ | o o] _ | o
Jpr =% a)=|%n
op Oq Os1
Op11
Isk e Os g
Op11 OqK L

Derivovanim prvka r a s podle prvki p a q tak dostaneme jednotlivé elementy
matice Jppr. Parcidlni derivace maji tvar

or; 1—w) K 1—w) K
5 _ _pil( )Zkz_12le + Ly [w i ( J)Zk_l qkl ’ (2.61)
Phi (Z}le pﬂ) 2j—1 Dit
or; _ pu(l —w) (2.62)
dgm  S_ipi
kde i=1,....0, h=1,....J, I=1,....L a
0s; qilwW
_ , 2.63
o 1 qm (2.63)
ds; w T pji W1 i
B~ W 2 + Ly (1 —w) + 57—, (2.64)
7y (Ziil le) > k1 Gkl

kde i=1,....,K, h=1,....K, l=1,...,L.
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Asymptotické rozdeéleni ¢y

Z asymptotického rozdéleni odhadi T a § (rovnice 2.60) nésledné ziskame
asymptotické rozdéleni vyvazovaci funkce @, a to zcela obdobné jako v pripadé
designu dvou ekvivalentnich skupin, jak bylo uvedeno v sekci [2.1.5] Plati, ze

R C,Cp' 0
VA“@K“@K);E%—?AJ<Q\%KJDF< PP 1C:C)T>JEFJ;K>, (2.65)
& z ~4~qa

kde tvar J,, je uveden v (2.38), jednotlivé prvky pak v rovnicich (2.39)), (2.40),
a v Tvrzeni [7

Odsud dostavame, ze

_ 1 C,C, " 0
var(Pg(x)) = N‘BSDK\DDF ( PO P 1CquT> \DIT)FJ];K

a standardni chyby vyvazovani tak mtzeme vyjadrit jako

= 1 C,C,' 0
SEFEy(x) = /var(pg(x)) = \JN\J)SOKJJDF < PO p ICquT> JJEFJ]ZK
(2.66)

Pti vypoctu standardnich chyb opét ve vyrazu nahradime vsechny skutecné pa-
rametry jejich odhady.

2.2.2 Metoda retézového vyvazovani

Druhou metodou, kterou Ize pouzit v designu neekvivalentnich skupin s kot-
vicimi polozkami, je metoda fetézového vyvazovani. Ta se od predchozi poststra-
tifikacni metody lisi nejenom v predpokladech, ale také v tom, Ze v ni neprobiha
vsech 5 vyse zminénych krokt jako v predeslych ptipadech. Konkrétné se zde
neodhaduji pravdépodobnosti r a s v cilové populaci T, ale jen v subpopulacich
P a Q. Metoda pak probiha ve dvou fazich, kdy v prvni fazi jsou skoére z testu
X transformovany na skére z testu A (test sloZen z kotvicich polozek) v populaci
P a ve druhé fazi jsou skore z testu A transformovany na skalu skore z testu Y
v populaci Q.

Pracovat budeme s nasledujicimi distribu¢nimi funkcemi,

F(z) = P(X < z|T), Fp(r) = P(X < z|P),
G(y) = P(Y <y|T), Goly) = P(Y <y|Q),
H(a) = P(A < a|T), Hp(a) = P(A < a|P),

Hg(a) = P(A < a|Q)

Uvazovat budeme opét dva dodatecné predpoklady.

Predpoklad. (CEI)
Predpokladejme, Ze vyvazZovaci funkce z X do A je invariantni vici populaci, tj.

Hp' (Fp(x)) = H (F(2)), (2.67)

pro jakoukoliv cilovou populaci T ve tvaru T = wP + (1 — w)Q.
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Za predpokladu (C'E1) tak dostaneme explicitni vyjadreni pro distribu¢ni
funkci ndhodné veli¢iny X v populaci T,

F(z) = H (Hp' (Fp(v))). (2.68)
Obdobny predpoklad zavedeme i pro vyvazovaci funkci z A do Y.
Piedpoklad. (CE2)
Predpokladejme, Ze vyvazovaci funkce z A do Y je invariantni vici populaci, tj.
Gq' (Ho(a)) = G~ (H(a)), (2.69)
pro jakoukoliv cilovou populaci T ve tvaru T = wP + (1 — w)Q.

7, druhého predpokladu pak dostaneme vyjadieni pro distribuc¢ni funkei na-
hodné veli¢iny Y v populaci T, kterou mtizeme vyjadrit ve tvaru

Gy) = H (Hg' (Go(y))) (2.70)

a jeji inverzni funkci jako

G (u) = Gg' (Ho (H'(w))). (2.71)
Nyni uz miizeme definovat vyvazovaci funkci metody fetézového vyvazovani,
a to ve tvaru

vep(r) =G (F(x)). (2.72)
Dosadime-li do rovnice vyjadieni z (2.68]) a (2.71]), dostaneme vysledny tvar

pepl(r) = G (Ho (H™ (H (Hp" (Fp(2))))))

= Gg' (Hq (Hp' (Fr(x)))) . (2.73)

Vsechny distribu¢ni funkce z tohoto vyjadreni pak uz umime z dostupnych
dat odhadnout. Potfebujeme k tomu znat jen odhady sdruzenych pravdépo-
dobnosti pj; = P(X = 2;,A = @|P), j =1,...,J, 1l =1,...,L a qgu =
PY =y, A = @), k = 1,...,K, 1 = 1,..., L. Ty muzeme ziskat opét
pomoci log-linedrniho modelu, totozné jako je uvedeno v sekci 2.2.1.1 Mame
tedy odhady dvou vektorti pravdépodobnosti p = (Pi1,...,Ps1,Pio,---,Psr) ' a
d=(qu, -, qx1, Q2 - -, qxr) " - Tyto odhady pak vyuzijeme k odhadiim margi-
nalnich pravdépodobnosti X a A v populaci P a marginalnich pravdépodobnosti

Y a A v populaci Q, definovanych jako v ([2.48]),

L
rpj = P(X = 2;|P) =) pj,

L
sqr = P(Y = 4|Q) = Zka

=1

J
tpp=P(A=al|P)=> pj,

j=1

K

tr = P(A=a|Q) = Zle-

k=1
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Mame tak k dispozici odhady ¢tyt vektort,

L L
tp = (Pp1,...,Tpy) = ( Dits - -5 ﬁ]z> , (2.74)
=1
L L
gQ = (§Q17"'7§QK)T: (Z(/J\lla"'7z/\K[> ) (275)

T
J J
tP:(tpl,...,tpL)TI (Z Ajl,...,ZAjL) 5 (276)

j=1 j=1
R R R K K T
tQ:(th,...7tQL)T= <Zg7k1,...,ZquL> . (277)
k=1 k=1

Protoze stejné jako v predeslém pripadé potiebujeme, aby byla dobie defino-
vana inverzni funkce distribu¢ni funkce G v rovnici pro vyvazovaci funkci
(symetricky pro distribuéni funkeci F'; kdybychom prevadéli skore z testu Y na
skalu skore z testu X), budeme opét uvazovat spojité aproximace vsech distribuc-
nich funkei uvedenych v (2.73). Postup je totozny jako je uvedeno v sekci ,
jen misto pravdépodobnosti r; budeme dosazovat pravdépodobnosti rp;, misto
pravdépodobnosti s; pravdépodobnosti sg, apod. Pro nazornost uvedeme tvar
jedné z distribu¢nich funkci, ostatni by vypadaly analogicky.

Spojita aproximace distribu¢ni funkce Fp ma obdobny tvar jako v (2.12)),

J — (1 —
) = erjq) (93 axpj — ( aXP)MXP) ’ (2.78)
j=1

axphxp
kde

J o2
o . XP
Hxp = Z%’TPJ', pr = ZTPJ ,uXP) ) axp = 702 T2
=1 XP XP

a hxp > 0 je vyhlazovaci parametr.

Odhad této distribu¢ni funkce dostaneme nahrazenim rp; za odhady 7p;, tj.

_ J —axpri — (1 —axp)i
Fy (¢) = Fg (2:Fp) Z? (33 axrt; = ( aXP)““), (2.79)

Xp axphxp

J 5.2
~ = ~ XP
Uxp = Z$jTPj7 pr = ZTPJ ,uXP) ) axp = 52 2 T2
j=1 XP XP

Analogicky dostaneme spojité aproximace distribu¢nich funkei Gg, Hp a Hg,
které znacime po fadé Gy , Hy a Hy .
Q P Q

kde
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Odhad vyvazovaci funkce metody tetézového vyvazovani pak ziskame tak, ze
do rovnice (2.72)) dosadime tyto spojité aproximace a dostaneme

Por(z) = Gy <HZQ <H§i (Fy, @:)))) . (2.80)

Posledni, co zbyva, je spocitat standardni chybu fetézového vyvazovani. Vy-
vazovaci funkei o p(x) muzeme zapsat ve tvaru

vop(x) = oy (pa(z)), (2.81)

kde

palx) = H (Fg, (x)) (2.82)

P

je vyvazovaci funkce z X do A v populaci P a
py(a) = G5! (Hz, (a) (2.83)
je vyvazovaci funkce z A do Y v populaci Q.

Jacobiho matice p4(z) a py(a) tak miuzeme spocitat stejné, jako je uvedeno
v sekei [2.1.5] konkrétné v rovnicich (2.38), (2.39), (2.40) a v Tvrzeni [ Vzdy jen
misto ptivodnich parametrit F', Gy, r a s nahradime pifslusnymi alternativami,
tj. F)?P,ng,rp, tp pro p4 a G;,Q,HZQ,SQ, to pro y. Oznacme tyto Jacobiho

. . N . 7 / _ 890}’ o v .
matice jako J,, a J,,. Oznacime-li déle ¢y (a) = “*(a), mizeme Jacobiho
matici (v tomto pripadé vektor) vyvazovaci funkce metody Fetézového vyvazovani

vyjadrit ve tvaru

Joes (@) = (P (2a(@)Ip, (2), Iy (a(2))) (2.84)

Protoze J,, je délky (J + L) a J,, délky (K + L), vektor J
1 x (J+ K+2L).

pop HMa IOZINEry

K tomu, abychom spocitali standardni chybu vyvazovani a tedy asymptotickou
variancni matici odhadu @cg, potiebujeme jesté znat variancni matici vektoru

(/I.\Pa EP? EQ? §Q)T
Zacneme tim, ze plati

VN —p) N;% N0, CpCp 1),

jak je uvedeno v ([2.5§]).
Déle vime, ze rp a tp jsou funkcemi p, tedy z delta véty (Véta|5|) dostaneme,

vy <(%IIZ> N (E;))) N—d> 00 Noer <(DJ+L’ ‘BDFvPCPCpT\DBF,P) ) (2.85)
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kde Jppp je typu (J + L) x JL a ma tvar

Orpy Orpr .. ... Orpr

Op11 Op21 opjL
Jorp = | = ot .. ... | (2.86)
% Ip11 opJL
p .
@ e e . Otpp
Op11 OpsrL
Prvky matice Jpp p jsou ve tvaru
87”1'
— :ﬂ-i:h7 287
Opn [i=hl ( )
kdei=1,...,J, h=1,...,J, l=1,...,La
ot;
= Tpmy, (2.88)
Opni

kdei=1,....,L, h=1,....J, I =1,..., L.
Obdobné z delta véty a platnosti rovnice (2.59)), tedy
~ 1
VN(G-q) # Nkr ((DKLa CquT> ;
— o0 z
dostaneme asymptotické rozdéleni

t t 1
VN (( @) _ ( Q)) 1 Nicer (01 290r0CaCa Ihrg) - (2:89)

SO SO N— 0o

Matice Jpr o ma analogicky tvar jako matice Jprp, a to

atQ
Oq
Jpro = (2.90)
65@
0q
s prvky
ot;
= 1y=p, 291
Oqn =l ( )
kdei=1,...,L, h=1,...,K, [=1,...,L a
88i
= Qy—n1, 2.92
Iqni i=h ( )

kdei=1,...,K, h=1,....K, l=1,...,L.

Protoze vektory p a q jsou nezavislé, kombinaci (2.85) a (2.89)) dostaneme

rp rp
t t d
VN |1 — tP ——— Nysror (Ogsky2m, D) (2.93)
Q Q N— oo
§Q 5Q
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kde

JprpCpCp ' I} 0
D = nTR R TPRE : 2.94
( 0 %‘DDF,QCQCQT\B—IBF,Q ( )

Ted uz zndme vsechny variancni a Jacobiho matice, které potrebujeme, abychom
mohli vyjadrit asymptotické rozdéleni vyvazovaci funkce metody tetézového vy-
vazovani. Asymptotické rozdéleni ma tvar

. d
VN(@ce — o) o N (0, JJWEDJJZCE) . (2.95)
Plati, ze
. 1 -
var(@og(x)) = NJJ%EDJJ%E
a standardni chyby vyvazovani maji tvar
1 T
SEFEy(x) = N\D%EDJJ%E. (2.96)
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3. Vyvazovani pomoci modeli
teorie odpovédi na polozku

V posledni teoretické kapitole pro tplnost predstavime i zakladni koncepty
vyvazovani pomoci modeli teorie odpovédi na polozku, tzv. IRT modelu (angl.
item response theory, IRT models). Protoze v mnoha testovacich spolecnostech
jsou pravé IRT modely ¢asto vyuzivany k analyze a vytvareni znalostnich test,
je prirozené je vyuzit i k procesu vyvazovani. Nejprve obecné predstavime IRT
modely a jejich predpoklady, poté jejich pouziti pri vyvazovani. Popis metod na-
lezneme predevsim v Kolen a Brennan| (2014) a |Gonzélez a Wiberg| (2017)).

3.1 IRT modely

Hlavni myslenka IRT modelt spociva v tom, ze pravdépodobnost spravné
odpovédi na polozku je funkei parametri této polozky (napf. obtiznosti) a para-
metru respondenta (néjakych jeho latentnich vlastnosti, napt. inteligence). V této
praci budeme predpokladat, ze pravdépodobnost spravné odpovédi je zavisla
pouze na jedné latentni vlastnosti, pracovat tedy budeme jen s jednorozmeér-
nym parametrem (tento parametr budeme nazyvat abilita a budeme ho znacit
symbolem #). V praxi se muzeme setkat i se situaci, kdy je pravdépodobnost
ovlivnéna vice latentnimi vlastnostmi a prislusné parametry jsou vicerozmérné.
Tomuto pripadu se v praci vénovat nebudeme, ale v literature se daji najit zobec-
néni i pro tyto situace. Stejné tak se zamérime pouze na modely s dichotomickymi
polozkami, tedy s polozkami, které mohou byt hodnoceny jen dvéma hodnotami
(vétsinou uvazujeme, ze respondent zodpovédél otdzku spravné ¢i nespravné).
Metody se vsak daji zobecnit na polytomni modely, kde polozky mohou byt hod-
noceny i jinym poc¢tem bodii.

Meé¢jme dvé verze znalostniho testu, verzi X a verzi Y. Predpoklddejme, Ze
test X se sklada z J polozek a ze jej vyplnilo N respondentti, test Y se sklada
z K polozek a byl vyplnén M respondenty. Pocet kotvicich polozek, které jsou ob-
sazeny v obou verzich testu, oznacme V. Plati, ze V < J a V < K. Déle ozna¢me

Xij, i =1,...,N, 5 =1,...,J binarni ndhodnou veli¢inu, kterd znaci odpovéd
i-t¢ho respondenta na polozku j v testu X. Plati, ze X;; = 1, kdyZ respondent
zodpovédél polozku spravné, a X;; = 0, kdyZ zodpovédél polozku nespravné.

Obdobné oznacme Y;j, i = N+1,... N+ M,j=J-V+1,...,J+K -V na-
hodnou veli¢inu, ktera znaci odpovéd i-tého respondenta na polozku j v testu Y.
Polozky indexujeme tak, ze nejprve fadime polozky unikatni pro test X, nasledné
kotvici polozky, které jsou spoleéné pro oba testy, a na zavér polozky unikatni
pro test Y. Kotvici polozky tak maji v tomto pripadé indexy od J —V + 1 do
J. Tuto indexaci vyuzijeme predevsim v praktické ¢asti prace, kdy prace s takto
razenymi polozkami bude ptrehlednéjsi. Pozorovana data, ktera mame k dispo-
zici, jsou tak sady N vektort X; = (X;1,...,X;7)",i=1,...,N a M vektort
Y, = Yisvit,-- s Yiszex-v) ,i=N+1,...,N + M. Kazdy vektor tak nese
informaci o spravnych a nespravnych odpovédich u konkrétniho jednoho respon-
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denta. Predpokladame, ze jednotlivé vektory X; a Y; jsou mezi sebou nezavislé.
Dalsim predpokladem, ktery zde zavadime, je predpoklad lokalni nezavislosti. Ten
nam fikd, ze pii pevné daném parametru 6 (abilité respondenta), jsou odpovédi
respondenta na jednotlivé polozky mezi sebou nezavislé. Pravdépodobnost, ze re-
spondent s danou hodnotou € zodpovi spravné polozku 1 1 2, tak mizeme spocitat
jako soucin pravdépodobnosti, ze odpovi spravné na polozku 1, a pravdépodob-
nosti, ze zodpovi spravné polozku 2.

Podle toho, kolik parametrii polozky uvazujeme, rozliSujeme rizné IRT mo-
dely. Jednim z nejobecnéjsich modelt je ¢tyrparametricky logisticky IRT model,
ktery budeme znacit 4PL IRT model. Za platnosti 4PL IRT modelu mé pravdé-
podobnost, ze i-ty respondent spravné zodpovi j-tou polozku, tvar

pij (05 a4, b5, ¢5,dj) = P(Xi; = 1(0;; a4, b;, ¢j, d;)

% (0i—bj)

=c; + (d; — Cj)m,

(3.1)
kde 6; € (—o0, 00) je abilita i-tého respondenta a a;, b;, ¢j, d; jsou parametry j-té
polozky. Parametr a; € (—o0,00) obvykle nazyvame parametrem diskriminace,
b; € (—o0,00) parametrem obtiznosti, ¢; € (0,1) parametrem dolni asymptoty
a d; € (0,1) parametrem horni asymptoty. Parametr ¢; zde reprezentuje pravdé-
podobnost, zZe respondent spravnou odpovéd na polozku pouze uhodne. Naopak
parametr d; znaci pravdépodobnost, Ze respondent, ktery zna spravnou odpovéd,
spravné i odpovi. Doplnék (1 — d;) tedy reprezentuje pravdépodobnost, Ze re-
spondent, ktery zna spravnou odpovéd, odpovi nespravné. U znalostnich testt to
muze byt napiiklad vlivem nepozornosti.

Budeme-li pifedpoklddat, ze k vlivu nepozornosti nedochéazi, a ze d; = 1 Vj,
dostaneme pak rovnici pro tiiparametricky logisticky IRT model, ktery znac¢ime
3PL IRT. Za platnosti 3PL IRT modelu je pravdépodobnost, zZe i-ty respondent
spravné zodpovi j-tou polozku, ve tvaru

% (0i—bj)

pij (030,65, ¢5) = P(Xig = U3 a5, b5, ¢5) = ¢ + (L = &) Ty

(3.2)

Predpokladame-li navic, ze i pravdépodobnosti uhodnuti polozek jsou nulové,
tedy ¢; = 0 Vj, dostaneme dvouparametricky 2PL IRT model a pravdépodobnost,
ze i-ty respondent zodpovi j-tou polozku spravneé je

% (0i—bj)

pij (05;a5,b;) = P(Xi; = 1|03 a5,b;) = 1+ eas b))

(3.3)

Specidlnim pripadem 2PL IRT modelu je i 1PL IRT model (jednoparam-
tericky, nékdy nazyvany také jako Raschuv), ve kterém navic predpokladame,
ze vsechny polozky maji diskriminac¢ni parametr a; roven a. Pravdépodobnost
spravné odpovédi na polozku ma potom tvar

ea(ﬁl—bj)

Dij (01; a, bj) = P(XZ] = 1|917a,b]> == m (34)
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Divdme-li se na pravdépodobnosti p;; jako na funkce parametru 6 pii pevné
danych parametrech polozky, nazyvame je charakteristické funkce polozky (angl.
item characteristic functions, ICFs). Pti jejich vykresleni na skale parametru 6 je
pak nazyvame charakteristické kiivky polozky (angl. item characteristic curves,

ICCs).

Vhodny model volime jak na zakladé dat a prislusnych metod pro vybér mo-
delii, tak na zdkladé nasi znalosti o tvorbé a pribéhu znalostniho testu. Tak
muzeme posoudit, které predpoklady je rozumné uvazovat a které naptiklad ni-
koli. V této kapitole budeme pro ilustraci pracovat prevazné s 2PL IRT modelem.

Abychom mohli s IRT modelem pracovat, je potfeba odhadnout jak para-
metry polozek (a;,b;), tak parametry ability respondenti (6;). K tomu existuji
dva zakladni pristupy - jeden pomoci metody sdruzené maximalni vérohodnosti
a druhy pomoci metody marginalni maximalni vérohodnosti. V této praci je ne-
budeme podrobné uvadét, jejich popis a srovnani 1ze napriklad nalézt v Holland
(1990). Co je ovsem potieba zminit, je fakt, ze oba pristupy k odhadnuti para-
metra musi predpokladat néjaké pravdépodobnostni rozdéleni pro parametr 6.
Nejcastéjsi volbou je standardizované normélni rozdéleni s nulovou stfedni hod-
notou a jednotkovym rozptylem, N(0,1).

Metoda vyvazovani pomoci IRT modeli se da obecné rozdélit do 3 krokti. Prv-
nim krokem je pravé odhadnuti parametri polozek a abilit respondenti, druhym
pak transformace téchto parametrii na spole¢nou skalu. V pripadé designu dvou
ekvivalentnich skupin neni transformace potteba, protoze parametry jiz na stejné
skale jsou. Protoze predpokladame, ze skupiny jsou ekvivalentni, predpoklad stej-
ného pravdépodobnostniho rozdéleni parametru 6 v kroku odhadovani parametri
nijak nevadi. OvSem v pripadé neekvivalentnich skupin uz je tento predpoklad
problematicky. Odhadneme-li parametry polozek a respondentt zvlast ve skupiné,
kterd vyplnovala test X, a ve skupiné, ktera vyplnovala test Y, budeme v obou
pripadech predpokladat, ze # ma stejné pravdépodobnostni rozdéleni, a to na-
priklad N(0,1). V ptipadé neekvivalentnich skupin ale vime, Ze rozdéleni byt
stejné nemiize. Je proto potfeba odhadnuté parametry z jedné skupiny prevést
na skalu parametri druhé skupiny, aby byly porovnatelné. Poslednim krokem
metody vyvazovani pomoci IRT modeli je pak samotné transformace celkového
skore z jednoho testu na skalu skére druhého testu.

3.2 Metody odhadu vyvazovacich konstant

Oznacme fx; abilitu i-tého respondenta na skale parametri z testu X a fy;
jeho abilitu na skale testu Y. Budeme-li predpokladat, ze vztah mezi skalami je
linearni, potom plati vztah

kde A a B jsou konstanty, které nazyvame vyvazovacimi koeficienty (angl. equa-
ting coefficients). Vztahy mezi parametry polozek pro polozku j jsou ve tvaru
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(Kolen a Brennan| (2014} str. 178))

ax;
ayj = Tja (36>
byj == Aij + B, (37)

kde parametry s indexem X vzdy znaci parametry na skale X a obdobné para-
metry s indexem Y jsou parametry na skale Y.

Je snadné ukazat, Ze touto transformaci parametry nezméni svoji interpretaci
a ze se jedna o vhodnou transformaci skal. Uvazujeme-li 2PL IRT model, ma
pravdépodobnost, ze i-ty respondent zodpovi polozku j v testu Y spravné, tvar

OV (9Yi*ij)

Pij = 1 + eavi(Oyi=by;)’

Dosadime-li za 6y, ay; a by; vyrazy z rovnic (3.5) - (3.7)), dostaneme

oL (A0xi+B—Abx;~B)

Pij = ax;
1+eT(A0x¢+B—Aij—B)

e aﬁj (A(eXi_ij))

1+ et (AOxi—bxy)

e%Xi (9Xi—ij)

= T (3.8)

Pravdépodobnost p;; je tedy ve stejném tvaru, jen parametry jsou nyni na skale X.

Nyni predstavime nékolik vybranych metod, jak odhadnout vyvazovaci koefi-
cienty A a B, abychom mohli parametry transformovat.

3.2.1 Momentova metoda vyuzivajici pramér

Jako prvni predstavime momentovou metodu vyuzivajici prameér (angl. mean-

mean method). Z rovnic (3.6) a (3.7) dostaneme piimo vyjadieni, ze

A=2% (3.9)
Ay j
B = by; — Aby;. (3.10)

Protoze vztahy (3.9) a (3.10]) plati pro vsechny polozky, plati také (Kolen a
Brennan| 2014, str. 180)

- plax) a
A= (ay) (3.11)
B = p(by) — Ap(bx), (3.12)



kde p(ax) je priumér parametrii ax;, p(bx) je prumér parametr by;, p(ay)
a p(by) jsou pruméry po fadé parametri ay;, by; , kde j e {J -V +1,...,J}.
Vyuzivame zde pouze parametry kotvicich polozek (kotvici polozky jsou indexo-
vany od J —V + 1 do J), protoze jen ty byly zadaviny v obou verzich testu,
a zname tak odhady parametri a; a b; na obou skalach X i Y. To ndm pak
umozni ziskat odhady vyvazovacich konstant.

Odhad konstanty A pak ziskdme dosazenim odhadtl @x;, @y; do rovnice (3.11),

odhad konstanty B dosazenim odhadi ng, gyj a odhadu konstanty A do rovnice
(13.12)).

3.2.2 Momentova metoda vyuzivajici prumeér a smérodat-
nou odchylku
Dalsi momentovou metodou je metoda vyuzivajici smérodatné odchylky pa-
rametru bj, (angl. mean-sigma method). Z rovnice (3.7) muzeme konstantu A
vyjadrit jako
by, — B
A=20_2 (3.13)
bx;

pro polozku j a ze stejné rovnice dostaneme vyjadreni pro konstantu B ve tvaru

pro polozku j*. Dosazenim (§3.14]) do (3.13) pak dostaneme vyjadieni konstanty
A, kde

A= M (3.15)
bx; — bx;-
Odtud dostaneme, ze plati
o(by)
— , 3.16
o (ox) (3.16)

kde o(bx) je vybérova smérodatna odchylka parametri bx;, o(by) je vybérova
smérodatnd odchylka parametrt by;, j € {J -V +1,...,J}.

Dosadime-li smérodatné odchylky odhadti b; na skalach X a Y do (3.16)), zis-
kéame odhad konstanty A momentovou metodou vyuzivajici prumeér a smérodatné
odchylky. Odhad konstanty B je stejny jako u momentové metody vyuzivajici jen

pruméry, tedy opét vychézi z rovnice (3.12)).

3.2.3 Haebarova metoda

V (3.8) jsme ukazali, Ze pravdépodobnost, ze i-ty respondent zodpovi polozku
J v testu Y spravné, je stejnd, at uz pouZzijeme ptivodni parametry Oy, ay;, by;
nebo jejich transformace z (3.5)-(3.7)), tj. ze plati:

a/ .
pij (Ovi; ayj, by;) = pij (AQXi + B; %, Abx; + B) - (3.17)
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V praxi, kdy vsak misto skuteénych parametrii pouzijeme jejich odhady, uz
tato rovnost platit nemusi a pro vsechny kotvici polozky soucasné ani velmi prav-
dépodobné platit nebude. Z toho vychazi i Haebarova metoda (Haebara, [1980)
odhadu vyvazovacich koeficienti A a B. Ta hleda koeficienty tak, aby v néjakém
smyslu minimalizovaly poruSeni rovnosti (3.17)). Definujme soucet ¢tverct rozdil
charakteristickych k¥ivek polozky pres vsechny kotvici polozky pro pevné 6;,

J - Ax: ~ 2
H(ez) = Z |:p” (QZ, ayj, byj) — pij <91, 7;:] s Aij —f‘ B>:| . (318)
j=J-V+1

Soucty rozdili H (6;) pak jesté seCteme pres vsechny uvazované indexy i a hle-
dame takové A a B, které néasledujici kritérium minimalizuji,

Vyvazovaci koeficienty, které zvolené kritérium minimalizuji, hledame néjakou
vhodnou itera¢ni metodou.

Metoda se také miize lisit v zavislosti na tom, jaké indexy ¢ v (3.19) uvazu-

jeme. Muzeme scitat pres odhadnuté ability vsech respondentii, pres odhadnuté
ability jen téch respondentt, kterym byl zadavan napr. test X, nebo také pres
vybrané hodnoty 6; vazené na zakladé proporci v populaci. Podrobnosti i dalsi
piistupy nalezneme v [Kolen a Brennan| (2014) na strané 185.
V praktické casti prace pak budeme k IRT vyvazovani vyuzivat balik equatelRT
(Battauz, [2015)), ktery z praktickych divodi pro nizsi vypocetni ndrocnost (pre-
devsim v pripadé velkého poctu respondenti) a pripadné zobecnéni minimalizuje
funkci

1 00 J . e Qv ~ 2

Hepig = 5/ Z [pij (91‘; Ay g, ij) — Pij <9i; %, Abx; + B)] ¥ (0:)do;,
TR j=J-V+1

(3.20)

kde 1 (6;) je hustota standardizovaného normalniho rozdéleni. Integral typicky
nema analytické feseni a obecné je aproximovan pomoci Gaussova kvadraturniho
pravidla.

Takto nalezené konstanty A a B pak povazujeme za odhady skutecnych vy-
vazovacich koeficienti A, B.

3.2.4 Stocking-Lordova metoda

Stocking-Lordova metoda je obdobné jako Haebarova metoda, minimaliza¢ni
kritérium ale vyuziva druhou mocninu rozdilu souc¢tu charakteristickych kiivek
vsech kotvicich polozek, tj. pro pevné 6; definujeme

2

J R N J Qs N
SL(6;) = > opy (91‘; Ay, ij) — Y py <€i; %7 Abx; + B)
Jj=J—=V+1 j=J=V+1

(3.21)
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Za odhady konstant A a B pak povazujeme ty hodnoty A, B, které minima-
lizuji nasledujici kritérium,

SLei =Y SL(6;) (3.22)
pro zvolené indexy 1.

Obdobné jako u Haebarovy metody, balik equateIRT v softwaru R minimali-
zuje funkci definovanou jako

1 [e%¢) J ~
SLerit = 5/ [ > vy (Qi;an,ij) - (3.23)
T j=J-V+1

2

J ~ .
-y (ez-;“XJ,AbXﬁB) (0:)dd);. (3.24)

j=J—V+1 A

kde ¥(0;) je hustota standardizovaného normalniho rozdéleni.

Kdyz uz zname odhady vyvazovacich koeficienti A a B, mtzeme prevést
vSechny parametry polozek i parametry abilit respondenti na stejnou skalu po-

moci transformacnich rovnic (3.5))-(3.7]).

3.3 Vyvazovani celkovych skore

Kdybychom jako reportované skére z testi uvadéli pravé hodnotu 6; (¢asto
se uvadi jako tzv. IRT skére), byli bychom v predchézejicim kroku jiz hotovi,
protoze bychom k transformaci na spole¢nou $kdlu vyuzili rovnici (3.5). V pri-
testu pocet spravnych odpovédi, nebo néjakou podobnou miru. Zde je potom po-
tfeba provést jesté jeden dodatecny krok. Dvé bézné k tomu pouzivané metody
jsou vyvazovani skuteénych skére a vyvazovani pozorovanych skére. Obé tyto me-
tody transformuji parametry polozek na spolec¢nou skalu néjakou vyse zminénou
metodou za pomoci rovnic a , transformaci parametru ability #; vSak
nevyuzivaji. Obé se naopak divaji na podminéné rozdéleni celkovych skére pfi
dané hodnoté parametru 6;. Blize si metody strucné predstavime v nasledujicich
dvou sekcich, popsany jsou i v [Kolen a Brennan (2014)). Protoze jiz uvazujeme
parametry polozek transformované na stejnou skalu, pfi znaceni uz vynechavame
indexy X a Y.

3.3.1 Vyvazovani skutecnych skére

Prvnim pristupem, ktery uvedeme, je vyvazovani skutecnych skére. Skutecné
skore definujeme jako podminénou stredni hodnotu nahodné veli¢iny udéavajici
pocet spravnych odpovedi v testu, pti pevné dané hodnoté 6;, tj.

J J
Tx(0;) = E (Z Xij|9i) = pij (05305, b)) (3.25)
j=1 j=1
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je skutecné skore v testu X pro respondenta s abilitou 6; a

J+K-V J+K-V
() =E| Y Yylbi| = > pi(0ia5,0) (3.26)

j=J-V+1 j=J—-V+1

je skutecné skore respondenta s abilitou 6; v testu Y.

Predpokldadame, ze pro pevné dané 6; se skutecné skore 7x(6;) rovna skutec-
nému skére 1y (6;). Za platnosti tohoto predpokladu uz dostaneme tvar vyvazovaci
funkce, jak spocitat skutecéné skére v testu Y pri zndmé hodnoté skutecného skore
z testu X, tj.

errr(Tx,0;) = v (1%"). (3.27)

Hodnotu 75! v tomto pifpadé definujeme jako to 6;, které odpovidd skuteénému
skore Tx pri danych hodnotach parametri a; a b;. V praxi skutecné hodnoty
téchto parametrii nezname, proto bychom do rovnic - - ) dosazovali
jejich odhady a; a b Stejné tak vSak nezndme ani skutecné skore 7x (pfip.

Ty ), protoZe se jednd o nepozorovany parametr. Vezmeme tedy odvozeny vztah
pro vyvazovani a misto skuteéného skére 7x do néj dosadime pozorované
celkové skore z testu X. Metoda tedy probiha v nasledujicich krocich:

1. Vezméme pozorované celkové skore z testu X, tj. Z;-Izl Xi;, 0< Z}]=1 Xi; <
J.

2. 7 rovnice ijl Xij = EJ 1 Dij (Qz,aj,b> vyjadiime 6; (k tomu muzeme
vyuzit napriklad iterativni Newton-Raphsonovu metodu, protoze hledame
koten nelinedrni funkce).

3. Dosadime #; do vyrazu Z] T V+1 Dij (Qi;aj,@) a ziskame tak ekvivalent

pozorovaného celkového skore ijl Xi; na skale testu Y.

3.3.2 Vyvazovani pozorovanych skore

Druhym pristupem ve vyvazovani pomoci IRT modeli je vyuzit prislusny IRT
model k odhadu pravdépodobnostniho rozdéleni celkového pozorovaného skore
v obou verzich testu a na ty néasledné aplikovat metodu ekvipercentilového vyva-
zovani, kterd byla predstavena v sekci[L.3] Oznacme fi(z = 116;) = p;1 pravdépo-
dobnost, ze respondent s abilitou #; odpovi na prvni polozku v testu X spravné
a jeho celkové skore bude tak po prvni polozce rovno 1. Pravdépodobnost, ze
odpovi na prvni polozku nespravné a jeho celkové skore bude po prvni polozce
0 je potom fi(z = 0|6;) = 1 — p;1. Obecné ozna¢me f,.(z]60;) rozdéleni celkového
dosazeného skére po prvnich r polozkach u respondenta s abilitou 6;. Pro r > 1
je fr(x]6;) definovano rekurzivné (Kolen a Brennan, 2014, str. 199)

fr(xyez) = frfl<$’92)(1 _pir)> T = 07
= fr—l(x|92)(1 _pir) + fr—l(‘r - 1|91)pzm 0<x< r,
= froa(z — 1]0;)pir T =r. (3.28)
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Takto miizeme spocitat podminéné rozdéleni celkového skore z testu X pri
dané hodnoté ability 0;, f(z|0;) = f;(x|0;). Pokud je rozdéleni parametru 6 spo-
jité, dostaneme nepodminéné marginalni rozdéleni celkového skére jako

1) = [ f(aloyp(o)ap, (3:29)

kde () je hustota 6.
KdyZz uz zname nepodminéné rozdéleni celkového skére v testu X, obdobné
muzeme spocitat i nepodminéné rozdéleni celkového skore v testu Y, z hustot

vyjadrit distribu¢ni funkce a pouzit metodu ekvipercentilového vyvazovani po-
psanou v sekci [1.3]
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4. Prakticka cast

V praktické c¢asti prace si predstavime vyse zminéné metody na realném dato-

vém souboru a porovname jejich vysledné vyvazovaci funkce a standardni chyby
vyvazovani.
Pracovat budeme ve volné dostupném statistickém softwaru R (verze 4.1.0, viz
R Core Team| (2021)). Tradi¢ni vyvazovaci metody jsou implementovany v ba-
liku equate (Albano|, 2016), vyvazovani pomoci jadrovych odhadu v baliku kequate
(Andersson a kol [2013) a vyvazovani pomoci modelu teorie odpovédi na polozku
v baliku equateIRT (Battauz, 2015)).

4.1 Datovy soubor

K analyze vyuzijeme redlnd data z mezinarodniho Setfeni TIMSS (Trends
in International Mathematics and Science Study), které je koordinovano Me-
zindrodni asociaci pro hodnoceni vysledku vzdélavani (angl. The International
Association for the Evaluation of Educational Achievement, IEA). Jedna se o me-
zinarodni studii, ktera monitoruje trendy a zjistuje droven védomosti zakt v ma-
tematice a v piirodnich védach. Setfeni bylo poprvé provedeno v roce 1995 a od
té doby probiha v pravidelnych ctyrletych cyklech. Zapojeno je do néj vice nez
60 zemi svéta, v kazdé z nich je vybran reprezentativni vzorek priblizné 4000 az
5000 studentt z riaznych typt skol. Testovani se ucastni zaci 4. a 8. roénikii po-
vinné skolni dochazky (pripadné jinych srovnatelnych ro¢niki, které odpovidaji
vekovym kategoriim devitiletych a trinactiletych zdku). Kromé vysledki z testu
z matematiky a prirodnich véd jsou zaznamenavany i dodatec¢né informace o stu-
dentech a skolach, a to pomoci dotazniki, které jsou administrovany studentim,
jejich rodictim a feditelim skol. Samotné védomostni testy z matematiky a pii-
rodnich véd jsou v kazdém cyklu testovani vytvareny ve 14 rtznych verzich, kde
vzdy alespon dvé verze maji néjakou sadu stejnych polozek, které mizeme vyuzit
jako kotvici polozky pri procesu vyvazovani. V prubéhu testovani je pak kazdému
studentovi ndhodné pritfazena jedna ze 14 moznych verzi testu.

V nasem pripadé se budeme zabyvat datovym souborem z Setfeni v roce 2015,
které probéhlo u studenttt 4. ro¢niki v Ceské republice. Zaméifme se na zna-
lostni test z matematiky, ve kterém bylo testovano celkem 5198 studenti. Pro-
toze vSechny vyvazovaci metody byly popsany jen pro dvé rozdilné verze testu,
zuzime si datovy soubor z ptivodnich 14 verzi testu a 5198 studentt pouze na
dvé verze testu, a tedy 731 studenti. Budeme-li pouzivat stejné oznaceni jako
v celé préaci, potom verzi X vyplnilo 371 zakt a verzi Y 360 zakd. Obé verze
testu se skladaly z 23 otéazek, které byly hodnoceny pouze binarné. Pokud stu-
dent zodpovédél otazku spravné, ziskal jeden bod, pokud odpovédél nespravne,
bod neziskal. Maximélni pocet bodi v obou verzich testu byl tedy 23, celkové
skére v testech mohlo nabyvat 24 moznych hodnot z mnoziny {0, . .., 23}. Spolec-
nych otazek v obou verzich testu bylo 12, mozna dosazena skére z kotviciho testu
jsou tak z mnoziny {0,...,12}. Kvuli relativné nizkému poctu otézek v obou
testech zde budeme oproti teoretické ¢asti prace uvazovat jeden rozdil, a to ze
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Obrazek 4.1: Histogram celkového skore z verze testu X a z verze testu Y.

test X test Y

pramér 13.21 12.63
smeér. odchylka 4.77 4.99
min 0 1
max 22 23

Tabulka 4.1: Zakladni popisné charakteristiky celkovych skoére testu X a Y.

skore z kotvicich polozek budeme zapocitavat i do celkového skore z testu. Popis
vétsiny krokti a metod je ovsem stejny, lisi se pouze v prvnim kroku vyhlazeni
pravdépodobnosti skére. Zde musime dat pozor na to, aby pravdépodobnosti, ze
respondent dosdhne nizsitho celkového skore nez je jeho skére z kotviciho testu,
byly nulové.

Nejprve budeme predpokladat, ze data pochazeji z designu dvou ekvivalent-
nich skupin. Protoze pri testovani jsou jednotlivé verze testu z matematiky prideé-
lovany nahodné, je tedy celkem rozumné predpoklddat, ze se jedna o homogenni
skupiny. Histogramy celkovych dosazenych skére v testu X a v testu Y jsou zob-
razeny na Obrazku [£.1] Vidime zde, Ze se vyrazné prekryvaji, rozdil v obtiZnosti
testit X a Y tedy nejspis nebude ptilis velky. Mirné obtiznéjsi by mohl byt test Y,
protoze pocet respondentii s vyssim celkovym dosazenym skore se zda byt u testu
X lehce vyssi. Tomu napovidaji i prumeéry celkovych skore, kde v testu X je prii-
mérné dosazené skore 13.21 (smérodatnd odchylka &+ 4.77), v testu Y je pramérné
skére 12.63 (+ 4.99), viz Tabulka [4.1]
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4.2 Tradic¢ni vyvazovaci metody

Nejprve zacneme tradiénimi vyvazovacimi metodami, které byly popsany v ka-
pitole [T} Ukazeme si vSechny tii predstavené metody, tedy vyvazovani ve stiedni
hodnoté, linedrni vyvazovani i ekvipercentilové vyvazovani. Stejné jako v celé teo-
retické ¢asti, budeme i zde vzdy prevadét skore ze skdly testu X na skalu testu Y,
tj. pro zvolené skére ve verzi X budeme hledat jeho ekvivalent na skale verze Y.

4.2.1 Vyvazovani ve stredni hodnoté

Metoda vyvazovani ve stfedni hodnoté je velmi jednoducha a ptrimocara.
V tomto piipadé nam staci spocitat rozdil mezi primérem dosazeného celkového
skére v testu X a prumérem dosazeného celkového skore v testu Y a pricist jej
ke zvolenému skore z testu X, ke kterému hleddme ekvivalent. Vyvazovaci funkce
(resp. jeji odhad) ma tvar jako v (1.2)), zde konkrétné

Pu(z) =2 —13.21 4+ 12.63 = 2 — 0.58.

Od kazdého skére z testu X tak staci odecist hodnotu 0.58 a dostaneme jeho
ekvivalentni skore na skale testu Y. Prepocet pro vsechna mozna skére testu X
vidime v Tabulce [4.2] v druhém sloupci.

4.2.2 Linearni vyvazovani

V pripadé metody linearniho vyvazovani potiebujeme kromé primérta spo-
¢itat jesté vybérové smérodatné odchylky celkovych skore testii X a Y. Ty pak
dosadime do rovnice ([1.4)) ze sekce[1.2]a dostaneme tak odhad vyvazovaci funkce
ve tvaru

4.99 4.99
= — 12.63 — —=13.21| = 1.052 — 1.20.
T [ 177 } !

Konkrétni hodnoty pro vsechny volby skére z nalezneme v Tabulce[d.2] v tfetim

sloupci.

Pr(z)

4.2.3 Ekvipercentilové vyvazovani

Posledni uvadénou tradi¢ni vyvazovaci metodou bylo ekvipercentilové vyva-
zovani. Zde ma vyvazovaci funkce tvar , jejl odhad dostaneme dosazenim
odhadt distribuc¢nich funkci, viz. . V pripadé, kdy maji ndhodné veli¢iny X
a Y diskrétni rozdéleni, je ovsem potieba jejich distribuc¢ni funkce spojité aproxi-
movat, aby byla vzdy dobfe definovana jejich inverzni funkce. Jednomu moznému
pristupu, jak spojité aproximovat diskrétni distribu¢ni funkce, jsme se podrobné
vénovali v kapitole o metodé vyvazovani pomoci jadrovych odhadi, konkrétné
v sekei 2.1.3] Dalsi moznou metodou je napiiklad metoda zaloZend na percen-
tilovém poradi (angl. percentile ranks), kterou pravé vyuziva balik equate, ktery
zde pouzivame. Tuto metodu jsme v teoretické ¢asti nezminovali, protoze metoda
popséna v je velmi podobna, ale flexibilnéjsi. Podrobnosti k metodé percen-
tilového poradi muzeme nalézt v Kolen a Brennan| (2014, str. 37).
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celkové vyvazovani linearni ekvipercentilové

skoére ve str. hodnoté vyvazovani vyvazovani
0 —0.58 -1.20 0.99
1 0.42 -0.15 1.47
2 1.42 0.89 1.98
3 2.42 1.94 3.18
4 3.42 2.99 3.91
5 4.42 4.03 4.49
6 5.42 5.08 5.08
7 6.42 6.13 5.83
8 7.42 7.17 6.72
9 8.42 8.22 8.04
10 9.42 9.27 9.23
11 10.42 10.31 10.19
12 11.42 11.36 11.16
13 12.42 12.41 12.21
14 13.42 13.45 13.37
15 14.42 14.50 14.44
16 15.42 15.55 15.69
17 16.42 16.59 16.41
18 17.42 17.64 17.36
19 18.42 18.69 18.49
20 19.42 19.73 20.18
21 20.42 20.78 21.69
22 21.42 21.83 22.89
23 22.42 22.87 23.50

Tabulka 4.2: Ekvivalenty celkovych skore z testu X na skale testu Y pro metodu
vyvazovani ve sttedni hodnoté, linearni vyvazovani a ekvipercentilové vyvazovani.
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vyv. ve stf. hodnoté

linearni vyv. ekvipercentilové vyv.

]
o
1

-
()]
1

celkové skoére ve verzi Y
=)

0 5 10 15 20
celkové skore ve verzi X

Obrézek 4.2: Prepocet celkového skére z testu X na celkové skore z testu Y po-
moci vyvazovani ve stfedni hodnoté, linearniho vyvazovani a ekvipercentilového
vyvazovani.

Vysledné prepoctend skére z verze testu X na skére testu Y pomoci ekvipercen-
tilového vyvazovani a baliku equate vidime v Tabulce 4.2, v poslednim sloupci.
Vykreslena vSechna prepoctend skore, ziskana pomoci tradi¢nich vyvazovacich
metod, vidime pro lepsi vizualizace také na Obrazku [£.2] Zde vidime, Ze jednot-
livé tradi¢ni metody se od sebe prilis nelisi. To je zptisobeno také tim, ze i samotné
testy X a Y se prilis nelisi v obtiznosti, distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X
a Y, reprezentujici celkova skére, tak nebudou vyrazné odlisné.

4.3 Vyvazovani pomoci jadrovych odhadi

V této sekci si na zvoleném datovém souboru ukazeme metodu vyvazovani
pomoci jadrovych odhadii, které se vénovala vétsina prace. Nejprve budeme stejné
jako v predchozi ¢asti s tradi¢nimi vyvazovacimi metodami uvazovat design dvou
ekvivalentnich skupin. Nésledné si na stejném datovém souboru pro srovnani
ukazeme metodu i v pripadé, kdy bychom predpokladali neekvivalentni skupiny,
a tedy design dvou neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami (pravé proto
jsme volili takovy datovy soubor, ktery kotvici polozky obsahuje).

4.3.1 Design ekvivalentnich skupin

Metodu vyvazovani pomoci jadrovych odhadt v designu dvou ekvivalentnich
skupin jsme podrobné popsali v sekci 2.1 a to vSech 5 dil¢ich krokt. Zacneme
zde prvnim z nich, vyhlazenim pravdépodobnosti celkovych skore. K tomu nejprve
potfebujeme vektory cetnosti definovanych v , v nasem konkrétnim pripadé
24-slozkové vektory (nq, ... ,n24)T a(my,... ,m24)T. Tyto vektory ¢etnosti neboli
pocty respondentii s danymi hodnotami celkovych skére v testech X a Y nalez-
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celkové skdore pocet respondenti v X pocet respondenti v'Y

0 1 0
1 0 1
2 5 )
3 6 4
4 ) 10
5 7 14
6 10 19
7 15 13
8 17 16
9 22 20
10 23 23
11 21 21
12 22 24
13 28 22
14 26 27
15 32 18
16 22 34
17 28 28
18 28 22
19 25 10
20 13 12
21 10 6
22 5 7
23 0 4

Tabulka 4.3: Pocty respondentii v jednotlivych kategoriich celkového skore.
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Obrazek 4.3: Normalni Q-Q grafy Freeman-Tukeyovych rezidui pro ¢etnosti cel-
kovych skére v testech X a Y.

neme v Tabulce 3]

Déle potiebujeme odhady pravdépodobnostir = (r1,...,724) ", 8 = (51,...,804) "
definovanych v . Jak uz jsme zminili v sekci , misto relativnich cetnosti
% a Tk pouzijeme odhady zaloZené na log-linedrnich modelech.

V obou pifpadech jsme zvolili momentové modely definované rovnici ([2.6). V pii-
padé pravdépodobnosti r jsme za nejvhodnéjsi model zvolili model s prvnimi
¢tyfmi momenty, v pripadé pravdépodobnosti s pak model s prvnimi péti mo-

menty, tedy

log(rj) = ay + Bratj + Por®’ + Bal + By,  j=1,...,24, (4.1)

lOg(Sk) = O + Blsyk + Bstlz + BSsylz + 54&%? + 555?/27 k= 1a s 724 (42)

P1i vybéru modelu jsme v obou pripadech zacali s modelem s prvnimi sedmi
momenty celkového skére a postupné jsme nejvyssi momenty odebirali. Pomoci
testu pomérem vérohodnosti jsme pak vzdy ovérili, ze odebranim daného ¢lenu
nedostaneme signifikantné horsi model. V pripadé pravdépodobnosti r jsme se
zastavili u modelu s prvnimi ¢tyfmi momenty (p-hodnota testu pomérem véro-
hodnosti mezi modelem s prvnimi ¢tyfmi momenty a modelem s prvnimi tfemi
momenty je 0.002), v pripadé pravdépodobnosti s jsme se zastavili u modelu
s prvnimi péti momenty (p-hodnota 0.034). U kazdého modelu jsme se pro do-
plnéni podivali i na hodnoty informacnich kritérii AIC a BIC, rozhodnuti o vy-
béru modelu by bylo stejné. Normalitu Freeman-Tukeyovych rezidui definovanych
v mizeme overit z grafit na Obrazku[4.3] Mirné odchyleni bodt od diagonaly
zde vidime, ale neni vyrazné a proto muzeme modely povazovat za vyhovujici.
Poslednim diagnostickym grafem jsou vykreslené pozorované cetnosti n; a od-
hadnuté cetnosti N7;, j = 1,...24 (resp. ¢etnosti my a M3, k = 1,...24) na
Obrazku (4.4l T zde vidime, Ze se jednotlivé ¢etnosti az na par vyjimek od sebe
prilis nelisi a model je tak dostacujici. Odhady pravdépodobnosti r a s ziskané
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Obrézek 4.4: Pozorované a predikované cetnosti celkovych skére v testu X
a v testu Y v designu dvou ekvivalentnich skupin.

celkové skére predikované pravd. 7; predikované pravd. s

0 0.001 0.000
1 0.004 0.003
2 0.007 0.009
3 0.013 0.018
4 0.019 0.029
) 0.026 0.038
6 0.032 0.043
7 0.038 0.046
8 0.044 0.049
9 0.049 0.051
10 0.054 0.054
11 0.059 0.059
12 0.065 0.064
13 0.070 0.070
14 0.076 0.074
15 0.079 0.076
16 0.081 0.073
17 0.078 0.066
18 0.069 0.055
19 0.056 0.043
20 0.040 0.031
21 0.024 0.022
22 0.011 0.015
23 0.004 0.011

Tabulka 4.4: Predikované pravdépodobnosti 7; a 5.

93



1.0

0.8

hodnota distribuéni funkce
0.4

skore

Obrazek 4.5: Spojité distribuéni funkee Fz, G a po &astech konstantni distri-
bu¢ni funkee F, G.

z modelt (4.1)) a ([4.2) vidime v Tabulce [4.4]

Odhadnuté pravdépodobnosti T a s nyni vyuzijeme k ziskdani odhadt distri-
bucnich funkei F; a Gy, které jsou spojité aproximace po ¢astech konstantnich
distribu¢nich funkci F' a G, viz. rovnice . Tyto aproximace jsme popsali
v , konkrétni tvary distribucnich funkei F'y a G jsou uvedeny v ([2.12))
a (2.18)), jejich odhady v a . Pti volbé vyhlazovacich parametri hy
a hy jsme v obou ptipadech vyuzili penalizac¢ni funkci s parametry Kk = 1
aw = % Tim jsme dostali parametr hx roven 0.58 a parametr hy roven 0.56.
Vykreslené distribucéni funkce F s a @g vidime na Obrazku . Pro doplnéni jsou
v grafu vykresleny i F' a G, odhady distribuénich funkei pivodnich diskrétnich
nahodnych veli¢in X a Y vychazejici z .

Odhadnuté distribucn{ funkce F T a C:’g uz nyni primo dosadime do rovnice
, ve které je uveden tvar vyvazovaci funkce metody vyvazovani pomoci ja-
drovych odhadi. Z ni uz mizeme pro vSechna mozna celkova skére z testu X
spocitat jejich ekvivalenty na skale skore z testu Y. Tento prepocet vidime v Ta-
bulce 4.5, v prvnim sloupci.

Poslednim patym krokem metody je vypocet standardnich chyb procesu vy-
vazovani. Standardni chyba vyvazovani je definovana jako odmocnina z rozptylu
odhadu vyvazovaci funkce Qg , viz. rovnice . Detailni postup, jak tento
rozptyl spocitat, je uveden v sekci Konkrétni hodnoty standardnich chyb
v tomto piikladu vidime v prvnim sloupci Tabulky [4.6]
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celk. skore EG design

NEAT design - PSE NEAT design - CE

0 0.47
1 1.36
2 2.12
3 2.88
4 3.63
) 4.41
6 5.23
7 6.09
8 7.01
9 7.99
10 9.02
11 10.09
12 11.17
13 12.24
14 13.31
15 14.36
16 15.43
17 16.52
18 17.65
19 18.86
20 20.14
21 21.46
22 22.59
23 23.40

0.33
1.11
1.84
2.55
3.25
3.97
4.70
5.48
6.30
7.19
8.16
9.21
10.33
11.49
12.67
13.84
15.00
16.16
17.34
18.59
19.91
21.26
22.46
23.47

0.30
1.09
1.79
2.50
3.22
3.95
4.70
0.47
6.29
7.15
8.08
9.09
10.17
11.32
12.51
13.73
14.95
16.17
17.41
18.66
19.97
21.29
22.53
23.45

Tabulka 4.5: Ekvivalenty celkovych skére z testu X na skale testu Y ziskané
metodou vyvazovani pomoci jadrovych odhadu v pripadé designu ekvivalentnich

skupin (EG), v pripadé designu neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami
a poststratifikaéni metody (NEAT - PSE) a v pripadé designu neekvivalentnich
skupin s kotvicimi polozkami a metody fetézového vyvazovani (NEAT - CE).
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celk. skore EG design NEAT design - PSE NEAT design - CE

0 0.55 0.43 0.44
1 0.56 0.41 0.46
2 0.52 0.38 0.43
3 0.47 0.34 0.39
4 0.45 0.30 0.34
) 0.45 0.27 0.30
6 0.46 0.25 0.27
7 0.49 0.24 0.25
8 0.53 0.24 0.24
9 0.56 0.24 0.24
10 0.57 0.25 0.25
11 0.57 0.25 0.25
12 0.54 0.24 0.25
13 0.51 0.23 0.24
14 0.47 0.22 0.23
15 0.44 0.21 0.22
16 0.41 0.20 0.21
17 0.40 0.19 0.20
18 0.41 0.20 0.21
19 0.44 0.22 0.23
20 0.49 0.26 0.27
21 0.53 0.30 0.33
22 0.40 0.28 0.29
23 0.23 0.23 0.17

Tabulka 4.6: Standardni chyby vyvazovani (SEE) pfi vyvazovani skére z testu X
na skore z testu Y pomoci jadrovych odhadi v pripadé designu ekvivalentnich
skupin (EG), v pripadé designu neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami
a poststratifikaéni metody (NEAT - PSE) a v pripadé designu neekvivalentnich
skupin s kotvicimi polozkami a metody fetézového vyvazovani (NEAT - CE).

o6



4.3.2 Design neekvivalentnich skupin s kotvicimi poloz-
kami

Nyni si metodu vyvazovani pomoci jadrovych odhadt ukazeme pii designu
dvou neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami. V tomto pripadé predpo-
kladame, zZe skupiny studentt, ktefi vyplnovali test X a Y, nebyly srovnatelné
a ze jedna ze skupin byla schopnéjsi. Rozdil ve schopnostech odhadneme pomoci
skére z kotviciho testu (ndhodnou veli¢inu reprezentujici skére z tohoto testu
znacime A), ktery byl stejny pro obé skupiny a vyplnili ho tak vsSichni respon-
denti. V teoretické ¢asti[2.2| jsme predstavili dva mozné pristupy, nejprve zacneme
poststratifikacni metodou. Tato metoda se od designu ekvivalentnich skupin lisi
predevsim v odhadu pravdépodobnosti skére r a s a jejich vyhlazeni, dalsi kroky
jsou pak obdobné.

Poststratifikacni metoda

K odhadu pravdépodobnosti p a q, definovanych v (2.43)) a (2.44) opét vy-

uzijeme log-linedrni model zalozeny na momentech celkového skére, skore z kot-
viciho testu a jejich vzdjemné interakce. Model je blize popsan v ¢asti [2.2.1.1]
rovnici . V nasem konkrétnim ptipadé vyuZijeme pro pravdépodobnosti pj,
jg=1,...,24,1=1,...,13 model ve tvaru

log(pji) = ap + Beaws + Bx,ﬂ? + Bx,?,x? + ﬁz,z@? + Barar + Bapa;

2 (4.3)
+ Bxa,llxjal + Bxa,?lxja'l

a pro pravdépodobnosti ¢, k=1,...,24, 1 =1,...,13 volime model tvaru

log(aqr) = g + By 1y + Byavi + Bysvi + Byai + Bapar + Ba2a; + Byai1yra
+ 6ya,21ylzal + Bya,12ykal2 + 5ya,22yl?;a12 + ﬁya,iﬂyzal + ﬁya,32yza12'
(4.4)
V obou pripadech jsme vychéazeli z modelu s prvnimi ¢tyfmi momenty cel-
kového skére, prvnimi ¢tyfmi momenty skore z kotevniho testu a vSemi jejich
vzdjemnymi interakcemi (celkem tedy s 24 proménnymi). Postupné jsme odebi-
rali nesignifikantni ¢leny a modely mezi sebou testovali pomoci testu pomérem
vérohodnosti. Vhodnost findlnich modela jsme pak ovérili vykreslenim graft po-
rovnavajicich pozorované a predikované cetnosti celkového skore, podobné jako
v predchozim ptipadé v designu dvou ekvivalentnich skupin, viz Obrazek [4.6] Na-
vic jsme se zde jesté divali i na podminéné stfedni hodnoty a podminéné sméro-
datné odchylky pozorovanych a predikovanych skére, zda se prilis nelisi. Vysledné
grafy jsou vykresleny na Obréazku [£.7 Z piislusnych grafi usuzujeme, ze zvolené
modely mtizeme povazovat za dostatecné vhodné.

Odhady pravdépodobnosti T a § pak ziskdme dosazenim odhadnutych pravde-
pOdObHOSti f) = (]/?\1’1, Ce ,]/)\24713)1— a a = ((71,1, Ce 7624713)1— do vzorcu 7 .
Nyni, kdyz uz mame odhady T a s, jsou dalsimi kroky spojita aproximace skore
a samotny proces vyvazovani. Tyto kroky jsou jiz zcela totozné jako v predcho-
zim pripadé pri designu dvou ekvivalentnich skupin, nebudeme je zde proto vice
rozvadet. Vysledna prepoctena celkova skore z testu X na skalu testu Y vidime
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Obrazek 4.6: Pozorované a predikované cetnosti celkovych skoére v testu X
a v testu Y v designu dvou neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami.

v Tabulce 4.5 v druhém sloupci.

Ve druhém sloupci Tabulky (4.6 pak vidime i standardni chyby vyvazovani
pri designu neekvivalentnich skupin ziskané poststratifika¢ni metodou, teoreticky
podrobné popsané v sekci [2.2.1.5]

Metoda retézového vyvazovani

Alternativou k poststratifikacni metodé je metoda retézového vyvazovani. Ta
probihd ve dvou fazich, kdy v prvni fazi je skére z testu X transformovano na
skore z kotviciho testu A v populaci P a ve druhé fazi je skore z kotviciho testu A
transformovano na skére z testu Y v populaci Q. To je mozné provést za splnéni
predpokladu, ze vyvazovaci funkce z X do A a vyvazovaci funkce z A do Y jsou
invariantni viiéi populaci, viz. pfedpoklady (CE1) a (CE2) na strané [31]

V prvnim kroku potifebujeme znat odhady pravdépodobnosti p;j a qi. Ty
opét odhadneme log-linearnimi modely, stejné jako v predchozim pripadé u post-
stratifikacni metody. K odhadnuti pravdépodobnosti pj; tedy vyuzZijeme model
definovany rovnici , pravdépodobnosti g, odhadneme modelem ({4.4]).

Za pomoci téchto odhadt uz pak 21skame i odhady pravdépodobnosti T'p, Sg,
tp a tQ, které jsou definovany rovnicemi . Ty jsou klicové pro vy-
jadieni distribuénich funkei F %> (dlstrlbucnl funkce celkového skére z testu X

v populaci P), CA?;,Q (distribu¢ni funkce celkového skdre z testu Y v populaci @),

Ap
(distribuc¢ni funkce celkového skére z kotviciho testu A v populaci Q). Konkrétni
vyjadreni funkce F' %, € uvedeno v rovnici ([2.79)), zbylé distribu¢ni funkce vypa-
daji zcela analogicky. Grafické zndzornéni vsech ¢ty distribucnich funkei vidime

H- (distribuéni funkce celkového skore z kotviciho testu A v populaci P) a H i,

o8



201

celkové skore

podminéna stfedni hodnota pozorovanych dat

podminéna stfedni hodnota predikovanych dat

0.0

50 75 10.0

skoére kotevniho testu

25

(a) Podminéna stfedni hodnota celko-
vého skore z testu X pii daném skore
z kotevniho testu A.

2.4

datna odchylka

sméro

0.81

2.0

podminéna smérodatna odchylka pozorovanych dat

podminéna smérodatna odchylka predikovanych dat

00

50 75 10.0

skére kotevniho testu

25

(¢) Podminénd smérodatnd odchylka
celkového skére z testu X pri daném
skére z kotevniho testu A.

celkové skore

20

podminéna stfedni hodnota pozorovanych dat

® podminéna stfedni hodnota predikovanych dat

00

50 75 10.0

skoére kotevniho testu

25

(b) Podminénd stfedni hodnota celko-
vého skore z testu Y pii daném skore
z kotevniho testu A.

datna odchylka

sméro

N
o

3

=}

0.01

podminéna smérodatna odchylka pozorovanych dat

podminéna smérodatna odchylka predikovanych dat

00

50 75 10.0

skére kotevniho testu

25

(d) Podminénd smérodatna odchylka
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Obrézek 4.7: Podminéné stiedni hodnoty a podminéné smérodatné odchylky cel-
kovych skére z testit X a Y pri danych hodnotéch z kotevniho testu A.
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Obrézek 4.8: Spojité distribuc¢ni funkce ﬁ’gp, CA};,Q, f{\gp a HXQ

na Obrazku 4.8

Nyni uz mame vsechny odhady, které potfebujeme dosadit do vyvazovaci
funkce metody retézového vyvazovani, ktera je definovana rovnici . Prepoc-
tend skdre z testu X na skdlu testu Y jsou pak uvedena v Tabulce [4.5 v posled-
nim sloupci, standardni chyby vyvazovan{ jsou v Tabulce [4.6] opét v poslednim
sloupci. Vypocet standardnich chyb byl podrobné popsén v sekci [2.2.2] na stra-
nach [34] az [36

Hodnoty z Tabulky [4.5] a Tabulky [£.6] jsou pro prehlednost vykresleny i do
grafii na Obrézku 4.9 a Obrézku [£.10f Na Obrazku [£.9] jsou vykresleny prepoc-
tend skore testu X na skdlu testu Y a dobre zde vidime, Ze metody opét davaji
velmi podobné vysledky a Ze se na téchto konkrétnich datech ptilis nelisi. Pre-
devsim pak postratifikacni metoda a Tetézové vyvazovani, které navic vychézi
ze stejného predpokladu neekvivalentnich skupin. Tyto dvé metody maji také
velmi podobné hodnoty standardnich chyb vyvazovani, viz. Obrazek [4.10} Mirné
vyssi hodnoty standardnich chyb méa obecné metoda vyvazovani za pomoci ja-
drovych odhadii, ktera predpoklada ekvivalentni skupiny. Predpokladat neekvi-
valentni skupiny bude v tomto pripadeé tedy asi lehce vhodnéjsi, vybér konkrétniho
pristupu (postratifikacni metoda nebo fetézové vyvazovani) ale velkou roli hrét
nebude.
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Obrézek 4.9: Prepocet celkového skore z testu X na celkové skére z testu Y meto-
dami vyvazovani pomoci jadrovych odhadi, za predpokladu dvou ekvivalentnich
skupin (EG design), za predpokladu dvou neekvivalentnich skupin pomoci postra-
tifikacni metody (NEAT design - PSE) a za predpokladu dvou neekvivalentnich
skupin pomoci fetézového vyvazovani.
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Obrazek 4.10: Standardni chyby vyvazovani pro metody vyvazovani pomoci ja-
drovych odhadu, za predpokladu dvou ekvivalentnich skupin (EG design), za
predpokladu dvou neekvivalentnich skupin pomoci postratifikacni metody (NEAT
design - PSE) a za predpokladu dvou neekvivalentnich skupin pomoci retézového
vyvazovani.
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4.4 Vyvazovani pomoci modela teorie odpovédi
na polozku

Posledni metodou vyvazovani, kterou jsme popsali v teoretické ¢asti prace,
je metoda vyvazovani pomoci modeli teorie odpovédi na polozku, neboli IRT
vyvazovani. Ta probiha ve tfech krocich. Nejprve odhadneme parametry polozek
a parametry respondentit pomoci vhodné zvoleného IRT modelu, v dalsim kroku
prevedeme vSechny parametry na stejnou skalu a na zavér transformujeme sa-
motna celkova skore.

Celkové mame 731 respondenti, 371 jich vyplnovalo test X a 360 test Y. Oba
testy X i Y obsahovaly 23 polozek - 11 unikatnich pro kazdy test a 12 spolec-
nych, tzv. kotvicich polozek. Indexy 1,..., 11 oznac¢ime unikatni polozky testu X,
indexy 12, ...,23 spole¢né kotvici polozky a indexy 24,...,34 opét unikatni po-
lozky pro test Y. K dispozici tak mdme 371 vektortt X; = (X;1,...,Xi23)",
i=1,...,371 a 360 vektortt Y; = (Y 19,...,Yiz4)', i = 372,...,731. Proménna
Xij,1=1,...,371, 7 =1,...,23 je bindrni a znaci, zda -ty respondent odpové-
dél na polozku j v testu X spravné (X;; = 1), nebo nespravné (X;; = 0). Stejny
vyznam maji i bindrni proménné Y;;, ¢ = 372,...,731, j = 12,..., 34, jen se jednd
o respondenty a jejich odpovedi v testu Y.

K odhadnuti parametri polozek a parametri respondentii jsme zvolili dvou-
parametricky 2PL IRT model, viz. rovnice (3.3). Uvazovali jsme také jednopa-
rametricky (viz. rovnice (3.4)) a t¥iparametricky (viz. rovnice (3.2))) model, ale
na zakladé informacnich kritérii jsme za nejvhodnéjsi zvolili pravé 2PL IRT mo-
del. VSechny IRT modely, které pouzivame, jsou implementovany v baliku mirt
(Chalmers|, 2012). Ten k odhadu parametri polozek pouzivd metodu marginalni
maximalni vérohodnosti a k maximalizaci vérohodnosti vyuziva EM algoritmus.
Navic predpokladé, ze parametry ability respondentii 6; se fidi standardizovanym
normalnim rozdélenim N (0,1).

Metody odhadu vyvazovacich koeficientti

Kdyz uz méame odhady parametrii polozek a; a b; (konkrétné mame od-
hady axi,... >aX237§Y12a . Laysz; a bxi, .- >AbX23, byi2,. .. 7by34) a odhady abi-
lit respondentt 6; (Ox1,...,0xs71,0y3s72, - .., 0y731), muzeme vSechny parametry
prevést na jednu spolecnou skdlu. Vztahy mezi jednotlivymi parametry na obou
skalach jsou uvedeny v rovnicich (3.5), (3.6) a (3.7)). Jediné, co jesté potfebujeme

znat, jsou vyvazovaci koeficienty, resp. jejich odhady.

Jako prvni jsme si v teoretické ¢asti predstavili momentovou metodu odhadu
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vyuzivajici prumér. V nasem pripadé touto metodou ziskame odhady

7 _ plax) m 52,010 0x; . 1.026

A="—"—== =1.024 a
way) 15272 ay;  1.003
EZ/L(Ey)—A\ Zby] 12 ZbXJ
] 12 7j=12

= —0.22541.024 x 0.151 = —0.101.

Dalsi metodou je momentova metoda, ktera vyuziva kromé primeéru i sméro-
datnou odchylku parametri b;, j € {12,...,23}. Odhad vyvazovaci konstanty A
vychazi z rovnice (3.16)) a dostavame

> ~ 2
A— a(by) B \/111 12 (ij — ,u(by))

Ox) [y, (b — )

1.024
= 1.024 = 1.125.
0.910

Vyvazovaci konstanta B ma stejny tvar jako v predchozim pripadé a opét
vychazi z rovnice (3.12)), nyni dostdvame

B = pu(by) — A p(bx) = —0.225 + 1.125 x 0.151 = —0.085.

Dalsi metodou, kterou jsme uvadeéli v teoretické ¢asti prace, je Haebarova me-
toda. Ta se diva na druhé mocniny rozdili charakteristickych krivek polozek a za
vyvazovaci koeficienty A a B voli hodnoty, které tyto rozdily pres vsechny kotvici
polozky a ability respondentii minimalizuji. Konkrétné ziskdme konstanty A, B

minimalizaci funkce uvedené v - V nasem pripadé tak ziskavame odhady
A=1.099 a B=—0.155.

Posledni zminénou metodou byla Stocking-Lordova metoda, kterd je obdobné
jako Haebarova. Opét je zaloZena na rozdilu charakteristickych kiivek polozek,
jen se v tomto pripadé divime na druhou mocninu rozdilu souctu vsech kotvicich
polozek. Mmlmahzam pres vsechny hodnoty ablhty, konkrétné tedy minimalizaci
funkce uvedené v , dostaneme odhady A = 1.058 a B = —0.153.

Metoda A B

momentova - prameér 1.024 -0.101
momentova - prameér a sm. odchylka 1.125 - 0.085
Haebarova 1.099 - 0.155
Stocking-Lordova 1.058 - 0.153

Tabulka 4.7: Odhady vyvazovacich koeficient A a B ziskané riznymi metodami.
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mom. m. mom. m. Haebara Stocking-Lord
- prumér - pr. a sm. odch.
celk. sk. skut. sk. pozor. sk. skut.sk. pozor.sk. skut.sk. pozor.sk. skut.sk. pozor. sk.

0 0.40 0.63 0.64 0.56
1 1.12 1.56 1.45 1.88 1.43 1.92 1.28 1.76
2 2.32 2.73 2.81 3.17 2.81 3.25 2.59 3.03
3 3.60 3.94 4.16 4.44 4.20 4.55 3.95 4.31
4 4.90 5.15 5.47 5.62 5.96 9.75 5.30 5.9
5 6.18 6.33 6.70 6.74 6.84 6.91 6.60 6.72
6 7.40 7.47 7.85 7.81 8.03 8.01 7.81 7.83
7 8.54 8.54 8.91 8.82 9.12 9.05 8.94 8.90
8 9.61 9.57 9.89 9.79 10.13 10.04 9.98 9.91
9 10.61 10.55 10.81 10.70 11.07 10.97 10.96 10.88
10 11.56 11.50 11.67 11.58 11.95 11.87 11.88 11.80
11 12.46 12.41 12.49 12.42 12.79 12.72 12.75 12.69
12 13.33 13.29 13.28 13.24 13.59 13.55 13.58 13.55
13 14.17 14.15 14.04 14.04 14.36 14.36 14.38 14.38
14 14.99 15.01 14.80 14.83 15.12 15.16 15.17 15.20
15 15.80 15.86 15.55 15.63 15.88 15.95 15.95 16.02
16 16.63 16.71 16.32 16.43 16.64 16.75 16.74 16.83
17 17.46 17.55 17.11 17.25 17.42 17.55 17.53 17.65
18 18.31 18.42 17.93 18.09 18.22 18.37 18.35 18.48
19 19.18 19.30 18.79 18.96 19.05 19.22 19.19 19.34
20 20.07 20.19 19.69 19.85 19.91 20.10 20.05 20.21
21 20.97 21.10 20.62 20.77 20.80 20.99 20.93 21.11
22 21.88 22.03 21.62 21.71 21.74 21.91 21.84 22.02
23 23.00 22.98 23.00 22.69 23.00 22.87 23.00 22.96

Tabulka 4.8: Ekvivalenty celkovych skére z testu X na skale testu Y ziskané me-
todou vyvazovani pomoci IRT modeli. Vyvazovaci koeficienty byly odhadnuty
momentovou metodou vyuzivajici primér (mom. m - prameér), momentovou me-
todou vyuzivajici primér a smérodatnou odchylku (mom. m - pr. a sm. odch.),
Haebarovou a Stocking-Lordovou metodou. Ekvivalenty celkového skore z testu
X na skalu testu Y byly transformovany pomoci metody vyvazovani celkovych
skére i metody vyvazovani pozorovanych skére.

Vsechny odhady vyvazovacich konstant ziskané uvedenymi metodami najdeme
pro snazsi porovnani spolecné v Tabulce [A.7]

Dosazenim odhadt vyvazovacich konstant A a B do rovnic a tak
uz muzeme prevést vsechny parametry polozek na spole¢nou skalu. Pomoci rov-
nice bychom na stejnou skalu prevedli i odhadnuté parametry 6; a mohli je
tak mezi sebou porovnat. V sekcich a jsme ale jesté predstavili dve
metody vyvazovani pro celkova dosazena skére. Pro tplnost tak uvadime i Ta-
bulku [4.8] ve které vidime ekvivalenty celkovych skére z testu X na skale testu Y
ziskané metodou vyvazovani skute¢nych skore (sekce i metodou vyvazovani
pozorovanych skore (sekce. Ekvivalenty skore jsou uvedeny za pouziti vsech
¢tyT zminénych metod pro odhadovani vyvazovacich koeficient pro transformaci
parametri polozek, celkové tedy mame tabulku s 8 sloupci odhadnutych skore.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali metodami pro vyvazovani kognitivnich i dalsich
testll. Vyvazovani testt je statisticky proces pouzivany k upraveni a transformaci
skére z vice verzi testu tak, aby bylo mozné je férové porovnavat naptic¢ skupinami.
Proces vyvazovani je nezbytnou soucasti pri vyhodnocovani a interpretaci skore
z testl, a to predevsim v pripadé, kdy lze oc¢ekavat, ze se riizné verze testu mohou
lisit v obtiznosti.

Existuji rizné metody, kterymi lze k vyvazovani testi pristupovat. V prvni
kapitole jsme predstavili ti tradi¢ni metody, a to vyvazovani ve stiedni hodnoté,
linearni vyvazovani a ekvipercentilové vyvazovani. Metoda vyvazovani ve stredni
hodnoté je velmi striktni a mé silné predpoklady, proto se v praxi témér nepouziva
a slouzi spiSe jen jako ilustrativni. Vyrazné rozsitenéjsi a uz bézné pouzivané
metody jsou linearni a ekvipercentilové vyvazovani.

Jako na jeden ze specidlnich pripadi ekvipercentilového vyvazovani se miizeme
divat na vyvazovani pomoci jadrovych odhadi. Této metodé jsme se detailné veé-
novali ve druhé kapitole prace. Zde jsme podrobné popsali vsech pét dil¢ich krok,
a to pro dva rizné designy sbéru dat - pro design dvou ekvivalentnich skupin a pro
design dvou neekvivalentnich skupin s kotvicimi polozkami. Zamérili jsme se pre-
devsim na popis a odvozeni standardnich chyb vyvazovani v obou designech. Za
pomoci delta véty jsme ukazali asymptotické rozdéleni vsech potrebnych odhadu
a na zaver i rozdéleni samotného odhadu vyvazovaci funkce. Pro oba vysSe zminéné
designy sbéru dat jsme vyjadrili i konkrétni prvky jednotlivych matic, které po-
tfebujeme k vysledné varian¢ni matici odhadu vyvazovaci funkce, a to podrobnéji
nez je bézné uvadéno v literature vénujici se tématu vyvazovani.

Ve treti kapitole této prace jsme predstavili metodu vyvazovani pomoci mo-
delt teorie odpovédi na polozku, tzv. IRT modeli. Tato metoda je v praxi také
velmi rozsifend a spoc¢iva predevsim v transformaci parametri polozek na spo-
le¢nou skalu. To lze provést za pomoci vyvazovacich koeficienti, jejichz mozné
metody odhadu byly také predstaveny v této kapitole. Na zavér byly zminény
i metody pro pripadné vyvazovani celkovych skére testi.

Posledni ¢tvrta kapitola byla vénovana praktické casti, ve které ilustrujeme
pouziti vSech vyse zminénych metod na realném datovém souboru ve statistickém
softwaru R. K dispozici jsme méli data z mezinarodniho Setfeni TIMSS v roce
2015, které probihalo v Ceské republice u studentt 4. roénikf zékladnich skol.
Porovnavali jsme dvé rtzné verze znalostniho testu z matematiky a aplikovali
na né vyvazovaci metody popsané v teoretické casti. Protoze se ovsem jedna
o velkou mezinarodni studii a pfi vytvareni znéni testl je kladen velky diraz
na to, aby byly jednotlivé verze testu co nejsrovnatelnéjsi, rtizné verze se zde
v obtiznosti prilis nelisi. Z toho divodu na tomto konkrétnim datovém souboru
nevidime vyrazné rozdily ani mezi uvedenymi vyvazovacimi metodami. VSechny
jejich rozdily, predevsim ve zvolenych a uvazovanych predpokladech, jsou vsak
popsany v teoretické ¢asti prace.

Celkove si prace kladla za cil predstavit problém vyvazovani testi a jeho di-
lezitost v procesu testovani a vyhodnocovani vysledkii. Problém vyvazovani test
jsme zde formulovali jako statisticky problém, s jasné definovanym znac¢enim a ma-
tematickym zapisem. Castym problémem v literatuie, ktera se vénuje tématu vy-
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vazovani testi, je pravé jista vagnost a nepresnost ve formulaci problému a pred-
pokladta. Déale jsme pak popsali vétsinu nejcastéji pouzivanych metod, vSechny
jejich predpoklady a myslenky, ze kterych vychazi. Nejpodrobnéji jsme se potom
vénovali metodé vyvazovani za pomoci jadrovych odhadt, kterou povazujeme za
jednu z nejmodernéjsich a nejflexibilnéjsich metod k problému vyvazovani testu.
Zde jsme se zamérili na podrobny popis jednotlivych kroki, predevsim pak na od-
vozeni standardnich chyb vyvazovani pro dva nejbéznéji pouzivané designy sbéru
dat, design dvou ekvivalentnich skupin a design dvou neekvivalentnich skupin
s kotvicimi polozkami. Vypocet standardnich chyb vyvazovani je pro vsechny de-
signy soucasné uveden v knize von Davier a kol. (2004), ale v této praci jsme
pro rozsiteni vysli pfimo z asymptotického rozdéleni maximaélné vérohodnych od-
had, souhrnné odvodili asymptotické rozdéleni vsech dalsich potiebnych odhadt
a ukazali, jak pomoci delta véty ziskat standardni chyby vyvazovani. Pro dva vyse
zminéné designy sbéru dat jsme vyjadrili i konkrétni tvary jednotlivych varianc-
nich matic a jejich prvki. V praktické ¢asti pak byly ilustrovany vsechny metody
na realnych datech, byly porovnany a diskutovany jejich predpoklady.

66



Seznam pouzité literatury

ALBANO, A. D. (2016). equate: An R package for observed-score linking and
equating. Journal of Statistical Software, 74(8), 1-36. doi: 10.18637 /jss.v074.
i08.

ArLTINTAS, O. a WALLIN, G. (2021). Equality of admission tests using kernel
equating under the non-equivalent groups with covariates design. International
Journal of Assessment Tools in Education, page 729-743. doi: 10.21449/ijate.
976660.

ANDERSSON, B., BRANBERG, K. a WIBERG, M. (2013). Performing the ker-
nel method of test equating with the package kequate. Journal of Statistical
Software, 55(6), 1-25. URL https://doi.org/10.18637/jss.v055.106.

ANDERSSON, B. a vON DAVIER, A. A. (2014). Improving the bandwidth

selection in kernel equating. Journal of Educational Measurement, 51(3),
223-238. doi: 10.1111/jedm.12044.

BarTauz, M. (2015). equateIRT: An R package for irt test equating. Journal
of Statistical Software, 68(7), 1-22. doi: 10.18637 /jss.v068.i07.

CHALMERS, R. P. (2012). mirt: A multidimensional item response theory pac-
kage for the R environment. Journal of Statistical Software, 48(6), 1-29. doi:
10.18637/jss.v048.106.

DAVIER, A. A. (2011). Statistical models for test equating, scaling, and linking.
Springer New York.

Dorans, N. J. a HoLrLaND, P. W. (2000). Population invariance and the

equatability of tests: Basic theory and the linear case. Journal of Educational
Measurement, 37(4), 281-306. doi: 10.1111/j.1745-3984.2000.tb01088..x.

GONZALEZ, J. a WIBERG, M. (2017). Applying test equating methods: Using R.
Springer.

HAEBARA, T. (1980). Equating logistic ability scales by a weighted least
squares method. Japanese Psychological Research, 22(3), 144-149. doi:
10.4992 /psycholres1954.22.144.

HorranD, P. W. (1990). On the sampling theory roundations of item response
theory models. Psychometrika, 55(4), 577-601. doi: 10.1007/bf022946009.

HorrAND, P. W. a THAYER, D. T. (1987). Notes on the use of log-linear models
for fitting discrete probability distributions. ET'S Research Report Series, 1987
(2), i-40. doi: 10.1002/.2330-8516.1987.tb00235.x.

HorLAND, P. W. a THAYER, D. T. (1989). The kernel method of equating score
distributions. ETS Research Report Series, 1989(1), i-45. ISSN 23308516. doi:
10.1002/j.2330-8516.1989.tb00333.x. URL https://onlinelibrary.wiley.
com/doi/10.1002/7.2330-8516.1989.tb00333.x.

67


https://doi.org/10.18637/jss.v055.i06
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/j.2330-8516.1989.tb00333.x
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/j.2330-8516.1989.tb00333.x

HorranD, P. W. a THAYER, D. T. (2000). Univariate and bivariate logli-
near models for discrete test score distributions. Journal of Educational and
Behavioral Statistics, 25(2), 133-183. doi: 10.2307/1165330.

HorranD, P. W., KING, B. F. a THAYER, D. T. (1989). The standard error of
equating for the kernel method of equating score distributions. ETS Research
Report Series, 1989(1), i-52. doi: 10.1002/;.2330-8516.1989.tb00332.x.

HAGGSTROM, J. a WIBERG, M. (2014). Optimal bandwidth selection in

observed-score kernel equating. Journal of Educational Measurement, 51(2),
201-211. doi: 10.1111/jedm.12042.

KoLEN, M. J. a BRENNAN, R. L. (2014). Test equating, scaling, and linking:
Methods and practices. New York, third edition.

Liang, T. a vON DAVIER, A. A. (2014). Cross-validation. Applied Psychological
Measurement, 38(4), 281-295. doi: 10.1177/0146621613518094.

R Core TEAM (2021). R: A Language and Environment for Statistical Com-
puting. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL
https://www.R-project.org/.

VAN DER VAART, A. W. (2000). Asymptotic statistics. Cambridge Univ. Press.

VON DAVIER, A. A., HOLLAND, P. W. a THAYER, D. T. (2004). The Ker-
nel Method of Test Equating. Springer New York, New York, NY. ISBN
9780387019857. doi: 10.1007/b97446. URL http://link.springer.com/10.
1007/b97446.

WIBERG, M. a BRANBERG, K. (2015). Kernel equating under the non-equivalent

groups with covariates design. Applied Psychological Measurement, 39(5),
349-361. doi: 10.1177/0146621614567939.

68


https://www.R-project.org/
http://link.springer.com/10.1007/b97446
http://link.springer.com/10.1007/b97446

	Úvod
	Tradiční vyvažovací metody
	Vyvažování ve střední hodnotě
	Lineární vyvažování
	Ekvipercentilové vyvažování

	Vyvažování pomocí jádrových odhadů
	Design ekvivalentních skupin
	Vyhlazení pravděpodobností skóre
	Odhad pravděpodobností skóre
	Spojitá aproximace skóre
	Vyvažování
	Výpočet standardních chyb vyvažování 

	Design neekvivalentních skupin
	Poststratifikační metoda
	Metoda řetězového vyvažování


	Vyvažování pomocí modelů teorie odpovědi na položku
	IRT modely
	Metody odhadu vyvažovacích konstant
	Momentová metoda využívající průměr
	Momentová metoda využívající průměr a směrodatnou odchylku
	Haebarova metoda
	Stocking-Lordova metoda

	Vyvažování celkových skóre
	Vyvažování skutečných skóre
	Vyvažování pozorovaných skóre


	Praktická část
	Datový soubor
	Tradiční vyvažovací metody
	Vyvažování ve střední hodnotě
	Lineární vyvažování
	Ekvipercentilové vyvažování

	Vyvažování pomocí jádrových odhadů
	Design ekvivalentních skupin
	Design neekvivalentních skupin s kotvícími položkami

	Vyvažování pomocí modelů teorie odpovědi na položku

	Závěr
	Seznam použité literatury

