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Uvod

Od roku 2013 vznikaji na Kated°e didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy [} studijni texty k p°edm¥t-m Uvod do matematickych
metod fyzikya Matematické metody ve fyziceV ramci t¥chto praci byly doposud
zpracovany kapitoly pojednavajici o sou®adnicovych systémech (viz [1], od str. 7),
limit¥ a derivaci funkce (viz [1], od str. 18, resp. 30), integralech funkce jedné pro-
m¥nné (viz [2], od str. 4), nasobnych integralech (viz1[2], od str. 38), integrélech
[. druhu (viz [2], od str. 53), integralech Il. druhu (viz [3], od str. 10) a diferenci-
alnich operétorech (viz [3], od str. 48). Jinymi slovy, byla zpracovana podstatna
£ast témat, ktera jsou naplni uvedenych dvou p°edmst..

Cile této diplomové prace vychézeji z dlouhodobého zam¥ru autor- studij-
nich text- a v2ech vyu£ujicich zmin¥nych p°edm¥t- vytvo°it celistvou u£ebnici
matematickych metod fyziky a p°ipravit ji pro tisk.

V souvislosti s timto zam¥rem je pot°eba doplnit stavajici texty o chyb¥jici
partie. Nejde p°itom o vytvo°eni dal?iho dilu uEebnice, ale o napsani kapitol,
které budou vElen¥ny do ji° vytvo°enych studijnich text-. Nejen z tohoto d-vodu
je vhodné p°ed £tenim p°isluznych kapitol prostudovat partie, které jim v u£ebnici
p°edchéazeji v textu je na n¥ odkazovano.

Druhym z cil- diplomové prace je pak zhodnoceni uf£ebnice matematickych
metod fyziky jako celku.

V diplomové praci Ize nov¥ nalézt kapitoly pojednavajici o parcialni deri-
vaci, nevlastnim integralu, sou°adnicovém tvaru operatoru rotace, Stokesov¥ v¥t¥,
formalismu vyu®ivajicim Kronecker-v a Levi-Civit-v symbol a také o tenzorech.

Stejn¥ jako p°i tvorb¥ p°ede?lych studijnich text:, i tentokrat je kladen d-raz
na zavad¥ni novych pojm- pomoci nazornych schémat £i obrazk:. Text je psan
£tivou formou (nikoliv stylem de nice v¥ta d-kaz), ka°da kapitola je do-
pln¥na °e2enymi p°iklady a rovn¥° nechybi propojeni p°isluzného matematického
aparatu s jeho vyu®itim ve fyzice. Na konci kapitoly Ize poka®dé najit shrnuti
nejd-leCit¥j2ich poznatk-. K lep2i orientaci v textu m-°e rovn¥° p°isp¥t seznam
pouCitého znafeni, p°ipadn¥ seznam obrazk-.

Pei tvorb¥ kapitol bylo £erpano jednak z p°edna2ek docenta Saka a doktorky
Sn¥tinové (kte°i vychazeji z p°edné?ek doktora Hladika a profesora Podolského),
ale také z mnohych dostupnych studijnich material- k dané problematice. Jejich
kompletni seznam je uveden na konci diplomové préace.

Jak ji° bylo zmin¥no, jednim z cil- diplomové prace je také zhodnoceni uEeb-
nice matematickych metod fyziky. Za timto U£elem byla provedena re2er2e dostup-
nych zdroj- na téma hodnoceni uf£ebnic. Na jejim zaklad¥ pak bylo p°ipraveno
dotaznikové 2et°eni, které bylo nasledn¥ zadano student-m ufitelstvi fyziky. Vy-
sledky re2er2e, podrobny popis p°ipravy 2et°eni a jeho vyhodnoceni lze nalézt
Vv 2esté kapitole diplomové prace.

V2echny kapitoly byly, stejn¥ jako dosud vzniklé studijni texty, napsany v pro-
gramu BTEX. K tvorb¥ obrazk- byly pou®ity programy Inkscapea GeoGebra
V2echny grafy k vyhodnoceni dotaznikového 2et°eni byly vytvo°eny pomoci pro-
gramu Excel

1Dale KDF MFF UK.



Seznam pouCiteho znafeni

V r-znych publikacich m-%e byt pro jednotlivé matematické objekty pou°ito
r-zné znageni. Ni° uvadime seznam znafeni, které pou®ivame v této diplomové
praci.

a=(ax; ay; a,) vektor se sou°adnicemay, ay, a,

kak norma vektoru a
ed skalarni soufin vektor-e ad
e d vektorovy soufin vektor-ecad
A B kartézsky souf£in mno®inA a B
é B mno®ina A je podmnao®inou mno®iny B
L b soufet prvk- b proj od1do N
d
f (x)dx ur£ity integral funkce f (x) s mezemicad
C
P dr k°ivkovy integral Il. druhu vektoru P (po k°ivce )
P dr k°ivkovy integrdl Il. druhu vektoru P (po uzav°ené
k°ivce )
P ds plo2ny integral Il. druhu vektoru P (po plo%e )
gradf gradient funkcef
r oznafeni pro vektor & @@9 2
0] i-ta k°ivof£ara ortogonalni sou°adnice
h; i-ty Lamé-v koe cient
@fx parcialni derivace funkce podle prom¥nnéx
2‘% derivace funkcef podle prom¥nnéx
divP divergence vektoruP
rotP rotace vektoruP
sin’ sinus dhlu’
cos kosinus ahlu’
tan' tangens uhlu’
cot' kotangens uhlu'
7 Kronecker-v symbol
"iik Levi-Civit-v symbol
N mno®ina p°irozenych £isel
R mnao®ina reélnych £isel
T" tenzor n-tého °adu



1. Parcialni derivace

S pojmem derivace jsme se setkali ji° v textu [1], kapitola 4, str. 30. Zmin¥na
kapitola pojednava o derivaci realné funkce (jedné) realné prom¥nné, pro kterou
bylo zvoleno oznafenfi (x). Pro derivaci funkcef (x) podle prom¥nnéx pak bylo
poucivano znagenft), resp.f {x).

V této kapitole se seznamime s parciélni derivaci funkce vice prom¥nnych.
Nabizi se tak n¥kolik otazek:

Co je to funkce vice prom¥nnych a jak si ji mame p°edstavit?

N

V £em se li2i parcialni derivace od derivace, kterou zname?
Ma parcialni derivace n¥jaky geometricky vyznam?

Spole£n¥ na tyto otazky odpovime, zavedeme parcialni derivaci, vypof£teme n¥-
kolik p°iklad- a také se budeme zabyvat vyu®itim parcialnich derivaci ve fyzice.

1.1 Funkce vice prom¥nnych

Dosud jsme pracovali s realnou funkdi(x) jedné realné prom¥nné&. Touto
funkci rozumime p°edpis, ktery ka®démwx z de niEniho oboru (ktery je podmno-
°inou realnych £iselR) p°i°adi prav¥ jednu funkeni hodnotuf (x) z R.

Nyni budeme pracovat s funkcemi zavislymi na dvou £i vice prom¥nnych.
Pro nazornost se nejprve zam¥°ime na realnou funkci dvou realnych prom¥nnych
X ay, kterou oznafimef (x; y). Tato funkce p°i°adi ka°dé (uspo°adané) dvojici
fisel z de niEniho oborD; R R prav¥ jednu funkfEni hodnotu ZR. Popsana
situace je znazorn¥na na obrazku 1.1. Na n¥m je vid¥t, °e uspo®adané dvoijici
[Xo; Yo] 2 Df R R je p°iazena prav¥ jedna funkeni hodnoth(xo; Yo) 2 R.

Redlna funkce t°i realnych prom¥nnych (x; y; z) p°i°adi ka°dému bodu
[Xo; Yo; 2] 2 Dy R R R prav¥ jednu funkEni hodnotuf (Xo; Yo; Z0) 2 R.
Pro znazorn¥ni této situace bychom v2ak pot°ebovali £ty°i dimenze (t°i dimenze
pro t°i prom¥nné a £tvrtou dimenzi pro funkeni hodnotu).

Obecn¥ji pak m-°eme °ici, °e realna funkcen prom¥nnychf (xq; :::; Xn) p°i-
°adi ka°dému bodu [Xe1; ::3; Xon] 2 Dy R" prav¥ jednu funkfni hodnotu
f (Xo1; 33, Xon) 2 R. Pro znazorn¥ni této situace bychom pot°ebovah + 1 di-
menzi.

Peiklady funkci vice prom¥nnych
" f(x;y)=sinxIny,kdeDs =R (0;1),
" f(xy;2)= x*jzj, kdeDr = R (0;1) R,

f (X1; X2; X3; X4) = %COSX:;XZ, kdeDi =R RnfO0g R R.



Obrazek 1.1: Znazorn¥ni grafu funkce dvou prom¥nnych v kartézském systému
sou’adnic

1.2 Od derivace k parcialni derivaci

Derivace funkcef (x) podle prom¥nnéx v bod¥ xq byla de novana jako (viz
vztah 4.3 v [1], kapitola 4, str. 32):

_df o ) T (o),
f {xo) = T (Xo) = fim_ X (1.1)
resp. jako (viz vztah 4.6 v [1], kapitola 4, str. 32):
_df . F(Xe+ x) f(Xo).
f Axo) = d—x(xo) = lim -~ ; (1.2)

kde x = x Xo. M:°eme t¥chto de nic n¥jak vyuCit pro zavedeni parcialni
derivace funkce vice prom¥nnych?

Pro jednoduchost uvaujme funkcif (x; y) dvou prom¥nnychx ay. Pokud
bychom cht¥li vypo£itat parciélni derivaci této funkce nap°®. podle prom¥nng
znamenalo by to, °e bychom funkcif (x; y) derivovali podle prom¥nnéy a na
prom¥nnoux bychom nahli®eli jako na konstantu. Pro parciélni derivac%i(xo; Yo)
funkce f (x; y) podle prom¥nnéy v bod¥ [Xo; Yo] tak m-°eme (analogicky ke
vztahu 1.1) napsat:

@f . (X0 y)  f(Xo; Yo)
—(Xo; = lim ; 1.3
@)s 0; Yo) AL Y Yo (1.3)
resp. m-°eme (analogicky ke vztahu 1.2) napsat:
@f . F(Xo; Yot y)  f(Xo; Yo)
—(Xo; = lim : 1.4
QP o) = im g (1.4)



kde y =y yo. Obdobné vztahy bychom mohli napsat pro parcialni derivaci
funkcef (x; y) podle prom¥nnéx v bod¥[Xq; Yo, tj. pro %;(xo; Yo).
Zmin¥ny postup Ize zobecnit pro libovolnou funka prom¥nnychf (x; :::; Xy).

1.3 Geometricky vyznam parcialni derivace

Z kapitoly 4 v textu [1], str. 31, vime, % derivace realné funkce jedné realné
prom¥nné (v bod¥,) ma vyznam sm¥rnice te£ny ke grafu této funkce v bod.
Vyznam parcialni derivace bude v jistém smyslu podobny.

Obrazek 1.2: Schéma ke znazorn¥ni geometrického vyznamu parcialni derivace

Pro jednoduchost budeme op¥t uvaCovat funkdi(x; y) dvou prom¥nnychx ay
a jeji parcialni derivaci podle prom¥nn& v bod¥ [Xo; Yo], tj. derivaci %{(xo; Yo)-
Pro y blizké hodnot¥y, m-°eme p°epsat vztah 1.3 pomoci p°ibli°né rovnosti na
tvar:

@f o 2 F(Xoy)  f(Xo; o).
@)ng, Yo) Y Yo '
Zam¥°me se na pravou stranu tohoto vztahu. V £itateli je rozdil funkEnich hodnot
v bod¥ [Xo; y] a v bod¥ [Xo; Yo], tj. ve dvou bodech majicich stejnoux-ovou
sou’adnicixg a lizgicich se vy-ové sou’adnici. Ve jmenovateli je pak rozdif-ovych
hodnot, tj. hodnot y a y,. Vyznam pravé strany vztahu 1.5 objasnime pomoci
obrazk- 1.2 a 1.3.

Na obrazku 1.3 vidime kolmy °ez grafu funkcé (x; y) z obrazku 1.2 rovi-
Nou X = Xy, tj. rovinou rovnob¥°nou s rovinouyz a prochazejici bodeniixo; 0; 0].
Na obrazku 1.3 je rovn¥° znazorn¥na te£nke grafu funkcef (x; y) v bod¥[xo; Yol

Nyni zkusme vypo£itat sm¥rnici teEny. Tu vypo£itame jako tangens uhlu ,
tj. Ghlu, ktery svird te£na s kladnou £4sti p°imkyp rovnob¥°né s osouy. Kdy°

(1.5)



Obrazek 1.3: Kolmy °ez grafu funkcé (x; y) z obrazku 1.2 rovinoux = Xq

oznaf£ime dopl-kovy uhel k Uhlu jako , m-°eme napsat:
tan =tan( )= tan: (1.6)

P°i posledni Gprav¥ jsme vyuili znalosti goniometrického vzorce:

tan ; tan » )
l+tan ; tan 5’

tan( 1 o) =

kde 1= a - =
Z obrazku 1.3 je vid¥t, °e m-°eme tangens Uhlu p°ibli°n¥ vyjad°it jako:

s f(xoy) T (Xo; Yo).

tan = 1.7
Yo Y (L

kde rozdilf (xo; y) f (Xo; Yo) Vyjad°uje velikost protilehlé odv¥sny a rozdiy, vy
vyjad°uje velikost pilehlé odv¥sny p°isluzného pravouhlého trojuhelniku.
Ze vztah- 1.6 a 1.7 tak plyne:

tan = tan = oY) T(oiyo) _ T(Xoiy) [(Xoi o). (1.8)

Yo Y Y Yo

coC je prava strana vztahu 1.5. Z toho ale plyne, °e parcialni derivac%f)(xo; Yo) Jje
rovna® sm¥rnici te£ny (le®ici v rovin¥ = X,) ke grafu funkcef (x; y) v bod¥[Xo; Yo.

Obdobn¥ Ize odvodit, °e parcialni derivac%;(xo; Yo) je rovna sm¥rnici te£ny,
tentokrat le®ici v rovin¥ y = yo, ke grafu funkcef (x; y) v bod¥[Xo; Yo].

2Nap®. viz [4].
3Diky limit¥ pro y jdouci k yo se ve vztahu 1.5 z p°ibli°né rovnosti stane rovnost.



1.4 Parcialni derivace vyZich °ad-

Stejn¥ jako u derivace je vysledkem parcialni derivace funkce (obecn¥ vice
prom¥nnych) op¥t funkce (obecn¥ vice prom¥nnych). Nap°iklad vypo£t¥me par-
cialni derivaci podle prom¥nné funkce dvou prom¥nnychf (x; y) = x?cosy.
Dostaneme:

@x? cosy)
@x
tedy op¥t funkci dvou prom¥nnych. OznaEme fj(x; y).

V této chvili nAm nic nebrani, abychom funkcig(x; y) zderivovali podle pro-
m¥nnéx neboy. VWpo£t¥me nap°iklad jeji parcialni derivaci podle prom¥nng
dostaneme:

= 2X Ccosy; (1.9)

@0 y) _ @2xcosy)
@y @y
Vidime, °e bychom op¥t mohli vyslednou funkci derivovat jak podle prom¥nné
tak podle prom¥nnéy.
Zam¥°me se je?t¥ na levou stranu vztahu 1.10 a p°epi2me ji s v¥domim, e
g0 y) = &0, Tedy

@Ky) @ @cosy) _

@y @ @x @y @x  @yex
p°i£em° u posledni upravy jsme vyuili zvyklosti, podle které m-°eme p°edpo-
sledni vyraz @ @ Y)  gymbolicky zapsat jako @Y 7 gprav 1.10 a 1.11

=2x( siny)= 2xsiny: (1.10)

@ aix y) _ @ (xy).

(1.11)

@y @x @y@x
plyne, % prof (x; y) = x?cosy plati:
@f (x;y) .
————= = 2Xsiny: 1.12
@y @x y (1.12)

Mluvime o tzv. smi2ené parcialni derivact funkcef (x; y) podle prom¥nnychx ay.
Pokud bychom po£itali parcialni derivaci funkcd (x; y) podle prom¥nnéx
a nasledn¥ parcialni derivaci z vysledku op¥t podle prom¥nrémluvili bychom
o tzv. parcialni derivaci druhého °adufunkce f (x; y) podle prom¥nnéx. Tuto
derivaci obvykle zna£|'me%.
Zkusme ji pro funkcif (x; y) = x2 COS}I/ vypo£itat:

F(xy) @ @xy) @ @ccosy) _

@%  @x @x @x @x

_ @ :
= @X(Zx cosy) = 2 cosy: (1.13)

Vidime, e je vypo£et naprosto analogicky k vypo£tu smi2ené parcialni derivace.
Jedinym rozdilem je, °e misto toho, abychom parcialn¥ derivovali funké€i(x; y)
nejprve podle prom¥nné& a nasledn¥ vysledek podle prom¥nng parcialn¥ de-
rivujeme dvakrat po sob¥ podle prom¥nng.

Obecn¥ m-°eme mluvit o parcialni derivacin-tého °adu funkcef (xq; :::; Xk),
kde n; k 2 N. Nap°iklad pron =3 a k = 2 se nabizi po£itat parcialni derivace:

©@f (X1; X2) . @f (X1; X2) .  @f (X1 X2) . @f (X1; X2) .
@x @ ' @x@% ' @%@x

“Nejprve vypo£teme parcialni derivaci funkcef (x; y) podle prom¥nnéx a nasledn¥ vypo£-
teme parcialni derivaci vysledku podle prom¥nnéy.
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Z4ale®i na po°adi, ve kterém derivujeme?

Cht¥li bychom nap°iklad zjistit, zda plati nasledujici rovnost:

@ixy) _ @xy).
@x@y @y@x

Neboli zm¥ni se parcialni derivace, kdy°® zm¥nime po°adi, ve kterém derivujeme?
Zkusme vypo€£itat pro funkcif (x; y) = x?y uvedené parcialni derivace. Tedy:

@ixy) @ @fx y)! @ @xzy)! _ @% _

@x@y @x @y @x @y  @x
@xy) . @ @ixy) _ @ @x¥) _ @) _,..

@y@x @y @x @y @x @y ’

Z vysledk- 1.15 a 1.16 je tak vid¥t, °e v alespo- jednom p°ipad¥ vztah 1.14
plati. Bude to tak ale vedy, tj. pro v2echny funkce a také pro v2echny °ady par-
cialnich derivaci?

Odpov¥a nalezneme v tzvSchwarzov¥ v¥t¥viz [5], str. 9, V¥ta 3.9):
Nech” v2echny parcialni derivacan-tého °adu funkcef : R" ! R jsou spojité
v bod¥a 2 D;. Pak v libovolné parcialni derivacim-tého °adu v bod¥a nezavisi
na po°adi derivac®

Podminku spojitosti z uvedené v¥ty obvykle funkce, se kterymi ve fyzice pra-
cujeme, spl-uji.

(1.14)

2X: (1.15)

(1.16)

1.5 Derivace funkce zadané implicitn¥

Dosud jsme pracovali s realnou funkci vice realnych prom¥nnych. Nap°iklad
realnou funkci dvou reélnych prom¥nnyckx ay jsme znafilif (x; y). OznaEme ji
pismenemz, pak z = f (x; y). O takovéto funkci °ikame, °e je zadanaxplicitn¥

K explicitnimu zadani funkce je, v jistém slova smyslu, opakem tz¥mplicitni
zadani funkce. V tomto p°ipad¥ bychom m¥li funkci ve tvaruF (x; y; z) = 0,
resp.F(x; y; f(x;y))=0.

Rozdil mezi explicitnim a implicitnim zadanim funkce nejsnaze pochopime na
konkrétnim p°ikladu. Uvaujme elipsuE se st°’edem v po£atku, velikosti hlavni
poloosya a velikosti vedlej2i poloosyb (viz obrazek 1.4)° Elipsu E, tj. mno®inu
bod- [x; y], Ize parametricky vyjad°it jako’

acos
bsin'; kde' 2h0; 2 ):

X
1.17

y (1.17)

O spravnosti parametrického vyjad°eni se m-°eme p°esv¥dEit jednoduze. Staf£i

prvni, resp. druhy °adek vyd¥lita, resp. b a nasledn¥ umocnit oba °adky na

SPoznamenejme, % oznafenini: R" ! R mame na mysli, °%e funkcef je realnou funkci
n prom¥nnych a oznafEeninD; myslime de ni£ni obor funkcef .

60brazek 1.4 vychazi z obrazk- v [6], str. 2.

"Pokud bychom do parametrického vyjad°eni elipsy dosadili za velikost hlavni a vedlej?i
poloosy velikostr, dostali bychom parametrické vyjad°eni kru®nice se st°edem v po£atku a po-
lom¥remr. Na kru®nici lze toti® nahliet jako na specialni p°ipad elipsy.
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Obrazek 1.4: ElipseE s velikosti hlavni poloosya, velikosti vedlej?i poloosyba se
st’edem v po£atku

druhou. Kdy® tyto °adky sefteme, dostaneme vyraz
= o+ 2o=1; (1.18)

co® je znama rovnice elipsy (se st’edem v pofatku a poloosamib). S timto
p°edpisem budeme nyni pracovat.
Kdy° odefteme £isldl od pravé strany vztahu 1.18, dostaneme:

X 2
- +
a b

Tento vztah je implicitnim zadanim funkce popisujici elipsu. Kdy® ji oznatime
jako F(x; y), m-°eme napsat:

y 2

1=0:; (1.19)

- + = 1=0: 1.20
a 5 (1.20)
Zkusme nyni vyjad°it ze vztahu 1.19 prom¥nnoy. Dostanemeé®
s
& .
y= 2 ?xz. (1.22)

F(xy)=

Vztah se znaménkem + popisuje horni polovinu elipsyE, kde°to vztah se
znaménkem popisuje jeji dolni £4st. Tyto vztahy jsou explicitnim zadanim
funkce popisujici horni, resp. dolni polovinu elipsy. Kdy® oznaEime vyraz na pravée
stran¥ vztahu 1.21 (resp. jeho kladnou, nebo zadpornou variantu) jakgx), dostali
bychom vztahy = f (x). Prom¥nnay je tak funkci (jedné) prom¥nnéx.

8Jednotlivé kroky vypo£tu kv-li jejich jednoduchosti neuvadime.
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V této podkapitole bude nazim hlavnim uUkolem zjistit, jak bychom mohli
vypo£itat derivaci funkce zadané explicitn¥ (nap°®. funkce = f (x)), kdy® mame
k dispozici jeji implicitni tvar F(x; y) = F(x; f (x)) = 0. K tomu v2ak budeme
nejprve pot°ebovat pochopit, jak se derivuje slo®ena funkce.

Derivace slo®ené funkce

Uvalujme nap°iklad funkci F(s; t) = F(f(x; y); g(Xx; y)) = 0 dvou pro-
m¥nnychs = f(x; y) at = g(x; y) zadanou implicitn¥. P°ikladem takovéto
funkce m-%°e byt nap°iklad funkce 2sin(x + y) + 3cos(xy) = 0. V tomto p°i-
pad¥ nap°. plati, °es = f(x; y) =sin(x + y) at = g(x; y) = cos(xy), p°iEem°
F(s; t) =2sin(x + y) + 3cos(xy) = 2s + 3t.

Zkusme nejprve vypo£itat parcialni derivaci funkcé (s; t) = 2sin(x + y) +
+ 3cos(xy) = 0 podle prom¥nnéx. Parcialni derivace pravé strany vyjde nuld.
Jak ale vyjde parcialni derivace levé strany, tj. vyrazu-(s; t) = 2sin(x + y)+
+3 cos(xy)?

Nejprve musime parcialn¥ zderivovat funkdr (s; t) = 2s+ 3t podles. Vysled-
kem této derivace je £isl@. Nasledn¥ zderivujeme samotnou funksi= f (x; y) =
= sin(x+y) podle prom¥nnéx, £im° dostaneme vyrazosfi+y) 1, kterym £islo2
vynasobime. Vzap¥ti parcialn¥ zderivujeme funkéi(s; t) = 2s+ 3t podlet. Vy-
sledkem této parcialni derivace je £isl8. Nasledn¥ zderivujeme samotnou funkci
t = g(x; y) = cos(xy) podle prom¥nnéx, £im° dostaneme vyraz sin(xy)y,
kterym £islo3 vynasobime (a celek p°i£teme k p°edchozimu vysledRu Neboli

@Ks; t)
@x

Zmin¥ny postup Ize zobecnit a zapsat symbolicky:

@Rs; t) _ @Rs; 1) @s+ @Ks; 1) @t_

=2cosx+y) 1 3sinxy)y=0:

@x @s @x @t @x
_ @RFs; 1) @fx;y) , @Ks;t) @O y) _ ..
=~ @s @x + at ax 0: (1.22)

Derivaci funkceF (s; t) podle prom¥nnéy bychom vypo<£itali jako
@Ks ) _ @Ks; 1) @s @Rs/t) @t

@y @s @y @t @y
_ @Fs;t) @ix;y) . @Fs;t) @Oxy) _ ..
= s &y g T =0: (1.23)

Parcialni derivaci slo®ené funkce zadané explicitn¥ se zabyva uloha £. 3 v pod-
kapitole 1.6.

9Nula je toti® konstanta a jeji parcialni derivace je op¥t nula.
Ovwplyva to z v¥ty o derivaci sloené funkce, jeji® d-kaz m-°eme najit nap°. v [7], v¥ta 2.4,
shimek 30 32.
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Jak vypo£itame derivaci explicitn¥ zadané funkce y = f(x)?

Dostavame se k na2emu hlavnimu dkolu. Chceme vypo€£itat derivaci funk-
cey = f(x) podle prom¥nnéx, kdy® mame k dispozici jeji implicitni zadani, tj.
funkci F(x; y) = F(x; f (x))=0.

VWpo£t¥me derivaci funkcd- (x; y) podle prom¥nné. Analogicky ke vztahu 1.22
dostaneme:

dr(xy) _ @Rxy) dx_ @Rxy) dy _ @Rxy) dx @Rxy) df(x) _

dx @x  dx @y dx @x  dx @y dx
_ @Rxy) L @Rx;y) df(x) _ .
= ax + @y Ix =0: (1.24)

B¥hem Upravy jsme vyuCili znalosti, °e$* =

. . , . , . df (x)
Jeliko® je nazim cilem vypo£itat derivaci—;,

, tak ji ze vztahu 1.24 vyjad°ime:

df (X) _ @Ré();XY) .
v Ak (1.25)
@y

Tim jsme dostali hledany vztah!!

1.6 ee2ené ulohy k parcialni derivaci

Uloha £. 1:
Vypo£t¥te parcidlni derivaci funked (x; y; z) = x?sin(yz)+3z podle prom¥nnéy.

se2eni:

Chceme vypo£itat parcialni derivac%y;z). Jak vime, kdy° po£itame parcialni
derivaci funkce vice prom¥nnych (zde podle prom¥ng§ derivujeme tuto funkci

podle dané prom¥nné a na zbylé prom¥nné (zde prom¥nna z) nahli®ime jako

na konstanty. Proveeme vypo£et:

@{x;y; z) _ @x*sin(yz) +3z) _ , .
@y ay = X“cosfz) z:

VZimn¥me si, °e vyraz3z zcela zmizel. Z pohledu parcialni derivace (podle pro-
m¥nnéy) je toti® konstantou.

Uloha £. 2:
M¥jme funkci F (x; y) = F(x; f (X)) = cos?y + x = 0. Wpo£t¥te derivaci funkce
y = f (X) podle prom¥nnéx.

se2eni:
PouCijeme odvozeny vztah 1.25. Nejprve vypo£itame parcialni derivace z £itatele
a jmenovatele tohoto vztahu:

@Rx;y) _ @cosy+x) _
@x @x

11K tomu, aby bylo mo®né pova®ovat uvedené odvozeni za rigordzni, je nutné splinit n¥kolik
p°edpoklad-. Tyto p°edpoklady jsou zformulovany nap°®. v [8], v¥ta 5.3.1 a 5.3.2, str. 281.

1; (1.26)
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@Rx;y) _ @cosy+x) _ i
@y @y = 2cogysiny =  sin(2y): (2.27)

Dosaeme nyni vysledky 1.26 a 1.27 do vztahu 1.25:

ey e . 1 1
ax %:yy)_ sin(2y) ~ sin(2y)’

Vypo£et byl 0 mnoho sna?i ne® kdybychom vyjad°ovali z p°edpiscogy+ x =0
prom¥nnouy a tu nasledn¥ derivovali.

Uloha £. 3:

M¥jme explicitn¥ zadanou funkcif (s; t), kde s = g(x) at = h(x). S vyu®itim
avah z podkapitoly 1.5, str. 12, se pokuste sestavit vztah pro vypo£et parcialni
derivace @60

se2eni:

V podkapitole 1.5 jsme se naufili derivovat slo®enou funkci zadanou implicitn¥.
Nyni je na2im Ukolem sestavit vztah pro vypo£et parcialni derivace slo®ené funkce
zadané explicitn¥. Postup bude obdobny.

Funkci f (s; t) m-°eme p°epsat na tvarf (g(x); h(x)). Tuto funkci mame par-
ciéln¥ derivovat podle prom¥nn&. Podobn¥ jako u vztah- 1.22 a 1.23 budeme
i zde nejprve parcialn¥ derivovat funkcf (s; t) podles = g(x), poté zderivujeme
funkci s = g(x) podle prom¥nné a vzniklé vyrazy mezi sebou vynasobime. Toté®
provedeme pro prom¥nnot = h(x). Vysledky nasledn¥ sefteme. Neboli

@fs;y _ @fs;t) ds @fs;y dt _

@x @s dx @t dx

_ @fsiy) dog(x) , @fs;t) dh(x),

- @s  dx @t  dx
Obecn¥ji bychom mohli uva®ovat funkci (s;t), kdes = g(x;y) at = h(x;y). Poté
bychom museli ve vztahu 1.28 nahradit v2zechny klasické derivace parcialnimi,

(1.28)

neboli:
@fs;) _ @fs;) @s @fs;) @t
@x @s @x @t @x
_0fsi) @y), @lsi) @xy). (1.29)
@s @x @t @x
Uloha £. 4:

M¥jme funkcif (s; t) = s?sint, kdes = x3 at = 3x. Wpo£t¥te parcialni derivaci
funkcef (s; t) podle prom¥nnéx.

se2eni:

Nabizeji se dva postupy °e2eni této ulohy. Bua m-°eme pou®it vztah 1.28 odvo-
zeny v Uloze £. 3 nebo do p°edpisu funkdéds; t) dosadime zas at a nasledn¥

budeme pofitat klasickou derivaci. A£koliv se druhy ze zmin¥nych postup-
zda byt na prvni pohled jednodu??i, zejména v komplikovan¥jich p°ikladech je
vyhodné pou®it zmin¥ny vztah 1.28.
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Wpo£t¥me jednotlivé derivace ze vztahu 1.28:

@fs; 1) _ @s? sint)

@s @s = 2ssint = 2x3sin(3x); (1.30)
@(@;tt) - @Sz@;itn Y < ¢ cost = (x0)? cos(); (1.31)
is( B dgj) =35 (1.32)

R AR (1.33)

Dosarme vysledky 1.30 a° 1.33 do vztahu 1.28, dostaneme:
@fs;y _ @fs;f) ds @fs;y dt _

@x @s dx @t dx

= 2x3sin(3x) 3x%+ (x%)?cos(X) 3 =6x°sin(3x) + 3x°cos(X): (1.34)
Kdy° bychom dosadili do p°edpisuf (s; t) = s?sint za s vyraz x3 a zat
vyraz 3x, dostali bychom p°edpisf (x) = x°sin(3x). Pokud bychom takto vyjad-
°enou funkcif (x) zderivovali podle prom¥nné, dostali bychom vyraz 1.34. Oba
postupy tak davaji stejny vysledek.

1.7 WuCiti parcialnich derivaci ve fyzice
Hydrostaticky tlak

V mechanice se setkame v ramci hydrostatiky se vztahem (viz [9], kapitola 11,
str. 4, vztah 11.8):
gradp= ¢; (1.35)
kde p je tlak (v tekutin¥), je hustota tekutiny a g je tihové zrychleni, které ma
slo°ky g =(0; 0; g@). Jak se dozvime v [3], podkapitola 3.1, str. 48, vyraz graul
Ize p°epsat na tvar @8 @ @ 4 iedn4 se o vektor parcialnich derivaci tlakup.

@x @y @z’
Vztah 1.35 tak m-°eme p°t'spsat na tvar:
@p @p @p
exaye: - @O 9= 9) (1.36)

Kdy° porovname slo°ky vektor- na levé a prave stran¥ vztahu 1.36, dostaneme:
@_@p, @p
@x @y @z

Vidime, °e se tlak v zavislosti na sou®adnicick, y nem¥ni, kde°to na sou®adnic

zavisi. S men2imz (p°i orientaci osy z jako na obrazku 1.5), tj. s v¥t2i hloubkou,
tlak roste.

g: (1.37)

Maxwellovy rovnice

S parcialnimi derivacemi se rovn¥° setkame u Maxwellovych rovnic v diferenci-
alnim tvaru. Dv¥ z t¥chto rovnic? maiji tvar (viz [10], kap. 12, vztahy 12.12, str. 4):

12\/e zbylych dvou rovnicich je diferencialni operator divergence (viz podkapitola 3.2 v [3],
str. 63), ktery v sob¥ také zahrnuje parciélni derivace.
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Obrazek 1.5: Schéma znazor-ujici naddobu s kapalinou s vyznaEenou @as@sy x
ay jsou k ni kolmé)

@bD_ .
rotH @t T (1.38)
@B
E — =0 1.
rotE + @ 0: (1.39)

kde H je magneticka intenzita, D je elektricka indukce,t je £as,] je plo2na
hustota elektrického proudu,E je elektricka intenzita aB je magneticka indukce.

Parcialni derivace v rovnici 1.38, resp. v rovnici 1.39, ma vyznam zm¥ny elek-
trické indukce D, resp. magnetické indukceB v zavislosti na £asd.

fasova Schroédingerova rovnice

V kvantové mechanice se setkame s tzv. £asovou (nestacionarni) Schrodinge-
rovou rovnici (viz [11], kapitola 2, vztah 2.66, str. 69):

. h @

@t ¢ t)= AL) @ t); (1.40)
kde i je imaginarni jednotka, h je Planckova konstanta, (¥; t) je vinova funkce
popisujici stav £astice v mist¥ s polohovym vektorema £aset a A (t) je hamil-
tonian, co® je operatort® majici vyznam celkové energie.

Parciélni derivace vinové funkce (¥; t) podle £asu ma vyznam zm¥ny stavu
£astice (popisovaného vinovou funkci(¥; t)) v zavislosti na £asd.

13y kvantové fyzice p°i°azujeme jednotlivym velifinam operatory (znaf£ime st°ikou), viz [11],
kapitola 2, str. 34. Jedna se o matematicky rozdilny objekt ne® je diferencialni operator, kterym
se zabyva kapitola 3 v [3].
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1.8 K zapamatovani

A

De nice parcialni derivace funkcef podle prom¥nnéy v bod¥[Xo; Yol:

&i(x0; Yo) = lim y1 y, (Xo yz yéXO ¥o) (obdobn¥ pro derivaci podlex).

Parcialni derivace funkcef podle prom¥nnéy v bod¥ [Xo; Yo] ma vyznam
sm¥rnice te£ny ke grafu funkcé v bod¥ [Xo; Yo] le®ici v rovin¥ x = Xg
(obdobn¥ pro derivaci podlex).

Vypo£et parcialni derivace vy2iho °adu, resp. smi2ené parcialni derivace
obecn¥ zéale® na po°adi, ve kterém derivujeme. Obvykle je zam¥na po°adi
mo°na (p°i spln¥ni podminky spojitosti ze Schwarzovy v¥ty).
df @F(x; y)

. 7 . . (x) — S
Derivace funkce zadané implicitn¥=;~ = @T(ET
y

VWueiti parcialni derivace ve fyzice: nap®. ve vztahu pro hydrostaticky tlak,
v ramci Maxwellovych rovnic, u £asové Schrédingerovy rovnice.
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2. Nevlastni integral

Ke zvladnuti tématu nevlastni integral bude d-le®ité rozum¥t pojm-m integral
funkce jedné prom¥nné (viz [2], str. 4), urfity integral (viz [2], str. 29) a limita
funkce (viz [1], str. 18). Nevlastni integral toti® m-°eme v jistém slova smyslu
chapat jako specialni p°ipad ur£itého integralu.

Na uvod si zopakujme, jak urfity integral pof£itame. VWpo£t¥me nap°iklad
integral 13(3x +5)dx. Dostaneme:

’ " x? s 3 1 |
(3x+5)dx= 3—+5x = 3 —+5 3 3 - 51 =22:
2 1 2 2
1
Nejprve jsme museli ur£it primitivni funkci k integrandu 3x + 5. Nasledn¥ jsme
do takto urEené primitivni funkce dosadili horni a dolni mez ur£itého integralu,
p°ifem° jsme oba vysledky od sebe ode£etli.

Nyni se zam¥°me na nevlastni integradl. Budeme mluvit o tzwnevlastnim
integralu I. a Il. druhu. O jednotlivych typech nevlastniho integralu pojednavaji
nasledujici podkapitoly 2.1 a 2.2.

2.1 Nevlastni integral I. druhu

Nevlastnim integralem |. druhu budeme rozum¥t ur£ity integral, jeho® horni
£i dolni mez je rovnal , resp. 1 . P°ikladem tohoto typu integrédlu m-°e byt

integral 11 < dx. Jak ale integral tohoto (nebo podobného) typu vypo£itat?

2.1.1 \Vypo£et nevlastniho integralu I. druhu
Wpofet integral- . f(x)dx a 5 f(x)dx

Pokud bychom m¥li vypo£itat integral :f (x)dx, kde a; b2 R, nebyl by to
°adny problém. Jedna se toti® o urfity integral, jeho® vypo£et jsme ji° opakovali.
Nejprve bychom ur£ili primitivni funkci k funkci f (x) a nasledn¥ bychom do ni
dosadili horni a dolni mez, tj. hodnotyb a a, a tyto dva vysledky bychom od sebe
ode£etli.

Nyni je vZak na2im Ukolem vypoc£itat integral al f (x) dx, resp. ‘; f (x) dx,
kdea 2 R a funkcef (x) je naintervalu ha; 1 ), resp.(1 ; ai spojita. Ne2lo by
n¥jakym zp-sobem p°evést uvedené typy integral- na ji° znamy ur£ity integral?

Horni mez1 , resp. dolni mez1 uvedenych typ- integral- nahradime pa-
rametrem p, ktery nasledn¥ poZlleme k1 ,resp. 1 , k £emu® nam poslou®i
limita. Neboli:

1 p a a

f(x)dx = ILilrln f(x)dx; resp. f(x)dx = pI'i{n f (x)dx: (2.1)
a . a 1 - p
Vypo£et integralu . F(x)dx
Obdobn¥ jako v p°edchozim p°ipad¥ nahradime u integrél@ f (x) dx, kdef (x)

je naintervalu (1 ; 1) spojita funkce, dolni mez1 a horni mezl parame-
try pagq, které poZleme k 1 ,resp. k1l . K tomu nam op¥t poslou®i limita.
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Neboli:
1 q

fodx= lim lim  f(x)dx: (2.2)
1 p

2.1.2 Geometricky vyznam nevlastniho integrélu I. druhu

Mame-li urfity integral abf (x)dx, kde a; b2 R, vime, % je jeho hodnota
rovna obsahu £asti roviny ohrani£ené spojitou funkdi(x), osoux a p°imkami
X = a, X = h V p°ipad¥, % je graf funkcef (x) pod osoux, hodnota ur£itého
integralu ma navic znaménko minus.

Nyni vZak mame nevlastni integral |. druhu, u kterého je dolni mezZL  nebo
horni mez 1 . Geometricky vyznam nevlastniho integralu I. druhu v2ak bude
podobny jako u zmin¥ného ur£itého integralu.

Hodnota integralu al f (x) dx odpovida obsahu £asti roviny ohrani£ené gra-
fem funkcef (x), osoux a p°imkoux = a. P°ikladem tohoto typu integréalu je
integral 11 L dx. V tomto p°ipad¥ je funkcef (x) = y = £, doIni mezi je hodnota
a =1 a horni mezi jel . Hodnota uvedeného integralu pak odpovida obsahu
£asti roviny vymezené grafem funkce = % osoux a p°imkoux = 1. Cela situace
je znazorn¥na na obrazku 2.1, p°i£Eem° hodnot¥ integralu odpovidad mod°e vy-
2rafovany obsah. Jaky je tento obsah? Proveame vypo£et integralu. Dostaneme:

Obrazek 2.1: Graf funkcey = % s vy2rafovanym obsahem odpovidajicim znazor-

n¥ni integralu " L dx
1 p
1, . (R o . .
;dx = Lllrln ;dx = Lllrln [Injxjl; = ||o'!r1n (Injpj In1)=1":
1 1

P°i vypo£tu jsme pouCili vztah 2.1. Mod’e vy?rafovany obsah na obrazku 2.1 je
tak nekone£ny (jeliko® p°isluzny integral divergujé®).

14Je-li hodnota integralu rovna 1 , °ikame, e integral diverguje.
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Poznamenejme, °e geometricky vyznam integréluil f (x) dx je naprosto ana-
logicky.

Hodnota integralu i f (x) dx pak odpovid& obsahu £&sti roviny ohranitené
pouze grafem funkce (x) a osoux (jeliko® dolni ani horni mez neni konefna
hodnota).

Na zav¥r uveome, °e p°ipadny obsah pod osouma stejn¥ jako u dosud
znadmého ur£itého integralu p°i°azené znaménko minus. V p°ipad¥, % je £ast grafu
funkce f (x) nad osoux a £4st pod osow, je pro vypofet obsahu £asti roviny
ohrani£ené touto funkci, osow (a p°ipadn¥ p°imkoux = a) vhodné vypofet
rozd¥lit. ZvlaZ” vypo£teme nevlastni integral pro oblast, kde je graf funkck(x)
nad osoux a zvla?" pro oblast, kde je graf funkcd (x) pod osoux. U druhé £asti
Vypo£tu zm¥nime znaménko a oba vysledky sefteme.

Kdy®° bychom nap°iklad cht¥li vypo£itat obsah £4sti roviny ohrani£ené grafem
funkce f (x) = i—? Xiz, osoux a p°imkoux = 1;5 (viz obrazek 2.2), vypo€£itali
bychom nejprve integral 12;5(% Xiz)dx (tj. integrél pro oblast, kde je graf funkce
nad osoux) a nasledn¥ bychom vypo£itali integral 2” ){—? Xiz)dx (t. integral
pro oblast, kde je graf funkce pod osou). Prvni z uvedenych integral- je roven
hodnot¥ % druhy integrél je pak roven g U druhého vysledku zm¥nime zna-
ménko, sefteme jej s prvnim vysledkem a dostaneme, °e nami po£itany obsah je

128
roven -

Obrazek 2.2: Obsah £asti roviny vymezené grafem funkicéx) = i—f xiz 0SOUX

a p°imkoux =1;5

2.1.3 Hodnota integralu ;e ®dx

Integral i e @ dx, kdea 2 Rnf0g, ma ve fyzice vyznamnou roli. Jeho vy-
po£et v2ak neni trividlni. Obti°nost vypo£tu spo£iva v nalezeni primitivni funkce
k funkci e ®*. K tomu, abychom mohli vypo£et provést, by byla zapot°ebi zna-
lost polarnich sou°adnic (viz [1], sekce 2.1.2, str. 10) a dvojného integrélu (viz [2],
sekce 2.3.1, str. 38).
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Obrazek 2.3: Grafy funkciy = e % y=-e* y=e * (0osax je asymptotou
graf- t¥chto funkci)

Nap°. z [12] plyne, e
r
gy = —: 2.
e ¥ dx 3 (2.3)
1

Viimn¥me si, %e je vysledkem kone£na hodnota. K vysledku by se do2lo obdobn¥

jako p°i vypo£tu integralu 01 e ** dx, ktery je popsan v [2], str. 43 44.

2.2 Nevlastni integral Il. druhu

Nevlastnim integralem Il. druhu budeme rozum¥t integral abf (x)dx, kde
a, b 2 R af(x) obsahuje na intervaluha; b alespo- jeden bod nespojitosti
p 2 ha; b takovy, °e lim |, of (p+ )= 1 nebolim , of(p )= 1

P°ikladem nevlastniho integralu Il. druhu je integrél sﬁdx. V tomto
p°ipad¥ jea = 0, b =5 a bodem nespojitosti je bodp = 2. Zarove- plati, °e
lim | o 550 =lim 1 o ﬁ = 1 . Jak ale integral tohoto typu vypo£itat?

V nasledujicim oddilu se zam¥°ime na t°i r-zné p°ipady nevlastniho integralu
[I. druhu problémovym bodem je bur dolni, resp. horni mez integralu nebo

problémovy bod Ie mezi dolni a horni mezi integrélu.

2.2.1 Vypo£et nevlastniho integralu II. druhu

Problémovym bodem je dolni mez integrélu Zf (x)dx, t. p=a

Nazim ukolem je vypo£itat integral abf (x)dx, kde a, b2 R a funkcef (x) je
spojita na intervalu (a; b, p°iEem°lim , of (a+ )= 1 . Vypo£fet provedeme
tak, °e dolni mez, tj. hodnotua, nahradime hodnotoua+ , kde > 0. Jeliko® je
funkEni hodnotaf (a+ ) konef£na, m-°eme integral :+ f (x) dx vypo£itat jako
ji° znamy ur£ity integral. Na zav¥r po2leme (pomoci limity) parametr k nule
(zprava). Neboli:

b b
f(x)dx = I'.”E) f (x) dx: (2.4)

a a+
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Problémovym bodem je horni mez integralu Zf (x)dx,t. p=Db
Nyni mame vypo€£itat integral abf (x)dx, kdea, b2 R a funkcef (x) je spojita
na intervalu ha; b, p°ifem°lim , of (b )= 1 . Tentokrat nahradime horni
mez, tj. hodnotu b, hodnotoub , kde > 0. Jeliko® je funkEni hodnotaf (b )
kone£na, m-°eme integral ; f (X) dx vypo€£itat jako ji° znamy ur£ity integral,
p°ifemP na zav¥r op¥t po2eme (pomoci limity) parametr Kk nule (zprava).

Neboli:
b b

f(x)dx = Iilrr(l)+ f (x)dx: (2.5)

a a

Problémovy bod le®i mezi dolni a horni mezi integralu Zf (x)dx,
. p2(a;b)

Tentokrat vypo£teme integral ; f (x)dx tak, e jej vyjad°ime jako soufet
dvou integral-, 1 neboli:

b p b
f(x)dx = f(x)dx+ f(x)dx: (2.6)

a a p

*e2eni uvedeného integrélu jsme tak p°evedli na situaci, kterou ji° °e2it umime.
Prvni z integral- na pravé stran¥ vztahu 2.6 je toti® integral, jeho® problémovym
bodem je jeho horni mez. Druhy z integral- na pravé stran¥ tého° vztahu je pak
integral, jeho® problémovym bodem je jeho dolni mez. Oba zmin¥né typy in-
tegral- ji° umime vypo£itat. Nakonec oba vysledky sefteme.

Co by se stalo, kdybychom si problémového bodu nevzimali?

Zkusme vypo€£itat integral 05 ﬁ dx. Problémovym bodem je bodx =2.

Integral vyjad°ime jako souf£et dvou dil£ich integral-. Tedy:

5 2 5
1 1 1

de— de+ de: (2.7)
0 0 2

Zam¥°me se nyni na prvni ze dvou integral- na pravé stran¥ vztahu 2.7. Dle
vztahu 2.5 m-°eme napsat®

2 2 " #o
;dx— lim ;dx— lim _ =
(x 2 v (x 2% o 3(x 2P,
0 0
|
= lim ! LI 1: (2.8)

ror 3( )*) 3 28

Nyni vypo£t¥me druhy z integral- na pravé stran¥ vztahu 2.7. Tentokrat je
problémovym bodem dolni mez integralu. Podle vztahu 2.4 m-°eme napsat:

Bviz [2], vztah 1.153, str. 31.
16\ poslednim kroku nasledujiciho vypo£tu pof£itame limitu pro jdouci k nule. Jeliko®
uva®ujeme > 0, tak parametr jde k nule zprava.
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5 1 5 1 " 1 #g
RCE) e (x 2 o 30 28,

= lim ——+ 1
o 33 33
Z vysledk- 2.8 a 2.9 je tak z°ejmé, e 05 %2)4 dx = 1, tj. °e integral diverguje.
Wezel by stejny vysledek, kdybychom si bodx = 2 nevzimali? Spo£itejme to.
Dostaneme:
5 " # !
1 1 0 1 1

BCEEAAE TP R N

=1 (2.9)

Je vid¥t, °e se vysledek podstatn¥ lizi od vysledku spravného.

2.2.2 Geometricky vyznam nevlastniho integralu Il. druhu

Co se tyEe geometrického vyznamu nevlastniho integralu Il. druhu, bude ob-
dobny jako u nevlastniho integrélu I. druhu, resp. u ur£itého integralu. Nevlastni
integral Il. druhu ;f (x)dx bude op¥t vyjad°ovat obsah £asti roviny vymezené
osoux, grafem funkcef (x) a p°imkamix = a, x = h.

Zam¥°me se na integral jﬁdx, jeho® hodnota je (dle p°edchoziho vy-
po£tu) rovnal . K n¥mu se va®e obrazek 2.4, na kterém je (zelen¥) graf funkce

Obrazek 2.4: Graf funkcey = ﬁ s mod°e vyznaEenym obsahem odpovidajicim

integralu 05 ﬁ dx
y=f(x)= ﬁ Mod°e je pak vyznafen obsah odpovidajici uvedenému inte-
gralu.

Poznamenejme, °e stejn¥ jako u klasickeého ur£itého integralu plati, °e p°i-
padny obsah pod osox ma p°i’azené znaménko minus.
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2.3 e+e2ené ulohy k nevlastnimu integralu

Uloha £. 1:
Wypo£itejte integral , A5 dx.
ee2eni:

Ze zadani je z°ejmé, °e mame za ukol vypo£itat nevlastni integral I. druhu. Dle
vztahu 2.1 m-°eme napsat:

' 1 P 1 1 P 1
X2+3dx=FI)|!r1n x2+3dlelollrln 3 ﬁ+1d -
0 0 o 3
p " #

. 1 1 ) 1 P_ X
=lim — dx = lim - 3arctan p—= =
plL 3 41 Pl 3 3

0 3
! !
1 1
= lim p— arctan — 0 =p= —
i P3 1g&3 P32

P°i vypo£tu jsme upravili integrand na tvar p°ipominajici derivaci funkce ar-
kustangens, dale jsme vypoc£itali primitivni funkci a na zav¥r jsme vypoc£itali
limitu pro parametr p jdouci k nekonef£nu. Musime si uv¥domit, °e se funkce
arkustangens v nekone£nu limitn¥ bli°i k hodnot¥.

Uloha £. 2:
Wypo£itejte integral | 2xe **dx.

se2eni:
Op¥t mame vypo£itat nevlastni integral I. druhu. Dle vztahu 2.1 m-°eme napsat:
0 0 .
2 . 2 . h 2o
2xe ¥ dx = lim 2xe X dx = lim e =
p'l p!'l p
1 p

= lim ( 1+eP)= 1+0= L
p!'l

Ur£ili jsme primitivni funkci a vypo£itali p°isluznou limitu. Vysledkem je zaporna
hodnota, co® souvisi se skute£nosti, %e funké¢x) = 2x e ** nabyva na intervalu
(1 ; 0) zapornych hodnot, tj. °e je £ast roviny vymezena grafem funkde(x),

osoux a p°imkoux =0 (resp. osouy) pod 0SOUX.

Uloha £. 3: ]
Ve . . ’ 1
VWypot£itejte integral , p=— dx.

*e2eni:
Jedna se o nevlastni integral Il. druhu. Problémovym bodem je boda = 3. Dle
vztahu 2.4 m-°eme napsat:

5 5 .
1 . 1 _hp is
p——dx = lim p——dx=1Ilm 2 x 3
X 3 1ot X 3 1ot 3+
3 3+
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= Ii'rr(13+(2p5 5 3+ 3)=2p§:
Ur£ili jsme p°isluznou primitivni funkci, dosadili jsme horni a dolni mez integralu,
vysledky jsme od sebe ode£etli a nakonec jsme vypo£etli limitu prgdouci k nule
(zprava).

Uloha £. 4:

Vypo€£itejte integral A4 dx.

2 X
ee2eni:

Op¥t pofitame nevlastni integrél Il. druhu. Problémovym bodem je bodck = 0.
Dle vztahu 2.6 tak m-°eme napsat:

4 4
v dx = 2 dx + o dx: (2.11)
2 2 0
Prvni integral z pravé strany vztahu 2.11 vypo£itame podle vztahu 2.5. Dosta-

neme

0 0
0
4 dx = lim 4 dx = lim 4 =
X2 ! o X2 1ot X o
2 2
= |lim +2 =1 : (2.12)

I ot
Druhy integral z pravé strany vztahu 2.11 vypo£itdme podle vztahu 2.4. Dosta-
neme

1 1
1
i dx = lim i dx = lim ﬂ =
X2 o NG Lot X o+
0 0+
= lim 4 4 =1 (2.13)
T o 0+ B ' '

Z vysledk- 2.12 a 2.13 plyne, °e:

1

4
S dx=1 +(1)=1

2

Integral tedy diverguje.

2.4 WuCiti nevlastniho integralu ve fyzice

Vypo£et potencidlu z elektrické intenzity

Potencial' (fr) v bod¥, kterému odpovida polohovy vektor, vypo£itame diky
vztahu (viz [10], kapitola 2, str. 6, vztah 2.6):

") = E(d) da+' g (2.14)

fo
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kde E je vektor elektrické intenzity, 4 je prom¥nna, p°es kterou integrujeme, je
polohovy vektor bodu s nulovym potencialem & ( je konstanta, kterou obvykle
pokladame rovnu nule.

fasto doka®eme tento k°ivkovy integral Il. druhu'’ p°evést, diky symetri£nosti
po£itané ulohy, na jednodimenzionalni integral. Za bod s nulovym potencialem
obvykle'® pova®ujemel , a tak ve vysledku po£itame nevlastni integral I. druhu.

P°ikladem takovéhoto vypo£tu je vypo£et potencialu v okoli bodového naboje
(viz [3], podkapitola 1.8, str. 29) nebo vypo£et potencialu v okoli nabité koule
(viz [13], uloha £islo 269).

VWpo£ty v kvantove fyzice

V kvantové fyzice mluvime o normované vinové funkci. Aby byla vinova funkce
normovana, musi byt spln¥na tzv. normovaci podminka (viz [11], kapitola 2,
str. 19, vztah 2.4):

i @;1)j%dv =1: (2.15)
cp:
Pofitame tedy objemovy integral p°es cely prostoc(p.) z druhé mocniny abso-
lutni hodnoty vinové funkce (¥; t), kterou chceme normovat.

Kdy° se omezime na jednodimenzionalni systémy (nap°. nekone£nou potenci-

alovou jamu), stava se z objemového integralu jednodimenzionalni integral:
1
i (xt)j%dx =1: (2.16)
1

Pofitame tak nevlastni integral I. druhu. Konkrétni vypofet lze nalézt nap°.
v [11], podkapitola 3.7, str. 108.

Obdobna situace nastava p°i po£itani skalarniho sou£inu dvou vinovych funkci
(viz vztah 2.6 v [11], sekce 2.1.4, str. 23).

2.5 K zapamatovani

Vypo£et nevlastniho integralu I. druhu:
1 p a a
f(x)dx = ILi!rln f (x) dx; f(x)dx = pI!i{n f (x) dx
a a 1 p
1 q
1 f(x)dx = IOI!i{n qI!ilm f (x)dx:
P

Vypo£et nevlastniho integralu Il. druhu se odviji od toho, kde se nachazi
bod nespoijitosti ( problémovy bod) funkce, kterou integrujeme:

170 keivkovém integralu Il. druhu pojednava kapitola 1 v [3], str. 10.
8Nap°iklad u vypo£tu potencialu v okoli nabité p°imky £i roviny neni vhodné volit nulovy
potencial v nekone£nu.
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Problémovym bodem je dolni mez integralu:
b b
f(x)dx = Illrr(1) f (x)dx:
a ' a+
Problémovym bodem je horni mez integrélu:

b b
f(x)dx = Ii'rrg)+ f (x)dx:
a - a

Problémovy bod p le®i mezi dolni a horni mezi integralu:

b p b
f(x)dx = f(x)dx+ f(x)dx:
a a p

(Integral vyjad°ime jako soufet dvou integral-, které ji° umime vypo-
£itat.)

Geometricky vyznam nevlastniho integralu  obsah £4sti roviny vymezené
osou x, grafem funkcef (x), p°ipadn¥ svislymi p°imkami odpovidajicimi
dolni, resp. horni mezi integrélu.

Wueiti nevlastniho integralu ve fyzice: vypo£ty v elektrostatice £i v kvan-
tové fyzice.
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3. Rotace

Diferencialnim operatorem rotace jsme se ji° zabyvali v [3], str. 76 79. Do-
posud jsme operator rotace zavedli, popsali jsme jeho vlastnosti a uvedli jsme
sou°®adnicovy tvar tohoto operéatoru.

Nyni bude nazim ukolem odvodit sou®adnicovy tvar rotace a také tzv. Sto-
kesovu v¥tu, pomoci ni° Ize p°egjit od k°ivkového integralu Il. druhu k ploznému
integralu 1l. druhu. Krom¥ toho uvedeme je2t¥ n¥kolik °e2enych Uloh souvisejicich
S operatorem rotace.

3.1 Sou‘adnicovy tvar rotace

P°i odvozeni sou®adnicového tvaru rotace vyjdeme, obdobn¥ jako p°i odvozeni
sou’adnicového tvaru gradientu £i divergence, z jejiho de niEniho vztahu (viz [3],
str. 79, vztah 3.88):

. 1 _
A rotP = Ilgﬂo—s P dr: (3.1)

Vidime, %e se na levé stran¥ vztahu 3.1 vyskytuje skalarni sou£in norméalového vek-
toru A a vektoru rotP = (rotP); (rotP),; (rotP); . Na pravé stran¥ vztahu 3.1

pak vystupuje k°ivkovy integral Il. druhu vektorového poleP po uzav°ené k°ivce
(obklopuijici plochu 0 obsahu S). Navic tento integral d¥lime vyrazem S a uva-
%ujeme, °e se obsah S p°ibli®uje limitn¥ k nule.

Pokusme se nejprve vypo€£itat t°eti slo°ku vektoru rd, tj. slo°ku (rotP)s.
Mohli bychom vhodnou volbou normélového vektoruia p°evést skalarni soufin
A rotP na pot°ebny vyraz(rotP)3;?

Pokud zvolimen = (0; 0; 1), zmin¥ny skalarni soufin bude skute£n¥ roven
slo°ce(rotP)3.1® O normalovém vektorun vime, °e musi byt kolmy k plo2e o ob-
sahu S, kterou ohranifuje uzav°ena k°ivka . Z toho ale plyne, °e musime
k°ivku  zvolit v rovin¥ oquop.%°

Uvalujme situaci znazorn¥nou na obrazku 3.1. K°ivku jsme zvolili jako
hranici obdélniku ABCD leficiho v rovin¥ o, a to tak, °e strana DA
le®i na sou’adnicové £a°g, a stranaCD le° na sou®adnicové £a°g. Abychom
splnili tzv. pravidlo pravé ruky , 2! je k°ivka orientovana tak, jak je znazorn¥no
(pomaoci 2ipek) na obrazku.

Zam¥°me se nyni na pravou stranu vztahu 3.1. Je z°ejmé, °e budeme muset
n¥jakym zp-sobem vypoc£itat integral P dt. Pro tento U£el rozd¥lime zvolenou

k°ivku  na £ty°i £4sti odpovidajici strananmAB, BC, CD aDA (viz obrazek 3.1).

19SKkalarni souf£ina rotP je toti® pro 1 =(0; 0; 1) roven vyrazu0Q (rotP); +0 (rotP),+
+1 (rotP)s.

20Stejn¥ jako u gradientu a divergence odvodime sou°®adnicovy tvar rotace pro k°ivo£aré orto-
gonalni sou®adniceqy = (ai; &p; gg). Rovinou g rozumime dvoudimenzionalni podprostor
ur£eny sou’adnicovymi £aramiqy a G, striktn¥ vzato se v2ak nemusi vdy jednat o rovinu.

21 pravidlo pravé ruky °ika, °e kdy° polo®ime prsty pravé ruky ve sm¥ru orientace k°ivky
tak musi vztyEeny palec ukazovat sm¥r normalového vektorw.
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Obrazek 3.1: Schéma k odvozeni sou®adnicového tvaru rotace

Wpo£teme-li k°ivkové integrdly Il. druhu vektorového poleP po zmin¥nych £as-
tech k°ivky , pak integral P dr bude roven souftu t¥chto dilEich integral-.

Integrace po £asti DA

Pojeme vypo£itat k°ivkovy integral P df po stran¥DA. Skalarni soufin
DA

P dfr je roven vyrazuP; ds; + P, ds; + P; dss, p%iEem®P = (Py; Py; P3)
je vektorové pole a ¢ = (d s;; ds;; ds3) je vektor in nitezimalniho posunuti po
dané k°ivce.

Posouvame-li se po stran®A, plati, °e dr = (d s;; 0; 0), nebo” stranaDA le°i
na sou’adnicové £a°g,. Sou°adnice}, a s se tedy nem¥ni. Jeliko® je § = h; dg
(viz [3], str. 57), kdeh; = (hy; hy; h3) jsou Laméovy koe cienty a @y je nekone£n¥
mala zm¥na k°ivo£aré ortogonalni sou°adnicg jsou ds, a ds; nulové. M-°eme
tak napsat:

P dr= PldS]_: (32)
DA DA
P°evedli jsme k°ivkovy integral Il. druhu na k°ivkovy integral I. druhu. Stejn¥ jako
u odvozeni sou°adnicového tvaru divergence, pouCijeme v¥tu o st°edni hodnaty,
diky které Ize napsat:

P dr = Pldsl =P dSl: (33)
DA DA DA

Integral  ds; odpovida délce stranyDA, kterou v2ak uva®ujeme nekonefn¥
DA
malou, a tak je p°imo rovna délce sh. Tedy:
P dr = Py dSl = Pldsl = Plhldql: (34)

DA DA

22Nape©. viz [14], str. 94, V¥ta 6.6.
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P°iEem® p°i posledni Uprav¥ jsme vyuCili vztahu g = h;dqg, o kterém jsme se ji°
zminili.
Vztah 3.4 je2t¥ p°epi2eme podrobn¥ji na tvar:
P dr = (Pihidth)g,- o (3.5)
DA
Dolnim indexema, = ¢, ktery k zapisu vysledku p°ibyl, pouze naznafujeme,

% jsme provad¥li vypo£et integrélu po £asti k°ivky (konkrétn¥ po stran¥DA),
kde je hodnota sou’adnicep rovna hodnot¥ sou’adnicep v bod¥D.

Integrace po £4asti AB

Nyni bude nazim ukolem vypo€£itat integral P df po stran¥AB . Pro vektor
AB
posunuti & bude platit, °e dr = (0; ds;; 0), nebo” se posouvame po stran¥B

ve sm¥ru sou®adnicové £arg, a tak se sou’adnice a gg nem¥ni.
Provedeme obdobny vypo£et jako u integrace po strai¥A , tedy

P dr = P, dSZ =P, dSz: (36)

AB AB AB

Op¥t jsme v posledni Gprav¥ vyuwlili v¥tu o st°edni hodnot¥. Integrujeme po

stran¥ AB, kterou uvaujeme op¥t jako nekoneEn¥ malou, a tak integral ds,
AB
je roven délce d,. Proto®e ds, = h,dg, tak z uvedeného plyne:

P dr = P, dSZ = ( chqu2)0h=q? +d C11: (37)
AB AB

Dolnim indexemq; = ¢ +d g rozumime skute£nost, °e jsme provad¥li integraci
po £4asti k°ivky  (konkrétn¥ po stran¥AB ), kde je hodnota sou®adnice, rovna
hodnot¥ sou’adnicey v bod¥D, ktera je zv¥t2ena o hodnotu dy.

Integrace po £asti BC
VWpo£t¥me integral P df po stran¥BC. Nyni bude & = ( ds;; 0; 0), jeli-

BC
ko® se posouvame po stranBC proti orientaci sou®adnicoveé £aryy,. Dostaneme

P dr = ( Pl)dsl = Pl dSl = ( Plhldql)qzzqu +d QZ: (38)
BC BC BC

Dolnim indexema, = ¢f +d ¢ op¥t rozumime skute£nost, %e jsme provad¥li inte-
graci po £asti k°ivky  (konkrétn¥ po stran¥BC), kde je hodnota sou’adnicep
rovna hodnot¥ sou°adnicep v bod¥ D, ktera je zv¥t2ena o hodnotu dp.

Integrace po £asti CD
Nakonec vypo£itame integral P df po stran¥CD. Nyni bude & =

CD
= (0; dsy; 0), jeliko® se posouvame po stran€D proti orientaci sou°adnicové
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£ary ¢p. M-°eme tak napsat:

P dr = ( P2) d52 = Pz dSZ = ( chquZ)qlqu) . (39)

CD CD CD

Tentokrat dolnim indexema, = ¢ rozumime, °e jsme provad¥li integraci po £4sti
k°ivky  (konkrétn¥ po stran¥CD), kde je hodnota sou®adnicey rovna hodnot¥
sou°adniceq, v bod¥D.

Jak bude vypadat t°eti slo°ka rotace?

Jak jsme ji° zminili, integral P df bude roven souftu integral- P dr,

DA
P dfr, P dra P dr. Nebol:
AB BC CD
P dr =( Plhldch)qz:qg +( F)ZthQZ)ql:ql'3 gt
+( Plhldql)quqg +d o + ( P2h2dq2)q1:qlD ; (310)

kde jsme se£etli vysledky uprav 3.5, 3.7, 3.8 a 3.9. Soufet 3.10 p°epi2eme do tvaru:

h
P df= (Pihi)g-p (Pih1)g-psaq dan+

h i
+ (P2h2)q1: o +d o (PZhZ)ql: o dQZ (311)

Wueili jsme toho, °e zm¥na dy, resp. dp sou®adniceq, resp. je v2ude stejna
(nezavisle na poloze). Tudi® jsme @ a dg mohli z pot°ebnych vyraz- vytknout.
Zam¥°me se nyni na prvni s€itanec ze vztahu 3.11. Wtknemé@ a dostaneme:

h [ h [
(Pih1)g=p  (PiM1)g=cpraq dh = (PiM1)g-cpiaq,  (Pih1)g-qp dau:

Pokud bychom ozna£iliP,h; jako F, m¥li bychom v hranaté zavorce rozdil dvou
hodnot funkce F v bodechd® a @ + dap, které se od sebe lizi o rozdil g.
Rozdil v zavorce v2ak odpovida parcialni derivaci funkcé podle prom¥nnég,
vynasobené rozdilema}. Pro parcialni derivaci funkceF podle prom¥nney, toti°
plati, °e

QF_ iy Tdre P,

— = A2
@g da! 0 do (3.12)
M-°eme tak napsat:
h i " @P1h;) #
(Plhl)qzz q'23 +d g (Plhl)q2: q|23 dCh = C@lﬂl dOQ dq;l (313)
Obdobn¥ Ize druhy sfitanec ze vztahu 3.11 p°epsat do tvaru:
. " #
h ' P,h
(P2h2)g=praq,  (P2h2)g=qp dtp = @@ZQZ) dop dep: (3.14)
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Ze vztah- 3.11, 3.13 a 3.14 tak plyne:

g = ” @pPzhy) @Plhl)#

P
@q @9

doydp: (3.15)

Podivame-li se na pravou stranu de niEniho vztahu 3.1, vidime, °@ mame
uva®ovat limitu ze vztahu % P dr pro S jdouci k nule. Jeliko® jsme ale po

celou dobu vypo£tu integralu P df uvaovali k°ivku  jako hranici obdélniku

0 nekone£n¥ malém obsahu (a s nekone£n¥ malymi stranami), zmin¥nou limitu
jsme vlastn¥ po celou dobu uvaovali. Zbyva tak pouze vyd¥lit vysledek 3.15
vyrazem-i, kde S! 0. Tento vyraz je v2ak roven obsahu obdéiniku ABCD,
ktery je roven vyrazu ds;ds, (viz obrdzek 3.1). Dostavame:

" #
1 _ 1 @Phy) @Pihy) .
Ilsr!n0 S P dr = ds.ds, @q @9 dgdop: (3.16)
Viyraz ds;ds; je roven vyrazuh;dgh,dg, a tak
" #
: 1 1 @P;h;) @P:1hy)
lim — P de= : 3.17
sto S h.h,  @q @g (3.17)

Jeliko® jsme volili normalovy vektor ve tvaruna = (0; 0; 1), vime, °e vysle-
dek 3.16 odpovida t°eti slo°ce vektoru rotace, tj. slo°cgotP);. Tedy:

1 @Pzhy) @Plhl)#.
hih; @q @4 '

(rotP); = (3.18)

Jak bude vypadat prvni a druh& slo°ka rotace?

Prvni a druhou slo°ku rotace bychom mohli odvodit naprosto analogicky k od-
vozeni t°eti slo°ky rotace. Pro prvni slo®ku rotace bychom volili k°ivku jako
hranici obdélniku le®iciho v rovin¥ s, a to tak, °e by jedna strana ob-
délniku leela na sou®adnicové £a% a jedna strana by le®ela na sou®adnicové
£a°eqs. Pro druhou sloku rotace bychom volili k°ivku  jako hranici obdélniku
le®iciho v rovin¥q, @s, a to tak, °e by jedna strana obdélniku le®ela na sou®adnicovée
£4°eq a jedna strana by le°ela na sou°adnicové £afe

Vysledky, ke kterym bychom dosp¥li, odpovidaji tzv. cyklické zam¥n¥ sou’ad-
nic.2® Prvni a druha slo®ka rotace tak bude vypadat nasledovn¥:

_ 1 " @Pshs) @chz)# .

(rotP), = hhs  @g @9 (3.19)
_ 1 " @P1hy) @Pshs)#.

(rotP), = hahs @9 a@g | (3.20)

23To znamena4, % v2echny indexy 1 nahradime indexem 2, indexy 2 nahradime indexem 3

a indexy 3 nahradime indexem 1.
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Sou‘adnicovy tvar rotace v jednotlivych sou®adnicovych systémech

V podkapitole 3.1.3 prace [3], str. 52 57, jsme se zabyvali zobecn¥nymi k°ivo-
£arymi ortogonalnimi sou®adnicemi a Lameéovymi koe cienty. Nyni této znalosti
vyu®ijeme.

Pro konkrétni systémy sou°adnic dosadime do vztah- 3.18, 3.19 a 3.20 p°i-
sluzné hodnoty Laméovych koe cient- a také provedeme p°eznafeni index: (v Sou-
ladu s tim, pro jaké zobecn¥né sou’adnice vztahy pi2eme). U kartézského systému
sou’adnic tak nap°iklad dolni indexX3 p°eznaf£ime na dolni index.

Kartézsky systém sou°adnic:
h]_:l,hz:l,h3=1
=X =Y, B=2

@pP @P @R @P @F @R

rotP = ; ; : 3.21
@y @z @z @x @x @y (3:21)
Pror = & @@3} 2 dostavameé’
rotP =1 P: (3.22)
Cylindricky systém sou°adnic:
h]_:l,hzz R, h3:1
G = R’ = ,E=2
1 @ @R @R @P 1 @R @R
rotP = R @ @z ; @z @R. R @R @ : (3.23)
Sfericky systém sou’adnic:
hy=1,h,=r, hg=rsin#
Gh=r,0G= #, = !
" #
3 1 QP rsin#)  @QPyr)
(rotP)s = r2sin# @# @
" #
_ 1 ©@P @P rsin#) |
(rotP)z = rsing @' @r ’
" #
_ 1 @Pyr) @P
(rotP)s = T " ar @ (3.24)

3.2 Stokesova v¥ta

Jak ji° bylo v uvodu kapitoly napsano, pomoci Stokesovy V¥ty lze p°evést
keivkovy integral 1l. druhu ?° na plo2ny integral 1. druhu.?® My se nyni pokusime
tuto v¥tu odvodit.

24V n¥kterych zdrojich, jako nap®. v [15], rozumi zapisem™ P rotaci vektorového pole P
bez ohledu na to, zda pracujeme v kartézskych sou’adnicich, nebo ne.

25Viz [3], str. 10.

26Viz [3], str. 32.
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Obdobn¥ jako u odvozeni Gaussovy (matematické) v¥ty, kde jsme p°i jejim
odvozeni vy4li z de nice divergence, i p°i odvozeni Stokesovy v¥ty vyulijeme
de nici jednoho z diferencialnich operétor-, a to rotace (vztah 3.1).

Vyjdeme ze situace znazorn¥né na obrazku 3.2. Na n¥m je znazorn¥na uza-
v°ena (orientovand) k°ivka obklopujici plochu o obsahs. P°ifem® tato k°ivka
se nachéazi ve vektorovém poR. Plochu S jsme rozd¥lili naN ploch o obsazich

Si;un S 1 S Sy

Obrazek 3.2: Schéma k odvozeni Stokesovy v¥ty

Zam¥°me se nyni na plochu o obsahuS;. Ta je ohrani£ena (orientovanou)
k°ivkou, kterou ozna£ime jako( S;). Pro tuto k°ivku m-°eme p°epsat de nici
operatoru rotace:

R, rotP = I|Sr|r|1 . lsi P df; (3.25)
( Si)
kde ®; je normalovy vektor k plo2e o obsahu S;. Uva®ujeme-Ili plochu o ob-
sahu S; za velmi malou, m-°eme tento vztah p°epsat do podoby:

A rotP =

P df; 3.26
s (3.26)
( Si)
ve kterém vystupuje namisto limity pro S; jdouci k nule p°ibli°na rovnost.
Wnasobime-li vztah 3.26 vyrazem S;, dostavame:

otP /S = P dF: (3.27)
( Si)
Vzpomeneme-li si, °%e jsme v podkapitole 2.2 prace [3] (str. 36) oznafili vyraz
R S jako Sj, m-°eme p°ede?ly vztah je2t¥ p°epsat do tvaru:

rotP S = P d: (3.28)
( Si)

34



Dosud jsme v2echny vztahy uvad¥li pro plochu o obsahuS; ohraniEenou k°iv-
kou (S;). My bychom v2ak cht¥li provést vypo£et pro celou plochu o obsalti
ohrani£enou k°ivkou . O této plo2e ale vime, °e je sjednocenim dilEich ploch
o obsazich Sy;:;; S 1 Sijii; Sy. Zkusme tedy provést soufet vztah- 3.28
proi=1;2;:::;;N, neboli

rotP S = P d: (3.29)
T os)

Vyraz na pravé stran¥ vztahu 3.29 je roven integralu P dt, kde integrujeme
(S)
po celé k°ivce( S). Pro£ tomu tak je?

Zam¥°me se na detail zobrazeny na obrazku 3.2 (v tyrkysové krunici). Na
n¥m vidime dv¥ dilEi k°ivky ( S)) a (S 1). Jejich orientace je znadzorn¥na
2ipkami. Kdy° budeme nejprve obchéazet plochu o obsahu S; ve sm¥ru 2edych
2ipek, p°isp¥vek pro Usefku vymezenou body 1 a 2 je roven vyraBudr;. Pokud
budeme obchazet plochu o obsahu S; ; ve sm¥ru £ervenych 2ipek, p°isp¥vek
pro usefku vymezenou body 2 a 1 je roven vyra®Ru df; ;.

Skalarni soufin dvou vektor- Ize napsat jako soufin velikosti danych vektor-
vynasobeny kosinem uhlu, ktery vektory sviraji. M-°eme tak napsat:

P df; = kPk kdtik cos; (3.30)

kde je uhel, ktery svira vektor P s usefkou vymezenou body 1 a 2. Rovn¥°
m-°eme napsat, °e:

P dr;, 1 = kPk kdf; 1k cos; (3.31)

kde je uhel, ktery svir4 vektorP s Use£kou vymezenou body 2 a 1.

Nyni si pot°ebujeme uv¥domit dv¥ skute£nosti. Prvni z nich je vzajemny vztah
uhl-  a .Z obrazku 3.2 vidime, °e dohromady tvo°i p°imy thel, z £eho® plyne,
% = . Tedy cos = cos( )= cos .

Druhou skute£nosti je vlastnost vektor- &; ; a dr;. Jeliko® se jedna o neko-
ne£n¥ malé vektory, m-°eme tvrdit, °e jsou jejich velikosti shodné, tj. °&dr; 1k =
= kdtik. Je tak z°ejmé, °e:

P d‘Fi: P d‘Fi 1. (332)

Pro Usefku vymezenou body 1 a 2 (resp. body 2 a 1) je tak celkovy p°isp¥vek
(k pravé stran¥ vztahu 3.29) roven nule p°isp¥vky dr; aP dr; 1 se ode£tou.

Z toho plyne, °e vyraz Y, P dt z pravé strany vztahu 3.29 je roven inte-

( Si)
gralu P dr, kde integrujeme po k°ivce( S). Kdyby tomu tak nebylo, musel
(S)
by alespo- jeden p°isp¥vek na n¥jaké hranici dvou dilEich obsah- (vzniklych d¥le-

nim obsahuS) vyjit nenulovy. My bychom v2ak mohli provést vypo£et provedeny
pro spojnici bod- 1 a 2 pro jakoukoliv jinou hranici dvou dilEich obsah- a do?li
bychom ke stejnému vysledku (spojnici mezi bod¥ a 2 jsme volili bez Gjmy na
obecnosti).
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Vztah 3.29 tak m-°eme p°epsat do podoby:

X :
rotP S = P df: (3.33)

()

i=1

Chceme-li nahradit p°ibli°nou rovnost rovnosti p°esnou, musime proveést limitu
pro N jdouci do nekone£na. Jinymi slovy, rozd¥lime plochu o obsaBuna neko-
ne£n¥ mnoho dilEich ploch. Pak dostaneme:

X
NIilgn rotP S = P df: (3.34)

i=1
(S)

Z de nice plo2ného integralu Il. druhu?’ vime, °e m-°eme levou stranu vzta-
hu 3.34 p°epsat na integral rotP dS, kde je plocha o obsahuS ohraniEena

k°ivkou . Dostavame tak tzv. Stokesovu v¥tu

rotP dS = P dr| (3.35)
(S)

pomoci ni°® Ize p°evést k°ivkovy integral Il. druhu na plo2ny integral Il. druhu
a naopak.

3.3 ee2ené ulohy na rotaci

Uloha £. 1:
VWpo£t¥te rotaci vektorového pole® = (x + y; 3y; z+2x + y).

se2eni:
Pro vypo£et rotace pouCijeme vztah 3.21. Dostavame:

!
p- @P @F @R @P @P @R _

@y @z @z @X @x @y

@ +2x+y) @) @ty) @ +2x+y) @) @ty _
Qy @z’ @z @x ' @x @y

=1 0,0 20 1)=(1; 2 1):
Vidime, %e rotace vektorového pol® = (x+y; 3y; z+2x+Yy) je vektor (1; 2; 1).
Uloha £. 2:

Uva®ujme vektorové poleP = (rsin'; cos’; r 2) zadané ve sférickych sou°adni-
cich. VWpo£t¥te rotaci tohoto pole.

27Viz vztah 2.7 v [3], str. 38.
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se2eni:
Jeliko® je vektorové poleP zadané ve sférickych sou®adnicich, k vypo£tu jednotli-
vych slo®ek rotace poulijeme vztahy 3.24. Uv¥domme si, °e pro vektorové p&le
plati:
P=(P;; Py P )=(rsin’; cos;r 2):
Nejprve vypo£itame prvni slo®ku rotace:

1 ” @P: r sin#) @P#r)# B

P), = _ =
(rotP)s r2sin# @# @
1 @r?r sin#)  @cos'r )# 1 h, i
= . = . St in' =
r2sin# o# @' r2sin# rco (- sin®)r
sin’
= tH+ ———: .
r co eind (3.36)
Nyni vypo£itame druhou slo®ku rotace:
" #
1 @P @P: rsin#)
tP)y = — =
(rotP)2 rsing @' @r
1 " (rsin") @r?r sin#)#
— — ' 2 i —
Crsin#t @' @r - rsin#(r cos  3risin#) =
cos'
= : 37
sin# 3 (3.37)
Nakonec vypo£itame t°eti slo®ku rotace:
" # " #
(rotP) _ 1 @Pyr) @P _ 1 @cos'r) @rsin') _
Ty @r @# @r @#
cos' 1 cos
= - 0= : (3.38)
r r r

Zapizme hodnoty jednotlivych slo®ek rotace (vysledky 3.36, 3.37, 3.38) do
jednoho kompaktniho tvaru:

sin’_, cos_ ., cos (3.39)

rotP = r cot# + - y T
rsin# sin# r

Uloha £. 3:
Pro elektrickou intenzitu E v okoli rovnom¥rn¥ nabité sféry (resp. nabité koule),
jeji® st°ed umistime do po£atku soustavy sou’®adnic, ve vakuu, plati vztah (viz [16],
vztah 1.104):
_ Q.
© 4 "or2r’
kde Q je elektricky ndboj na sfé°e (resp. na kouli); je permitivita vakua, + je
polohovy vektor ar je vzdalenost od st°edu kulové plochy (tuto vzdalenost uva-

%ujeme V¥t2i ne® polom¥r kulové plochy). Urfete, zda je dané vektorové pole
konzervativni.

(3.40)
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se2eni:

K tomu, abychom mohli rozhodnout o konzervativnosti vektorového pol®, po-
t°ebujeme poznamku 1.43 z podkapitoly 1.6.3 v [3], str. 25. Ta nam °ik4, °e je
vektorové pole konzervativni prav¥ tehdy, kdy® je rotace daného vektorového pole

rovna nulovému vektoru.

Pro polohovy vektor¥ plati, °e ¥ = (5<; y; z). Vzdalenostr je rovna velikosti
polohového vektorut, tj. r = krk = = xZ+ y2+ z2. Vztah 3.40 tak m-°eme

p°epsat do podoby:
Q + Q Xy, 2) . (3.41)

E = — = :
4 "or3 4 "o(x2+ y2+ 22)%

VWpo£t¥me rotaci elektrické intenzityE. ZaEneme prvni slo°kou rotace:

@E QF
rotE)y = —— —X=
Q Q y
_ @ 4" (x2+y22+ 22)% @ 4" (x2+y2+22)% _
@y @z
3 3
= —Qf S (P+y?+zd) ¢y —QY S (P+y2+ 79 2 22=0: (3.42)
4" 2 4" 2
Nyni se zam¥°ime na druhou slo°ku rotace:
@k @E
tE)y= — ——=
(rO )y @Z @X
@ 4Qﬁ0 X —n z
_ (x2+y2+22)% C(eryrrz)?
@z @x
= Q,),( 3 (C+y?+7%) 3 22 Qf 3 (P+y?>+7%) 3 2x=0: (3.43)
4" 2 4" 2
Nakonec vypo£teme t°eti slo®ku rotace:
@F @k
rotg), = —— —==
(rotE), @x @y
@ 4%) y F—XT
— (x2+y2+22)2 O (x2+y2+22)2 _
@x @y

= QY 3 (x2+y?+7%) & Q,),( 3 (x>+y?+ 2% 3 2y=0: (3.44)
4" 2 4" 2
Z vysledk- 3.42, 3.43 a 3.44 plyne, % r@& = (0; O; 0). M-°eme tedy °ict,

% elektricka intenzita E (v zadaném tvaru) popisuje konzervativni vektorové
pole. Tento poznatek koresponduje se znamou vlastnosti elektrostatického pole,

o kterém vime, °e je nevirové (tj. roE = 6) a konzervativni.
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3.4 K zapamatovani

Sou‘adnicovy tvar rotace v kartézskych sou°adnicich:
|

@P @P @R @P @F @F

otP = @y @7 @2 @x @x @y

Stokesova v¥ta: rotP dS = P dr.

(S)
Pomoci Stokesovy V¥ty Ize p°evést k°ivkovy integral Il. druhu na plo2ny
integral 11. druhu (a naopak).?®

28Kapitola 3 slou®i jako dopln¥ni ji° existujici podkapitoly 3.3 v [3], od str. 76. Proto také
informace v podkapitole 3.4 chapeme jako dopln¥ni informaci k zapamatovani v [3], str. 81.
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4. Formalismus vyuCivajici
Kronecker-v a Levi-Civit-v
symbol

V této kapitole se seznamime s uCiteEnym formalismem vyuCivajicim mimo
jiné tzv. Kronecker-v symbol a Levi-Civit-v symbol. Vyhodou tohoto formalismu
je usnadn¥ni vypo£t- a odvozeni v pokro£ilejich partiich fyziky. Uplatn¥ni tak
najde nap°. v teoretické mechanice, klasické elektrodynamice nebo v kvantové
mechanice.

Nejprve se seznamime s tim, jak pracovat s vektorovymi funkcemi (resp. s vek-
torovymi poli). Poté se budeme zabyvat tzv. Einsteinovym sumagnim pravidlem
a nasledn¥ zavedeme Kronecker-v symbol spole£n¥ s Levi-Civitovym symbolem.
Na zav¥r kapitoly op¥t nebudou chyb¥t p°iklady uplatn¥ni zavedeného formalismu
ve fyzice.

4.1 Prace s vektorovymi funkcemi

S vektorovymi funkcemi (resp. vektorovymi poli) jsme pracovali ji° mnoho-
krat, a” u° to bylo v kapitolach pojednéavajicich o k°ivkovém £i plo2ném integralu
[I. druhu (viz [3], str. 10, resp. 32) nebo u diferencialnich operéator- (viz [3],
str. 48).

Vime tak, °e vektorova funkce, kterou zna£ime nap®, ma oproti skalaru
nejen velikost, ale i sm¥r. V kartézské soustav¥ sou’®adnic ma vektorova funkce
slo’%ky P = (Px; Py; P,).

Nyni zvolime normovanou bazi vektor-e;, &, & kartézské soustavy sou°adnic
(viz obrazek 4.1). Uvalujeme, °e vektore; je jednotkovym vektorem ve sm¥ru
kladné poloosyx, vektor e, je jednotkovym vektorem ve sm¥ru kladné poloosy
a vektor e; je jednotkovym vektorem ve sm¥ru kladné poloosy. V2echny bazové
vektory jsme umistili do po£atku soustavy sou®adnic. Pak m-°eme pro vektorovou
funkci P napsat:

P = Pce+ Pye, + P,&s: (4.1)

Vektorovou funkci P jsme tak vyjadeili jako linearni kombinaci bazovych vektor-
€1, &, & S koe cienty Py, Py a P,.

Kdy° bychom p°ezna€fili slo°kuPx na P4, slo°ku Py, na P, a slo°ku P, na Ps,
mohli bychom vztah 4.1 p°epsat na tvar:

P = Pie + P&y + P3es: (4.2)

Tento vztah m-°eme je2t¥ p°epsat pomoci sumy do tvaru:
P= Pe: (4.3)

Je zvykem, °e vektorovou funkcP m-°eme ekvivalentn¥ také znafit jen jakoP;.
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Obrazek 4.1: Vektorova funkceP v kartézské soustav¥ sou°adnic se zvolenymi
bazovymi vektory e, &, &;

Skalarni soufin

M¥jme dva vektory (resp. vektorové funkcelP = (Py; Po; P3) aQ = (Qq; Qz; Q3).
Pak lze skalarni sou£in t¥chto dvou vektor- vyjad®it podle de nice jako:

P Q= PiQ1+ PQz+ P3Qa: (4.4)
Zkusme nyni ov¥°it, °e dojdeme ke stejnému vztahu, i kdy° vyjad°ime vektorfy

a Q podle vztahu 4.3. Tedy

0 1
X3 . X3
P Q= Pe @ QeA=

i=1 j=1

= (P& + Po&y + P3&3) (Qi€+ Q26 + Qa63) =

= P1Qi& &+ P1Q2&; &+ P1Qze; &+ P,Q1& €+ PyQ26 &+ PyQs& €5+

+P3Q163 € + P3Q263 €+ P3Qz63 € =
= P1Qike;k? + P1Q, 0+ P;Q3 0+ P,Q; 0+ P,Q.kenk? + P,Qz 0+
+P3Q; 0+ P3Q; 0+ P3Qskesk’ =

= P;Q1 + P2Qz + P3Qa: (4.5)

B¥hem Uprav jsme vyuCili toho, °e skalarni sou£in dvou kolmych (v na2zem p°ipad¥
bazovych) vektor- je roven nule. Jeliko® je velikost (norma) libovolného vektorw
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de novana jako kvk = pﬁ, tak plati, %@ ¥ ¥ = kvk?, £eho°® jsme vyuCili
p°i Uprav¥ prvniho, patého a posledniho sfitance t°etiho, resp. £tvrtého °adku.
Velikost jednotkového (v na2em p°ipad¥ bazového) vektoru, a tedy i jeji druha
mocnina, je rovna jedné. Dosp¥li jsme tak, podle of£ekavani, ke stejnému vztahu
pro skalarni sou£in dvou vektor- jako je vztah 4.4.

Na zav¥r dopl-me, °e vztah 4.4, resp. 4.5 m-°eme p°epsat pomoci sumy jako:

P Q= PRQ: (4.6)

4.2 Einsteinovo suma£gni pravidlo

Einsteinovo suma£ni pravidlslou®i ke zjednodu2eni symbolickych zapis- u vy-
po£t- £i odvozeni, Zjednodu2en¥ °efeno toto pravidlo °ika, °e m-°eme v zapisu
vynechat symbol 2,. To, % mame sfitat p°esi od jedné do t°i, pozname
ze skute£nosti, °e dany vyraz obsahuje dva stejné indexy (v na2em p°ipad¥ in-
dexyi).?°

Vztah 4.6 (pro skalarni souf£in dvou vektorovych funkci) tak m-°eme podle
Einsteinova suma£niho pravidla p°epsat na tvar:

P Q= PQ: (4.7)

Vidime, °e tento zapis takté® koresponduje s tim, °e vektorovou funkd?, resp.Q
m-°eme symbolicky znafit jakoP;, resp.Q;.

Einsteinovo sumag£ni pravidlo m-°eme nap°®. rovn¥° pou®it k vyjad°eni diver-
gence vektorové funkcd®. Ze sekce 3.2.3 publikace [3], str. 66, ji° zname vztah
pro vypo£et divergence vektorové funkcB v kartézskych sou°adnicich:

divP =7 P; (4.8)

~ - @ @ @ ; vaci )
kde rm = & oy oz 1 vektor parcialnich derivaci. Kdy°® ozna£ime i-tou

slo®ku tohoto vektoru jakor ;, pak m-°eme vztah 4.8 p°epsat do podoby:
divP =r P;; (4.9)
nebo” plati, °e

X3
ri Pi= riPi=r Pi+rP+rsPs=
i=1
@ @ @ @k @F_ @F

= —P1+ =P+ =P3=

@x~ @y" @z @x @y @z

Einsteinovo sumagni prayidlo jsme pouCili hned p°i prvni Uprav¥, kdy® jsme k vy-
razur ; P; doplnilisumu 2.V p°edposlednim kroku jsme vyueili toho, % jsme
ozna£iliPy jako Py, Py jako P, a P, jako Ps.

V neposledni °ad¥ m-°eme pou®it Einsteinovo sumag£ni pravidlo u maticového

nasobeni. Pokud bychom m¥li maticA se £lenya; , kdei =1;::;;naj =1; 5,

=divP: (4.10)

29Mame na mysli indexy jako°to pismena , nikoliv £iselné indexy.
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a matici B se £lenyby , kdek = 1; :::; I, pak pro prvekcy (v i-tém °adku a vk-tém
sloupci) maticeC = A B plati vztah:

X
Gk = & B (4.11)

Podle Einsteinova sumag£niho pravidla pak m-°eme ve vztahu 4.11 vynechat sym-
bol pro sumu. Lze tedy napsat

G = a b (4.12)

V dal?iim textu této kapitoly budeme Einsteinovo sumagni pravidlo systema-
ticky pouCivat.

4.3 Kronecker-v symbol

Kronecker-v symbol (zna£ime ;) je symbol de novany® tak, °e proi = j je
roven jedné a proi 6 j je roven nule. P°ifem° indexyi, j nabyvaji hodnot od
jedné do t°i. Neboli

1= 2= 33=1;

125 13 215 23= 3= 32=0: (4.13)

femu je roven ;?

Na prvni pohled by nas mohlo napadnout, °e vyraz; je roven jedné, nebo’
indexy u Kroneckerova symbolu jsoti , tedy stejné. Viyraz ; v2ak roven jedné ne-
bude. Musime si toti® uv¥domit, °e pod indexyii se skryvaji varianty 11, 22 a 33.
Jeliko® mame u Kroneckerova symbolu dva stejné indexy (resp. pismenaii,
musime zohlednit Einsteinovo sumagni pravidlo, které °ika, °e v takovémto p°i-
pad¥ musime s£itat p°es indeix a to od jedné do t°i. Dostavame tak:

X3
i = i = 11t 2+ 33=1+1+1=3: (4.14)

i=1

femu je roven ; P;?

Op¥t vidime, % se ve vyrazuj P; vyskytuje dvakrat index i. Musime tedy
respektovat Einsteinovo sumagni pravidlo a s£itat v2echny varianty prio=1; 2; 3.

Neboli
X3
ij Pi = i Pi= 14jP1+ P2+ 3Pa: (4.15)
i=1
Tento soufet je?t¥ m-°eme zjednodu?it. Polo®me nap®j = 2. Pak lIze vztah 4.15
p°epsat na soufet:

i2Pi = i2Pi = 10P1+ 2P+ 3P3= Py (4.16)

i=1

30Kronecker-v symbol Ize také zavést jako specialni p°ipad tenzoru druhého °adu, nap°®.
viz [17]. O tom, co je tenzor, pojednava kapitola 5.
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P°i pravach jsme vyu®ili toho, °e 1, = 3, =0 a ,, = 1. Je vid¥t, °%e pro obecn¥
zvoleny indexj (od 1 do 3), bude  P; = P;.
Se znalosti tohoto vztahu (a vztahu 4.7) m-°eme pro skalarni soufin vektor-
P a Q napsat:
P Q=PQ =P jQ = jPQ: (4.17)

B¥hem upravy jsme vyuCili toho, °eQ; = j Q;, co® plyne z p°edchoziho odstavce.

4.4 Levi-Civit-v symbol

Levi-Civit-v symbol (znaEime"jy ) je symbol de novany tak, °e pro indexyijk
odpovidajici trojicim £isell23 231, 312 (tj. pro index 123 a indexy vzniklé cyk-
lickou zam¥nou) je roven 1. Pro indexyjk , které nevznikly cyklickou zam¥nou
index- 123(ale plati, °ei 6 | 6 k) je Levi-Civit-v symbol roven 1. Pro ostatni
p°ipady je Levi-Civit-v symbol roven 0. Neboli

n —_u —_u — 1
123 — 231 — 312 — 4,

n —_u —_n — 1
213 — 321 — 132 — )

pro ostatni p°ipady"jx = 0: (4.18)

Jinymi slovy, pokud jsou indexy u" tvo°eny sudou permutaci £is€l, 2, 3, Levi-
Civit-v symbol je roven 1. Kdy® se jedna o lichou permutaci, Levi-Civit-v symbol
je roven 1. Jinak je roven0. Nap°®iklad symboly" 12, "322 Nebo™ 5, jsou rovny O.

femu je roven i "ijk ?

Ve vyrazu j "jx se opakuje jak indexi, tak index j. Budeme tedy muset
zohlednit Einsteinovo sumagni pravidlo, a to hned dvakréat. Tedy
3 e x3 x3 x3
i ik = i ik = 1 1kt 2 "2k t 3 3k =
|=1]=1 J:]_ ]=l ]=l

=( 1"kt 2"t o13"1a) T (21" 22"k 23" 23)
+( a1"a t 32"zt 33"sk) = ( 11 0+0 " +0 Mzt

+(0 "ot 22 0+0 "23)+(0 "z +0 "zx+ 33 0)=0: (4.19)

femU je roven ijk "im ?

Vyraz " "im lze vyjad°it pomoci Kroneckerovych symbol- jako (viz [18],
oddil 1.12.4):
“ik Tim = km o jm K- (4.20)
Viimn¥me si, °e se v prvnim s£itanci vyskytuje soufin Kroneckerovych symbol-
s indexyjl , resp.km, cao® jsou druhé, resp. t°eti indexy Levi-Civitovych symbol.-.
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Ve druhém s£itanci se pak vyskytuje soufin Kroneckerovych symbol- s indexy
jm, resp.kl. Index jm je vytvo°en z druhého indexu v po°adi prvniho Levi-
-Civitova symbolu a ze t°etiho indexu v po°adi druhého Levi-Civitova symbolu.
Index kl je vytvo°en ze t°etiho indexu v po°adi prvniho Levi-Civitova symbolu

a z druhého indexu v po°adi druhého Levi-Civitova symbolu.

Vektorovy soufin vyjad°eny pomoci Levi-Civitova symbolu

M¥jme vektorové funkceP = (Py; P,; P3) a Q = (Qq; Q2; Qz). Pak m-°eme
vyjad®it i-tou slo°ku vektorového soufinl® Q pomoci Levi-Civitova symbolu
jako:

(P Q)i = "ijk P;Q«: (4.21)
Platnost vztahu 4.21 ov¥°ime nap°®. pro druhou slo°ku vektorového soufinu:
X3 X3
(P Q)2="34kPjQx = "o P Qk =
i=1 k=1
X3 X3 X3
= "ouPiQut+  "okPoQr+ "aaP3Qx =
k=1 k=1 k=1
x3
= ("211P1Q1 + "212P1Q2 + "213P1Q3) + 0 PQy+
k=1

+("231P3Q1 + "232P3Q2 + "233P3Q3) = "213P1Q3 + "231P3Q1 =

=( 1) PiQs+1 P3Qi= P3Q: P1Qa: (4.22)

B¥hem dprav jsme vyuCili Einsteinovo sumagni pravidlo a de nici Levi-Civitova
symbolu. Vidime, °e jsme skutef£n¥ dosp¥li ke vztahu pro druhou slo®ku vekto-
roveho soufinu vektorovych funkcP a Q, co® je vztah, ktery zname ze st°edni
2koly.

4.5 ee2eneé ulohy ke Kroneckerovu a Levi-Civitovu
symbolu

Uloha £. 1:
M¥jme polohovy vektort = (X; y; z) = (X1} X2; X3). Wjad°ete parcialni deri-
vaci g—;, kdei=1;2;3aj =1; 2 3, pomoci Kroneckerova symbolu.

se2eni:

Nejprve vypo£itdme parcidini derivace2X proi = 1; 2; 3. Tedy
@x_, @x_, @s_
@x @x Q@x

Posledni dv¥ parcialni derivace vy2ly nulové, nebo” sou®adnige a X3 nejsou na

sou°adnicix; zavislé.

0:
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Obdobnym postupem bychom do?li k zav¥ru, °e je parcialni derivac%f
rovhalproi =2.Proi=1; 3je rovnaO. Parcialni derivace% je pak rovnal
proi =3 aproi=1; 2jerovnaO.

Z uvedeného vyplyva, °e parcialni derivac%’f je rovna 1, pokud jei = j.
Proi 6 j je tato derivace rovna0. To ale p°imo odpovida de nici Kroneckerova
symbolu. M-°eme tedy napsat, °e

CCS;(( = - (423)

Uloha £. 2:
\Wijad°ete vztah pro vypo£et rotace vektorové funkc® (v kartézském systému
sou’adnic) pomoci Levi-Civitova symbolu.

se2eni:

V podkapitole 3.1 jsme odvodili vztah 3.22 pro sou®adnicovy tvar rotace (v kar-
tézském systému sou’adnic). Rotaci vektoroveé funk&tak m-°eme formaln¥ vy-
jadeit jako vektorovy soufin vektoru parcialnich derivaci ™ =(r 1;r ;1 3) =

= @ .0 .Q@ jyektorového poleP = (Py; P,; P3). Nyni vyulijeme vztah 4.21.

@xX @y @z
Pro i-tou slo°ku rotace tak m-°eme napsat:

(rotP)i =(r  P)i="ir jP« (4.24)

VZimn¥me si, °%e se v zapisu vyskytuje dvakrat index a také dvakréat index k.
P°i vypo£tu tak musime vzit v Gvahu dvakrat Einsteinovo sumag£ni pravidlo.

Uloha £. 3:

Zd-vodn¥te platnost identity: & = a, kdei; ] =1; 2, 3aa=(a; ay; az).
se2eni:

De nice Kroneckerova symbolu °ika, °e pra = j je j =1,proi 6 j je j =0.

Aby byl vyraz j a nenulovy, musi tak platit, °e i = j. Zvolime-li nap°®.i = 3,
potom
X3
3 = 38 = st gpapt z3a3=0 ay+0 ay+1 ag= azg (4.25)
i=1
Obdobn¥ by proi = 1 platilo, °e ;8 = a a proi =2 by platilo, °e 58 = a,.
Je tedy z°ejmé, e j g = a;.

Uloha £. 4:
Uka‘te, e plati rovnost: & (B €) = D(a € ¢(a 1), kdea = (a;; ap; ag),

D= (by; by b)) ae= (¢ G ).

se2eni:
Wpo£t¥me nejd°ive-tou slo®ku z vektorového soufina (b €). Tedy

[@a O oli="kaM® k= "jka" umhbcn: (4.26)

Dvakrat po sob¥ jsme pouCili vztah 4.21. Nyni vysledek 4.26 vhodn¥ p°euspo°a-
dame:

[@a M &= "ijKka" "wmbtm = "jk "km&DCm = "kj "kim & DCm: (4.27)
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V poslednim kroku Gpravy 4.27 jsme vyuCili skuteEnosti, %€ = "i; (jedna se
o cyklickou zam¥nu v dolnim indexu). PouCijme vztah 4.20 (proto jsme po°ado-
vali, aby u obou" zafinaly dolni indexy stejnym pismenem , tj. pismenenk).
Tudi®

[@ B O ="ki"km&bCn = i maybCn im jyLCH =

= m& ibCn &b imCn = anbcn abc = bhancn cah:  (4.28)
V p°edposledni Uprav¥ jsme vyu©ili vysledku, ke kterému jsme dosp¥li v Uloze
£. 3. Nyni si povZimneme, °e se v rozdilu opakuji stejné indexy, a tak uplatnime
Einsteinovo suma£ni pravidlo. Tedy

X3 X3
[@ (O o] =hancn cab=~nh amCn G ab=
m=1 =1
=h(a € c(a D: (4.29)

Vyrazy se sumami jsme nahradili p°isluznymi skalarnimi soufiny, kterym se sumy
rovnaji. Odvodili jsme tak vztah proi-tou slo®ku vyrazua (B €). Obecn¥ tak
plati, °e

a (b ee=Na ¢ ¢a D: (4.30)

Uloha £. 5:
Uka‘te, °e pro ka°dé dva vektorya, bplati: a b= (b a).

ee2eni:
K °e2eni Ulohy vyulijeme znalost vztahu 4.21. Pra-tou slo®ku vektorového sou-
£inu vektor- & a®tak m-°eme napsat:

(a B ="jkab= "ikhay= O a) (4.31)

atak plati,’ea B= (b &). Ve vypo£tu jsme vyu°ilitoho, °e"j = "y;.P°ed
Levi-Civitovym symbolem p°ibude minus, nebo” trojice index-ikj neni cyklickou
zam¥nou trojiceijk .

4.6 WuCiti Kroneckerova a Levi-Civitova sym-
bolu ve fyzice

Wijad°eni tenzoru nap¥ti pro idedlni kapalinu

S tenzoreni! nap¥ti j pro idedlni kapalinu se m-°eme setkat v p°ednazce
z mechaniky. V ni byva odvozeno, °e tenzor; ma tvar (viz [9], kapitola 11,
str. 2, vztah 11.1):

= Py (432)

kdei; j = 1; 2, 3 apje tlak. Vztah 4.32 vyjad°uje slo°ku matice (Etvercové
°adu 3) tenzoru nap#ti na pozicij . Z de nice Kroneckerova symbolu vidime, °e
je tato slo®ka rovna pproi =j,proi 6 j je pak slo°ka matice nulova. Tenzor
nap¥ti pro idealni kapalinu je tak vyjad°en diagonalni matici, ktera ma na v2ech
pozicich diagonaly prvek p.

31Tenzory se budeme zabyvat v kapitole 5.
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Pomocné vypo£ty p°i odvozeni zdkona zachovani hybnosti elektromag-
netického pole

V klasické elektrodynamice je z Maxwellovych rovni¢ odvozovan zakon za-
chovani hybnosti pro elektromagnetické pole. K tomu je zapot°ebi odvodit nap°®.
pomocny vztah:

[(rOtE) D], = "EK@E Q }"EkEk ; (433)

@x @x 2
kde E = (E;; Ey; E3) je elektricka intenzita, D = "E je elektricka indukce a" je
permitivita prost°edi. Prav¥ p°i odvozeni tohoto vztahu je vyhodné pou®it forma-
lismus vyuCivajici Kronecker-v a Levi-Civit-v symbol. Pro ilustraci tento vztah
odvodime. Tedy

[(rotE) DJ = "ji (rotE)iDx = "k "jim r iIEmDk = "ji "jim (r 1Em)Dk =

K im(F 1Em)Dk km i (r 1Em)Dx =(r «kEi)Dx  (r iEx)Dx =

| |

@F @k Q@E, Qk,

ax ¢ @x T aex ™t @x~ (4.34)
Na zafatku vypo£tu jsme vyuCili znalost vztahu 4.21, poté jsme si museli uv¥-
domit, °e rotaci elektrické intenzity lze rovn¥° vyjad°it pomoci Levi-Civitova
symbolu (viz Uloha £. 1). Déle jsme pouCili vztah 4.20 a pak jsme vztahy p°epsali
diky znalosti znaenir , = @%, ri= @%.

Nyni si stafi uv¥domit, °e

@ . QK @K @k,
—("ExEx) = "—Ex+ "E =2"E 4.35
@X( kEk) = ax-* “@x “@x (4.35)
a tak m-°eme druhy sfitanec ze vztahu 4.34 nahradit v;’/razem@@x %"E «Ex .
Neboli @F @ 1
rotE D]i= =——"E« —"EEx : 4.36
[(f0tE) D= 5 "Ex g 5ExEx (4.36)

Komutatory operator- v kvantové fyzice

V kvantové fyzice je ka®dé veli£in¥ p°i°azen jeji operator, nap°. operator sou-
°adnicex zna£ime®. Ten je rovenxE, kde E je jednotkovy operéator p°i°azujici
kacde .funkC| tuté® funkci. Oper.af[or.x-ov.e ,slof’lfy hybnosti je pakp, = |2—@@%
kde h je Planckova konstanta ai je imaginarni jednotka3?

Komutatorem dvou operator- &, B potom rozumime vyraz[a; f| de novany
jako

A fh=2ab fa (4.37)

Lze odvodit, °e pro komutator sou®adnice; aj -té slo°ky hybnosti plati (nap°®.

viz [13], tloha 726):

[Ri; A1 = i2h i - (4.38)

320 Maxwellovych rovnicich a jejich vyznamu pojednava podkapitola 3.5 v [3], str. 80.
33Vice viz [11], sekce 2.2.4, str. 34.

48



Z de nice Kroneckerova symbolu je z°ejme, °e komutato®;; f] bude nenulovy
jen proi = j, z £eho® plynou v kvantové fyzice zajimavé zav¥e.

Obdobn¥ Ize napsat komutator pra-tou a j -tou slo°ku momentu hybnostiC
(nap®. viz [19], str. 30):

ICi; Ci1= i2h"ijk Lk: (4.39)

Z uvedeného mimo jiné plyne, °e pro = j je komutator nulovy (dle de nice Levi-
-Civitova symbolu). Takté® si musime uv¥domit, °e se na pravé stran¥ vztahu 4.39
vyskytuje dvakrat index k, a tak nesmime zapomenout uplatnit Einsteinovo su-
mag£ni pravidlo.

4.7 K zapamatovani

A

Einsteinovo sumag£ni pravidlo °ika, °@ m-°eme v matematickém zapisu vy-
nechat symbol sumy. To, °@ mame sfitat, poznadme podle toho, °e dany
vyraz obsahuje dva stejné indexy ( pismena ).

Kronecker-v symbol: j =1 proi = j, jinakje j =0 (proi;j =1; 2; 3).

Levi-Civit-v symbol "j je rovenl, pokud ijk tvo°i sudou permutaci £isel
1,2;3. Pokud tvo°i ijk lichou permutaci £isell;2;3, Levi-Civit:v symbol je
roven 1.V ostatnich p°ipadech je rover0.

UCiteEné vztahy:
a) "k =0,
b) ik "im = i km  jm K
c) vektorovy soufin:(P Q)i = "k Pj Q«.

Wueiti Kroneckerova a Levi-Civitova symbolu ve fyzice: nap°®. k vyjad°eni
tenzoru nap¥ti pro idealni kapalinu, p°i odvozeni zakona zachovani hybnosti
elektromagnetického pole, k vyjad°eni komutator- operator- v kvantové
fyzice.

34Vice nap°. viz [11], sekce 2.3.1 a 2.3.2.
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o. Tenzory

Ve vysokozkolské fyzice se pom¥rn¥ £asto setkame s matematickym objektem,
ktery nazyvame tenzor. Ani® bychom o tom v¥d¥li, s tenzorem jsme se ji° se-
tkali v podkapitole 4.3 zabyvajici se Kroneckerovym symbolem. O n¥m bychom
toti® mohli °ict, e je tzv. tenzorem 2. °adu. Krom¥ zmin¥ného p°ikladu se s ten-
zory setkame nejen v mechanice, ale také nap°. v optice nebo ve specialni teorii
relativity.

V této kapitole se postupn¥ dostaneme od skalaru p°es vektor a° ke zmi-ova-
nému tenzoru. Dale se zam¥°ime na tenzor z pohledu linearni algebry a °ekneme
si, jak s tenzorem souvisi skalarni sou£in. Jako v ka°dé kapitole, nebudou chyb¥t
°e2ené ulohy ani konkrétni vyuCiti tenzor- ve fyzice.

5.1 Od skalar- k tenzor-m

Nyni je nazim cilem dojit od skalar- (resp. skalarnich velifin) p°es vektory
(resp. vektorové velifiny) a° k tenzor-m32® p°iEeme o skalarech a vektorech ji° lec-
cos vime®® K tomu, abychom zmin¥nym objekt-m |Iépe porozum¥li, ndm pom-°e
uv¥domit si, jak se transformuje kartézsky systém sou’adnic.

5.1.1 Transformace kartézského systému sou’adnic

M¥jme vektor ¥ = (vy; V,) v kartézském systému sou°adnic (pro nazornost
VvV rovin¥) umist¥ny do po£atku. Jakeé slo°ky bude mit tenty® vektow vzhledem
k pooto£enému systému sou’adnic (okolo po£atkuv kladném smyslu o Uhe#)?
Stejn¥ jako na obrazku 5.1 oznaf£ime slo°ky vektoms v pooto£eném systému
sou’adnic jakov = (04; 92).

Zam¥°me se na pravouhly trojuhelnilP QR z obrazku 5.1. Vidime, °e je u vr-
cholu R takté® thel #.3” Pro tangens Ghlu# plati:

c
tan# = —; 5.1
v (5.2)
kde cje velikost strany P Q a v, je druha slo°ka vektoruv vzhledem k p-vodnimu
systému sou‘adnic.
Nyni se podivejme na pravouhly trojuhelnikOSQ s Uhlem otofeni# u vr-
cholu O. Je vid¥t, °e pro kosinus tohoto Uhlu plati:

4
COSH = L. (5.2)
vVi+ C

kde ¥, je prvni slo®ka vektoru ¥ vzhledem k pootof£enému systému sou°adnic
a vyraz vy + c je roven velikosti strany OQ.
Ze vztah- 5.1 a 5.2 pak plyne, ©e:

{1 = Vi COSH + V, Sin#: (5.3)

35N¥kdy vektorové velifiny nazyvame vektorovymi funkcemi nebo také vektorovymi poli.
36Viz podkapitola 1.1 v [3], str. 10.
37Tvrzeni plyne nap°iklad z podobnosti trojuhelnik- OQS a RQP.
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Obrazek 5.1: Schéma k odvozeni vztahu vyjad°ujiciho transformaci slo®ek vektoru
p°i pooto£eni systému sou®adnic o uhél

Odvorme obdobny vztah pro druhou slo°kd, vektoru ¥ vzhledem k pooto£e-
nému systému sou’adnic. Zam¥°me se na pravouhly trojuhell@P T a vyjad°eme
tangens uhlu#:

tan# = B; (5.4)
Vi
kde b je velikost strany PT a v; je prvni sou®adnice vektoruv vzhledem k p--
vodnimu systému sou°adnic.

Nakonec se podivejme na pravouhly trojuhelnik SR (s uhlem# u vrcholu R).

Pro kosinus Uhlu# plati:

Y/
costt = -2; (5.5)
a

kde a je velikost strany TR.
Jeliko® plati, °e v, = a+ b, tak se znalosti vztah- 5.4 a 5.5 m-°eme po
nezbytnych Upravach napsat, °e

0= Vv Sin# + Vv, COSH: (5.6)

Maticovy zapis vztah- 5.3 a 5.6 vyjad°ujicich transformaci slo®ek vektoru
p°i pooto£eni systému sou’adnic (o uhé) ma podobu:

|

cos#t sin#

. T —
(01, 92)" = sin# cos#

(vi; v2)T; (5.7)
kde horni indexT zna£i transponovani vektor- (jako°to matic typu 1 2).

5.1.2 Skalary, vektory a tenzory

V nasledujicich odstavcich se zam¥°ime na to, jak se chovaji skalary a vek-
tory p°i transformaci kartézského systému sou®adnic. Nasledn¥ zavedeme tenzory.
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Skalary

Peikladem skalaru (resp. skalarni veli£iny) je hmotnost. Jak vime, skalar je
urEen pouze jednim £islem a p°ipadnou fyzikalni jednotkou. Je z°ejmé, °e je hmot-
nost t¥lesa vzhledem k p-vodnimu i pooto£enému systému sou°adnic stejna.

Toté® bude platit pro v2echny skalary. Ozna£ime-li skalar (resp. jeho hod-
notu) v p-vodnim systému sou’adnic jakos, potom z uvedeného vyplyva, °e pro
hodnotu skalarus v pooto£eném systému sou’adnic plati, %= s.

Vektory

V sekci 5.1.1 jsme odvodili vztah 5.7 pro transformaci slo®ek vektora p°i
pooto£eni systému sou°adnic (v rovin¥) o uhél Kdy° oznaEime matici

|
costt  sin#

sin# cos# (58)

jako matici A s prvky a; , kdei; j =1; 2, m-°eme vztah 5.7 p°epsat do podoby:

X2
V= gV, (5.9)
j=1

kdei =1; 2. Nap°®. proi = 2 bychom dostali:

X2
0, = Vi = anVvi + axyVo = ( Sin#) V1 + COS# Vs, (510)
j=1

coP je stejny vztah jako vztah 5.6.
V trojrozm¥rném prostoru m-°eme pro transformaci slo®ek vektoruv (p°i
pooto£ent® systému sou®adnic) napsat analogicky vztah ke vztahu 5.9. Tedy:

X3
U= vV (5.11)
j=1

kdei =1; 2; 3, (v1; V2; V3) jsou slo’ky vektoruy vzhledem k p-vodnimu systému
sou’adnic a(¥; ¥,; ¥3) jsou slo°ky tého® vektoru ¥ vzhledem k pooto£enému
systému sou®adnic. Zohlednime-li navic Einsteinovo suma£ni pravidfom-°eme
napsat:
o= a; Vj: (5.12)

Vektor (resp. vektorova velifina) je tedy velifina, ktera je (v prostoru) cha-
rakterizovana t°emi slo°kami (£isly a p°ipadnymi fyzikalnimi jednotkami). K jed-
noznaEnému urf£eni konkrétni slo°ky vektoru sta£i jeden (dolni) index.

38 Aby byla transformace oto£enim, musi platit (viz vztah 10.B.5 v [9], kapitola 10, str. 46):
adj Ak = jk -
39Viz podkapitola 4.2, str. 42.
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Tenzory

Nyni ji° vime, °e skalar je velifina, ktera je charakterizovdna pouze jednim
£islem a p°ipadnou fyzikalni jednotkou, které ma stejnou hodnotu jak vzhledem
k p-vodnimu systému sou’adnic, tak vzhledem k pooto£enému systému sou°ad-
nic. Vektor je pak velifina charakterizovana (v trojrozm¥rném prostoru) t°emi
slo®kami (£isly a p°ipadnymi fyzikalnimi jednotkami), p°ifem® tyto slo®ky rozli-
2ujeme pomoci jednoho (dolniho) indexu. Slo°ky vektoru se transformuji podle
vztahu 5.12.

Tenzoremn-tého °aduT" budeme rozum¥t veli£inu, ktera je charakterizovana
3" slo%kami (£isly a p°ipadnymi fyzikalnimi jednotkami) T, , p°iEem° k jejich
rozlizeni budeme pot°ebovatn index- j; ::;; |. OznaEime-li tenzorn-tého °adu
vyjad°eny vzkledem k pootof£enému systému sou°adifligako fn, potom pro
jeho slo°ky T plati: i

-fi:::k = g :::ak|Tj:r!:I ; (5-13)

kdeg; , ..., ay jsou transforma£ni matice (pro ka°dy z indexi; ::;; k, resp.j; =i |,
jedna matice).

Zvolime-li n = 0, dostaneme tenzor charakterizovany jednou slo®kou (Eislem
a p°ipadnou fyzikalni jednotkou), co® je skalar. Pron = 1 dostaneme tenzor
charakterizovny 3! slo°kami (£isly a p°ipadnymi fyzikalnimi jednotkami), co® je
vektor.

Ve fyzice se £asto setkdvame s tenzory 2. °a@id (pro n = 2) charakterizova-
nym deviti (. 3%) slo’kami Tj|2, které se transformuji podle vztahu:

2
T = a ay T2 (5.14)

kde ﬁ( jsou slo®ky tenzoru 2. °adu vyjad°ené vzhledem k pooto£enému systému
sou’adnic. Symbola; je transformafni matice odpovidajici indexu, resp. j,
a symbolay je transforma£ni matice odpovidajici indexik, resp.l.

5.2 Tenzor 2. °adu z pohledu linearni algebry

Na tenzor 2. °adu lze nahli®et z pohledu linearni algebry jako na bilinearni
formu. Nejprve si obecn¥ °ekneme, co je to bilinearni forma, a poté se zam¥°ime
na jeji souvislost s tenzory 2. °adu.

Mame-li vektorovy prostorV nad realnymi £isly** potom je bilinearni forma
(ozna£ime jig) zobrazeni, které ka®dé dvojici vektor- (z kartézského soufinu
V  V)* peicadi redlné £islo. Zarove- v2ak musi platit ur£ité podminky.

Pro libovolné vektory 1, ¥, w (z daného vektorového prostorl/) a libovolné
realné £islor musi platit, °e:

ge+ w; ¥) = g(t; v) + g(w; V),

400p¥t chceme, aby byla transformace oto£enim, a tak musi platit podminka z poznamky 35.

4lvektorovy prostor (nad realnymi £isly) je mno®ina, na které je de novana operace s£itani
a nasobeni (prvk- vektorového prostoru redlnymi £isly), pro kterou plati soubor podminek.
P°esna de nice vektorového prostoru je nap°. v [20], kapitola 7, de nice 7.2, str. 61.

42Kartézsky soufin libovolnych dvou mno°in M, N je mnoina v2ech uspo®adanych dvo-
jic [m; n], kde m jsou prvky mno®iny M a n jsou prvky mno®iny N.
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A

g(rd; ¥) = rg(d; ¥,
g(t; v+ w) = g(d; ¥) + g(d; W),
oa(d; rv) = rg(y; v).

Uvedené podminky vyjad°uji linearitu prvni, resp. druhé slo°ky bilinearni formy.
O bilinearnich formach podrobn¥ pojednavéa kniha [20], kapitola 23, od str. 326.
Tenzorem 2. °adu rozumime bilinearni formTr?, ktera ka°dym dv¥ma vekto-
r-m (resp. vektorovym velifinam) #, ¥ p°i°adi realné £islor?(4; ). Pro tenzor

2. °adu tak plati v2echny vlastnosti uvedené v p°edchozim odstavci.

5.2.1 Skalarni soufin

V kartézském systému sou°adnic m-°eme skalarni souf£in dvou vektott =
= (U1 Uz; Uz) av = (Vq; Vz; V3) vyjadeit jako:

H ¥ = UVy+ UxVo + U3Vz; (5.15)

p°iEemP vyraz na prave stran¥ je realné £islo. Lze najit souvislost mezi skalarnim
soufinem a tenzorem 2. °adu?
Je z°ejmé, °e vztah 5.15 m-°eme p°epsat na tvar:

o ¥ = (U Up; Us) (Vi) Va5 Va)'; (5.16)
kde hornim indexemT zna£ime transponovani vektoru (jako matice typd 3),

aby bylo mo°né vektory (uy; u,; usz) a (vi; Vo; V3) maticov¥ vynasobit.
Vztah 5.16 m-°eme dale, s pomoci jednotkové matice typ@ 3, p°epsat do

tvaru: 0 1
100
8 v=(U; Uy Us) @ 1 0K (vi; Vo va)T; (5.17)
001
c0® m-°eme provést, jeliko® plati, °e
0 1
100
(ug; uy; ugz) %,DO 1 (ﬁ:(ul; Up; U3); (5.18)
001
resp. jeliko® plati, °e
0 1
1 00
B0 1 K (va; vo; va)T = (Vi) Vo Vo) (5.19)
0 01

Ze vztah- 5.15, 5.16 a 5.17 tak plyne, °e
0

10
t ¥ = (Uyg; Uy U3g) %}0
0

(V1] Vo; V3)T = Ugvq + UpVo + Ugva:  (5.20)

= %Ol_\

1
0
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P°epizme tento vztah do slo®ek. Misto(us; u,; uz) napizeme symbolu;, kde i =
= 1; 2; 3, vyraz (v1; Vz; v3)" nahradime symbolemv;, kdej = 1; 2; 3, a misto
jednotkové matice napizeme Kronecker-v symbol; .** Dostaneme tak:

8 ¥ = U jVj = UVy + UpVo + UzVa! (5.21)

Prava strana vztahu se nezm¥nila, jeliko® diky platngsti vztahu; v; = v; a Ein-
steinova suma£niho pravidla plati, °&; v, = ujv; = 3 uivi.

Kronecker-v symbol ; ma dva dolni indexy, reprezentuje matici o deviti
(resp. 3?) slo°kéach a libovolnym dv¥ma vektor-m p°icazuje reélné £islo (p°iEem?
spl-uje v2echny uvedené podminky pro bilinearni formu). Jedn& se tak o tenzor
2. °adu.

M-%eme tedy °ict, °e skalarni soufin v kartézském systému sou°adnic vznika
p-sobenim tenzoru 2. °adu j na dva vektory.

5.3 ee2ene ulohy k tenzor-m

Uloha £. 1:

Tenzor je symetricky, pokud je symetricka matice’* ktera jej reprezentuje. Je
tenzor 0. nebo 1. °adu symetricky? Uveote alespo- jeden p°iklad symetrického
tenzoru 2. °adu.

se2eni:
Jak vime, tenzor 0. °adu je skalar, ktery je charakterizovan jednou slo®kou (£is-
lem a p°ipadnou fyzikalni jednotkou). Hodnotu skalaru jsme oznaf£#i Na tuto
hodnotu m-°eme v podstat¥ nahli®et jako na matici(s) typu 1 1. Jeliko® je
matice typu 1 1 vedy symetricka, tak i tenzor 0. °4du je v°dy symetricky.
Tenzorem 1. °adu je vektor. V trojrozm¥rném prostoru ma vektor t°i sou®ad-
nice, které pi2eme do °adku, nebo do sloupce. Vektor je tak matici typl 3,
resp.3 1.V ka°dém pcipad¥ se nejedna o £tvercovou matiti.Symetricka vzak
m-°e byt pouze £tvercova matice. Tenzor 1. °adu tak nem-°e byt symetricky.
Peikladem symetrického tenzoru 2. °adu je Kronecker-v symbol; , ktery je,
jak vime, reprezentovan jednotkovou matici typui8 3. Ta je symetrickou matici.
Dal?im p°ikladem symetrického tenzoru 2. °adu je tenzor nap¥ti pro idealni
kapalinu j = pj, o kterem jsme se zmi-ovali v podkapitole 4.6, str. 47.

Uloha £. 2:

V sekci 5.1.2 byl odvozen vztah 5.14 pro transformaci slo®ek tenzoru 2. °adu
p°i pooto£eni kartézského systému sou’adnic. Zam¥°te se na jednotlivé indexy
a uplatn¥te Einsteinovo sumag£ni pravidld®

ee2eni:
Na pravé stran¥ vztahuﬁ( = aj ay lez se dvakrat opakuji indexyj al. Podle

43Kronecker-v symbol je roven 1 jen, kdy° je i = j, neboli kdy® se index oznafujici po°adi
°a4dku matice rovna indexu ozna£fujicimu po°adi sloupce matice. V ostatnich p°ipadech je roven
nule. P°esn¥ toté° v2ak plati pro jednotkovou matici.

44Matice A s prvky a; je symetricka, pokud pro ka°déi aj plati, °e a; = a .

4SMatice je £tvercova, kdy® ma stejny pofet °adk- jako sloupc-.

46Viz podkapitola 4.2, str. 42.
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Einsteinova suma£niho pravidla tak mame s£itat p°¢s=1; 2; 3, resp.l = 1; 2; 3.
Vztah 5.14 tak m-°eme p°epsat do podoby:
PR SIS
T = aj an T7; (5.22)
j=11=1

kde indexyi; k mohou nabyvat hodnot od 1 do 3.

Uloha £. 3:

Ze sekce 5.2.1 vime, °e Kronecker-v symbol; je tenzorem 2. °adu. Musi tak
platit, °¢  je bilinearni formou. Ov¥°te, °e Kronecker-v symbol j spl-uje pod-
minky pro linearitu prvni, resp. druhé slo°ky bilinearni formy (z podkapitoly 5.2).

se2eni:

M¥jme vektory 1 = (ug; Up; Us), ¥ = (Vi) Vo; V3) aw = (Wy; Wo; W3). Nejprve
ov¥°ime podminkug(t + w; ¥ = g(4; ¥ + g(w; ¥), kde g je zobrazeni (zde
Kronecker-v symbol p°i°azujici ka°dym dv¥ma vektor-m realné £islo), u kterého
ov¥°ujeme, % se jedna o bilinearni formu. Tedy

g+ w; ¥ =(t+w); jvi =(u+w) V=

= U Vi + WV = g(d; ¥+ g(w; o) (5.23)
P°i tpravach bylo vyhodné pracovat se slo®kami vektor-.
Ov¥°’me nyni druhou podminkug(rd; ¥) = rg(d; ¥, kde r je realné £islo.
Dostaneme

gire; ) =(rd)i vy = ruj v = r(ui V)= rgd; »: (5.24)

Kdy° nasobime vektord realnym £islemr, pak jim nasobime ka°dou slo®kw;
tohoto vektoru. Ov¥°ili jsme tak linearitu prvni slo°ky. Zcela analogicky bychom
ov¥°ili linearitu druhé slo®ky.

5.4 WuCiti tenzor- ve fyzice
Tenzor momentu setrvaEnosti

V teoretické mechanice se zpravidla setkAme s odvozenim vztahu pro mo-
ment hybnosti rotujici tuhé soustavy hmotnych bod-#” Moment hybnosti jed-
noho hmotného bodu lze vyjad°it jako:

C=+ p=+ mv; (5.25)

kde+ je polohovy vektor hmotného bodu & je jeho hybnost, kterou Ize vyjad°it
jako souf£in hmotnostim hmotného bodu a jeho rychlosti.

Pro i-tou slo°ku momentu hybnosti tuhé soustavyN hmotnych bod- pak Ize
odvodit vztah (viz [21], kapitola 9, str. 2, vztah 9.6):

X3
Li = . ! i (5.26)

4Teekneme, %e soustava hmotnych bod- je tuha, pokud se vzajemné vzdalenosti jednotlivych
hmotnych bod- (v £ase) hem¥ni.
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kde m(, je hmotnost k-tého hmotného bodu (viz obrazek 5.2)r(2k) je druha
mocnina vzdalenostik-tého bodu od po£atku (bod, kolem kterého soustavu ro-
tujeme), Xui, resp. Xuy; je i-ta, resp. j-ta slo°ka polohoveho vektoruk-tého
hmotného bodu a! ; je j-ta slo°ka Ghlové rychlosti otafent .

Obrazek 5.2: Znazorn¥ni tuhé soustavid hmotnych bod- umist¥né do kartéz-
ského systému sou’adnic

V2imn¥me si, % zvyrazn¥ny vyraz ze vztahu 5.26 nezavisi na uhlové
rychlosti otaEeni (zavisi jen na hmotnostech hmotnych bod- a na jejich polohach).
Zarove- se ve vyrazu vyskytuji dva indexy; j (a vyraz obsahuje Kronecker-v
symbol, ktery je tenzorem 2. °adu). Ov¥°enim de nice tenzoru 2. °adu pro

zvyrazn¥ny vyraz bychom zjistili, °e se skute£n¥ jedna o tenzor 2. °adu.
Obvykle jej zna£imel; . VZimn¥me si, °e se jedn& o symetricky tenzd?
Vztah 5.26 tak m-°eme p°epsat do tvaru (rovn¥° viz [21], kapitola 9, str. 3,

vztah 9.10):

N
L, = " (5.27)
j=1

ktery je2t¥ m-°eme diky Einsteinovu suma£nimu pravidlu p°epsat na tvar:
L = ! j- (528)

Tenzor nap¥ti

V p°ednazkach mechaniky byva pojednavano o nap¥ti. K popsani nap¥ti v da-
ném bod¥ trojrozm¥rného prostoru ji° nebude stafit skalar ani vektor. Musime

48Kdy° bychom tenzor J;; rozepsali do matice, zjistili bychoBL % je matice symetricka. Nap°®.
ve drll:J)hém °adku ( = 2) a t°etim sloupci (j = 3) by byl prvek ,’:':1 m(k)(r(zk) 0 X2Xwp3) =

= ,':':l M) X (k)2 X (k)3 - Stejny prvek by pak rovn¥° byl ve t°etim °adku (i = 3) a druhém
sloupci (j = 2).
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toti® zohlednit skuteEnost, °e nap¥ti v konkrétnim bod¥ m-°e byt zp-sobeno
p-sobenim sil v r-znych sm¥rech .

Velifinou popisujici nap¥ti bude tenzor 2. °adu se slo°kami (viz [9], kapitola 10,
str. 10, vztah 10.16):

0 1
1 12 13

i = % 21 22 232 ; (5.29)
31 32 33

p°iEem® slo°ky tenzoru 11, 20, 33 Vyjad°uji tah (resp. tlak) ve sm¥ru sou®ad-
nicovych os a ostatni slo°ky tenzoru souviseji se smykovym nap¥tim. Podrobné
odvozeni tenzoru nap¥ti (vEetn¥ vyznamu jednotlivych slo®ek tenzoru) Ize najit
nap°®. v [9], podkapitola 10.3, str. 7.

Permitivita v anizotropnim prost°edi

Tenzory naleznou své uplatn¥ni také v optice. V izotropnim (nevodivém) pro-
st°edf plati pro elektrickou indukci znamy vztah (viz [22], str. 2):

D="E; (5.30)

kde" je permitivita prost®edi a E je elektricka intenzita.

Nachazime-li se v anizotropnim prost°edi, musime u permitivity prost°edi zo-
hlednit, °e m-°e byt jeji hodnota v r-znych sm¥rech r-zna. K jejimu popisu nam
tak poslou®i op¥t tenzor 2. °adu se slo®kami (viz [22], str. 2):

0 " [1] n 1
11 12 13
i = %)"21 22 "2323 (5.31)
II31 II32 II33
Pro i-tou slo°ku elektrické indukceD tak plati, °e D; = "jj E; 50

5.5 K zapamatovani

P°i pootofeni kartézského systému sou’adnic (v rovin¥, kolem po£éatku
0 Uhel #) se transformuji slo°ky vektoruw (umist¥ného do po£atku) podle
vztahu: !
A NT _ COS# sin# T,

(023 92)" = sin# cost (V1 V2)
Skalar je velifina charakterizovana jednim £islem a p°ipadnou fyzikalni jed-
notkou (bez indexu), vektor je (v prostoru) charakterizovan t°emi slo®kami
(Eisly a p°ipadnymi fyzikalnimi jednotkami), jeho® slo°ky od sebe odlizime
pomoci jednoho indexu, a tenzon-tého °adu je charakterizovan3" slo°-
kami, které od sebe odlizimen indexy.

N

Slo°ky tenzorun-tého °adu se transformuji podle vztahuﬂ::k = aj naa T .

4Oprosteedi, které ma ve v2ech sm¥rech stejné vlastnosti, nazyvame izotropni. Opakem izot-
ropniho prost°edi je anizotropni prost®edi.
S00p¥t nesmime zapomenout uplatnit Einsteinovo sumag£ni pravidlo.
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" Na tenzor 2. °adu Ize nahli®et jako na bilinearni formu p°i°azujici dv¥ma
vektor-m reélné £islo.

" Skalarni soufin v kartézském systému sou°adnic vznik& p-sobenim tenzoru
2. °adu j na dva vektory.

Wueiti tenzor- ve fyzice: nap®. vyjad°eni momentu setrva£nosti, popis (me-
chanického) nap¥ti v trojrozm¥rném prostoru, popis permitivity v anizot-
ropnim prost°edi.
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6. Hodnoceni u£ebnic

Hodnoceni u£ebnic je komplikovana procedura. Zdaleka nejde jen o zhodno-
ceni spravnosti informaci, které jsou v uEebnici uvedeny. P°i hodnoceni u£ebnice
se musi brat v Gvahu, krom¥ ji° zmin¥né spravnosti informaci, také vhodnost pro
zamy?lené £tena’e a s tim souvisejici gra cka uprava (nap°. viz [26], str. 1152,
podkapitola 4.2).

Jednim z cil- této diplomové prace je navrhnout a provést vyzkum zam¥°eny
na zhodnoceni ji° vzniklych, ale také v souEasné dob¥ vznikajicich, £asti uEebnice
k p°edm¥t-m Uvod do matematickych metod fyzika Matematické metody ve
fyzice Pro tuto pot°ebu byla provedena re2er?e zdroj- tykajicich se hodnoceni
u£ebnic, a to jak £eskych, tak zahrani£nich.

6.1 Re2er2e k hodnoceni u£ebnic

Rez2er2e zdroj- k hodnoceni uEebnic probihala ve dvou etapach. V prvni etap¥
byla snaha o nalezeni dostupnych £eskych zdroj- k hodnoceni u£ebnic. Tato etapa
probihala na podzim roku 2021. Jednotlivé zdroje byly nalezeny pomoci vyhle-
davate Google p°i zadani klifovych slov:hodnoceni ufebnicmetody hodnoceni
ufebni¢c metody hodnoceni u£ebnic °akyylo projito p°iblin¥ prvnich £ty°icet
vysledk- vyhledavani.

Ve druhé etap¥ byla soust’ed¥na pozornost na hledani zdroj- k hodnoceni
u£ebnic v zahrani£ni. Tentokrat byly zdroje hledany v prosinci roku 2021 a lednu
roku 2022. Jednotlivé zdroje byly nalezeny pomoci databazi (resp. vyhledavat-)
Web of ScienceScopusa Google Scholamp®i zadani klifovych slovextbook eva-
luation. Zdroje byly vybirany podle relevantnosti (vzhledem k planované p°iprav¥
dotaznikového 2et°eni pro hodnoceni uf£ebnice matematickych metod fyziky), ale
také podle jejich aktualnosti.

6.1.1 feské zdroje k hodnoceni u£ebnic

Jednou ze zéasadnich publikaci je kniha [27] s nazverodnoceni ufebnic
ve které se mimo jiné dofteme o tom, jaka kritéria pouCiva Ministerstvo 2kol-
stvi, mlade®e a t¥lovychovy p°i ud¥lovani dolo°ky ufEebnicim v feské republice
(od str. 41). Auto®i rovn¥° popisuji, jakym zp-sobem by tato kritéria navrho-
vali upravit. Krom¥ toho se m-°eme v knize do£ist o hodnoceni obti°nosti textu
v u£ebnicich p°irodopisu, a to vEetn¥ zp-sobu, jak obti°®nost textu kvanti kovat
(od str. 98).

Hodnocenim u£ebnic se také zabyva diplomova prace [28] s nazudauno-
ceni ufebnic ve které stoji za pov2imnuti kapitola Analyza vlastnosti ufebnice
(kapitola 10, od str. 53). V této kapitole Ize nalézt parametry, na které je dobré
se p°i hodnoceni ufebnic zam¥°it (nap°®. na £tivost a obti°nost textu, obrazovy
material, odbornou spravnost £i na ergonomické vlastnosti uEebnice).

Dal2im zdrojem, ktery se zabyva hodnocenim uf£ebnic, je kniha [29] s nhdzvem
U£ebnice z pohledu pedagogického vyzkuwhai nalezneme mimo jiné kapitoluak
%aci hodnoti ufebnice®od str. 107), ktera se odkazuje na vyzkum Héfera (v roce
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2005, viz [30], str. 111), ktery zji' oval nazory student>! Podle dotazovanych
student- by m¥ly byt uEebnice fyziky Iépe gra cky zpracované, zlep?it by se m¥la

i obsahova stranka a v neposledni °ad¥ také vzhled £i hmotnost uEebnice. Rovn¥°
stoji za pozornost uvedené otazky, které kladl nap°®. Stein (v roce 1977, viz [31])
student-m (co by studenti autor-m vytkli a na co by se p°i tvorb¥ ufebnic m¥li
auto®i zamx¥°it).

V neposledni °ad¥ se hodnocenim u£ebnic zabyva diplomova prace [32] s na-
zvem Revize hodnoceni didaktické vybavenosti ufebnic pro 21. stoledi které
autorka mimo jiné pouCila dotaznik pro ufitele z druhého stupn¥ zakladnich 2kol
(od str. 48). Autorka se ufitel- dotazovala nap®. na to, jaké ufebnice pou°ivaji,
zda si mohou u£ebnici vybrat sami, podle £eho se p°i vyb¥ru rozhoduji, k jakému
Uf£elu uEebnici pou®ivaji a nebo jakou vahu davaji ufitelé jednotlivym £astem
u£ebnice.

6.1.2 Zahrani£ni zdroje k hodnoceni u£ebnic

Jednim ze zahrani£nich zdroj-, ktery se zabyva hodnocenim u£ebnic, je £1a-
nek [33] s nazvenComparing Physics Textbooks in Terms of Assessment and Eva-
luation Tools. Auto®i se nejprve zam¥°uji na rozmist¥ni hodnoticich prvk- v ramci
jednotlivych témat zpracovanych v u£ebnicich fyziky. Nasledn¥ auto®i zkoumaji
rozmist¥ni hodnoticich prvk- v u£ebnici podle jejich druhu. Ve vyzkumu do?li
auto®i mimo jiné k zav¥ru, °e nejmén¥ otadzek nalezneme na zafatku kapitol (viz
str. 66).

Dal?im zdrojem zabyvajicim se zmin¥nou problematikou je £lanek [34] s na-
zvem The E ects of Electronic Textbook Implementation on Students' Learning
in a Chemistry Classroom Auto®i £lanku zkoumaji p°inos elektronické u£ebnice
chemie na st°edni 2kole (v Hong Kongu). Zajimaji se o kritéria, ktera by m¥li
brat p°i tvorb¥ elektronické ufebnice v Gvahu, jaké jsou nejEast¥j2i obavy ufitel-
a %ak- p°i poucivani elektronické ufebnice a také, zda je pouCivani elektronické
uf£ebnice efektivni (viz str. 55). Pro U£ely vyzkumu byli °aci st°edni 2koly rozd¥-
leni do dvou skupin ©aci pracujici a nepracujici s elektronickou u£ebnici. Saci
absolvovali jeden test (znalosti) p°ed zafatkem a jeden test po skonfeni prace
tak, aby byl vid¥t rozdil v efektivit¥ p°i praci s elektronickou u£ebnici a p°i praci
bez ni (viz str. 56).

flanek [26] s nazvemTextbook Evaluation: A Case Studyge zabyva hodno-
cenim uf£ebnice anglického jazyka (na st°edni 2kole). Auto®i se domnivaji, °e do
hodnoceni uEebnice by m¥li byt zapojeni vaichni, kdo ji pou®ivaji, tj. jak studenti,
tak ufitelé. Vyzkum probihal metodou dotaznikového 2et°eni, p°iEem° odpov¥di
byly zaznamenévany pomoci p¥tistup—-ové Likertovy 2kaly (viz str. 1151). Otazky
se tykaly praktickych zale®itosti (jako je nap®. cena uf£ebnice), vzhledu ufebnice,
aktivit a rozvijenych dovednosti, jazyka a obsahu (viz str. 1151 1154). Krom¥
toho, auto®i provedli i tzv. analyzu pot°eb student- (viz str. 1151).

Hodnocenim u£ebnic angliftiny se rovn¥° zabyva £lanek [35] s nazveieeds
Analysis Approach to the Evaluation of Iranian Third-Grade High School English
Textbook Auto®i se ptaji na to, jaké jsou jazykové pot°eby student- a zda je
u£ebnice napl-uji. Vyzkum probihal op¥t metodou dotaznikoveého 2et°eni, p°iEem?°
byla pouCita 2estistup-ova Likertova 2kéla (viz str. 4).

510 o4cich a studentech pizeme, pro jednoduchost, jednotn¥ jako o studentech.
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flanek [36] s nazvemEvaluating Academic Writing Textbook: Teachers' and
Students' Perspectivese tyka hodnoceni uEebnice akademického psani. Sb¥r dat
probihal pomoci vypl-ovani kontrolniho seznamu , ve kterém byla vyuita p¥-
tistup-ova Likertova 2kéla (viz str. 331). Auto®i se ptaji nap°. na shodu u£ebnice
se sylabem, vhodnost dil€ich aktivit, soulad u£ebnice se vstupnimi znalostmi stu-
dent:, vzhled u£ebnice, obsah a jazykovou strdnku uf£ebnice nebo na vhodnost
cvifeni t°eba pro mén¥ nadané £i nadan¥j?i studenty (viz tabulka 1, str. 331).

O roli uEebnic matematiky na st°edni 2kole pojednéava £lanek [37] s ndzvéne
textbooks facilitators or barriers for teachers' teaching and instructional change?
An investigation of secondary mathematics teachers in Shanghai, Chidauto®i si
kladli otazku, zda ufebnice (pop°. jejich r-zné druhy) usnad-uji u£itel-m praci,
nebo je brzdi (viz str. 1314). Dotaznikové 2et°eni m¥lo t°i £asti. V prvni £4asti
auto®i sbirali demogra ckd data. Ve druhé £asti se auto®i ptali, jak ufebnice
usnadnily uf£itel-m préaci ve fazi pochopeni toho, co chceme vyufovat, transfor-
mace obsahu do podoby urEené pro vyuku, instrukci, hodnoceni a re exe (viz
str. 1318). V této £4sti byla pouCita £ty°stup-ova Likertova 2kala. V posledni £asti
pak auto®i pokladali ufitel-m dv¥ otev°ené otazky zam¥°ené na p°inos u£ebnic
(viz str. 1318).

Hodnocenim studijnich material- fyziky se zam¥°enim na p°irodov¥dnou gra-
motnost se zabyva £lanek [38] s nazvekalidation analysis of physics teaching
materials based on contextual through inquiry to increase student's science lite-
racy. Auto®i vytvo®ili vyukovy material na principu badatelského pojeti vyuky,
resp. na principu dotazovani. Mira souhlasu s jednotlivymi vyroky je vyjad®°ovana
pomoci £ty°stup-ové Likertovy 2kaly (viz str. 3). Auto®i se soust®°eauji na mnoho
aspekt- uEebnice, nap®. na to, zda se v materialu dob°e orientuje, zda musi stu-
denti samostatn¥ formulovat problémy a nasledn¥ hypotézy, které ov¥°uji, dale se
auto’i zabivaji jazykovou strankou u£ebnice, spravnosti informaci, pou®itim graf-

a tabulek nebo t°eba vzhledem u£ebnice (vice viz str. 4 7).

Tim, co by m¥la obsahovat kvalitni uEebnice, se zabyva £lanek [39] s nazvem
Indicators for a Quality Textbook Evaluation Process in PakistarAuto®i uvad¥ji,

% v procesu tvorby ufebnic je nejprve vstup, kterym se mysli nap®. kuriku-
lum, znalosti nebo £asové mao°nosti. Nasleduje proces, kterym se mysli samotné
psani uEebnice, hodnoceni, pop°. tisk uEebnice. Vystupem je pak samotna ufeb-
nice (viz obrazek 1, str. 166). Auto®i rozli2zuji osm dimenzi kvalitni uEebnice (viz
str. 166 168): performance features reliability, conformance durability, service-
ability, aesthetic perceived value

V neposledni °ad¥ se hodnocenim u£ebnic zabyva £lanek [40] s naRmeaess
of Development and Testing of Textbook Evaluation Criteria in Slovakig n¥m
Ize nalézt 2est klifovych kategorii, kterymi jsoudodrPovani zakladnich pedago-
gickych princip-, osobni rozvaj vyb¥r obsahpsocialni korektnost metodologicky
peistupavizualni rozlo®eni(viz str. 334). Hierarchie kritérii je uvedena v tabulce 1
na str. 335.

6.1.3 Zpracovani vystup- z re2er2e

B¥hem provad¥ni re2er2e publikaci a £lank- uvedenych v sekcich 6.1.1 a 6.1.2
byly pr-b¥°n¥ vybirany pojmy, témata £i nam¥ty vhodné pro vyuCiti p°i p°iprav¥
planovaného vyzkumu zabyvajiciho se hodnocenim elektronické u£ebnice mate-
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matickych metod fyziky. Z ka°dého z uvedenych zdroj- bylo vybrdno odhadem
p¥t a° deset pojm-.

Nasledovalo zpracovani takto ziskanych pojm- (témat, nam¥t.), p°ifem® po-
jmy, které se opakovaly nebo m¥ly podobny vyznam (naptystavba ufebnice
a logicka vystavba texty byly sloufeny dohromady. Ziskané pojmy byly rozt°i-
d¥ny do 2esti skupin, p°ifem® vyznamov¥ p°ibuzné pojmy (napg£tivost textu
a gramatika) byly za°azeny v°dy do stejné skupiny.

Vyb¥r pojm- a jejich nasledné rozt®izeni bylo provedeno na zaklad¥ Gsudku
autora. Vysledna podoba zpracovani vystup- z re2er2e zdroj- je tak do jisté miry
subjektivni.

Prvni ze 2esti skupin je skupina technickych kritérii (Ei po®adavk-) spojenych
s hodnocenim u£ebnic. Jednotliva kritéria jsou vyjmenovana v tabulce 6.1. V této

soulad s kurikularnimi dokumenty/se sylabem

gra cké zpracovani (vEetn¥ p°ebalu uEebnice)

ergonomické vlastnosti (velikost, hmotnost uEebnice; pou®ity papir)
celkovy dojem uf£ebnice (vnimana kvalita)

elektronicka vs. papirova verze ufebnice

aktualnost u£ebnice

Tabulka 6.1: Kritéria zam¥°ena na technické a formalni parametry uEebnice

skupin¥ jde p°edevZim o kritéria spojena s tvorbou ufebnic, jejich formou a fy-
zickymi vlastnostmi. Krom¥ toho se takeé tykaji spln¥ni po°adavk- jako je nap°®.
soulad s kurikulem.

Ve druhé skupin¥ nalezneme pojmy tykajici se samotného obsahu ufebnice.
Jejich konkrétni vy£et vidime v tabulce 6.2. Tyto pojmy (resp. kritéria) se ty-

odborn& spravnost uvad¥nych informaci

obti°nost textu, aktivit, cvifeni, ...

p°itomnost kontrolnich otazek, uloh k zamyzleni, p°iklad-, ...
aktuélnost a p°esnost obsahu

induktivni vs. deduktivni postup p°i vykladu

pochopitelnost instrukci u jednotlivych uloh

zaflen¥ni tloh urEenych pro mén¥ nadané, resp. nadan¥j?i studenty
podil vypl-ového textu v ufebnici

tlohy rozvijejici konkrétni dovednosti (po£etni, formulace hypotézy, ...)

Tabulka 6.2: Kritéria zam¥°ena na obsah ufebnice

kaji uvad¥nych informaci, zvolené Urovn¥ textu £i nap®. jednotlivych prvk:, které
v textu m-°eme najit. N¥které pojmy, jako nap°. pochopitelnost instrukci u jed-
notlivych dloh neboobti®nost texty se v trochu jiné podob¥ vyskytuji také v ta-
bulce 6.3. Zale®i toti® na interpretaci konkrétniho pojmu v této skupin¥ je cha-
peme spi2e ve formalnim slova smyslu (jde o objektivni posouzeni, nezkoumame
p°inos pro studenty).

Do t°eti skupiny byly za®°azeny pojmy souvisejici s tim, zda bude nakonec
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r-znorodost a zajimavost u£ebnice

navaznost na vstupni po®adavky znalosti

soulad s pot°ebami student:, které sami uvad¥ji

p°itomnost motivujicich Uloh, vytva©eni vyzev pro studenty
dostupnost u£ebnice (v knihovn¥, elektronicka podoba, otazka ceny)
jasn¥ formulované ulohy

shrnuti nejd-leit¥j2ich poznatk-

obti°nost a zpracovani uf£ebnice odpovidajici v¥ku studenta

socialni a nabo®enska korektnost

zaElen¥ni Gloh pro slab?i, resp. schopn¥j2i studenty

Tabulka 6.3: Kritéria zam¥°ena na pot°eby student:

uf£ebnice vhodna pro samotné studenty. Jednotlivy vy£et pojm- nalezneme v ta-
bulce 6.3. V této skupin¥ pojm- se ptame p°edevzim na to, jestli je uEebnice do-
state£n¥ r-znoroda, zda je v souladu se znalostmi a o£ekavanimi student- nebo
jestli obsahuje prvky, které jsou pro studenty p°inosem. Zde uvedené pojmy jsou
min¥ny ve vztahu ke student-m (zkoumame p°inos pro studenty).

Ve £tvrté skupin¥ pojm- se zam¥°ujeme na jazyk, kterym je ufebnice na-
psana. Jejich konkrétni vy£et vidime v tabulce 6.4. Na tomto mist¥ je d-le°ité

srozumitelnost textu

jazykova spravnost, gramatika
£tivost textu

styl jazyka

p°irozenost jazyka

efektivita vyjad°ovani

Tabulka 6.4: Kritéria zam¥°ena na jazykové vlastnosti uEebnice

uv¥domit si, °e jazykem nemyslime pouze gramatickou p°esnost, ale také celkovou
srozumitelnost, £tivost nebo nap°®. p°irozenost pou®itého jazyka.

P°edposledni skupina pojm- se tykd samotné struktury ufebnice. Konkrétni
vy£et pojm- nalezneme v tabulce 6.5. Nedilnou sou£asti u£ebnic je toti° jejich vy-

vystavba ufebnice (logicka navaznost)
struktura usnad-ujici orientaci v textu
soulad obsahu s obrazky, tabulkami a grafy

Tabulka 6.5: Kritéria zam¥°ena na strukturu u£ebnice

stavba. Jde nam p°edevzim o logickou navaznost, soulad s obrazovym materialem
nebo o prvky usnad-ujici orientaci v textu.

V posledni z uvedenych skupin nalezneme pojmy £i nam¥ty, které se tykaji
ufitelského pohledu na uf£ebnici. Konkrétni formulaci nAm¥t- nalezneme v ta-
bulce 6.6. U£itelé jsou toti® £asto t¥mi, kte°i rozhoduji o vyb¥ru ufebnice pro
studenty. Pochopiteln¥ p°i vyb¥ru mysli zejména na své studenty, nem¥li by v2ak
také zapominat na své pot°eby, jako je nap®. existence metodickych material-
urfenych pro ufitele.
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£i nazor je d-leity p°i vyb¥ru u£ebnice (student:, koleg-, odbornik:, ...)
pro jakou £innost je ufEebnice pou®ivana

existence dopl-kovych a metodickych material- pro ufitele

zda uf£ebnice usnad-uje ufiteli pochopit, co chce vyufovat

Tabulka 6.6: Kritéria zam¥°end na nazor ufitel-

6.2 Dotaznikové 2et°eni

6.2.1 Pciprava dotaznikového 2et°eni

V navaznosti na provedenou re2er?i a zpracovani vystup- z této re2er2e nasle-
dovala p°iprava dotaznikového 2et°eni k hodnoceni uEebnic matematickych metod
fyziky. Samotné p°iprava tohoto 2et°eni probihala od b°ezna do £ervna 2022.

V prvni fazi p°ipravy byli osloveni t°i vyufujic? p°edm¥t- Uvod do mate-
matickych metod fyzikya Matematické metody fyziky aby (nezavisle na sob¥)
posoudili vybrané pojmy (resp. témata £i ndm¥ty) rozd¥lené do 2esti skupin (viz
tabulky 6.1 a° 6.6 v sekci 6.1.3). Ka°dy z nich se u jednotlivych pojm- vyjad°il,
zda se domniva, °e bychom m¥li s danym pojmem v dotaznikovém 2et°eni pra-
covat £i nikoliv (p°ipadn¥ mohl deklarovat, °e nema vyhran¥ny nazor). Nasledn¥
byla vyjad°eni jednotlivych vyu£ujicich porovnana.

Pro dal?i zpracovani byly vybrany pojmy, u kterych se alespo- dva ze t°i
oslovenych vyu£fujicich vyslovili pro za®azeni a t°eti z nich nebyl proti (nem¥l
vyhran¥ny nézor). Timto zp-sobem bylo vybrano patnact ze t°iceti osmi pojm-.

Ve druhé fazi byly k vybranym pojm-m dohledany konkrétni formulace v¥t
z jednotlivych publikaci, které o danych pojmech pojednavaji. Na zaklad¥ této
p°ipravy pak byly autorem zformulovany navrhy vyrok:, u kterych maji respon-
denti (studenti vysoko2kolskych obor- p°ipravujici budouci ufitele fyzikyj® roz-
hodnout, do jaké miry s nimi souhlasi (na p¥tistup-ové Likertov¥ 2kale).

V posledni fazi byly navreené formulace vyrok- op¥t konzultovany se vZemi
vyu£ujicimi. Hlavni snahou bylo vytvo°it jednoduché, jednozna£Ené vyroky. Cel-
kem tak bylo vytvo°eno patnact vyrok- (viz tabulka 6.7), u kterych se maiji re-
spondenti po p°e£teni vybranych Uryvk- z uEebnic matematickych metod fyziky
vyjad’it, zda s nimi rozhodn¥ souhlasispi2e souhlasinevi, spi2e nesouhlasinebo
rozhodn¥ nesouhlasiNa konci dotazniku maji respondenti prostor pro vyjad°eni
dalzich post°eh-.

Krom¥ toho je po respondentech po°adovano, aby uvedli své pohlavi, uni-
verzitu (vEetn¥ fakulty), kterou nav2t¥vuji, ro£nik, ve kterém (pravd¥podobn¥)
budou v akademickém roce 2022/2023, a nazev p°edm¥tu matematickych metod
fyziky, ktery absolvovali (vEetn¥ ro£niku, ve kterém jej absolvovali). Dobrovoln¥
také mohou uvést sv:j v¥k.

Pro U£ely dotaznikového 2et°eni byly vybrany £ty°i Uryvky z celkem £ty°® £asti
ufebnice’* Konkrétn¥ se jedna o podkapitoly 4.1 a 4.2 z [1], str. 30 39, dale

52Konkrétn¥ byli osloveni dr. Marie Sn¥tinova, doc. Vojt¥ch 34k a dr. Petr Kola® (autor
kapitol pojdenavajicich o systémech sou’adnic, limit¥ a derivaci funkce, integralech funkce jedné
prom¥nné, nasobnych integralech a integralech I. druhu).

53peesny popis respondent- je uveden v sekci 6.2.2, str. 66.

S4U£ebnice vznikla formou dvou bakala®°skych a dvou diplomovych praci.
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1. | Gracké zpracovani kapitol mi vyhovuije.

2. | Myslim si, °¢ ma u£ebnice potencial, aby se ujala mezi mymi spolutaky.
3. | Jednotlivé £4sti uEebnice m¥ vedly k p°emy?2leni o dané problematice.
4

5

Up°ednost-uji za®azeni °e2enych dloh do zvla2tni podkapitoly.
Myslim si, °e u£ebnice obsahuje text, ktery lze vynechat (ani® by byla
naru2ena srozumitelnost).

6. | Vyklad mi p°ipada logicky strukturovany.

7. | Domnivam se, °e je v u£ebnici p°im¥°ené mno°stvi obrazk-.

8. | Myslim si, °e obrazky jsou nazorne.

9. | Dle mého nazoru obrazky vhodn¥ dopl-uji text.

10. | Myslim si, °e podkapitola K zapamatovani vhodn¥ shrnuje ufivo.
11. | P°ipada mi, °e propojeni matematického aparatu s fyzikou je

v uf£ebnici dostate£né.

12. | e2ené ulohy jsou r-znorodé.

13. | Dle mého nazoru je vyklad, ktery je pouCit v u£ebnici, zajimavy.
14.| Zda se mi, %e text je jasn¥ formulovan.

15. | P°ipada mi, e text je napsan £tiv¥.

Tabulka 6.7: Konkrétni formulace vyrok- pro dotaznikové 2et°eni

0 sekci 2.3.1 z [2], str. 38 45, poté o sekce 3.1.1 a° 3.1.3 z [3], str. 48 58, a nakonec
o kapitolu 4 z této diplomové prace, str. 40 49.

6.2.2 Whodnoceni dotaznikového 2et°eni

V nasledujicim textu uvedeme popis respondent-, vyhodnoceni obdrPenych
odpov¥di a nasledn¥ zformulujeme doporu£eni plynouci z dotaznikového 2et°eni.

Popis respondent-

Pro Ufely dotaznikového 2et°eni byli osloveni studenti obor- zam¥°enych na
vzd¥lavani budoucich ufitel- fyziky. Sb¥r dat probihal od konce £ervna 2022 do
poloviny listopadu 2022. Za tuto dobu bylo nasbirano dvacet dva odpov¥di.

V prvni fazi byli osloveni studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy,®® nasledn¥ pak byli osloveni studenti jinych vysokych 2kol.

Co se ty£e student- MFF UK,>® o vypIn¥ni dotazniku (po p°e£teni p°isluznych
£4sti uEebniho textu) byli po®adani studenti druhého a t°etiho rof£niku bakala°-
ského studia oboruFyzika se zam¥°enim na vzd¥lavaHi Dale jsme pak také
pocadali studenty prvniho a druhého ro£niku navazujiciho magisterského studia
oboru UEitelstvi fyziky pro st°edni 2koly Celkem dotaznik vyplnilo p¥t student:
druhého ro£niku bakald®°ského studia, £ty°i studenti t°etiho ro£niku bakala°ského
studia (z toho jeden ve vy22im ne° t°etim ro£niku), £ty°i studenti prvniho ro£niku

S5pale MFF UK.

56Nebo student- z P°irodov¥decké fakulty Univerzity Karlovy, kte°i studuji sv-j druhy obor,
tj. fyziku, na MFF UK.

57Studenty prvniho ro£niku bakala®°ského studia jsme neoslovili, nebo” v dob¥ sb¥ru dat je2t¥
neabsolvovali °4dny z p°edm¥t- matematickych metod fyziky.
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navazujiciho magisterského studia a t°i studenti druhého ro£niku navazujiciho
magisterského studia. Jeden z t¥chto student- studuje ufitelstvi fyziky v kombi-
naci s ufitelstvim chemie, ostatni studenti studuji ufitelstvi fyziky v kombinaci
S ufitelstvim matematiky.

Jak ji° bylo uvedeno, o spolupraci byli po®adani rovn¥° studenti jinych vy-
sokych 2kol. Jejich osloveni prob¥hlo prost°ednictvim jejich ufitel- vyu£ujicich
p°edm¥ty svou povahou podobnych p°edm¥tMatematické metody ve fyzicey-
ufovanému na MFF UK. Osloveno bylo celkem dev¥t pracovi?” vzd¥lavajicich
budouci ufitele fyziky. Nakonec jsme obdreli odpov¥di od 2esti student: ze dvou
pracovi?’. Z Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity odpov¥d¥li £ty°i studenti
ufitelstvi fyziky v kombinaci s matematikou (dva z t°etiho ro£niku bakala®°ského
studia, jeden z prvniho ro£niku navazujiciho magisterského studia a jeden z dru-
hého ro£niku navazujiciho magisterského studia). Z P°irodov¥decké fakulty Uni-
verzity Palackého v Olomouci pak odpov¥d¥li dva studenti (jeden z druhého ro£-
niku bakalad°ského studia studujici fyziku v kombinaci s matematikou a druhy
z prvniho ro£niku navazujiciho magisterského studia studujici fyziku v kombinaci
s biologii).

Z celkem dvaceti dvou student:, kte°i se zGu£astnili dotaznikového 2et°eni, jich
devatenact absolvovalo alespo- jeden p°edm¥t matematickych metod ve fyzice.
Zbyli t°i studenti sice takovy p°edm¥t neabsolvovali, jsou ale studenty oboru
ufitelstvi fyziky a rovn¥° se jejich odpov¥di nijak zasadn¥ neli2i od zbyvajicich
odpov¥di. Rozhodli jsme se je tedy do vyhodnoceni také zahrnout. Jednotlivé
pofty student., kte°i se zU£astnili dotaznikového 2et°eni, Ize rovn¥° nahlédnout
(ve form¥ tabulky) na obrazku 6.1.

Obrézek 6.1: Tabulka znazor-ujici po£ty student-, kte°i se zU£astnili dotazniko-
vého 2et°eni
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Afkoliv se celkovy po£et vypln¥nych dotaznik- m-°e zdat jako menzi, v kon-
textu po£tu student- studujicich obory ufitelstvi fyziky a toho, °e vypln¥ni do-
tazniku bylo dobrovolné, pova®ujeme tento pofet za relativn¥ vysoky. Podle ofe-
kavani jsme nejvice odpov¥di obdreli od student- MFF UK (obor- ufitelstvi
fyziky). To Ize zd-vodnit jednak tim, °e jsou to studenti, se kterymi jsme v ramci
vyuky pravideln¥ v kontaktu, a také tim, °@¢ MFF UK (resp. KDF MFF UK)
je v feské republice nejv¥t2im pracovi2t¥m vzd¥lavajicim budouci ufitele fyziky.
Relativn¥ maly pofet odpov¥di z ostatnich vysokych 2kol Ize zd-vodnit malym
po£tem student- ufitelstvi fyziky (v porovnani s MFF UK). Krom¥ toho, studenti
byli oslovovani nep°imo p°es jejich ufitele. Neni tak zcela jisté, kolik z oslovenych
ufitel- dale na2i prosbu o G£ast v dotaznikovém 2et°eni p°edaf§.

Whodnoceni odpov¥di

Jak ji° bylo zmin¥no v sekci 6.2.1, osloveni studenti se m¥li u patnacti p°ipra-
venych vyrok- (viz tabulka 6.7) vyjad®it, zda s nimi rozhodn¥ souhlasispi2e sou-
hlasi, nevi, spi2e nesouhlasineborozhodn¥ nesouhlasPrvni a druhy vyrok (z ta-
bulky 6.7) byly vytvo°eny na zaklad¥ nam¥t- z tabulky 6.1 tykajici se technickych
kritérii spojenych s hodnocenim u£ebnic. T°eti a® devaty vyrok byly vytvo°eny
na zaklad¥ nam¥t- z tabulek 6.2 a 6.5 tykajicich se obsahu a struktury u£ebnice.
Deséty a° t°inacty vyrok byly vytvo°eny na zaklad¥ nam¥t- z tabulky 6.3 tyka-
jici se vhodnosti u£ebnice pro studenty. Nakonec £trnacty a patnacty vyrok byly
vytvo°eny na zaklad¥ nam¥t- z tabulky 6.4 tykajici se jazyka, kterym je u£ebnice
napsana.

Nejprve se zam¥°me na prvni dva vyroky z tabulky 6.7. Po£ty jednotlivych
odpov¥di u t¥chot vyrok- Ize nahlédnout (ve form¥ grafu) na obrazku 6.2.

Co se tyfegra ckého zpracovani kapitgl z vysledk- je z°ejmé, °e naprosté
V¥t2in¥ respondent- vyhovuje. Tento vysledek Ize do jisté miry p°isuzovat sku-
te£nosti, °e jsou v2echny £asti uEebnice napsany v programigX. Krom¥ toho,
auto®i uEebnice se snaCili text p°ehledn¥ £lenit do jednotlivych podkapitol a sekci.
Rovn¥° byla snaha text vhodn¥ dopl-ovat obrazky, tabulkami a schématy.

Velmi pot¥2ujicim je také skute£nost, °e devatenact z dvaceti dvou respon-
dent- rozhodn¥ souhlasi, nebo spi2e souhlasi, °¢ ma uf£ebnpmencial, aby se
ujala mezi spolu®akyZ toho plyne, °e ma smysl u£ebnici dale doporu£ovat studen-
t-m matematickych metod fyziky. Rovn¥® je tento vysledek d-leity pro budouci
rozhodovani o tom, zda ufebnici vydat kni°n¥.

Podivejme se nyni na odpov¥di souvisejici s obsahem a strukturou ufebnice
(t°eti a® devaty vyrok z tabulky 6.7). Jednotlivé po£ty odpov¥di jsou znazorn¥ny
(ve form¥ grafu) na obrazku 6.3.

Tém¥° £ty°i p¥tiny respondent: rozhodn¥ souhlasi, nebo spi2e souhlasi, °e je
jednotlivé £asti textu vedly k p°emy2leni o dané problemati@rove- se u tohoto
vyroku nenazel nikdo, kdo by nesouhlasil. Vysledek souvisi, dle ndzoru autora,
s tim, °e jde v u£ebnicich nejen o vysv¥tleni daneého matematického aparatu, ale
také o uvedeni kontext-, ve kterych se ve fyzice pou®iva. K zamy2leni mohou také
vést n¥které z uloh, jejich® °e2eni si mohou studenti nejprve sami vyzkouzet a a°
nasledn¥ nahlédnout do autorského °e2eni.

Z odpov¥di vyplyva, °e dvanact respondent: (spi2elup®ednost-uje za°azeni

S8peedani zpravy student-m potvrdily £ty°i z deviti oslovenych pracovi?’.
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Obrazek 6.2: Graf znazor-ujici po£ty odpov¥di u otazek zam¥°enych na technicka
kritéria uEebnice

°e2enych uloh do zvlaztni podkapitolytak, jak tomu je v této ufebnici). Oproti
tomu sedm respondent- toto neup°ednost-uje. Popsana nejednotnost m-°e byt
zp-sobena odliznostmi ve stylu u£eni jednotlivych student-. N¥komu vyhovuje
projit si nejprve vyklad a a° nasledn¥ zkusit °ezit p°iklady. Jinym zase m-°e
vyhovovat °e2eni p°iklad- postupn¥ b¥hem vykladu.

S tvrzenim, °eufebnice obsahuje text, ktery by 2lo vynechat (ani® by byla na-
ru2ena srozumitelnost) rozhodn¥ souhlasi, nebo spi2e souhlasi sedm respondent-.
Oproti tomu dev¥t respondent- spi2e nesouhlasi a dva rozhodn¥ nesouhlasi. Mirn¥
tak p°evlada nazor, °e u£ebnice takovy text neobsahuje. Tento zav¥r by 2lo od--
vodnit nap°®iklad tim, °e matematicky aparat zpracovany v uf£ebnici je pro stu-
denty (p°evaln¥ prvniho ro£niku) pom¥rn¥ naro£ny, a tak i obsahlej?i vysv¥tleni
a komenta°e nejsou na obti®. Tomuto vysv¥tleni by odpovidal i komenta® jedné
respondentky: U£ebnice je psana tak, aby vice p°ipominala ( povidaci ) vyklad
z p°edné2ky ne® oby£ejna skripta, co® mn¥ velmi vyhovuije. .

Z odpov¥di respondent- také plyne, °e jevyklad logicky strukturovany To
odpovida zam¥ru autor- vychazet p°i zavad¥ni novych pojm- od jednodu?iho
a a° nasledn¥ pokrafovat ke sloCit¥j2imu. Krom¥ toho, nemalo odvozeni vychazi
z nazornych schémat a obrazk..

Dal?i t°i vyroky v po°adi se tykaji obrazk-. Celkem devatenact respondent-
rozhodn¥ souhlasi, nebo spi2e souhlasi, jgev u£ebnici dostateEné mno°stvi ob-
razk-. Mezi odpov¥emi se ale vyskytnul také jeden nazor, °e jich v uEebnici do-
state£En¥ mnoho rozhodn¥ neni. Své tvrzeni respondent doprovazel komenta°em:
V kapitole o plo2ném integralu chyb¥| obrazek ulomeného sloupu . . Jiny re-
spondent (v dotazniku vybral odpov¥a nevim) hodnotil po£et obrazk- slovy: Na
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Obrazek 6.3: Graf znazor-ujici po£ty odpov¥di u otazek zam¥°enych na obsah
a strukturu u£ebnice

prvni pohled jsem si °ikal, °e by mohlo byt vice obrazk:, ale konkrétn¥ mi u °ad-
ného textu nechyb¥l, ani m¥ nenapadlo, kde by byl vhodny. .

V2ichni respondenti se shodli na tom, °e jsoobrazky nazornga a°® na jednoho
respondenta se také shodli, °ebrazky vhodn¥ dopl-uji text

S vhodnosti ufebnice pro studenty souvisi deséaty a® t°inacty vyrok z ta-
bulky 6.7. Pofty jednotlivych odpov¥di respondent- u t¥chto vyrok: Ize (ve
form¥ grafu) nahlédnout na obrazku 6.4.

Tak®ka t°i £tvrtiny respondent- se domnivaji, °e je vyklad, ktery je pouCit
v u£ebnici, zajimavy Tuto skute£nost Ize ilustrovat vyrokem jedné respondentky:
Libi se mi uvody jednotlivych kapitol (hlavn¥ 4.1). S tim, °e se neza£ina rovnou
n¥jakou de nici, ale je tam souhrn, je to napsano vice povidav¥, mam chu” £ist
dal, i kdy® vim, %e nasleduje nové a t¥°ké ufivo. .

Jednim z hlavnich cil- autor- uEebnice bylodostateEn¥ propojit p°isluzny ma-
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Obrazek 6.4: Graf znazor-ujici po£ty odpov¥di u otazek zam¥°enych na vhodnost
uf£ebnice pro studenty

tematicky aparat s fyzikou Dotaznikové 2et°eni naznafuje, °e se poda’ilo tento
cil naplnit.

Pot¥2ujicim se rovn¥®° jevi skute£nost, °e respondenti pova®dg2ené ulohy za
r-znorodeé.

Velmi kladn¥ respondenti hodnotili p°inogpodkapitoly K zapamatovani. Se-
dmnact respondent- rozhodn¥ souhlasilo a p¥t respondent- spi2e souhlasilo s tvr-
zenim, %e tato podkapitolavhodn¥ shrnuje ufivoKrom¥ toho se také n¥kte°i
k této otazce vyjad°ovali slovn¥: Kapitoly k zapamatovani jsou vyborné pro
ut®id¥ni ufiva. . Dal?i student uvedl: Kapitolu Co si z toho odnést? bych za-
°adil vaude, nebo bych n¥jakym jinym zp-sobem vyzna£il, co je d-leity zav¥r
k zapamatovani.

Posledni dva vyroky (viz tabulka 6.7) se tykaly jazyka, kterym je ufebnice
napséana. Pofty odpov¥di znazor-uje (ve form¥ grafu) obrazek 6.5.

Respondenti se shodli, °e jéext jasn¥ formulovan Tuto skute£nost Ize od--
vodnit tim, °e v2echny £asti uEebnice byly pe£liv¥ pro£itany nejen autory, ale také
vedoucimi, konzultanty a oponenty p°isluznych zav¥re£nych praci.

Krom¥ dostateEného propojeni p°isluzného matematického aparatu s fyzikou
bylo dal?im z hlavnich cil- autor-, aby byla ufebnice napsana £tivibotaznikové
2et’eni nazna£uje, °e se tento cil rovn¥° poda’ilo naplnit (pouze jeden respondent
uvedl, e s timto tvrzenim spi2e nesouhlasi). Na tomto mist¥ by cht¥lo vyzdvih-
nout, °e je uEebnice sice napsana £tiv¥, ale zarove- je text v ni jasn¥ formulovan.
ftivost textu tak neni vykoupena pouCivanim nejasnych formulaci.

Posledni (nepovinnou) polo®kou v dotaznikovém 2et°eni byl prostor pro na-
psani dalkich post°eh:, které respondenty napadly. Z této £asti ji° bylo n¥ko-
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