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Úvod
Od roku 2013 vznikají na Kated°e didaktiky fyziky Matematicko-fyzikální fa-

kulty Univerzity Karlovy 1 studijní texty k p°edm¥t·m Úvod do matematických
metod fyzikya Matematické metody ve fyzice. V rámci t¥chto prací byly doposud
zpracovány kapitoly pojednávající o sou°adnicových systémech (viz [1], od str. 7),
limit¥ a derivaci funkce (viz [1], od str. 18, resp. 30), integrálech funkce jedné pro-
m¥nné (viz [2], od str. 4), násobných integrálech (viz [2], od str. 38), integrálech
I. druhu (viz [2], od str. 53), integrálech II. druhu (viz [3], od str. 10) a diferenci-
álních operátorech (viz [3], od str. 48). Jinými slovy, byla zpracována podstatná
£ást témat, která jsou náplní uvedených dvou p°edm¥t·.

Cíle této diplomové práce vycházejí z dlouhodobého zám¥ru autor· studij-
ních text· a v²ech vyu£ujících zmín¥ných p°edm¥t· � vytvo°it celistvou u£ebnici
matematických metod fyziky a p°ipravit ji pro tisk.

V souvislosti s tímto zám¥rem je pot°eba doplnit stávající texty o chyb¥jící
partie. Nejde p°itom o vytvo°ení dal²ího dílu u£ebnice, ale o napsání kapitol,
které budou v£len¥ny do jiº vytvo°ených studijních text·. Nejen z tohoto d·vodu
je vhodné p°ed £tením p°íslu²ných kapitol prostudovat partie, které jim v u£ebnici
p°edcházejí � v textu je na n¥ odkazováno.

Druhým z cíl· diplomové práce je pak zhodnocení u£ebnice matematických
metod fyziky jako celku.

V diplomové práci lze �nov¥� nalézt kapitoly pojednávající o parciální deri-
vaci, nevlastním integrálu, sou°adnicovém tvaru operátoru rotace, Stokesov¥ v¥t¥,
formalismu vyuºívajícím Kronecker·v a Levi-Civit·v symbol a také o tenzorech.

Stejn¥ jako p°i tvorb¥ p°ede²lých studijních text·, i tentokrát je kladen d·raz
na zavád¥ní nových pojm· pomocí názorných schémat £i obrázk·. Text je psán
�£tivou� formou (nikoliv stylem de�nice � v¥ta � d·kaz), kaºdá kapitola je do-
pln¥na °e²enými p°íklady a rovn¥º nechybí propojení p°íslu²ného matematického
aparátu s jeho vyuºitím ve fyzice. Na konci kapitoly lze pokaºdé najít shrnutí
nejd·leºit¥j²ích poznatk·. K lep²í orientaci v textu m·ºe rovn¥º p°isp¥t seznam
pouºitého zna£ení, p°ípadn¥ seznam obrázk·.

P°i tvorb¥ kapitol bylo £erpáno jednak z p°edná²ek docenta šáka a doktorky
Sn¥tinové (kte°í vycházejí z p°edná²ek doktora Hladíka a profesora Podolského),
ale také z mnohých dostupných studijních materiál· k dané problematice. Jejich
kompletní seznam je uveden na konci diplomové práce.

Jak jiº bylo zmín¥no, jedním z cíl· diplomové práce je také zhodnocení u£eb-
nice matematických metod fyziky. Za tímto ú£elem byla provedena re²er²e dostup-
ných zdroj· na téma hodnocení u£ebnic. Na jejím základ¥ pak bylo p°ipraveno
dotazníkové ²et°ení, které bylo následn¥ zadáno student·m u£itelství fyziky. Vý-
sledky re²er²e, podrobný popis p°ípravy ²et°ení a jeho vyhodnocení lze nalézt
v ²esté kapitole diplomové práce.

V²echny kapitoly byly, stejn¥ jako dosud vzniklé studijní texty, napsány v pro-
gramu LATEX. K tvorb¥ obrázk· byly pouºity programy Inkscape a GeoGebra.
V²echny grafy k vyhodnocení dotazníkového ²et°ení byly vytvo°eny pomocí pro-
gramu Excel.

1Dále KDF MFF UK.
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Seznam pouºitého zna£ení
V r·zných publikacích m·ºe být pro jednotlivé matematické objekty pouºito

r·zné zna£ení. Níºe uvádíme seznam zna£ení, které pouºíváme v této diplomové
práci.

a~ = ( ax ; ay; az) vektor se sou°adnicemiax , ay, az

ka~k norma vektoru a~
c~� d~ skalární sou£in vektor· c~ a d~

c~� d~ vektorový sou£in vektor· c~ a d~

A � B kartézský sou£in mnoºinA a B
A � B mnoºina A je podmnoºinou mnoºiny B
P N

j =1 bj sou£et prvk· bj pro j od 1 do N
d�

c
f (x)dx ur£itý integrál funkce f (x) s mezemic a d

�

�
P~ � dr~ k°ivkový integrál II. druhu vektoru P~ (po k°ivce � )

�

�
P~ � dr~ k°ivkový integrál II. druhu vektoru P~ (po uzav°ené

k°ivce � )�

�
P~ � dS~ plo²ný integrál II. druhu vektoru P~ (po plo²e � )

gradf gradient funkcef
r~ ozna£ení pro �vektor�

�
@

@x;
@

@y;
@
@z

�

qi i -tá k°ivo£ará ortogonální sou°adnice
hi i -tý Lamé·v koe�cient
@f
@x parciální derivace funkcef podle prom¥nnéx
df
dx derivace funkcef podle prom¥nnéx
divP~ divergence vektoruP~

rotP~ rotace vektoru P~

sin' sinus úhlu '
cos' kosinus úhlu'
tan ' tangens úhlu'
cot ' kotangens úhlu'
� ij Kronecker·v symbol
" ijk Levi-Civit·v symbol
N mnoºina p°irozených £ísel
R mnoºina reálných £ísel
Tn tenzor n-tého °ádu
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1. Parciální derivace
S pojmem derivace jsme se setkali jiº v textu [1], kapitola 4, str. 30. Zmín¥ná

kapitola pojednává o derivaci reálné funkce (jedné) reálné prom¥nné, pro kterou
bylo zvoleno ozna£eníf (x). Pro derivaci funkcef (x) podle prom¥nnéx pak bylo
pouºíváno zna£enídf (x)

dx , resp. f 0(x).
V této kapitole se seznámíme s parciální derivací funkce více prom¥nných.

Nabízí se tak n¥kolik otázek:

ˆ Co je to funkce více prom¥nných a jak si ji máme p°edstavit?

ˆ V £em se li²í parciální derivace od derivace, kterou známe?

ˆ Má parciální derivace n¥jaký �geometrický� význam?

Spole£n¥ na tyto otázky odpovíme, zavedeme parciální derivaci, vypo£teme n¥-
kolik p°íklad· a také se budeme zabývat vyuºitím parciálních derivací ve fyzice.

1.1 Funkce více prom¥nných

Dosud jsme pracovali s reálnou funkcíf (x) jedné reálné prom¥nnéx. Touto
funkcí rozumíme p°edpis, který kaºdémux z de�ni£ního oboru (který je podmno-
ºinou reálných £íselR) p°i°adí práv¥ jednu funk£ní hodnotuf (x) z R.

Nyní budeme pracovat s funkcemi závislými na dvou £i více prom¥nných.
Pro názornost se nejprve zam¥°íme na reálnou funkci dvou reálných prom¥nných
x a y, kterou ozna£ímef (x; y). Tato funkce p°i°adí kaºdé (uspo°ádané) dvojici
£ísel z de�ni£ního oboruD f � R � R práv¥ jednu funk£ní hodnotu zR. Popsaná
situace je znázorn¥na na obrázku 1.1. Na n¥m je vid¥t, ºe uspo°ádané dvojici
[x0; y0] 2 D f � R � R je p°i°azena práv¥ jedna funk£ní hodnotaf (x0; y0) 2 R.

Reálná funkce t°í reálných prom¥nnýchf (x; y; z) p°i°adí kaºdému bodu
[x0; y0; z0] 2 D f � R � R � R práv¥ jednu funk£ní hodnotuf (x0; y0; z0) 2 R.
Pro znázorn¥ní této situace bychom v²ak pot°ebovali £ty°i dimenze (t°i dimenze
pro t°i prom¥nné a £tvrtou dimenzi pro funk£ní hodnotu).

Obecn¥ji pak m·ºeme °íci, ºe reálná funkcen prom¥nnýchf (x1; :::; xn ) p°i-
°adí kaºdému bodu [x01; :::; x0n ] 2 D f � Rn práv¥ jednu funk£ní hodnotu
f (x01; :::; x0n ) 2 R. Pro znázorn¥ní této situace bychom pot°ebovalin + 1 di-
menzí.

P°íklady funkcí více prom¥nných

ˆ f (x; y) = sin x ln y, kde D f = R � (0; 1 ),

ˆ f (x; y; z) = x3 1p
y jzj, kde D f = R � (0; 1 ) � R,

ˆ f (x1; x2; x3; x4) = x1
x2

cosx3 x5
4, kde D f = R � R n f 0g � R � R.
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Obrázek 1.1: Znázorn¥ní grafu funkce dvou prom¥nných v kartézském systému
sou°adnic

1.2 Od derivace k parciální derivaci

Derivace funkcef (x) podle prom¥nnéx v bod¥ x0 byla de�nována jako (viz
vztah 4.3 v [1], kapitola 4, str. 32):

f 0(x0) =
df
dx

(x0) = lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

; (1.1)

resp. jako (viz vztah 4.6 v [1], kapitola 4, str. 32):

f 0(x0) =
df
dx

(x0) = lim
� x ! 0

f (x0 + � x) � f (x0)
� x

; (1.2)

kde � x = x � x0. M·ºeme t¥chto de�nic n¥jak vyuºít pro zavedení parciální
derivace funkce více prom¥nných?

Pro jednoduchost uvaºujme funkcif (x; y) dvou prom¥nnýchx a y. Pokud
bychom cht¥li vypo£ítat parciální derivaci této funkce nap°. podle prom¥nnéy,
znamenalo by to, ºe bychom funkcif (x; y) derivovali podle prom¥nnéy a na
prom¥nnoux bychom nahlíºeli jako na konstantu. Pro parciální derivaci@f

@y(x0; y0)
funkce f (x; y) podle prom¥nnéy v bod¥ [x0; y0] tak m·ºeme (analogicky ke
vztahu 1.1) napsat:

@f
@y

(x0; y0) = lim
y! y0

f (x0; y) � f (x0; y0)
y � y0

; (1.3)

resp. m·ºeme (analogicky ke vztahu 1.2) napsat:

@f
@y

(x0; y0) = lim
� y! 0

f (x0; y0 + � y) � f (x0; y0)
� y

; (1.4)

6



kde � y = y � y0. Obdobné vztahy bychom mohli napsat pro parciální derivaci
funkce f (x; y) podle prom¥nnéx v bod¥ [x0; y0], tj. pro @f

@x(x0; y0).
Zmín¥ný postup lze zobecnit pro libovolnou funkcin prom¥nnýchf (x1; :::; xn ).

1.3 Geometrický význam parciální derivace

Z kapitoly 4 v textu [1], str. 31, víme, ºe derivace reálné funkce jedné reálné
prom¥nné (v bod¥x0) má význam sm¥rnice te£ny ke grafu této funkce v bod¥x0.
Význam parciální derivace bude v jistém smyslu podobný.

Obrázek 1.2: Schéma ke znázorn¥ní geometrického významu parciální derivace

Pro jednoduchost budeme op¥t uvaºovat funkcif (x; y) dvou prom¥nnýchx a y
a její parciální derivaci podle prom¥nnéy v bod¥ [x0; y0], tj. derivaci @f

@y(x0; y0).
Pro y blízké hodnot¥y0 m·ºeme p°epsat vztah 1.3 pomocí p°ibliºné rovnosti na
tvar:

@f
@y

(x0; y0) :=
f (x0; y) � f (x0; y0)

y � y0
: (1.5)

Zam¥°me se na pravou stranu tohoto vztahu. V £itateli je rozdíl funk£ních hodnot
v bod¥ [x0; y] a v bod¥ [x0; y0], tj. ve dvou bodech majících stejnoux-ovou
sou°adnicix0 a li²ících se vy-ové sou°adnici. Ve jmenovateli je pak rozdíly-ových
hodnot, tj. hodnot y a y0. Význam pravé strany vztahu 1.5 objasníme pomocí
obrázk· 1.2 a 1.3.

Na obrázku 1.3 vidíme kolmý °ez grafu funkcef (x; y) z obrázku 1.2 rovi-
nou x = x0, tj. rovinou rovnob¥ºnou s rovinouyz a procházející bodem[x0; 0; 0].
Na obrázku 1.3 je rovn¥º znázorn¥na te£nat ke grafu funkcef (x; y) v bod¥[x0; y0].

Nyní zkusme vypo£ítat sm¥rnici te£nyt. Tu vypo£ítáme jako tangens úhlu� ,
tj. úhlu, který svírá te£na s kladnou £ástí p°ímkyp rovnob¥ºné s osouy. Kdyº
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Obrázek 1.3: Kolmý °ez grafu funkcef (x; y) z obrázku 1.2 rovinoux = x0

ozna£íme dopl¬kový úhel k úhlu� jako � , m·ºeme napsat:

tan � = tan( � � � ) = � tan �: (1.6)

P°i poslední úprav¥ jsme vyuºili znalosti goniometrického vzorce:2

tan(� 1 � � 2) =
tan � 1 � tan � 2

1 + tan � 1 � tan � 2
;

kde � 1 = � a � 2 = � .
Z obrázku 1.3 je vid¥t, ºe m·ºeme tangens úhlu� p°ibliºn¥ vyjád°it jako:

tan � :=
f (x0; y) � f (x0; y0)

y0 � y
; (1.7)

kde rozdíl f (x0; y) � f (x0; y0) vyjad°uje velikost protilehlé odv¥sny a rozdíly0 � y
vyjad°uje velikost p°ilehlé odv¥sny p°íslu²ného pravoúhlého trojúhelníku.

Ze vztah· 1.6 a 1.7 tak plyne:

tan � = � tan � := �
f (x0; y) � f (x0; y0)

y0 � y
=

f (x0; y) � f (x0; y0)
y � y0

; (1.8)

coº je pravá strana vztahu 1.5. Z toho ale plyne, ºe parciální derivace@f
@y(x0; y0) je

rovna3 sm¥rnici te£ny (leºící v rovin¥x = x0) ke grafu funkcef (x; y) v bod¥[x0; y0].
Obdobn¥ lze odvodit, ºe parciální derivace@f

@x(x0; y0) je rovna sm¥rnici te£ny,
tentokrát leºící v rovin¥ y = y0, ke grafu funkcef (x; y) v bod¥ [x0; y0].

2Nap°. viz [4].
3Díky limit¥ pro y jdoucí k y0 se ve vztahu 1.5 z p°ibliºné rovnosti stane rovnost.
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1.4 Parciální derivace vy²²ích °ád·

Stejn¥ jako u derivace je výsledkem parciální derivace funkce (obecn¥ více
prom¥nných) op¥t funkce (obecn¥ více prom¥nných). Nap°íklad vypo£t¥me par-
ciální derivaci podle prom¥nnéx funkce dvou prom¥nnýchf (x; y) = x2 cosy.
Dostaneme:

@(x2 cosy)
@x

= 2x cosy; (1.9)

tedy op¥t funkci dvou prom¥nných. Ozna£me jig(x; y).
V této chvíli nám nic nebrání, abychom funkcig(x; y) zderivovali podle pro-

m¥nnéx neboy. Vypo£t¥me nap°íklad její parciální derivaci podle prom¥nnéy,
dostaneme:

@g(x; y)
@y

=
@(2x cosy)

@y
= 2x(� siny) = � 2x siny: (1.10)

Vidíme, ºe bychom op¥t mohli výslednou funkci derivovat jak podle prom¥nnéx,
tak podle prom¥nnéy.

Zam¥°me se je²t¥ na levou stranu vztahu 1.10 a p°epi²me ji s v¥domím, ºe
g(x; y) = @(x2 cosy)

@x . Tedy

@g(x; y)
@y

=
@
@y

 
@(x2 cosy)

@x

!

=
@
@y

 
@f(x; y)

@x

!

=
@2f (x; y)

@y@x
; (1.11)

p°i£emº u poslední úpravy jsme vyuºili zvyklosti, podle které m·ºeme p°edpo-
slední výraz @

@y

�
@f(x; y )

@x

�
symbolicky zapsat jako @2 f (x; y )

@y@x . Z úprav 1.10 a 1.11
plyne, ºe pro f (x; y) = x2 cosy platí:

@2f (x; y)
@y@x

= � 2x siny: (1.12)

Mluvíme o tzv. smí²ené parciální derivaci4 funkcef (x; y) podle prom¥nnýchx a y.
Pokud bychom po£ítali parciální derivaci funkcef (x; y) podle prom¥nnéx

a následn¥ parciální derivaci z výsledku op¥t podle prom¥nnéx, mluvili bychom
o tzv. parciální derivaci druhého °ádufunkce f (x; y) podle prom¥nnéx. Tuto
derivaci obvykle zna£íme@2 f (x; y )

@x2 .
Zkusme ji pro funkci f (x; y) = x2 cosy vypo£ítat:

@2f (x; y)
@x2

=
@

@x

 
@f(x; y)

@x

!

=
@

@x

 
@(x2 cosy)

@x

!

=

=
@

@x
(2x cosy) = 2 cosy: (1.13)

Vidíme, ºe je výpo£et naprosto analogický k výpo£tu smí²ené parciální derivace.
Jediným rozdílem je, ºe místo toho, abychom parciáln¥ derivovali funkcif (x; y)
nejprve podle prom¥nnéx a následn¥ výsledek podle prom¥nnéy, parciáln¥ de-
rivujeme dvakrát po sob¥ podle prom¥nnéx.

Obecn¥ m·ºeme mluvit o parciální derivacin-tého °ádu funkcef (x1; :::; xk),
kde n; k 2 N. Nap°íklad pro n = 3 a k = 2 se nabízí po£ítat parciální derivace:

@3f (x1; x2)
@x31

;
@3f (x1; x2)

@x32
;

@3f (x1; x2)
@x1@x22

;
@3f (x1; x2)

@x21@x2
:

4Nejprve vypo£teme parciální derivaci funkcef (x; y) podle prom¥nnéx a následn¥ vypo£-
teme parciální derivaci výsledku podle prom¥nnéy.
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Záleºí na po°adí, ve kterém derivujeme?

Cht¥li bychom nap°íklad zjistit, zda platí následující rovnost:

@f(x; y)
@x@y

=
@f(x; y)

@y@x
: (1.14)

Neboli zm¥ní se parciální derivace, kdyº zm¥níme po°adí, ve kterém derivujeme?
Zkusme vypo£ítat pro funkcif (x; y) = x2y uvedené parciální derivace. Tedy:

@f(x; y)
@x@y

=
@

@x

 
@f(x; y)

@y

!

=
@

@x

 
@(x2y)

@y

!

=
@x2

@x
= 2x: (1.15)

@f(x; y)
@y@x

=
@
@y

 
@f(x; y)

@x

!

=
@
@y

 
@(x2y)

@x

!

=
@(2xy)

@y
= 2x; (1.16)

Z výsledk· 1.15 a 1.16 je tak vid¥t, ºe v alespo¬ jednom p°ípad¥ vztah 1.14
platí. Bude to tak ale vºdy, tj. pro v²echny funkce a také pro v²echny °ády par-
ciálních derivací?

Odpov¥¤ nalezneme v tzv.Schwarzov¥ v¥t¥(viz [5], str. 9, V¥ta 3.9):
Nech´ v²echny parciální derivacem-tého °ádu funkcef : Rn ! R jsou spojité
v bod¥a 2 D f . Pak v libovolné parciální derivacim-tého °ádu v bod¥a nezávisí
na po°adí derivací.5

Podmínku spojitosti z uvedené v¥ty obvykle funkce, se kterými ve fyzice pra-
cujeme, spl¬ují.

1.5 Derivace funkce zadané implicitn¥

Dosud jsme pracovali s reálnou funkcí více reálných prom¥nných. Nap°íklad
reálnou funkci dvou reálných prom¥nnýchx a y jsme zna£ilif (x; y). Ozna£me ji
písmenemz, pak z = f (x; y). O takovéto funkci °íkáme, ºe je zadánaexplicitn¥.

K explicitnímu zadání funkce je, v jistém slova smyslu, opakem tzv.implicitní
zadání funkce. V tomto p°ípad¥ bychom m¥li funkci ve tvaruF (x; y; z) = 0 ,
resp.F (x; y; f (x; y)) = 0 .

Rozdíl mezi explicitním a implicitním zadáním funkce nejsnáze pochopíme na
konkrétním p°íkladu. Uvaºujme elipsuE se st°edem v po£átku, velikostí hlavní
poloosya a velikostí vedlej²í poloosyb (viz obrázek 1.4).6 Elipsu E, tj. mnoºinu
bod· [x; y], lze parametricky vyjád°it jako7

x = acos'
y = bsin'; kde ' 2 h0; 2� ):

(1.17)

O správnosti parametrického vyjád°ení se m·ºeme p°esv¥d£it jednodu²e. Sta£í
první, resp. druhý °ádek vyd¥lit a, resp. b a následn¥ umocnit oba °ádky na

5Poznamenejme, ºe ozna£enímf : Rn ! R máme na mysli, ºe funkcef je reálnou funkcí
n prom¥nných a ozna£enímD f myslíme de�ni£ní obor funkce f .

6Obrázek 1.4 vychází z obrázk· v [6], str. 2.
7Pokud bychom do parametrického vyjád°ení elipsy dosadili za velikost hlavní a vedlej²í

poloosy velikost r , dostali bychom parametrické vyjád°ení kruºnice se st°edem v po£átku a po-
lom¥rem r . Na kruºnici lze totiº nahlíºet jako na speciální p°ípad elipsy.
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Obrázek 1.4: ElipsaE s velikostí hlavní poloosya, velikostí vedlej²í poloosyba se
st°edem v po£átku

druhou. Kdyº tyto °ádky se£teme, dostaneme výraz
� x

a

� 2

+
� y

b

� 2

= 1; (1.18)

coº je známá rovnice elipsy (se st°edem v po£átku a poloosamia, b). S tímto
p°edpisem budeme nyní pracovat.

Kdyº ode£teme £íslo1 od pravé strany vztahu 1.18, dostaneme:
� x

a

� 2

+
� y

b

� 2

� 1 = 0: (1.19)

Tento vztah je implicitním zadáním funkce popisující elipsu. Kdyº ji ozna£íme
jako F (x; y), m·ºeme napsat:

F (x; y) =
� x

a

� 2

+
� y

b

� 2

� 1 = 0: (1.20)

Zkusme nyní vyjád°it ze vztahu 1.19 prom¥nnouy. Dostaneme:8

y = �

s

b2 �
b2

a2
x2: (1.21)

Vztah se znaménkem �+� popisuje horní polovinu elipsyE, kdeºto vztah se
znaménkem �� � popisuje její dolní £ást. Tyto vztahy jsou explicitním zadáním
funkce popisující horní, resp. dolní polovinu elipsy. Kdyº ozna£íme výraz na pravé
stran¥ vztahu 1.21 (resp. jeho kladnou, nebo zápornou variantu) jakof (x), dostali
bychom vztah y = f (x). Prom¥nnáy je tak funkcí (jedné) prom¥nnéx.

8Jednotlivé kroky výpo£tu kv·li jejich jednoduchosti neuvádíme.
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V této podkapitole bude na²ím hlavním úkolem zjistit, jak bychom mohli
vypo£ítat derivaci funkce zadané explicitn¥ (nap°. funkcey = f (x)), kdyº máme
k dispozici její implicitní tvar F (x; y) = F (x; f (x)) = 0 . K tomu v²ak budeme
nejprve pot°ebovat pochopit, jak se derivuje sloºená funkce.

Derivace sloºené funkce

Uvaºujme nap°íklad funkci F (s; t) = F (f (x; y); g(x; y)) = 0 dvou pro-
m¥nných s = f (x; y) a t = g(x; y) zadanou implicitn¥. P°íkladem takovéto
funkce m·ºe být nap°íklad funkce 2 sin(x + y) + 3 cos(xy) = 0 . V tomto p°í-
pad¥ nap°. platí, ºes = f (x; y) = sin( x + y) a t = g(x; y) = cos(xy), p°i£emº
F (s; t) = 2 sin(x + y) + 3 cos(xy) = 2 s + 3t.

Zkusme nejprve vypo£ítat parciální derivaci funkceF (s; t) = 2 sin(x + y) +
+ 3 cos(xy) = 0 podle prom¥nnéx. Parciální derivace pravé strany vyjde nula.9

Jak ale vyjde parciální derivace levé strany, tj. výrazuF (s; t) = 2 sin(x + y)+
+3 cos(xy)?

Nejprve musíme parciáln¥ zderivovat funkciF (s; t) = 2 s+3t podles. Výsled-
kem této derivace je £íslo2. Následn¥ zderivujeme samotnou funkcis = f (x; y) =
= sin( x+ y) podle prom¥nnéx, £ímº dostaneme výrazcos(x+ y) �1, kterým £íslo2
vynásobíme. Vzáp¥tí parciáln¥ zderivujeme funkciF (s; t) = 2 s + 3t podle t. Vý-
sledkem této parciální derivace je £íslo3. Následn¥ zderivujeme samotnou funkci
t = g(x; y) = cos(xy) podle prom¥nnéx, £ímº dostaneme výraz� sin(xy)y,
kterým £íslo3 vynásobíme (a celek p°i£teme k p°edchozímu výsledku10). Neboli

@F(s; t)
@x

= 2 cos(x + y) � 1 � 3 sin(xy)y = 0:

Zmín¥ný postup lze zobecnit a zapsat symbolicky:

@F(s; t)
@x

=
@F(s; t)

@s
�

@s
@x

+
@F(s; t)

@t
�

@t
@x

=

=
@F(s; t)

@s
�

@f(x; y)
@x

+
@F(s; t)

@t
�

@g(x; y)
@x

= 0: (1.22)

Derivaci funkceF (s; t) podle prom¥nnéy bychom vypo£ítali jako

@F(s; t)
@y

=
@F(s; t)

@s
�

@s
@y

+
@F(s; t)

@t
�

@t
@y

=

=
@F(s; t)

@s
�

@f(x; y)
@y

+
@F(s; t)

@t
�

@g(x; y)
@y

= 0: (1.23)

Parciální derivací sloºené funkce zadané explicitn¥ se zabývá úloha £. 3 v pod-
kapitole 1.6.

9Nula je totiº konstanta a její parciální derivace je op¥t nula.
10Vyplývá to z v¥ty o derivaci sloºené funkce, jejíº d·kaz m·ºeme najít nap°. v [7], v¥ta 2.4,

snímek 30�32.
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Jak vypo£ítáme derivaci explicitn¥ zadané funkce y = f (x )?

Dostáváme se k na²emu hlavnímu úkolu. Chceme vypo£ítat derivaci funk-
ce y = f (x) podle prom¥nnéx, kdyº máme k dispozici její implicitní zadání, tj.
funkci F (x; y) = F (x; f (x)) = 0 .

Vypo£t¥me derivaci funkceF (x; y) podle prom¥nnéx. Analogicky ke vztahu 1.22
dostaneme:

dF (x; y)
dx

=
@F(x; y)

@x
�
dx
dx

+
@F(x; y)

@y
�
dy
dx

=
@F(x; y)

@x
�
dx
dx

+
@F(x; y)

@y
�
df (x)

dx
=

=
@F(x; y)

@x
+

@F(x; y)
@y

�
df (x)

dx
= 0: (1.24)

B¥hem úpravy jsme vyuºili znalosti, ºedx
dx = 1.

Jelikoº je na²ím cílem vypo£ítat derivacidf (x)
dx , tak ji ze vztahu 1.24 vyjád°íme:

df (x)
dx

= �
@F(x; y )

@x
@F(x; y )

@y

: (1.25)

Tím jsme dostali hledaný vztah.11

1.6 •e²ené úlohy k parciální derivaci

Úloha £. 1:
Vypo£t¥te parciální derivaci funkcef (x; y; z) = x2 sin(yz)+3 z podle prom¥nnéy.

•e²ení:
Chceme vypo£ítat parciální derivaci@f(x; y; z )

@y . Jak víme, kdyº po£ítáme parciální
derivaci funkce více prom¥nných (zde podle prom¥nnéy), derivujeme tuto funkci
podle dané prom¥nné a na zbylé prom¥nné (zde prom¥nnéx a z) nahlíºíme jako
na konstanty. Prove¤me výpo£et:

@f(x; y; z)
@y

=
@(x2 sin(yz) + 3 z)

@y
= x2 cos(yz) z:

V²imn¥me si, ºe výraz3z zcela zmizel. Z pohledu parciální derivace (podle pro-
m¥nnéy) je totiº konstantou.

Úloha £. 2:
M¥jme funkci F (x; y) = F (x; f (x)) = cos2 y + x = 0. Vypo£t¥te derivaci funkce
y = f (x) podle prom¥nnéx.

•e²ení:
Pouºijeme odvozený vztah 1.25. Nejprve vypo£ítáme parciální derivace z £itatele
a jmenovatele tohoto vztahu:

@F(x; y)
@x

=
@(cos2 y + x)

@x
= 1; (1.26)

11K tomu, aby bylo moºné povaºovat uvedené odvození za rigorózní, je nutné splnit n¥kolik
p°edpoklad·. Tyto p°edpoklady jsou zformulovány nap°. v [8], v¥ta 5.3.1 a 5.3.2, str. 281.
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@F(x; y)
@y

=
@(cos2 y + x)

@y
= � 2 cosy siny = � sin(2y): (1.27)

Dosa¤me nyní výsledky 1.26 a 1.27 do vztahu 1.25:

df (x)
dx

= �
@F(x; y )

@x
@F(x; y )

@y

= �
1

� sin(2y)
=

1
sin(2y)

:

Výpo£et byl o mnoho snaº²í neº kdybychom vyjad°ovali z p°edpisucos2 y + x = 0
prom¥nnouy a tu následn¥ derivovali.

Úloha £. 3:
M¥jme explicitn¥ zadanou funkcif (s; t), kde s = g(x) a t = h(x). S vyuºitím
úvah z podkapitoly 1.5, str. 12, se pokuste sestavit vztah pro výpo£et parciální
derivace @f(s; t )

@x .

•e²ení:
V podkapitole 1.5 jsme se nau£ili derivovat sloºenou funkci zadanou implicitn¥.
Nyní je na²ím úkolem sestavit vztah pro výpo£et parciální derivace sloºené funkce
zadané explicitn¥. Postup bude obdobný.

Funkci f (s; t) m·ºeme p°epsat na tvar f (g(x); h(x)). Tuto funkci máme par-
ciáln¥ derivovat podle prom¥nnéx. Podobn¥ jako u vztah· 1.22 a 1.23 budeme
i zde nejprve parciáln¥ derivovat funkcif (s; t) podle s = g(x), poté zderivujeme
funkci s = g(x) podle prom¥nnéx a vzniklé výrazy mezi sebou vynásobíme. Totéº
provedeme pro prom¥nnout = h(x). Výsledky následn¥ se£teme. Neboli

@f(s; t)
@x

=
@f(s; t)

@s
�

ds
dx

+
@f(s; t)

@t
�

dt
dx

=

=
@f(s; t)

@s
�

dg(x)
dx

+
@f(s; t)

@t
�

dh(x)
dx

: (1.28)

Obecn¥ji bychom mohli uvaºovat funkcif (s; t), kdes = g(x; y) a t = h(x; y). Poté
bychom museli ve vztahu 1.28 nahradit v²echny �klasické� derivace parciálními,
neboli:

@f(s; t)
@x

=
@f(s; t)

@s
�

@s
@x

+
@f(s; t)

@t
�

@t
@x

=

=
@f(s; t)

@s
�

@g(x; y)
@x

+
@f(s; t)

@t
�

@h(x; y)
@x

: (1.29)

Úloha £. 4:
M¥jme funkci f (s; t) = s2 sint, kde s = x3 a t = 3x. Vypo£t¥te parciální derivaci
funkce f (s; t) podle prom¥nnéx.

•e²ení:
Nabízejí se dva postupy °e²ení této úlohy. Bu¤ m·ºeme pouºít vztah 1.28 odvo-
zený v úloze £. 3 nebo do p°edpisu funkcef (s; t) dosadíme zas a t a následn¥
budeme po£ítat �klasickou� derivaci. A£koliv se druhý ze zmín¥ných postup·
zdá být na první pohled jednodu²²í, zejména v komplikovan¥j²ích p°íkladech je
výhodné pouºít zmín¥ný vztah 1.28.
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Vypo£t¥me jednotlivé derivace ze vztahu 1.28:

@f(s; t)
@s

=
@(s2 sint)

@s
= 2ssint = 2x3 sin(3x); (1.30)

@f(s; t)
@t

=
@(s2 sint)

@t
= s2 cost = ( x3)2 cos(3x); (1.31)

ds
dx

=
d(x3)

dx
= 3x2; (1.32)

dt
dx

=
d(3x)

dx
= 3: (1.33)

Dosa¤me výsledky 1.30 aº 1.33 do vztahu 1.28, dostaneme:

@f(s; t)
@x

=
@f(s; t)

@s
�

ds
dx

+
@f(s; t)

@t
�

dt
dx

=

= 2x3 sin(3x) � 3x2 + ( x3)2 cos(3x) � 3 = 6x5 sin(3x) + 3 x6 cos(3x): (1.34)

Kdyº bychom dosadili do p°edpisuf (s; t) = s2 sint za s výraz x3 a za t
výraz 3x, dostali bychom p°edpisf (x) = x6 sin(3x). Pokud bychom takto vyjád-
°enou funkcif (x) zderivovali podle prom¥nnéx, dostali bychom výraz 1.34. Oba
postupy tak dávají stejný výsledek.

1.7 Vyuºití parciálních derivací ve fyzice

Hydrostatický tlak

V mechanice se setkáme v rámci hydrostatiky se vztahem (viz [9], kapitola 11,
str. 4, vztah 11.8):

grad p = �g~; (1.35)

kde p je tlak (v tekutin¥), � je hustota tekutiny a g~ je tíhové zrychlení, které má
sloºky g~ = (0 ; 0; � g). Jak se dozvíme v [3], podkapitola 3.1, str. 48, výraz gradp
lze p°epsat na tvar

�
@p
@x;

@p
@y;

@p
@z

�
, tj. jedná se o vektor parciálních derivací tlakup.

Vztah 1.35 tak m·ºeme p°epsat na tvar:
 

@p
@x

;
@p
@y

;
@p
@z

!

= � (0; 0; � g) = (0 ; 0; � �g ): (1.36)

Kdyº porovnáme sloºky vektor· na levé a pravé stran¥ vztahu 1.36, dostaneme:
@p
@x

=
@p
@y

= 0;
@p
@z

= � �g: (1.37)

Vidíme, ºe se tlak v závislosti na sou°adnicíchx, y nem¥ní, kdeºto na sou°adniciz
závisí. S men²ímz (p°i orientaci osyz jako na obrázku 1.5), tj. s v¥t²í hloubkou,
tlak roste.

Maxwellovy rovnice

S parciálními derivacemi se rovn¥º setkáme u Maxwellových rovnic v diferenci-
álním tvaru. Dv¥ z t¥chto rovnic12 mají tvar (viz [10], kap. 12, vztahy 12.12, str. 4):

12Ve zbylých dvou rovnicích je diferenciální operátor divergence (viz podkapitola 3.2 v [3],
str. 63), který v sob¥ také zahrnuje parciální derivace.
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Obrázek 1.5: Schéma znázor¬ující nádobu s kapalinou s vyzna£enou osouz (osy x
a y jsou k ní kolmé)

rotH~ �
@D~

@t
= j~; (1.38)

rotE~ +
@B~

@t
= 0; (1.39)

kde H~ je magnetická intenzita, D~ je elektrická indukce, t je £as, j~ je plo²ná
hustota elektrického proudu,E~ je elektrická intenzita aB~ je magnetická indukce.

Parciální derivace v rovnici 1.38, resp. v rovnici 1.39, má význam zm¥ny elek-
trické indukce D~ , resp. magnetické indukceB~ v závislosti na £aset.

ƒasová Schrödingerova rovnice

V kvantové mechanice se setkáme s tzv. £asovou (nestacionární) Schrödinge-
rovou rovnicí (viz [11], kapitola 2, vztah 2.66, str. 69):

i
h
2�

@
@t

 (r~; t) = Ĥ (t) (r~; t); (1.40)

kde i je imaginární jednotka,h je Planckova konstanta, (r~; t) je vlnová funkce
popisující stav £ástice v míst¥ s polohovým vektoremr~ a £aset a Ĥ (t) je hamil-
tonián, coº je operátor13 mající význam celkové energie.

Parciální derivace vlnové funkce (r~; t) podle £asut má význam zm¥ny stavu
£ástice (popisovaného vlnovou funkcí (r~; t)) v závislosti na £aset.

13V kvantové fyzice p°i°azujeme jednotlivým veli£inám operátory (zna£íme st°í²kou), viz [11],
kapitola 2, str. 34. Jedná se o matematicky rozdílný objekt neº je diferenciální operátor, kterým
se zabývá kapitola 3 v [3].
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1.8 K zapamatování

ˆ De�nice parciální derivace funkcef podle prom¥nnéy v bod¥ [x0; y0]:
@f
@y(x0; y0) = lim y! y0

f (x0 ; y)� f (x0 ; y0 )
y� y0

(obdobn¥ pro derivaci podlex).

ˆ Parciální derivace funkcef podle prom¥nnéy v bod¥ [x0; y0] má význam
sm¥rnice te£ny ke grafu funkcef v bod¥ [x0; y0] leºící v rovin¥ x = x0

(obdobn¥ pro derivaci podlex).

ˆ Výpo£et parciální derivace vy²²ího °ádu, resp. smí²ené parciální derivace �
� obecn¥ záleºí na po°adí, ve kterém derivujeme. Obvykle je zám¥na po°adí
moºná (p°i spln¥ní podmínky spojitosti ze Schwarzovy v¥ty).

ˆ Derivace funkce zadané implicitn¥:df (x)
dx = �

@F( x; y )
@x

@F( x; y )
@y

.

ˆ Vyuºití parciální derivace ve fyzice: nap°. ve vztahu pro hydrostatický tlak,
v rámci Maxwellových rovnic, u £asové Schrödingerovy rovnice.
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2. Nevlastní integrál
Ke zvládnutí tématu nevlastní integrál bude d·leºité rozum¥t pojm·m integrál

funkce jedné prom¥nné (viz [2], str. 4), ur£itý integrál (viz [2], str. 29) a limita
funkce (viz [1], str. 18). Nevlastní integrál totiº m·ºeme v jistém slova smyslu
chápat jako speciální p°ípad ur£itého integrálu.

Na úvod si zopakujme, jak ur£itý integrál po£ítáme. Vypo£t¥me nap°íklad
integrál

� 3
1 (3x + 5) d x. Dostaneme:

3�

1

(3x + 5) d x =

"

3
x2

2
+ 5x

#3

1

=

 

3 �
32

2
+ 5 � 3 � 3 �

1
2

� 5 � 1

!

= 22:

Nejprve jsme museli ur£it primitivní funkci k integrandu 3x + 5. Následn¥ jsme
do takto ur£ené primitivní funkce dosadili horní a dolní mez ur£itého integrálu,
p°i£emº jsme oba výsledky od sebe ode£etli.

Nyní se zam¥°me na nevlastní integrál. Budeme mluvit o tzv.nevlastním
integrálu I. a II. druhu. O jednotlivých typech nevlastního integrálu pojednávají
následující podkapitoly 2.1 a 2.2.

2.1 Nevlastní integrál I. druhu

Nevlastním integrálem I. druhu budeme rozum¥t ur£itý integrál, jehoº horní
£i dolní mez je rovna1 , resp. �1 . P°íkladem tohoto typu integrálu m·ºe být
integrál

� 1
1

1
x dx. Jak ale integrál tohoto (nebo podobného) typu vypo£ítat?

2.1.1 Výpo£et nevlastního integrálu I. druhu

Výpo£et integrál·
� 1

a f (x ) d x a
� a

�1 f (x ) d x

Pokud bychom m¥li vypo£ítat integrál
� b

a f (x) dx, kde a; b 2 R, nebyl by to
ºádný problém. Jedná se totiº o ur£itý integrál, jehoº výpo£et jsme jiº opakovali.
Nejprve bychom ur£ili primitivní funkci k funkci f (x) a následn¥ bychom do ní
dosadili horní a dolní mez, tj. hodnotyb a a, a tyto dva výsledky bychom od sebe
ode£etli.

Nyní je v²ak na²ím úkolem vypo£ítat integrál
� 1

a f (x) dx, resp.
� a

�1 f (x) dx,
kde a 2 R a funkcef (x) je na intervalu ha; 1 ), resp. (�1 ; ai spojitá. Ne²lo by
n¥jakým zp·sobem p°evést uvedené typy integrál· na jiº známý ur£itý integrál?

Horní mez1 , resp. dolní mez�1 uvedených typ· integrál· nahradíme pa-
rametrem p, který následn¥ �po²leme� k 1 , resp. �1 , k £emuº nám poslouºí
limita. Neboli:

1�

a

f (x) dx = lim
p!1

p�

a

f (x) dx; resp.

a�

�1

f (x) dx = lim
p!�1

a�

p

f (x) dx: (2.1)

Výpo£et integrálu
� 1

�1 f (x ) d x
Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ nahradíme u integrálu

� 1
�1 f (x) dx, kdef (x)

je na intervalu (�1 ; 1 ) spojitá funkce, dolní mez�1 a horní mez1 parame-
try p a q, které �po²leme� k �1 , resp. k 1 . K tomu nám op¥t poslouºí limita.
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Neboli:
1�

�1

f (x) dx = lim
p!�1

lim
q!1

q�

p

f (x) dx: (2.2)

2.1.2 Geometrický význam nevlastního integrálu I. druhu

Máme-li ur£itý integrál
� b

a f (x) dx, kde a; b 2 R, víme, ºe je jeho hodnota
rovna obsahu £ásti roviny ohrani£ené spojitou funkcíf (x), osou x a p°ímkami
x = a, x = b. V p°ípad¥, ºe je graf funkcef (x) pod osoux, hodnota ur£itého
integrálu má navíc znaménko minus.

Nyní v²ak máme nevlastní integrál I. druhu, u kterého je dolní mez�1 nebo
horní mez 1 . Geometrický význam nevlastního integrálu I. druhu v²ak bude
podobný jako u zmín¥ného ur£itého integrálu.

Hodnota integrálu
� 1

a f (x) dx odpovídá obsahu £ásti roviny ohrani£ené gra-
fem funkcef (x), osoux a p°ímkou x = a. P°íkladem tohoto typu integrálu je
integrál

� 1
1

1
x dx. V tomto p°ípad¥ je funkcef (x) = y = 1

x , dolní mezí je hodnota
a = 1 a horní mezí je1 . Hodnota uvedeného integrálu pak odpovídá obsahu
£ásti roviny vymezené grafem funkcey = 1

x , osoux a p°ímkoux = 1. Celá situace
je znázorn¥na na obrázku 2.1, p°i£emº hodnot¥ integrálu odpovídá mod°e vy-
²rafovaný obsah. Jaký je tento obsah? Prove¤me výpo£et integrálu. Dostaneme:

Obrázek 2.1: Graf funkcey = 1
x s vy²rafovaným obsahem odpovídajícím znázor-

n¥ní integrálu
� 1

1
1
x dx

1�

1

1
x

dx = lim
p!1

p�

1

1
x

dx = lim
p!1

[ln jxj]p1 = lim
p!1

(ln jpj � ln 1) = 1 :

P°i výpo£tu jsme pouºili vztah 2.1. Mod°e vy²rafovaný obsah na obrázku 2.1 je
tak nekone£ný (jelikoº p°íslu²ný integrál diverguje14).

14Je-li hodnota integrálu rovna �1 , °íkáme, ºe integrál diverguje.
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Poznamenejme, ºe geometrický význam integrálu
� a

�1 f (x) dx je naprosto ana-
logický.

Hodnota integrálu
� 1

�1 f (x) dx pak odpovídá obsahu £ásti roviny ohrani£ené
pouze grafem funkcef (x) a osoux (jelikoº dolní ani horní mez není kone£ná
hodnota).

Na záv¥r uve¤me, ºe p°ípadný obsah pod osoux má stejn¥ jako u dosud
známého ur£itého integrálu p°i°azené znaménko minus. V p°ípad¥, ºe je £ást grafu
funkce f (x) nad osoux a £ást pod osoux, je pro výpo£et obsahu £ásti roviny
ohrani£ené touto funkcí, osoux (a p°ípadn¥ p°ímkoux = a) vhodné výpo£et
rozd¥lit. Zvlá²´ vypo£teme nevlastní integrál pro oblast, kde je graf funkcef (x)
nad osoux a zvlá²´ pro oblast, kde je graf funkcef (x) pod osoux. U druhé £ásti
výpo£tu zm¥níme znaménko a oba výsledky se£teme.

Kdyº bychom nap°íklad cht¥li vypo£ítat obsah £ásti roviny ohrani£ené grafem
funkce f (x) = 16

x4 � 4
x2 , osoux a p°ímkou x = 1;5 (viz obrázek 2.2), vypo£ítali

bychom nejprve integrál
� 2

1;5( 16
x4 � 4

x2 ) dx (tj. integrál pro oblast, kde je graf funkce

nad osoux) a následn¥ bychom vypo£ítali integrál
� + 1

2 ( 16
x4 � 4

x2 ) dx (tj. integrál
pro oblast, kde je graf funkce pod osoux). První z uvedených integrál· je roven
hodnot¥ 20

81, druhý integrál je pak roven � 4
3 . U druhého výsledku zm¥níme zna-

ménko, se£teme jej s prvním výsledkem a dostaneme, ºe námi po£ítaný obsah je
roven 128

81 .

Obrázek 2.2: Obsah £ásti roviny vymezené grafem funkcef (x) = 16
x4 � 4

x2 , osoux
a p°ímkou x = 1;5

2.1.3 Hodnota integrálu
� 1

�1 e� ax2
dx

Integrál
� 1

�1 e� ax2
dx, kde a 2 R n f 0g, má ve fyzice významnou roli. Jeho vý-

po£et v²ak není triviální. Obtíºnost výpo£tu spo£ívá v nalezení primitivní funkce
k funkci e� ax2

. K tomu, abychom mohli výpo£et provést, by byla zapot°ebí zna-
lost polárních sou°adnic (viz [1], sekce 2.1.2, str. 10) a dvojného integrálu (viz [2],
sekce 2.3.1, str. 38).

20



Obrázek 2.3: Grafy funkcíy = e� x 2

2 , y = e� x2
, y = e� 3x2

(osa x je asymptotou
graf· t¥chto funkcí)

Nap°. z [12] plyne, ºe
1�

�1

e� ax2
dx =

r
�
a

: (2.3)

V²imn¥me si, ºe je výsledkem kone£ná hodnota. K výsledku by se do²lo obdobn¥
jako p°i výpo£tu integrálu

� 1
0 e� x2

dx, který je popsán v [2], str. 43�44.

2.2 Nevlastní integrál II. druhu

Nevlastním integrálem II. druhu budeme rozum¥t integrál
� b

a f (x) dx, kde
a, b 2 R a f (x) obsahuje na intervaluha; bi alespo¬ jeden bod nespojitosti
p 2 ha; bi takový, ºe lim � ! 0 f (p + � ) = �1 nebolim � ! 0 f (p � � ) = �1 .

P°íkladem nevlastního integrálu II. druhu je integrál
� 5

0
1

(x� 2)4 dx. V tomto
p°ípad¥ jea = 0, b = 5 a bodem nespojitosti je bodp = 2. Zárove¬ platí, ºe
lim � ! 0

1
(2+ � � 2)4 = lim � ! 0

1
(2� � � 2)4 = 1 . Jak ale integrál tohoto typu vypo£ítat?

V následujícím oddílu se zam¥°íme na t°i r·zné p°ípady nevlastního integrálu
II. druhu � �problémovým� bodem je bu¤ dolní, resp. horní mez integrálu nebo
�problémový� bod leºí mezi dolní a horní mezí integrálu.

2.2.1 Výpo£et nevlastního integrálu II. druhu

�Problémovým� bodem je dolní mez integrálu
� b

a f (x ) d x , tj. p = a
Na²ím úkolem je vypo£ítat integrál

� b
a f (x) dx, kde a, b 2 R a funkcef (x) je

spojitá na intervalu (a; bi , p°i£emº lim � ! 0 f (a + � ) = �1 . Výpo£et provedeme
tak, ºe dolní mez, tj. hodnotua, nahradíme hodnotoua+ � , kde � > 0. Jelikoº je
funk£ní hodnotaf (a + � ) kone£ná, m·ºeme integrál

� b
a+ � f (x) dx vypo£ítat jako

jiº známý ur£itý integrál. Na záv¥r �po²leme� (pomocí limity) parametr � k nule
(zprava). Neboli:

b�

a

f (x) dx = lim
� ! 0+

b�

a+ �

f (x) dx: (2.4)
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�Problémovým� bodem je horní mez integrálu
� b

a f (x ) d x , tj. p = b
Nyní máme vypo£ítat integrál

� b
a f (x) dx, kdea, b2 R a funkcef (x) je spojitá

na intervalu ha; b), p°i£emº lim � ! 0 f (b � � ) = �1 . Tentokrát nahradíme horní
mez, tj. hodnotu b, hodnotoub� � , kde � > 0. Jelikoº je funk£ní hodnotaf (b� � )
kone£ná, m·ºeme integrál

� b� �
a f (x) dx vypo£ítat jako jiº známý ur£itý integrál,

p°í£emº na záv¥r op¥t �po²leme� (pomocí limity) parametr� k nule (zprava).
Neboli:

b�

a

f (x) dx = lim
� ! 0+

b� ��

a

f (x) dx: (2.5)

�Problémový� bod leºí mezi dolní a horní mezí integrálu
� b

a f (x ) d x ,
tj. p 2 (a; b)

Tentokrát vypo£teme integrál
� b

a f (x) dx tak, ºe jej vyjád°íme jako sou£et
dvou integrál·, 15 neboli:

b�

a

f (x) dx =

p�

a

f (x) dx +

b�

p

f (x) dx: (2.6)

•e²ení uvedeného integrálu jsme tak p°evedli na situaci, kterou jiº °e²it umíme.
První z integrál· na pravé stran¥ vztahu 2.6 je totiº integrál, jehoº �problémovým�
bodem je jeho horní mez. Druhý z integrál· na pravé stran¥ téhoº vztahu je pak
integrál, jehoº �problémovým� bodem je jeho dolní mez. Oba zmín¥né typy in-
tegrál· jiº umíme vypo£ítat. Nakonec oba výsledky se£teme.

Co by se stalo, kdybychom si �problémového� bodu nev²ímali?

Zkusme vypo£ítat integrál
� 5

0
1

(x� 2)4 dx. �Problémovým� bodem je bod x = 2.
Integrál vyjád°íme jako sou£et dvou díl£ích integrál·. Tedy:

5�

0

1
(x � 2)4

dx =

2�

0

1
(x � 2)4

dx +

5�

2

1
(x � 2)4

dx: (2.7)

Zam¥°me se nyní na první ze dvou integrál· na pravé stran¥ vztahu 2.7. Dle
vztahu 2.5 m·ºeme napsat:16

2�

0

1
(x � 2)4

dx = lim
� ! 0+

2� ��

0

1
(x � 2)4

dx = lim
� ! 0+

"
� 1

3(x � 2)3

#2� �

0

=

= lim
� ! 0+

 
� 1

3(� � )3
�

1
3 � 23

!

= 1 : (2.8)

Nyní vypo£t¥me druhý z integrál· na pravé stran¥ vztahu 2.7. Tentokrát je
�problémovým� bodem dolní mez integrálu. Podle vztahu 2.4 m·ºeme napsat:

15Viz [2], vztah 1.153, str. 31.
16V posledním kroku následujícího výpo£tu po£ítáme limitu pro � jdoucí k nule. Jelikoº

uvaºujeme � > 0, tak parametr � jde k nule zprava.
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5�

2

1
(x � 2)4

dx = lim
� ! 0+

5�

2+ �

1
(x � 2)4

dx = lim
� ! 0+

"
� 1

3(x � 2)3

#5

2+ �

=

= lim
� ! 0+

� � 1
3 � 33

+
1

3� 3

�

= 1 : (2.9)

Z výsledk· 2.8 a 2.9 je tak z°ejmé, ºe
� 5

0
1

(x� 2)4 dx = 1 , tj. ºe integrál diverguje.
Vy²el by stejný výsledek, kdybychom si bodux = 2 nev²ímali? Spo£ítejme to.

Dostaneme:
5�

0

1
(x � 2)4

dx =

"
� 1

3(x � 2)3

#5

0

=

 
� 1

3 � 33
�

� 1
3 � (� 2)3

!
:= � 0;05: (2.10)

Je vid¥t, ºe se výsledek podstatn¥ li²í od výsledku správného.

2.2.2 Geometrický význam nevlastního integrálu II. druhu

Co se tý£e geometrického významu nevlastního integrálu II. druhu, bude ob-
dobný jako u nevlastního integrálu I. druhu, resp. u ur£itého integrálu. Nevlastní
integrál II. druhu

� b
a f (x) dx bude op¥t vyjad°ovat obsah £ásti roviny vymezené

osoux, grafem funkcef (x) a p°ímkami x = a, x = b.
Zam¥°me se na integrál

� 5
0

1
(x� 2)4 dx, jehoº hodnota je (dle p°edchozího vý-

po£tu) rovna 1 . K n¥mu se váºe obrázek 2.4, na kterém je (zelen¥) graf funkce

Obrázek 2.4: Graf funkcey = 1
(x� 2)4 s mod°e vyzna£eným obsahem odpovídajícím

integrálu
� 5

0
1

(x� 2)4 dx

y = f (x) = 1
(x� 2)4 . Mod°e je pak vyzna£en obsah odpovídající uvedenému inte-

grálu.
Poznamenejme, ºe stejn¥ jako u �klasického� ur£itého integrálu platí, ºe p°í-

padný obsah pod osoux má p°i°azené znaménko minus.
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2.3 •e²ené úlohy k nevlastnímu integrálu

Úloha £. 1:
Vypo£ítejte integrál

� 1
0

1
x2+3 dx.

•e²ení:
Ze zadání je z°ejmé, ºe máme za úkol vypo£ítat nevlastní integrál I. druhu. Dle
vztahu 2.1 m·ºeme napsat:

1�

0

1
x2 + 3

dx = lim
p!1

p�

0

1
x2 + 3

dx = lim
p!1

1
3

p�

0

1
x2

3 + 1
dx =

= lim
p!1

1
3

p�

0

1
�

xp
3

� 2
+ 1

dx = lim
p!1

1
3

"
p

3 arctan

 
x

p
3

!# p

0

=

= lim
p!1

1
p

3

 

arctan

 
p

p
3

!

� 0

!

=
1

p
3

�
�
2

:

P°i výpo£tu jsme upravili integrand na tvar p°ipomínající derivaci funkce ar-
kustangens, dále jsme vypo£ítali primitivní funkci a na záv¥r jsme vypo£ítali
limitu pro parametr p jdoucí k nekone£nu. Musíme si uv¥domit, ºe se funkce
arkustangens v nekone£nu limitn¥ blíºí k hodnot¥�2 .

Úloha £. 2:
Vypo£ítejte integrál

� 0
�1 2x e� x2

dx.

•e²ení:
Op¥t máme vypo£ítat nevlastní integrál I. druhu. Dle vztahu 2.1 m·ºeme napsat:

0�

�1

2x e� x2
dx = lim

p!�1

0�

p

2x e� x2
dx = lim

p!�1

h
� e� x2

i 0

p
=

= lim
p!�1

(� 1 + e� p2
) = � 1 + 0 = � 1:

Ur£ili jsme primitivní funkci a vypo£ítali p°íslu²nou limitu. Výsledkem je záporná
hodnota, coº souvisí se skute£ností, ºe funkcef (x) = 2 x �e� x2

nabývá na intervalu
(�1 ; 0) záporných hodnot, tj. ºe je £ást roviny vymezená grafem funkcef (x),
osoux a p°ímkou x = 0 (resp. osouy) pod osoux.

Úloha £. 3:
Vypo£ítejte integrál

� 5
3

1p
x� 3 dx.

•e²ení:
Jedná se o nevlastní integrál II. druhu. �Problémovým� bodem je bodx = 3. Dle
vztahu 2.4 m·ºeme napsat:

5�

3

1
p

x � 3
dx = lim

� ! 0+

5�

3+ �

1
p

x � 3
dx = lim

� ! 0+

h
2
p

x � 3
i 5

3+ �
=
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= lim
� ! 0+

(2
p

5 � 3 � 2
p

3 + � � 3) = 2
p

2:

Ur£ili jsme p°íslu²nou primitivní funkci, dosadili jsme horní a dolní mez integrálu,
výsledky jsme od sebe ode£etli a nakonec jsme vypo£etli limitu pro� jdoucí k nule
(zprava).

Úloha £. 4:
Vypo£ítejte integrál

� 1
� 2

�
� 4

x2

�
dx.

•e²ení:
Op¥t po£ítáme nevlastní integrál II. druhu. �Problémovým� bodem je bodx = 0.
Dle vztahu 2.6 tak m·ºeme napsat:

1�

� 2

�

�
4
x2

�

dx =

0�

� 2

�

�
4
x2

�

dx +

1�

0

�

�
4
x2

�

dx: (2.11)

První integrál z pravé strany vztahu 2.11 vypo£ítáme podle vztahu 2.5. Dosta-
neme

0�

� 2

�

�
4
x2

�

dx = lim
� ! 0+

0� ��

� 2

�

�
4
x2

�

dx = lim
� ! 0+

� 4
x

� 0� �

� 2
=

= lim
� ! 0+

� 4
0 � �

+ 2
�

= �1 : (2.12)

Druhý integrál z pravé strany vztahu 2.11 vypo£ítáme podle vztahu 2.4. Dosta-
neme

1�

0

�

�
4
x2

�

dx = lim
� ! 0+

1�

0+ �

�

�
4
x2

�

dx = lim
� ! 0+

� 4
x

� 1

0+ �
=

= lim
� ! 0+

�

4 �
4

0 + �

�

= �1 : (2.13)

Z výsledk· 2.12 a 2.13 plyne, ºe:

1�

� 2

�

�
4
x2

�

dx = �1 + ( �1 ) = �1 :

Integrál tedy diverguje.

2.4 Vyuºití nevlastního integrálu ve fyzice

Výpo£et potenciálu z elektrické intenzity

Potenciál ' (r~) v bod¥, kterému odpovídá polohový vektorr~, vypo£ítáme díky
vztahu (viz [10], kapitola 2, str. 6, vztah 2.6):

' (r~) = �

r~�

r~ 0

E~(u~) � du~ + ' 0; (2.14)
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kde E~ je vektor elektrické intenzity, u~ je prom¥nná, p°es kterou integrujeme,r~0 je
polohový vektor bodu s nulovým potenciálem a' 0 je konstanta, kterou obvykle
pokládáme rovnu nule.

ƒasto dokáºeme tento k°ivkový integrál II. druhu17 p°evést, díky symetri£nosti
po£ítané úlohy, na jednodimenzionální integrál. Za bod s nulovým potenciálem
obvykle18 povaºujeme1 , a tak ve výsledku po£ítáme nevlastní integrál I. druhu.

P°íkladem takovéhoto výpo£tu je výpo£et potenciálu v okolí bodového náboje
(viz [3], podkapitola 1.8, str. 29) nebo výpo£et potenciálu v okolí nabité koule
(viz [13], úloha £íslo 269).

Výpo£ty v kvantové fyzice

V kvantové fyzice mluvíme o normované vlnové funkci. Aby byla vlnová funkce
normovaná, musí být spln¥na tzv. normovací podmínka (viz [11], kapitola 2,
str. 19, vztah 2.4): �

c:p:

j (r~; t)j2 dV = 1: (2.15)

Po£ítáme tedy objemový integrál p°es celý prostor (c.p.) z druhé mocniny abso-
lutní hodnoty vlnové funkce (r~; t), kterou chceme normovat.

Kdyº se omezíme na jednodimenzionální systémy (nap°. nekone£nou potenci-
álovou jámu), stává se z objemového integrálu jednodimenzionální integrál:

1�

�1

j (x; t )j2 dx = 1: (2.16)

Po£ítáme tak nevlastní integrál I. druhu. Konkrétní výpo£et lze nalézt nap°.
v [11], podkapitola 3.7, str. 108.

Obdobná situace nastává p°i po£ítání skalárního sou£inu dvou vlnových funkcí
(viz vztah 2.6 v [11], sekce 2.1.4, str. 23).

2.5 K zapamatování

ˆ Výpo£et nevlastního integrálu I. druhu:

1�

a

f (x) dx = lim
p!1

p�

a

f (x) dx;

a�

�1

f (x) dx = lim
p!�1

a�

p

f (x) dx

1�

�1

f (x) dx = lim
p!�1

lim
q!1

q�

p

f (x) dx:

ˆ Výpo£et nevlastního integrálu II. druhu se odvíjí od toho, kde se nachází
bod nespojitosti ( �problémový� bod) funkce, kterou integrujeme:

17O k°ivkovém integrálu II. druhu pojednává kapitola 1 v [3], str. 10.
18Nap°íklad u výpo£tu potenciálu v okolí nabité p°ímky £i roviny není vhodné volit nulový

potenciál v nekone£nu.
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� �Problémovým� bodem je dolní mez integrálu:

b�

a

f (x) dx = lim
� ! 0+

b�

a+ �

f (x) dx:

� �Problémovým� bodem je horní mez integrálu:

b�

a

f (x) dx = lim
� ! 0+

b� ��

a

f (x) dx:

� �Problémový� bod p leºí mezi dolní a horní mezí integrálu:

b�

a

f (x) dx =

p�

a

f (x) dx +

b�

p

f (x) dx:

(Integrál vyjád°íme jako sou£et dvou integrál·, které jiº umíme vypo-
£ítat.)

ˆ Geometrický význam nevlastního integrálu � obsah £ásti roviny vymezené
osou x, grafem funkcef (x), p°ípadn¥ svislými p°ímkami odpovídajícími
dolní, resp. horní mezi integrálu.

ˆ Vyuºití nevlastního integrálu ve fyzice: výpo£ty v elektrostatice £i v kvan-
tové fyzice.
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3. Rotace
Diferenciálním operátorem rotace jsme se jiº zabývali v [3], str. 76�79. Do-

posud jsme operátor rotace zavedli, popsali jsme jeho vlastnosti a uvedli jsme
sou°adnicový tvar tohoto operátoru.

Nyní bude na²ím úkolem odvodit sou°adnicový tvar rotace a také tzv. Sto-
kesovu v¥tu, pomocí níº lze p°ejít od k°ivkového integrálu II. druhu k plo²nému
integrálu II. druhu. Krom¥ toho uvedeme je²t¥ n¥kolik °e²ených úloh souvisejících
s operátorem rotace.

3.1 Sou°adnicový tvar rotace

P°i odvození sou°adnicového tvaru rotace vyjdeme, obdobn¥ jako p°i odvození
sou°adnicového tvaru gradientu £i divergence, z jejího de�ni£ního vztahu (viz [3],
str. 79, vztah 3.88):

n~ � rotP~ = lim
� S! 0

1
� S

�

�

P~ � dr~: (3.1)

Vidíme, ºe se na levé stran¥ vztahu 3.1 vyskytuje skalární sou£in normálového vek-
toru n~ a vektoru rotP~ =

�
(rotP~)1; (rotP~)2; (rotP~)3

�
. Na pravé stran¥ vztahu 3.1

pak vystupuje k°ivkový integrál II. druhu vektorového poleP~ po uzav°ené k°ivce�
(obklopující plochu o obsahu� S). Navíc tento integrál d¥líme výrazem� S a uva-
ºujeme, ºe se obsah� S p°ibliºuje limitn¥ k nule.

Pokusme se nejprve vypo£ítat t°etí sloºku vektoru rotP~, tj. sloºku (rotP~)3.
Mohli bychom vhodnou volbou normálového vektorun~ p°evést skalární sou£in
n~ � rotP~ na pot°ebný výraz(rotP~)3?

Pokud zvolímen~ = (0 ; 0; 1), zmín¥ný skalární sou£in bude skute£n¥ roven
sloºce(rotP~)3.19 O normálovém vektorun~ víme, ºe musí být kolmý k plo²e o ob-
sahu � S, kterou ohrani£uje uzav°ená k°ivka� . Z toho ale plyne, ºe musíme
k°ivku � zvolit v �rovin¥� q1q2.20

Uvaºujme situaci znázorn¥nou na obrázku 3.1. K°ivku� jsme zvolili jako
hranici �obdélníku� ABCD leºícího v �rovin¥� q1q2, a to tak, ºe strana DA
leºí na sou°adnicové £á°eq1 a strana CD leºí na sou°adnicové £á°eq2. Abychom
splnili tzv. �pravidlo pravé ruky�, 21 je k°ivka � orientovaná tak, jak je znázorn¥no
(pomocí ²ipek) na obrázku.

Zam¥°me se nyní na pravou stranu vztahu 3.1. Je z°ejmé, ºe budeme muset
n¥jakým zp·sobem vypo£ítat integrál

�

�
P~ � dr~. Pro tento ú£el rozd¥líme zvolenou

k°ivku � na £ty°i £ásti odpovídající stranámAB , BC, CD a DA (viz obrázek 3.1).

19Skalární sou£inn~ � rotP~ je totiº pro n~ = (0 ; 0; 1) roven výrazu 0 � (rot P~ )1 + 0 � (rot P~ )2+
+1 � (rot P~ )3.

20Stejn¥ jako u gradientu a divergence odvodíme sou°adnicový tvar rotace pro k°ivo£aré orto-
gonální sou°adniceqi = ( q1; q2; q3). �Rovinou� q1q2 rozumíme dvoudimenzionální podprostor
ur£ený sou°adnicovými £aramiq1 a q2, striktn¥ vzato se v²ak nemusí vºdy jednat o rovinu.

21 �Pravidlo pravé ruky� °íká, ºe kdyº poloºíme prsty pravé ruky ve sm¥ru orientace k°ivky � ,
tak musí vzty£ený palec ukazovat sm¥r normálového vektorun~.
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Obrázek 3.1: Schéma k odvození sou°adnicového tvaru rotace

Vypo£teme-li k°ivkové integrály II. druhu vektorového poleP~ po zmín¥ných £ás-
tech k°ivky � , pak integrál

�

�
P~ � dr~ bude roven sou£tu t¥chto díl£ích integrál·.

Integrace po £ásti DA

Poj¤me vypo£ítat k°ivkový integrál
�

DA
P~ � dr~ po stran¥DA . Skalární sou£in

P~ � dr~ je roven výrazu P1 � ds1 + P2 � ds2 + P3 � ds3, p°i£emº P~ = ( P1; P2; P3)
je vektorové pole a dr~ = (d s1; ds2; ds3) je vektor in�nitezimálního posunutí po
dané k°ivce.

Posouváme-li se po stran¥DA , platí, ºe dr~ = (d s1; 0; 0), nebo´ stranaDA leºí
na sou°adnicové £á°eq1. Sou°adniceq2 a q3 se tedy nem¥ní. Jelikoº je dsi = hi �dqi

(viz [3], str. 57), kdehi = ( h1; h2; h3) jsou Laméovy koe�cienty a dqi je nekone£n¥
malá zm¥na k°ivo£aré ortogonální sou°adniceqi , jsou ds2 a ds3 nulové. M·ºeme
tak napsat: �

DA

P~ � dr~ =
�

DA

P1ds1: (3.2)

P°evedli jsme k°ivkový integrál II. druhu na k°ivkový integrál I. druhu. Stejn¥ jako
u odvození sou°adnicového tvaru divergence, pouºijeme v¥tu o st°ední hodnot¥,22

díky které lze napsat:
�

DA

P~ � dr~ =
�

DA

P1ds1 = P1

�

DA

ds1: (3.3)

Integrál
�

DA
ds1 odpovídá délce stranyDA , kterou v²ak uvaºujeme nekone£n¥

malou, a tak je p°ímo rovna délce ds1. Tedy:
�

DA

P~ � dr~ = P1

�

DA

ds1 = P1ds1 = P1h1dq1: (3.4)

22Nap°. viz [14], str. 94, V¥ta 6.6.
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P°i£emº p°i poslední úprav¥ jsme vyuºili vztahu dsi = hi dqi , o kterém jsme se jiº
zmínili.

Vztah 3.4 je²t¥ p°epí²eme podrobn¥ji na tvar:
�

DA

P~ � dr~ = ( P1h1dq1)q2= qD
2

: (3.5)

Dolním indexem q2 = qD
2 , který k zápisu výsledku p°ibyl, pouze nazna£ujeme,

ºe jsme provád¥li výpo£et integrálu po £ásti k°ivky� (konkrétn¥ po stran¥DA ),
kde je hodnota sou°adniceq2 rovna hodnot¥ sou°adniceq2 v bod¥D.

Integrace po £ásti AB

Nyní bude na²ím úkolem vypo£ítat integrál
�

AB
P~ �dr~ po stran¥AB . Pro vektor

posunutí dr~ bude platit, ºe dr~ = (0 ; ds2; 0), nebo´ se posouváme po stran¥AB
ve sm¥ru sou°adnicové £áryq2, a tak se sou°adniceq1 a q3 nem¥ní.

Provedeme obdobný výpo£et jako u integrace po stran¥DA , tedy
�

AB

P~ � dr~ =
�

AB

P2 ds2 = P2

�

AB

ds2: (3.6)

Op¥t jsme v poslední úprav¥ vyuºili v¥tu o st°ední hodnot¥. Integrujeme po
stran¥ AB , kterou uvaºujeme op¥t jako nekone£n¥ malou, a tak integrál

�

AB
ds2

je roven délce ds2. Protoºe ds2 = h2dq2, tak z uvedeného plyne:
�

AB

P~ � dr~ = P2

�

AB

ds2 = ( P2h2dq2)q1= qD
1 +d q1

: (3.7)

Dolním indexemq1 = qD
1 + d q1 rozumíme skute£nost, ºe jsme provád¥li integraci

po £ásti k°ivky � (konkrétn¥ po stran¥AB ), kde je hodnota sou°adniceq1 rovna
hodnot¥ sou°adniceq1 v bod¥D, která je zv¥t²ená o hodnotu dq1.

Integrace po £ásti BC

Vypo£t¥me integrál
�

BC
P~ � dr~ po stran¥BC. Nyní bude dr~ = ( � ds1; 0; 0), jeli-

koº se posouváme po stran¥BC proti orientaci sou°adnicové £áryq1. Dostaneme
�

BC

P~ � dr~ =
�

BC

(� P1) ds1 = � P1

�

BC

ds1 = ( � P1h1dq1)q2= qD
2 +d q2

: (3.8)

Dolním indexemq2 = qD
2 +d q2 op¥t rozumíme skute£nost, ºe jsme provád¥li inte-

graci po £ásti k°ivky� (konkrétn¥ po stran¥BC), kde je hodnota sou°adniceq2

rovna hodnot¥ sou°adniceq2 v bod¥D, která je zv¥t²ená o hodnotu dq2.

Integrace po £ásti CD

Nakonec vypo£ítáme integrál
�

CD
P~ � dr~ po stran¥CD. Nyní bude dr~ =

= (0 ; � ds2; 0), jelikoº se posouváme po stran¥CD proti orientaci sou°adnicové
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£áry q2. M·ºeme tak napsat:
�

CD

P~ � dr~ =
�

CD

(� P2) ds2 = � P2

�

CD

ds2 = ( � P2h2dq2)q1= qD
1

: (3.9)

Tentokrát dolním indexemq1 = qD
1 rozumíme, ºe jsme provád¥li integraci po £ásti

k°ivky � (konkrétn¥ po stran¥CD), kde je hodnota sou°adniceq1 rovna hodnot¥
sou°adniceq1 v bod¥D.

Jak bude vypadat t°etí sloºka rotace?

Jak jsme jiº zmínili, integrál
�

�
P~ � dr~ bude roven sou£tu integrál·

�

DA
P~ � dr~,

�

AB
P~ � dr~,

�

BC
P~ � dr~ a

�

CD
P~ � dr~. Neboli:

�

�

P~ � dr~ = ( P1h1dq1)q2= qD
2

+ ( P2h2dq2)q1= qD
1 +d q1

+

+( � P1h1dq1)q2= qD
2 +d q2

+ ( � P2h2dq2)q1= qD
1

; (3.10)

kde jsme se£etli výsledky úprav 3.5, 3.7, 3.8 a 3.9. Sou£et 3.10 p°epí²eme do tvaru:
�

�

P~ � dr~ =
h
(P1h1)q2= qD

2
� (P1h1)q2= qD

2 +d q2

i
dq1+

+
h
(P2h2)q1= qD

1 +d q1
� (P2h2)q1= qD

1

i
dq2: (3.11)

Vyuºili jsme toho, ºe zm¥na dq1, resp. dq2 sou°adniceq1, resp.q2 je v²ude stejná
(nezávisle na poloze). Tudíº jsme dq1 a dq2 mohli z pot°ebných výraz· vytknout.

Zam¥°me se nyní na první s£ítanec ze vztahu 3.11. Vytkneme� 1 a dostaneme:

h
(P1h1)q2= qD

2
� (P1h1)q2= qD

2 +d q2

i
dq1 = �

h
(P1h1)q2= qD

2 +d q2
� (P1h1)q2= qD

2

i
dq1:

Pokud bychom ozna£iliP1h1 jako F , m¥li bychom v hranaté závorce rozdíl dvou
hodnot funkce F v bodech qD

2 a qD
2 + d q2, které se od sebe li²í o rozdíl dq2.

Rozdíl v závorce v²ak odpovídá parciální derivaci funkceF podle prom¥nnéq2

vynásobené rozdílem dq2. Pro parciální derivaci funkceF podle prom¥nnéq2 totiº
platí, ºe

@F
@q2

= lim
dq2 ! 0

FqD
2 +d q2

� FqD
2

dq2
: (3.12)

M·ºeme tak napsat:

�
h
(P1h1)q2= qD

2 +d q2
� (P1h1)q2= qD

2

i
dq1 = �

"
@(P1h1)

@q2
dq2

#

dq1: (3.13)

Obdobn¥ lze druhý s£ítanec ze vztahu 3.11 p°epsat do tvaru:

h
(P2h2)q1= qD

1 +d q1
� (P2h2)q1= qD

1

i
dq2 =

"
@(P2h2)

@q1
dq1

#

dq2: (3.14)
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Ze vztah· 3.11, 3.13 a 3.14 tak plyne:
�

�

P~ � dr~ =

"
@(P2h2)

@q1
�

@(P1h1)
@q2

#

dq1dq2: (3.15)

Podíváme-li se na pravou stranu de�ni£ního vztahu 3.1, vidíme, ºe máme
uvaºovat limitu ze vztahu 1

� S

�

�
P~ � dr~ pro � S jdoucí k nule. Jelikoº jsme ale po

celou dobu výpo£tu integrálu
�

�
P~ �dr~ uvaºovali k°ivku � jako hranici �obdélníku�

o nekone£n¥ malém obsahu (a s nekone£n¥ malými stranami), zmín¥nou limitu
jsme vlastn¥ po celou dobu uvaºovali. Zbývá tak pouze vyd¥lit výsledek 3.15
výrazem 1

� S , kde� S ! 0. Tento výraz je v²ak roven obsahu �obdélníku�ABCD ,
který je roven výrazu ds1ds2 (viz obrázek 3.1). Dostáváme:

lim
� S! 0

1
� S

�

�

P~ � dr~ =
1

ds1ds2

"
@(P2h2)

@q1
�

@(P1h1)
@q2

#

dq1dq2: (3.16)

Výraz ds1ds2 je roven výrazuh1dq1h2dq2, a tak

lim
� S! 0

1
� S

�

�

P~ � dr~ =
1

h1h2

"
@(P2h2)

@q1
�

@(P1h1)
@q2

#

: (3.17)

Jelikoº jsme volili normálový vektor ve tvaru n~ = (0 ; 0; 1), víme, ºe výsle-
dek 3.16 odpovídá t°etí sloºce vektoru rotace, tj. sloºce(rotP~)3. Tedy:

(rotP~)3 =
1

h1h2

"
@(P2h2)

@q1
�

@(P1h1)
@q2

#

: (3.18)

Jak bude vypadat první a druhá sloºka rotace?

První a druhou sloºku rotace bychom mohli odvodit naprosto analogicky k od-
vození t°etí sloºky rotace. Pro první sloºku rotace bychom volili k°ivku� jako
hranici �obdélníku� leºícího v �rovin¥� q2q3, a to tak, ºe by jedna strana ob-
délníku leºela na sou°adnicové £á°eq2 a jedna strana by leºela na sou°adnicové
£á°eq3. Pro druhou sloºku rotace bychom volili k°ivku� jako hranici �obdélníku�
leºícího v rovin¥q1q3, a to tak, ºe by jedna strana obdélníku leºela na sou°adnicové
£á°eq1 a jedna strana by leºela na sou°adnicové £á°eq3.

Výsledky, ke kterým bychom dosp¥li, odpovídají tzv. cyklické zám¥n¥ sou°ad-
nic.23 První a druhá sloºka rotace tak bude vypadat následovn¥:

(rotP~)1 =
1

h2h3

"
@(P3h3)

@q2
�

@(P2h2)
@q3

#

; (3.19)

(rotP~)2 =
1

h3h1

"
@(P1h1)

@q3
�

@(P3h3)
@q1

#

: (3.20)

23To znamená, ºe v²echny indexy 1 nahradíme indexem 2, indexy 2 nahradíme indexem 3
a indexy 3 nahradíme indexem 1.
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Sou°adnicový tvar rotace v jednotlivých sou°adnicových systémech

V podkapitole 3.1.3 práce [3], str. 52�57, jsme se zabývali zobecn¥nými k°ivo-
£arými ortogonálními sou°adnicemi a Laméovými koe�cienty. Nyní této znalosti
vyuºijeme.

Pro konkrétní systémy sou°adnic dosadíme do vztah· 3.18, 3.19 a 3.20 p°í-
slu²né hodnoty Laméových koe�cient· a také provedeme p°ezna£ení index· (v sou-
ladu s tím, pro jaké zobecn¥né sou°adnice vztahy pí²eme). U kartézského systému
sou°adnic tak nap°íklad dolní index3 p°ezna£íme na dolní indexz.

Kartézský systém sou°adnic:
h1 = 1, h2 = 1, h3 = 1
q1 = x, q2 = y, q3 = z

rotP~ =

 
@Pz
@y

�
@Py
@z

;
@Px
@z

�
@Pz
@x

;
@Py
@x

�
@Px
@y

!

: (3.21)

Pro r~ =
�

@
@x;

@
@y;

@
@z

�
dostáváme24

rotP~ = r~ � P~: (3.22)

Cylindrický systém sou°adnic:
h1 = 1, h2 = R, h3 = 1
q1 = R, q2 = � , q3 = z

rotP~ =

 
1
R

"
@Pz
@�

�
@(P� R)

@z

#

;
@PR
@z

�
@Pz
@R

;
1
R

"
@(P� R)

@R
�

@PR
@�

#!

: (3.23)

Sférický systém sou°adnic:
h1 = 1, h2 = r , h3 = r sin#
q1 = r , q2 = #, q3 = '

(rotP~)1 =
1

r 2 sin#

"
@(P' r sin#)

@#
�

@(P#r )
@'

#

;

(rotP~)2 =
1

r sin#

"
@Pr
@'

�
@(P' r sin#)

@r

#

;

(rotP~)3 =
1
r

"
@(P#r )

@r
�

@Pr
@#

#

: (3.24)

3.2 Stokesova v¥ta

Jak jiº bylo v úvodu kapitoly napsáno, pomocí Stokesovy v¥ty lze p°evést
k°ivkový integrál II. druhu 25 na plo²ný integrál II. druhu.26 My se nyní pokusíme
tuto v¥tu odvodit.

24V n¥kterých zdrojích, jako nap°. v [15], rozumí zápisemr~ � P~ rotaci vektorového pole P~

bez ohledu na to, zda pracujeme v kartézských sou°adnicích, nebo ne.
25Viz [3], str. 10.
26Viz [3], str. 32.
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Obdobn¥ jako u odvození Gaussovy (matematické) v¥ty, kde jsme p°i jejím
odvození vy²li z de�nice divergence, i p°i odvození Stokesovy v¥ty vyuºijeme
de�nici jednoho z diferenciálních operátor·, a to rotace (vztah 3.1).

Vyjdeme ze situace znázorn¥né na obrázku 3.2. Na n¥m je znázorn¥na uza-
v°ená (orientovaná) k°ivka� obklopující plochu o obsahuS. P°i£emº tato k°ivka
se nachází ve vektorovém poliP~. Plochu S jsme rozd¥lili naN ploch o obsazích
� S1; :::; � Si � 1; � Si ; :::;� SN .

Obrázek 3.2: Schéma k odvození Stokesovy v¥ty

Zam¥°me se nyní na plochu o obsahu� Si . Ta je ohrani£ena (orientovanou)
k°ivkou, kterou ozna£íme jako�(� Si ). Pro tuto k°ivku m·ºeme p°epsat de�nici
operátoru rotace:

ni~ � rotP~ = lim
� Si ! 0

1
� Si

�

�(� Si )

P~ � dr~; (3.25)

kde ni~ je normálový vektor k plo²e o obsahu� Si . Uvaºujeme-li plochu o ob-
sahu � Si za velmi malou, m·ºeme tento vztah p°epsat do podoby:

ni~ � rotP~ :=
1

� Si

�

�(� Si )

P~ � dr~; (3.26)

ve kterém vystupuje namísto limity pro � Si jdoucí k nule p°ibliºná rovnost.
Vynásobíme-li vztah 3.26 výrazem� Si , dostáváme:

rotP~ � ni~ � � Si
:=

�

�(� Si )

P~ � dr~: (3.27)

Vzpomeneme-li si, ºe jsme v podkapitole 2.2 práce [3] (str. 36) ozna£ili výraz
ni~ � � Si jako � Si

~ , m·ºeme p°ede²lý vztah je²t¥ p°epsat do tvaru:

rotP~ � � Si
~ :=

�

�(� Si )

P~ � dr~: (3.28)
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Dosud jsme v²echny vztahy uvád¥li pro plochu o obsahu� Si ohrani£enou k°iv-
kou �(� Si ). My bychom v²ak cht¥li provést výpo£et pro celou plochu o obsahuS
ohrani£enou k°ivkou� . O této plo²e ale víme, ºe je sjednocením díl£ích ploch
o obsazích� S1; :::; � Si � 1; � Si ; :::; � SN . Zkusme tedy provést sou£et vztah· 3.28
pro i = 1; 2; :::; N , neboli

NX

i =1

rotP~ � � Si
~ :=

NX

i =1

�

�(� Si )

P~ � dr~: (3.29)

Výraz na pravé stran¥ vztahu 3.29 je roven integrálu
�

�( S)
P~ �dr~, kde integrujeme

po celé k°ivce�( S). Pro£ tomu tak je?
Zam¥°me se na detail zobrazený na obrázku 3.2 (v tyrkysové kruºnici). Na

n¥m vidíme dv¥ díl£í k°ivky�(� Si ) a �(� Si � 1). Jejich orientace je znázorn¥na
²ipkami. Kdyº budeme nejprve �obcházet� plochu o obsahu� Si ve sm¥ru ²edých
²ipek, p°ísp¥vek pro �úse£ku� vymezenou body 1 a 2 je roven výrazuP~ �dr~ i . Pokud
budeme �obcházet� plochu o obsahu� Si � 1 ve sm¥ru £ervených ²ipek, p°ísp¥vek
pro úse£ku vymezenou body 2 a 1 je roven výrazuP~ � dr~ i � 1.

Skalární sou£in dvou vektor· lze napsat jako sou£in velikostí daných vektor·
vynásobený kosinem úhlu, který vektory svírají. M·ºeme tak napsat:

P~ � dr~ i = kP~k � kdr~ i k � cos�; (3.30)

kde � je úhel, který svírá vektor P~ s úse£kou vymezenou body 1 a 2. Rovn¥º
m·ºeme napsat, ºe:

P~ � dr~ i � 1 = kP~k � kdr~ i � 1k � cos�; (3.31)

kde � je úhel, který svírá vektorP~ s úse£kou vymezenou body 2 a 1.
Nyní si pot°ebujeme uv¥domit dv¥ skute£nosti. První z nich je vzájemný vztah

úhl· � a � . Z obrázku 3.2 vidíme, ºe dohromady tvo°í p°ímý úhel, z £ehoº plyne,
ºe � = � � � . Tedy cos� = cos(� � � ) = � cos� .

Druhou skute£ností je vlastnost vektor· dr~ i � 1 a dr~ i . Jelikoº se jedná o neko-
ne£n¥ malé vektory, m·ºeme tvrdit, ºe jsou jejich velikosti shodné, tj. ºekdr~ i � 1k =
= kdr~ i k. Je tak z°ejmé, ºe:

P~ � dr~ i = � P~ � dr~ i � 1: (3.32)

Pro úse£ku vymezenou body 1 a 2 (resp. body 2 a 1) je tak celkový p°ísp¥vek
(k pravé stran¥ vztahu 3.29) roven nule � p°ísp¥vkyP~ � dr~ i a P~ � dr~ i � 1 se ode£tou.
Z toho plyne, ºe výraz

P N
i =1

�

�(� Si )
P~ � dr~ z pravé strany vztahu 3.29 je roven inte-

grálu
�

�( S)
P~ � dr~, kde integrujeme po k°ivce�( S). Kdyby tomu tak nebylo, musel

by alespo¬ jeden p°ísp¥vek na n¥jaké hranici dvou díl£ích obsah· (vzniklých d¥le-
ním obsahuS) vyjít nenulový. My bychom v²ak mohli provést výpo£et provedený
pro spojnici bod· 1 a 2 pro jakoukoliv jinou hranici dvou díl£ích obsah· a do²li
bychom ke stejnému výsledku (spojnici mezi body1 a 2 jsme volili bez újmy na
obecnosti).
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Vztah 3.29 tak m·ºeme p°epsat do podoby:

NX

i =1

rotP~ � � Si
~ :=

�

�( S)

P~ � dr~: (3.33)

Chceme-li nahradit p°ibliºnou rovnost rovností p°esnou, musíme provést limitu
pro N jdoucí do nekone£na. Jinými slovy, rozd¥líme plochu o obsahuS na neko-
ne£n¥ mnoho díl£ích ploch. Pak dostaneme:

lim
N !1

NX

i =1

rotP~ � � Si
~ =

�

�( S)

P~ � dr~: (3.34)

Z de�nice plo²ného integrálu II. druhu27 víme, ºe m·ºeme levou stranu vzta-
hu 3.34 p°epsat na integrál

�

�
rotP~ � dS~, kde � je plocha o obsahuS ohrani£ená

k°ivkou � . Dostáváme tak tzv.Stokesovu v¥tu:
�

�

rotP~ � dS~ =
�

�( S)

P~ � dr~ ; (3.35)

pomocí níº lze p°evést k°ivkový integrál II. druhu na plo²ný integrál II. druhu
a naopak.

3.3 •e²ené úlohy na rotaci

Úloha £. 1:
Vypo£t¥te rotaci vektorového poleP~ = ( x + y; 3y; z + 2x + y).

•e²ení:
Pro výpo£et rotace pouºijeme vztah 3.21. Dostáváme:

rotP~ =

 
@Pz
@y

�
@Py
@z

;
@Px
@z

�
@Pz
@x

;
@Py
@x

�
@Px
@y

!

=

=

 
@(z + 2x + y)

@y
�

@(3y)
@z

;
@(x + y)

@z
�

@(z + 2x + y)
@x

;
@(3y)

@x
�

@(x + y)
@y

!

=

= (1 � 0; 0 � 2; 0 � 1) = (1 ; � 2; � 1):

Vidíme, ºe rotace vektorového poleP~ = ( x+ y; 3y; z+2x+ y) je vektor (1; � 2; � 1).

Úloha £. 2:
Uvaºujme vektorové poleP~ = ( r sin '; cos'; r 2) zadané ve sférických sou°adni-
cích. Vypo£t¥te rotaci tohoto pole.

27Viz vztah 2.7 v [3], str. 38.
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•e²ení:
Jelikoº je vektorové poleP~ zadané ve sférických sou°adnicích, k výpo£tu jednotli-
vých sloºek rotace pouºijeme vztahy 3.24. Uv¥domme si, ºe pro vektorové poleP~

platí:
P~ = ( Pr ; P# ; P' ) = ( r sin '; cos'; r 2):

Nejprve vypo£ítáme první sloºku rotace:

(rotP~)1 =
1

r 2 sin#

"
@(P' r sin#)

@#
�

@(P#r )
@'

#

=

=
1

r 2 sin#

"
@(r 2r sin#)

@#
�

@(cos' r )
@'

#

=
1

r 2 sin#

h
r 3 cos# � (� sin ' )r

i
=

= r cot# +
sin'

r sin#
: (3.36)

Nyní vypo£ítáme druhou sloºku rotace:

(rotP~)2 =
1

r sin#

"
@Pr
@'

�
@(P' r sin#)

@r

#

=

=
1

r sin#

"
(r sin ' )

@'
�

@(r 2r sin#)
@r

#

=
1

r sin#
(r cos' � 3r 2 sin#) =

=
cos'
sin#

� 3r: (3.37)

Nakonec vypo£ítáme t°etí sloºku rotace:

(rotP~)3 =
1
r

"
@(P#r )

@r
�

@Pr
@#

#

=
1
r

"
@(cos' r )

@r
�

@(r sin' )
@#

#

=

=
cos'

r
�

1
r

� 0 =
cos'

r
: (3.38)

Zapi²me hodnoty jednotlivých sloºek rotace (výsledky 3.36, 3.37, 3.38) do
jednoho kompaktního tvaru:

rotP~ =
�

r cot# +
sin'

r sin#
;

cos'
sin#

� 3r;
cos'

r

�

: (3.39)

Úloha £. 3:
Pro elektrickou intenzitu E~ v okolí rovnom¥rn¥ nabité sféry (resp. nabité koule),
jejíº st°ed umístíme do po£átku soustavy sou°adnic, ve vakuu, platí vztah (viz [16],
vztah 1.104):

E~ =
Q

4� "0r 2

r~
r

; (3.40)

kde Q je elektrický náboj na sfé°e (resp. na kouli),"0 je permitivita vakua, r~ je
polohový vektor ar je vzdálenost od st°edu kulové plochy (tuto vzdálenost uva-
ºujeme v¥t²í neº polom¥r kulové plochy). Ur£ete, zda je dané vektorové pole
konzervativní.
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•e²ení:
K tomu, abychom mohli rozhodnout o konzervativnosti vektorového poleP~, po-
t°ebujeme poznámku 1.43 z podkapitoly 1.6.3 v [3], str. 25. Ta nám °íká, ºe je
vektorové pole konzervativní práv¥ tehdy, kdyº je rotace daného vektorového pole
rovna nulovému vektoru.

Pro polohový vektor r~ platí, ºe r~ = ( x; y; z). Vzdálenostr je rovna velikosti
polohového vektorur~, tj. r = kr~k =

p
x2 + y2 + z2. Vztah 3.40 tak m·ºeme

p°epsat do podoby:

E~ =
Q

4� "0

r~
r 3

=
Q

4� "0

(x; y; z)

(x2 + y2 + z2)
3
2

: (3.41)

Vypo£t¥me rotaci elektrické intenzityE~ . Za£neme první sloºkou rotace:

(rotE~)x =
@Ez
@y

�
@Ey
@z

=

=
@

�
Q

4� " 0

z

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@y
�

@
�

Q
4� " 0

y

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@z
=

=
Qz

4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2y �

Qy
4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2z = 0: (3.42)

Nyní se zam¥°íme na druhou sloºku rotace:

(rotE~)y =
@Ex
@z

�
@Ez
@x

=

=
@

�
Q

4� " 0

x

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@z
�

@
�

Q
4� " 0

z

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@x
=

=
Qx

4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2z �

Qz
4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2x = 0: (3.43)

Nakonec vypo£teme t°etí sloºku rotace:

(rotE~)z =
@Ey
@x

�
@Ex
@y

=

=
@

�
Q

4� " 0

y

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@x
�

@
�

Q
4� " 0

x

(x2+ y2+ z2 )
3
2

�

@y
=

=
Qy

4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2x �

Qx
4� "0

�

�
3
2

�

(x2 + y2 + z2)� 5
2 � 2y = 0: (3.44)

Z výsledk· 3.42, 3.43 a 3.44 plyne, ºe rotE~ = (0 ; 0; 0). M·ºeme tedy °íct,
ºe elektrická intenzita E~ (v zadaném tvaru) popisuje konzervativní vektorové
pole. Tento poznatek koresponduje se známou vlastností elektrostatického pole,
o kterém víme, ºe je nevírové (tj. rotE~ = o~) a konzervativní.
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3.4 K zapamatování

ˆ Sou°adnicový tvar rotace v kartézských sou°adnicích:

rotP~ =

 
@Pz
@y

�
@Py
@z

;
@Px
@z

�
@Pz
@x

;
@Py
@x

�
@Px
@y

!

:

ˆ Stokesova v¥ta:
�

�
rotP~ � dS~ =

�

�( S)
P~ � dr~.

Pomocí Stokesovy v¥ty lze p°evést k°ivkový integrál II. druhu na plo²ný
integrál II. druhu (a naopak).28

28Kapitola 3 slouºí jako dopln¥ní jiº existující podkapitoly 3.3 v [3], od str. 76. Proto také
informace v podkapitole 3.4 chápeme jako dopln¥ní informací k zapamatování v [3], str. 81.
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4. Formalismus vyuºívající
Kronecker·v a Levi-Civit·v
symbol

V této kapitole se seznámíme s uºite£ným formalismem vyuºívajícím mimo
jiné tzv. Kronecker·v symbol a Levi-Civit·v symbol. Výhodou tohoto formalismu
je usnadn¥ní výpo£t· a odvození v pokro£ilej²ích partiích fyziky. Uplatn¥ní tak
najde nap°. v teoretické mechanice, klasické elektrodynamice nebo v kvantové
mechanice.

Nejprve se seznámíme s tím, jak pracovat s vektorovými funkcemi (resp. s vek-
torovými poli). Poté se budeme zabývat tzv. Einsteinovým suma£ním pravidlem
a následn¥ zavedeme Kronecker·v symbol spole£n¥ s Levi-Civitovým symbolem.
Na záv¥r kapitoly op¥t nebudou chyb¥t p°íklady uplatn¥ní zavedeného formalismu
ve fyzice.

4.1 Práce s vektorovými funkcemi

S vektorovými funkcemi (resp. vektorovými poli) jsme pracovali jiº mnoho-
krát, a´ uº to bylo v kapitolách pojednávajících o k°ivkovém £i plo²ném integrálu
II. druhu (viz [3], str. 10, resp. 32) nebo u diferenciálních operátor· (viz [3],
str. 48).

Víme tak, ºe vektorová funkce, kterou zna£íme nap°.P~, má oproti skaláru
nejen velikost, ale i sm¥r. V kartézské soustav¥ sou°adnic má vektorová funkce
sloºky P~ = ( Px ; Py; Pz).

Nyní zvolíme normovanou bázi vektor·e~1, e~2, e~3 kartézské soustavy sou°adnic
(viz obrázek 4.1). Uvaºujeme, ºe vektore~1 je jednotkovým vektorem ve sm¥ru
kladné poloosyx, vektor e~2 je jednotkovým vektorem ve sm¥ru kladné poloosyy
a vektor e~3 je jednotkovým vektorem ve sm¥ru kladné poloosyz. V²echny bázové
vektory jsme umístili do po£átku soustavy sou°adnic. Pak m·ºeme pro vektorovou
funkci P~ napsat:

P~ = Pxe~1 + Pye~2 + Pze~3: (4.1)

Vektorovou funkci P~ jsme tak vyjád°ili jako lineární kombinaci bázových vektor·
e~1, e~2, e~3 s koe�cienty Px , Py a Pz.

Kdyº bychom p°ezna£ili sloºkuPx na P1, sloºku Py na P2 a sloºku Pz na P3,
mohli bychom vztah 4.1 p°epsat na tvar:

P~ = P1e~1 + P2e~2 + P3e~3: (4.2)

Tento vztah m·ºeme je²t¥ p°epsat pomocí sumy do tvaru:

P~ =
3X

i =1

Pi e~i : (4.3)

Je zvykem, ºe vektorovou funkciP~ m·ºeme ekvivalentn¥ také zna£it jen jakoPi .
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Obrázek 4.1: Vektorová funkceP~ v kartézské soustav¥ sou°adnic se zvolenými
bázovými vektory e~1, e~2, e~3

Skalární sou£in

M¥jme dva vektory (resp. vektorové funkce)P~ = ( P1; P2; P3) a Q~ = ( Q1; Q2; Q3).
Pak lze skalární sou£in t¥chto dvou vektor· vyjád°it podle de�nice jako:

P~ � Q~ = P1Q1 + P2Q2 + P3Q3: (4.4)

Zkusme nyní ov¥°it, ºe dojdeme ke stejnému vztahu, i kdyº vyjád°íme vektoryP~

a Q~ podle vztahu 4.3. Tedy

P~ � Q~ =

 3X

i =1

Pi e~i

!

�

0

@
3X

j =1

Qj e~j

1

A =

= ( P1e~1 + P2e~2 + P3e~3) � (Q1e~1 + Q2e~2 + Q3e~3) =

= P1Q1e~1 � e~1 + P1Q2e~1 � e~2 + P1Q3e~1 � e~3 + P2Q1e~2 � e~1 + P2Q2e~2 � e~2 + P2Q3e~2 � e~3+

+ P3Q1e~3 � e~1 + P3Q2e~3 � e~2 + P3Q3e~3 � e~3 =

= P1Q1ke~1k2 + P1Q2 � 0 + P1Q3 � 0 + P2Q1 � 0 + P2Q2ke~2k2 + P2Q3 � 0+

+ P3Q1 � 0 + P3Q2 � 0 + P3Q3ke~3k2 =

= P1Q1 + P2Q2 + P3Q3: (4.5)

B¥hem úprav jsme vyuºili toho, ºe skalární sou£in dvou kolmých (v na²em p°ípad¥
bázových) vektor· je roven nule. Jelikoº je velikost (norma) libovolného vektoruv~
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de�novaná jako kv~k =
p

v~ � v~, tak platí, ºe v~ � v~ = kv~k2, £ehoº jsme vyuºili
p°i úprav¥ prvního, pátého a posledního s£ítance t°etího, resp. £tvrtého °ádku.
Velikost jednotkového (v na²em p°ípad¥ bázového) vektoru, a tedy i její druhá
mocnina, je rovna jedné. Dosp¥li jsme tak, podle o£ekávání, ke stejnému vztahu
pro skalární sou£in dvou vektor· jako je vztah 4.4.

Na záv¥r dopl¬me, ºe vztah 4.4, resp. 4.5 m·ºeme p°epsat pomocí sumy jako:

P~ � Q~ =
3X

i =1

Pi Qi : (4.6)

4.2 Einsteinovo suma£ní pravidlo

Einsteinovo suma£ní pravidloslouºí ke zjednodu²ení symbolických zápis· u vý-
po£t· £i odvození. Zjednodu²en¥ °e£eno toto pravidlo °íká, ºe m·ºeme v zápisu
vynechat symbol

P 3
i =1 . To, ºe máme s£ítat �p°esi � od jedné do t°í, poznáme

ze skute£nosti, ºe daný výraz obsahuje dva stejné indexy (v na²em p°ípad¥ in-
dexy i ).29

Vztah 4.6 (pro skalární sou£in dvou vektorových funkcí) tak m·ºeme podle
Einsteinova suma£ního pravidla p°epsat na tvar:

P~ � Q~ = Pi Qi : (4.7)

Vidíme, ºe tento zápis taktéº koresponduje s tím, ºe vektorovou funkciP~, resp.Q~

m·ºeme symbolicky zna£it jakoPi , resp.Qi .
Einsteinovo suma£ní pravidlo m·ºeme nap°. rovn¥º pouºít k vyjád°ení diver-

gence vektorové funkceP~. Ze sekce 3.2.3 publikace [3], str. 66, jiº známe vztah
pro výpo£et divergence vektorové funkceP~ v kartézských sou°adnicích:

divP~ = r~ � P~; (4.8)

kde r~ =
�

@
@x;

@
@y;

@
@z

�
je �vektor� parciálních derivací. Kdyº ozna£íme i -tou

sloºku tohoto vektoru jako r i , pak m·ºeme vztah 4.8 p°epsat do podoby:

divP~ = r i Pi ; (4.9)

nebo´ platí, ºe

r i � Pi =
3X

i =1

r i Pi = r 1P1 + r 2P2 + r 3P3 =

=
@

@x
P1 +

@
@y

P2 +
@
@z

P3 =
@Px
@x

+
@Py
@y

+
@Pz
@z

= div P~: (4.10)

Einsteinovo suma£ní pravidlo jsme pouºili hned p°i první úprav¥, kdyº jsme k vý-
razu r i �Pi doplnili sumu

P 3
i =1 . V p°edposledním kroku jsme vyuºili toho, ºe jsme

ozna£ili Px jako P1, Py jako P2 a Pz jako P3.
V neposlední °ad¥ m·ºeme pouºít Einsteinovo suma£ní pravidlo u maticového

násobení. Pokud bychom m¥li maticiA se £lenyaij , kde i = 1; :::; n a j = 1; :::; r ,

29Máme na mysli indexy jakoºto �písmena�, nikoliv �£íselné� indexy.
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a matici B se £lenybjk , kdek = 1; :::; l, pak pro prvekcik (v i -tém °ádku a vk-tém
sloupci) maticeC = A � B platí vztah:

cik =
rX

j =1

aij � bjk : (4.11)

Podle Einsteinova suma£ního pravidla pak m·ºeme ve vztahu 4.11 vynechat sym-
bol pro sumu. Lze tedy napsat

cik = aij � bjk : (4.12)

V dal²ím textu této kapitoly budeme Einsteinovo suma£ní pravidlo systema-
ticky pouºívat.

4.3 Kronecker·v symbol

Kronecker·v symbol (zna£íme� ij ) je symbol de�novaný30 tak, ºe pro i = j je
roven jedné a proi 6= j je roven nule. P°i£emº indexyi , j nabývají hodnot od
jedné do t°í. Neboli

� 11 = � 22 = � 33 = 1;

� 12 = � 13 = � 21 = � 23 = � 31 = � 32 = 0: (4.13)

ƒemu je roven � ii ?

Na první pohled by nás mohlo napadnout, ºe výraz� ii je roven jedné, nebo´
indexy u Kroneckerova symbolu jsouii , tedy stejné. Výraz� ii v²ak roven jedné ne-
bude. Musíme si totiº uv¥domit, ºe pod indexyii se skrývají varianty11, 22 a 33.
Jelikoº máme u Kroneckerova symbolu dva stejné indexy (resp. �písmena�)ii ,
musíme zohlednit Einsteinovo suma£ní pravidlo, které °íká, ºe v takovémto p°í-
pad¥ musíme s£ítat p°es indexi , a to od jedné do t°í. Dostáváme tak:

� ii =
3X

i =1

� ii = � 11 + � 22 + � 33 = 1 + 1 + 1 = 3 : (4.14)

ƒemu je roven � ij Pi ?

Op¥t vidíme, ºe se ve výrazu� ij Pi vyskytuje dvakrát index i . Musíme tedy
respektovat Einsteinovo suma£ní pravidlo a s£ítat v²echny varianty proi = 1; 2; 3.
Neboli

� ij Pi =
3X

i =1

� ij Pi = � 1j P1 + � 2j P2 + � 3j P3: (4.15)

Tento sou£et je²t¥ m·ºeme zjednodu²it. Poloºme nap°.j = 2. Pak lze vztah 4.15
p°epsat na sou£et:

� i 2Pi =
3X

i =1

� i 2Pi = � 12P1 + � 22P2 + � 32P3 = P2: (4.16)

30Kronecker·v symbol lze také zavést jako speciální p°ípad tenzoru druhého °ádu, nap°.
viz [17]. O tom, co je tenzor, pojednává kapitola 5.
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P°i úpravách jsme vyuºili toho, ºe � 12 = � 32 = 0 a � 22 = 1. Je vid¥t, ºe pro obecn¥
zvolený indexj (od 1 do 3), bude� ij Pi = Pj .

Se znalostí tohoto vztahu (a vztahu 4.7) m·ºeme pro skalární sou£in vektor·
P~ a Q~ napsat:

P~ � Q~ = Pi Qi = Pi � ij Qj = � ij Pi Qj : (4.17)

B¥hem úpravy jsme vyuºili toho, ºeQi = � ij Qj , coº plyne z p°edchozího odstavce.

4.4 Levi-Civit·v symbol

Levi-Civit·v symbol (zna£íme" ijk ) je symbol de�novaný tak, ºe pro indexyijk
odpovídající trojicím £ísel123, 231, 312 (tj. pro index 123 a indexy vzniklé cyk-
lickou zám¥nou) je roven 1. Pro indexyijk , které nevznikly cyklickou zám¥nou
index· 123(ale platí, ºe i 6= j 6= k) je Levi-Civit·v symbol roven � 1. Pro ostatní
p°ípady je Levi-Civit·v symbol roven 0. Neboli

"123 = "231 = "312 = 1;

"213 = "321 = "132 = � 1;

pro ostatní p°ípady" ijk = 0: (4.18)

Jinými slovy, pokud jsou indexy u" tvo°eny sudou permutací £ísel1, 2, 3, Levi-
Civit·v symbol je roven 1. Kdyº se jedná o lichou permutaci, Levi-Civit·v symbol
je roven� 1. Jinak je roven0. Nap°íklad symboly"112, "322 nebo"222 jsou rovny 0.

ƒemu je roven � ij " ijk ?

Ve výrazu � ij " ijk se opakuje jak indexi , tak index j . Budeme tedy muset
zohlednit Einsteinovo suma£ní pravidlo, a to hned dvakrát. Tedy

� ij " ijk =
3X

i =1

3X

j =1

� ij " ijk =
3X

j =1

� 1j "1jk +
3X

j =1

� 2j "2jk +
3X

j =1

� 3j "3jk =

= ( � 11"11k + � 12"12k + � 13"13k) + ( � 21"21k + � 22"22k + � 23"23k)+

+( � 31"31k + � 32"32k + � 33"33k) = ( � 11 � 0 + 0 � "12k + 0 � "13k)+

+(0 � "21k + � 22 � 0 + 0 � "23k) + (0 � "31k + 0 � "32k + � 33 � 0) = 0: (4.19)

ƒemu je roven " ijk " ilm ?

Výraz " ijk " ilm lze vyjád°it pomocí Kroneckerových symbol· jako (viz [18],
oddíl 1.12.4):

" ijk " ilm = � jl � km � � jm � kl : (4.20)

V²imn¥me si, ºe se v prvním s£ítanci vyskytuje sou£in Kroneckerových symbol·
s indexyjl , resp.km, coº jsou druhé, resp. t°etí indexy Levi-Civitových symbol·.
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Ve druhém s£ítanci se pak vyskytuje sou£in Kroneckerových symbol· s indexy
jm , resp. kl . Index jm je �vytvo°en� z druhého indexu v po°adí prvního Levi-
-Civitova symbolu a ze t°etího indexu v po°adí druhého Levi-Civitova symbolu.
Index kl je �vytvo°en� ze t°etího indexu v po°adí prvního Levi-Civitova symbolu
a z druhého indexu v po°adí druhého Levi-Civitova symbolu.

Vektorový sou£in vyjád°ený pomocí Levi-Civitova symbolu

M¥jme vektorové funkceP~ = ( P1; P2; P3) a Q~ = ( Q1; Q2; Q3). Pak m·ºeme
vyjád°it i -tou sloºku vektorového sou£inuP~ � Q~ pomocí Levi-Civitova symbolu
jako:

(P~ � Q~) i = " ijk Pj Qk : (4.21)

Platnost vztahu 4.21 ov¥°íme nap°. pro druhou sloºku vektorového sou£inu:

(P~ � Q~)2 = "2jk Pj Qk =
3X

j =1

3X

k=1

"2jk Pj Qk =

=
3X

k=1

"21kP1Qk +
3X

k=1

"22kP2Qk +
3X

k=1

"23kP3Qk =

= ( "211P1Q1 + "212P1Q2 + "213P1Q3) +
3X

k=1

0 � P2Qk+

+( "231P3Q1 + "232P3Q2 + "233P3Q3) = "213P1Q3 + "231P3Q1 =

= ( � 1) � P1Q3 + 1 � P3Q1 = P3Q1 � P1Q3: (4.22)

B¥hem úprav jsme vyuºili Einsteinovo suma£ní pravidlo a de�nici Levi-Civitova
symbolu. Vidíme, ºe jsme skute£n¥ dosp¥li ke vztahu pro druhou sloºku vekto-
rového sou£inu vektorových funkcíP~ a Q~, coº je vztah, který známe ze st°ední
²koly.

4.5 •e²ené úlohy ke Kroneckerovu a Levi-Civitovu
symbolu

Úloha £. 1:
M¥jme polohový vektor r~ = ( x; y; z) = ( x1; x2; x3). Vyjád°ete parciální deri-
vaci @xi

@xj
, kde i = 1; 2; 3 a j = 1; 2; 3, pomocí Kroneckerova symbolu.

•e²ení:
Nejprve vypo£ítáme parciální derivace@xi

@x1
pro i = 1; 2; 3. Tedy

@x1
@x1

= 1;
@x2
@x1

= 0;
@x3
@x1

= 0:

Poslední dv¥ parciální derivace vy²ly nulové, nebo´ sou°adnicex2 a x3 nejsou na
sou°adnicix1 závislé.
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Obdobným postupem bychom do²li k záv¥ru, ºe je parciální derivace@xi
@x2

rovna 1 pro i = 2. Pro i = 1; 3 je rovna 0. Parciální derivace @xi
@x3

je pak rovna 1
pro i = 3 a pro i = 1; 2 je rovna 0.

Z uvedeného vyplývá, ºe parciální derivace@xi
@xj

je rovna 1, pokud je i = j .
Pro i 6= j je tato derivace rovna0. To ale p°ímo odpovídá de�nici Kroneckerova
symbolu. M·ºeme tedy napsat, ºe

@xi
@xj

= � ij : (4.23)

Úloha £. 2:
Vyjád°ete vztah pro výpo£et rotace vektorové funkceP~ (v kartézském systému
sou°adnic) pomocí Levi-Civitova symbolu.

•e²ení:
V podkapitole 3.1 jsme odvodili vztah 3.22 pro sou°adnicový tvar rotace (v kar-
tézském systému sou°adnic). Rotaci vektorové funkceP~ tak m·ºeme formáln¥ vy-
jád°it jako vektorový sou£in �vektoru� parciálních derivací r~ = ( r 1; r 2; r 3) =
=

�
@

@x;
@

@y;
@
@z

�
a vektorového poleP~ = ( P1; P2; P3). Nyní vyuºijeme vztah 4.21.

Pro i -tou sloºku rotace tak m·ºeme napsat:

(rotP~) i = ( r~ � P~) i = " ijk r j Pk : (4.24)

V²imn¥me si, ºe se v zápisu vyskytuje dvakrát indexj a také dvakrát index k.
P°i výpo£tu tak musíme vzít v úvahu dvakrát Einsteinovo suma£ní pravidlo.

Úloha £. 3:
Zd·vodn¥te platnost identity: � ij aj = ai , kde i; j = 1; 2; 3 a a~ = ( a1; a2; a3).

•e²ení:
De�nice Kroneckerova symbolu °íká, ºe proi = j je � ij = 1, pro i 6= j je � ij = 0.
Aby byl výraz � ij aj nenulový, musí tak platit, ºe i = j . Zvolíme-li nap°. i = 3,
potom

� 3j aj =
3X

j =1

� 3j aj = � 31a1 + � 32a2 + � 33a3 = 0 � a1 + 0 � a2 + 1 � a3 = a3: (4.25)

Obdobn¥ by proi = 1 platilo, ºe � 1j aj = a1 a pro i = 2 by platilo, ºe � 2j aj = a2.
Je tedy z°ejmé, ºe� ij aj = ai .

Úloha £. 4:
Ukaºte, ºe platí rovnost: a~ � (b~ � c~) = b~(a~ � c~) � c~(a~ � b~), kde a~ = ( a1; a2; a3),
b~ = ( b1; b2; b3) a c~ = ( c1; c2; c3).

•e²ení:
Vypo£t¥me nejd°ívei -tou sloºku z vektorového sou£inua~ � (b~ � c~). Tedy

[a~ � (b~ � c~)]i = " ijk aj (b~ � c~)k = " ijk aj " klm blcm : (4.26)

Dvakrát po sob¥ jsme pouºili vztah 4.21. Nyní výsledek 4.26 vhodn¥ p°euspo°á-
dáme:

[a~ � (b~ � c~)]i = " ijk aj " klm blcm = " ijk " klm aj blcm = " kij " klm aj blcm : (4.27)
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V posledním kroku úpravy 4.27 jsme vyuºili skute£nosti, ºe" ijk = " kij (jedná se
o cyklickou zám¥nu v dolním indexu). Pouºijme vztah 4.20 (proto jsme poºado-
vali, aby u obou " za£ínaly dolní indexy �stejným písmenem�, tj. písmenemk).
Tudíº

[a~ � (b~ � c~)]i = " kij " klm aj blcm = � il � jm aj blcm � � im � jl aj blcm =

= � jm aj � il blcm � � jl aj bl � im cm = ambi cm � alblci = bi amcm � ci albl : (4.28)

V p°edposlední úprav¥ jsme vyuºili výsledku, ke kterému jsme dosp¥li v úloze
£. 3. Nyní si pov²imneme, ºe se v rozdílu opakují stejné indexy, a tak uplatníme
Einsteinovo suma£ní pravidlo. Tedy

[a~ � (b~ � c~)]i = bi amcm � ci albl = bi

3X

m=1

amcm � ci

3X

l=1

albl =

= bi (a~ � c~) � ci (a~ � b~): (4.29)

Výrazy se sumami jsme nahradili p°íslu²nými skalárními sou£iny, kterým se sumy
rovnají. Odvodili jsme tak vztah pro i -tou sloºku výrazu a~ � (b~ � c~). Obecn¥ tak
platí, ºe

a~ � (b~ � c~) = b~(a~ � c~) � c~(a~ � b~): (4.30)

Úloha £. 5:
Ukaºte, ºe pro kaºdé dva vektorya~, b~ platí: a~ � b~ = � (b~ � a~).

•e²ení:
K °e²ení úlohy vyuºijeme znalost vztahu 4.21. Proi -tou sloºku vektorového sou-
£inu vektor· a~ a b~ tak m·ºeme napsat:

(a~ � b~) i = " ijk aj bk = � " ikj bkaj = � (b~ � a~) i ; (4.31)

a tak platí, ºe a~� b~ = � (b~� a~). Ve výpo£tu jsme vyuºili toho, ºe" ijk = � " ikj . P°ed
Levi-Civitovým symbolem p°ibude minus, nebo´ trojice index·ikj není cyklickou
zám¥nou trojiceijk .

4.6 Vyuºití Kroneckerova a Levi-Civitova sym-
bolu ve fyzice

Vyjád°ení tenzoru nap¥tí pro ideální kapalinu

S tenzorem31 nap¥tí � ij pro ideální kapalinu se m·ºeme setkat v p°edná²ce
z mechaniky. V ní bývá odvozeno, ºe tenzor� ij má tvar (viz [9], kapitola 11,
str. 2, vztah 11.1):

� ij = � p� ij ; (4.32)

kde i; j = 1; 2; 3 a p je tlak. Vztah 4.32 vyjad°uje sloºku matice (£tvercové
°ádu 3) tenzoru nap¥tí na poziciij . Z de�nice Kroneckerova symbolu vidíme, ºe
je tato sloºka rovna � p pro i = j , pro i 6= j je pak sloºka matice nulová. Tenzor
nap¥tí pro ideální kapalinu je tak vyjád°en diagonální maticí, která má na v²ech
pozicích diagonály prvek� p.

31Tenzory se budeme zabývat v kapitole 5.
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Pomocné výpo£ty p°i odvození zákona zachování hybnosti elektromag-
netického pole

V klasické elektrodynamice je z Maxwellových rovnic32 odvozován zákon za-
chování hybnosti pro elektromagnetické pole. K tomu je zapot°ebí odvodit nap°.
pomocný vztah:

[(rotE~) � D~ ]i = "E k
@Ei
@xk

�
@

@xi

� 1
2

"E kEk

�

; (4.33)

kde E~ = ( E1; E2; E3) je elektrická intenzita, D~ = "E~ je elektrická indukce a" je
permitivita prost°edí. Práv¥ p°i odvození tohoto vztahu je výhodné pouºít forma-
lismus vyuºívající Kronecker·v a Levi-Civit·v symbol. Pro ilustraci tento vztah
odvodíme. Tedy

[(rotE~) � D~ ]i = " ijk (rotE~) j Dk = " ijk " jlm r lEmDk = " jki " jlm (r lEm )Dk =

= � kl � im (r lEm )Dk � � km � il (r lEm )Dk = ( r kE i )Dk � (r i Ek)Dk =

=

 
@Ei
@xk

!

Dk �

 
@Ek
@xi

!

Dk =
@Ei
@xk

"E k �
@Ek
@xi

"E k : (4.34)

Na za£átku výpo£tu jsme vyuºili znalost vztahu 4.21, poté jsme si museli uv¥-
domit, ºe rotaci elektrické intenzity lze rovn¥º vyjád°it pomocí Levi-Civitova
symbolu (viz úloha £. 1). Dále jsme pouºili vztah 4.20 a pak jsme vztahy p°epsali
díky znalosti zna£ení:r k = @

@xk
, r i = @

@xi
.

Nyní si sta£í uv¥domit, ºe

@
@xi

("E kEk) = "
@Ek
@xi

Ek + "E k
@Ek
@xi

= 2"E k
@Ek
@xi

; (4.35)

a tak m·ºeme druhý s£ítanec ze vztahu 4.34 nahradit výrazem@
@xi

�
1
2"E kEk

�
.

Neboli

[(rotE~) � D~ ]i =
@Ei
@xk

"E k �
@

@xi

� 1
2

"E kEk

�

: (4.36)

Komutátory operátor· v kvantové fyzice

V kvantové fyzice je kaºdé veli£in¥ p°i°azen její operátor, nap°. operátor sou-
°adnicex zna£ímex̂. Ten je roven xÊ, kde Ê je jednotkový operátor p°i°azující
kaºdé funkci tutéº funkci. Operátor x-ové sloºky hybnosti je pakp̂x = � i h

2�
@

@x,
kde h je Planckova konstanta ai je imaginární jednotka.33

Komutátorem dvou operátor· â, b̂ potom rozumíme výraz[â; b̂] de�novaný
jako

[â; b̂] = âb̂� b̂â: (4.37)

Lze odvodit, ºe pro komutátor sou°adnicex i a j -té sloºky hybnosti platí (nap°.
viz [13], úloha 726):

[x̂ i ; p̂j ] = i
h
2�

� ij : (4.38)

32O Maxwellových rovnicích a jejich významu pojednává podkapitola 3.5 v [3], str. 80.
33Více viz [11], sekce 2.2.4, str. 34.
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Z de�nice Kroneckerova symbolu je z°ejmé, ºe komutátor[x̂ i ; p̂j ] bude nenulový
jen pro i = j , z £ehoº plynou v kvantové fyzice zajímavé záv¥ry.34

Obdobn¥ lze napsat komutátor proi -tou a j -tou sloºku momentu hybnostiL~

(nap°. viz [19], str. 30):

[L̂ i ; L̂ j ] = i
h
2�

" ijk L k : (4.39)

Z uvedeného mimo jiné plyne, ºe proi = j je komutátor nulový (dle de�nice Levi-
-Civitova symbolu). Taktéº si musíme uv¥domit, ºe se na pravé stran¥ vztahu 4.39
vyskytuje dvakrát index k, a tak nesmíme zapomenout uplatnit Einsteinovo su-
ma£ní pravidlo.

4.7 K zapamatování

ˆ Einsteinovo suma£ní pravidlo °íká, ºe m·ºeme v matematickém zápisu vy-
nechat symbol sumy. To, ºe máme s£ítat, poznáme podle toho, ºe daný
výraz obsahuje dva stejné indexy (�písmena�).

ˆ Kronecker·v symbol: � ij = 1 pro i = j , jinak je � ij = 0 (pro i; j = 1; 2; 3).

ˆ Levi-Civit·v symbol " ijk je roven 1, pokud ijk tvo°í sudou permutaci £ísel
1;2;3. Pokud tvo°í ijk lichou permutaci £ísel1;2;3, Levi-Civit·v symbol je
roven � 1. V ostatních p°ípadech je roven0.

ˆ Uºite£né vztahy:

a) � ij " ijk = 0,

b) " ijk " ilm = � jl � km � � jm � kl ,

c) vektorový sou£in:(P~ � Q~) i = " ijk Pj Qk .

ˆ Vyuºití Kroneckerova a Levi-Civitova symbolu ve fyzice: nap°. k vyjád°ení
tenzoru nap¥tí pro ideální kapalinu, p°i odvození zákona zachování hybnosti
elektromagnetického pole, k vyjád°ení komutátor· operátor· v kvantové
fyzice.

34Více nap°. viz [11], sekce 2.3.1 a 2.3.2.
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5. Tenzory
Ve vysoko²kolské fyzice se pom¥rn¥ £asto setkáme s matematickým objektem,

který nazýváme tenzor. Aniº bychom o tom v¥d¥li, s tenzorem jsme se jiº se-
tkali v podkapitole 4.3 zabývající se Kroneckerovým symbolem. O n¥m bychom
totiº mohli °íct, ºe je tzv. tenzorem 2. °ádu. Krom¥ zmín¥ného p°íkladu se s ten-
zory setkáme nejen v mechanice, ale také nap°. v optice nebo ve speciální teorii
relativity.

V této kapitole se postupn¥ dostaneme od skaláru p°es vektor aº ke zmi¬ova-
nému tenzoru. Dále se zam¥°íme na tenzor z pohledu lineární algebry a °ekneme
si, jak s tenzorem souvisí skalární sou£in. Jako v kaºdé kapitole, nebudou chyb¥t
°e²ené úlohy ani konkrétní vyuºití tenzor· ve fyzice.

5.1 Od skalár· k tenzor·m

Nyní je na²ím cílem dojít od skalár· (resp. skalárních veli£in) p°es vektory
(resp. vektorové veli£iny) aº k tenzor·m,35 p°i£emº o skalárech a vektorech jiº lec-
cos víme.36 K tomu, abychom zmín¥ným objekt·m lépe porozum¥li, nám pom·ºe
uv¥domit si, jak se transformuje kartézský systém sou°adnic.

5.1.1 Transformace kartézského systému sou°adnic

M¥jme vektor v~ = ( v1; v2) v kartézském systému sou°adnic (pro názornost
v rovin¥) umíst¥ný do po£átku. Jaké sloºky bude mít tentýº vektorv~ vzhledem
k pooto£enému systému sou°adnic (okolo po£átkuO v kladném smyslu o úhel#)?
Stejn¥ jako na obrázku 5.1 ozna£íme sloºky vektoruv~ v pooto£eném systému
sou°adnic jakov~ = ( v̂1; v̂2).

Zam¥°me se na pravoúhlý trojúhelníkPQR z obrázku 5.1. Vidíme, ºe je u vr-
cholu R taktéº úhel #.37 Pro tangens úhlu# platí:

tan # =
c
v2

; (5.1)

kde c je velikost stranyPQ a v2 je druhá sloºka vektoruv~ vzhledem k p·vodnímu
systému sou°adnic.

Nyní se podívejme na pravoúhlý trojúhelníkOSQ s úhlem oto£ení# u vr-
cholu O. Je vid¥t, ºe pro kosinus tohoto úhlu platí:

cos# =
v̂1

v1 + c
; (5.2)

kde v̂1 je první sloºka vektoru v~ vzhledem k pooto£enému systému sou°adnic
a výraz v1 + c je roven velikosti stranyOQ.

Ze vztah· 5.1 a 5.2 pak plyne, ºe:

v̂1 = v1 cos# + v2 sin#: (5.3)

35N¥kdy vektorové veli£iny nazýváme vektorovými funkcemi nebo také vektorovými poli.
36Viz podkapitola 1.1 v [3], str. 10.
37Tvrzení plyne nap°íklad z podobnosti trojúhelník· OQS a RQP .
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Obrázek 5.1: Schéma k odvození vztahu vyjad°ujícího transformaci sloºek vektoru
p°i pooto£ení systému sou°adnic o úhel#

Odvo¤me obdobný vztah pro druhou sloºkuv̂2 vektoru v~ vzhledem k pooto£e-
nému systému sou°adnic. Zam¥°me se na pravoúhlý trojúhelníkOPT a vyjád°eme
tangens úhlu#:

tan # =
b
v1

; (5.4)

kde b je velikost strany PT a v1 je první sou°adnice vektoruv~ vzhledem k p·-
vodnímu systému sou°adnic.

Nakonec se podívejme na pravoúhlý trojúhelníkTSR (s úhlem# u vrcholu R).
Pro kosinus úhlu# platí:

cos# =
v̂2

a
; (5.5)

kde a je velikost strany TR.
Jelikoº platí, ºe v2 = a + b, tak se znalostí vztah· 5.4 a 5.5 m·ºeme po

nezbytných úpravách napsat, ºe

v̂2 = � v1 sin# + v2 cos#: (5.6)

Maticový zápis vztah· 5.3 a 5.6 vyjad°ujících transformaci sloºek vektoruv~
p°i pooto£ení systému sou°adnic (o úhel#) má podobu:

(v̂1; v̂2)T =

 
cos# sin#

� sin# cos#

!

� (v1; v2)T ; (5.7)

kde horní indexT zna£í transponování vektor· (jakoºto matic typu 1 � 2).

5.1.2 Skaláry, vektory a tenzory

V následujících odstavcích se zam¥°íme na to, jak se �chovají� skaláry a vek-
tory p°i transformaci kartézského systému sou°adnic. Následn¥ zavedeme tenzory.
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Skaláry

P°íkladem skaláru (resp. skalární veli£iny) je hmotnost. Jak víme, skalár je
ur£en pouze jedním £íslem a p°ípadnou fyzikální jednotkou. Je z°ejmé, ºe je hmot-
nost t¥lesa vzhledem k p·vodnímu i pooto£enému systému sou°adnic stejná.

Totéº bude platit pro v²echny skaláry. Ozna£íme-li skalár (resp. jeho hod-
notu) v p·vodním systému sou°adnic jakos, potom z uvedeného vyplývá, ºe pro
hodnotu skaláruŝ v pooto£eném systému sou°adnic platí, ºeŝ = s.

Vektory

V sekci 5.1.1 jsme odvodili vztah 5.7 pro transformaci sloºek vektoruv~ p°i
pooto£ení systému sou°adnic (v rovin¥) o úhel#. Kdyº ozna£íme matici

 
cos# sin#

� sin# cos#

!

(5.8)

jako matici A s prvky aij , kde i; j = 1; 2, m·ºeme vztah 5.7 p°epsat do podoby:

v̂i =
2X

j =1

aij vj ; (5.9)

kde i = 1; 2. Nap°. pro i = 2 bychom dostali:

v̂2 =
2X

j =1

a2j vj = a21v1 + a22v2 = ( � sin#) v1 + cos# v2; (5.10)

coº je stejný vztah jako vztah 5.6.
V trojrozm¥rném prostoru m·ºeme pro transformaci sloºek vektoruv~ (p°i

pooto£ení38 systému sou°adnic) napsat analogický vztah ke vztahu 5.9. Tedy:

v̂i =
3X

j =1

aij vj ; (5.11)

kde i = 1; 2; 3, (v1; v2; v3) jsou sloºky vektoru v~ vzhledem k p·vodnímu systému
sou°adnic a(v̂1; v̂2; v̂3) jsou sloºky téhoº vektoru v~ vzhledem k pooto£enému
systému sou°adnic. Zohledníme-li navíc Einsteinovo suma£ní pravidlo,39 m·ºeme
napsat:

v̂i = aij vj : (5.12)

Vektor (resp. vektorová veli£ina) je tedy veli£ina, která je (v prostoru) cha-
rakterizována t°emi sloºkami (£ísly a p°ípadnými fyzikálními jednotkami). K jed-
nozna£nému ur£ení konkrétní sloºky vektoru sta£í jeden (dolní) index.

38Aby byla transformace oto£ením, musí platit (viz vztah 10.B.5 v [9], kapitola 10, str. 46):
aij aik = � jk .

39Viz podkapitola 4.2, str. 42.
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Tenzory

Nyní jiº víme, ºe skalár je veli£ina, která je charakterizována pouze jedním
£íslem a p°ípadnou fyzikální jednotkou, které má stejnou hodnotu jak vzhledem
k p·vodnímu systému sou°adnic, tak vzhledem k pooto£enému systému sou°ad-
nic. Vektor je pak veli£ina charakterizována (v trojrozm¥rném prostoru) t°emi
sloºkami (£ísly a p°ípadnými fyzikálními jednotkami), p°i£emº tyto sloºky rozli-
²ujeme pomocí jednoho (dolního) indexu. Sloºky vektoru se transformují podle
vztahu 5.12.

Tenzoremn-tého °áduTn budeme rozum¥t veli£inu, která je charakterizována
3n sloºkami (£ísly a p°ípadnými fyzikálními jednotkami)Tn

j:::l , p°i£emº k jejich
rozli²ení budeme pot°ebovatn index· j; :::; l . Ozna£íme-li tenzorn-tého °ádu
vyjád°ený vzkledem k pooto£enému systému sou°adnic40 jako T̂

n
, potom pro

jeho sloºky T̂
n
i:::k platí:

T̂
n
i:::k = aij :::akl Tn

j:::l ; (5.13)

kdeaij , ..., akl jsou transforma£ní matice (pro kaºdý z index·i; :::; k , resp.j; :::; l ,
jedna matice).

Zvolíme-li n = 0, dostaneme tenzor charakterizovaný jednou sloºkou (£íslem
a p°ípadnou fyzikální jednotkou), coº je skalár. Pron = 1 dostaneme tenzor
charakterizovný 31 sloºkami (£ísly a p°ípadnými fyzikálními jednotkami), coº je
vektor.

Ve fyzice se £asto setkáváme s tenzory 2. °áduT2 (pro n = 2) charakterizova-
ným devíti (tj. 32) sloºkami T2

jl , které se transformují podle vztahu:

T̂
2
ik = aij akl T2

jl ; (5.14)

kde T̂
2
ik jsou sloºky tenzoru 2. °ádu vyjád°ené vzhledem k pooto£enému systému

sou°adnic. Symbolaij je transforma£ní matice odpovídající indexui , resp. j ,
a symbolakl je transforma£ní matice odpovídající indexuk, resp. l .

5.2 Tenzor 2. °ádu z pohledu lineární algebry

Na tenzor 2. °ádu lze nahlíºet z pohledu lineární algebry jako na bilineární
formu. Nejprve si obecn¥ °ekneme, co je to bilineární forma, a poté se zam¥°íme
na její souvislost s tenzory 2. °ádu.

Máme-li vektorový prostor V nad reálnými £ísly,41 potom je bilineární forma
(ozna£íme ji g) zobrazení, které kaºdé dvojici vektor· (z kartézského sou£inu
V � V)42 p°i°adí reálné £íslo. Zárove¬ v²ak musí platit ur£ité podmínky.

Pro libovolné vektory u~, v~, w~ (z daného vektorového prostoruV) a libovolné
reálné £íslor musí platit, ºe:

ˆ g(u~ + w~ ; v~) = g(u~; v~) + g(w~ ; v~),

40Op¥t chceme, aby byla transformace oto£ením, a tak musí platit podmínka z poznámky 35.
41Vektorový prostor (nad reálnými £ísly) je mnoºina, na které je de�novaná operace s£ítání

a násobení (prvk· vektorového prostoru reálnými £ísly), pro kterou platí soubor podmínek.
P°esná de�nice vektorového prostoru je nap°. v [20], kapitola 7, de�nice 7.2, str. 61.

42Kartézský sou£in libovolných dvou mnoºin M , N je mnoºina v²ech uspo°ádaných dvo-
jic [m; n], kde m jsou prvky mnoºiny M a n jsou prvky mnoºiny N .
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ˆ g(ru~; v~) = rg(u~; v~),

ˆ g(u~; v~+ w~) = g(u~; v~) + g(u~; w~),

ˆ g(u~; rv~) = rg(u~; v~).

Uvedené podmínky vyjad°ují linearitu první, resp. druhé sloºky bilineární formy.
O bilineárních formách podrobn¥ pojednává kniha [20], kapitola 23, od str. 326.

Tenzorem 2. °ádu rozumíme bilineární formuT2, která kaºdým dv¥ma vekto-
r·m (resp. vektorovým veli£inám) u~, v~ p°i°adí reálné £ísloT2(u~; v~). Pro tenzor
2. °ádu tak platí v²echny vlastnosti uvedené v p°edchozím odstavci.

5.2.1 Skalární sou£in

V kartézském systému sou°adnic m·ºeme skalární sou£in dvou vektor·u~ =
= ( u1; u2; u3) a v~ = ( v1; v2; v3) vyjád°it jako:

u~ � v~ = u1v1 + u2v2 + u3v3; (5.15)

p°i£emº výraz na pravé stran¥ je reálné £íslo. Lze najít souvislost mezi skalárním
sou£inem a tenzorem 2. °ádu?

Je z°ejmé, ºe vztah 5.15 m·ºeme p°epsat na tvar:

u~ � v~ = ( u1; u2; u3) � (v1; v2; v3)T ; (5.16)

kde horním indexemT zna£íme transponování vektoru (jako matice typu1 � 3),
aby bylo moºné vektory (u1; u2; u3) a (v1; v2; v3) maticov¥ vynásobit.

Vztah 5.16 m·ºeme dále, s pomocí jednotkové matice typu3 � 3, p°epsat do
tvaru:

u~ � v~ = ( u1; u2; u3) �

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A � (v1; v2; v3)T ; (5.17)

coº m·ºeme provést, jelikoº platí, ºe

(u1; u2; u3) �

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A = ( u1; u2; u3); (5.18)

resp. jelikoº platí, ºe
0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A � (v1; v2; v3)T = ( v1; v2; v3)T : (5.19)

Ze vztah· 5.15, 5.16 a 5.17 tak plyne, ºe

u~ � v~ = ( u1; u2; u3) �

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A � (v1; v2; v3)T = u1v1 + u2v2 + u3v3: (5.20)
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P°epi²me tento vztah do sloºek. Místo(u1; u2; u3) napí²eme symbolui , kde i =
= 1; 2; 3, výraz (v1; v2; v3)T nahradíme symbolemvj , kde j = 1; 2; 3, a místo
jednotkové matice napí²eme Kronecker·v symbol� ij .43 Dostaneme tak:

u~ � v~ = ui � ij vj = u1v1 + u2v2 + u3v3: (5.21)

Pravá strana vztahu se nezm¥nila, jelikoº díky platnosti vztahu� ij vj = vi a Ein-
steinova suma£ního pravidla platí, ºeui � ij vj = ui vi =

P 3
i =1 ui vi .

Kronecker·v symbol � ij má dva dolní indexy, reprezentuje matici o devíti
(resp. 32) sloºkách a libovolným dv¥ma vektor·m p°i°azuje reálné £íslo (p°i£emº
spl¬uje v²echny uvedené podmínky pro bilineární formu). Jedná se tak o tenzor
2. °ádu.

M·ºeme tedy °íct, ºe skalární sou£in v kartézském systému sou°adnic vzniká
p·sobením tenzoru 2. °ádu� ij na dva vektory.

5.3 •e²ené úlohy k tenzor·m

Úloha £. 1:
Tenzor je symetrický, pokud je symetrická matice,44 která jej reprezentuje. Je
tenzor 0. nebo 1. °ádu symetrický? Uve¤te alespo¬ jeden p°íklad symetrického
tenzoru 2. °ádu.

•e²ení:
Jak víme, tenzor 0. °ádu je skalár, který je charakterizován jednou sloºkou (£ís-
lem a p°ípadnou fyzikální jednotkou). Hodnotu skaláru jsme ozna£ilis. Na tuto
hodnotu m·ºeme v podstat¥ nahlíºet jako na matici (s) typu 1 � 1. Jelikoº je
matice typu 1 � 1 vºdy symetrická, tak i tenzor 0. °ádu je vºdy symetrický.

Tenzorem 1. °ádu je vektor. V trojrozm¥rném prostoru má vektor t°i sou°ad-
nice, které pí²eme do °ádku, nebo do sloupce. Vektor je tak maticí typu1 � 3,
resp.3� 1. V kaºdém p°ípad¥ se nejedná o £tvercovou matici.45 Symetrická v²ak
m·ºe být pouze £tvercová matice. Tenzor 1. °ádu tak nem·ºe být symetrický.

P°íkladem symetrického tenzoru 2. °ádu je Kronecker·v symbol� ij , který je,
jak víme, reprezentován jednotkovou maticí typu3� 3. Ta je symetrickou maticí.

Dal²ím p°íkladem symetrického tenzoru 2. °ádu je tenzor nap¥tí pro ideální
kapalinu � ij = � p� ij , o kterém jsme se zmi¬ovali v podkapitole 4.6, str. 47.

Úloha £. 2:
V sekci 5.1.2 byl odvozen vztah 5.14 pro transformaci sloºek tenzoru 2. °ádu
p°i pooto£ení kartézského systému sou°adnic. Zam¥°te se na jednotlivé indexy
a uplatn¥te Einsteinovo suma£ní pravidlo.46

•e²ení:
Na pravé stran¥ vztahuT̂

2
ik = aij akl T2

jl se dvakrát opakují indexyj a l. Podle

43Kronecker·v symbol je roven 1 jen, kdyº je i = j , neboli kdyº se index ozna£ující po°adí
°ádku matice rovná indexu ozna£ujícímu po°adí sloupce matice. V ostatních p°ípadech je roven
nule. P°esn¥ totéº v²ak platí pro jednotkovou matici.

44Matice A s prvky aij je symetrická, pokud pro kaºdé i a j platí, ºe aij = aji .
45Matice je £tvercová, kdyº má stejný po£et °ádk· jako sloupc·.
46Viz podkapitola 4.2, str. 42.
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Einsteinova suma£ního pravidla tak máme s£ítat p°esj = 1; 2; 3, resp.l = 1; 2; 3.
Vztah 5.14 tak m·ºeme p°epsat do podoby:

T̂
2
ik =

3X

j =1

3X

l=1

aij akl T2
jl ; (5.22)

kde indexy i; k mohou nabývat hodnot od 1 do 3.

Úloha £. 3:
Ze sekce 5.2.1 víme, ºe Kronecker·v symbol� ij je tenzorem 2. °ádu. Musí tak
platit, ºe � ij je bilineární formou. Ov¥°te, ºe Kronecker·v symbol� ij spl¬uje pod-
mínky pro linearitu první, resp. druhé sloºky bilineární formy (z podkapitoly 5.2).

•e²ení:
M¥jme vektory u~ = ( u1; u2; u3), v~ = ( v1; v2; v3) a w~ = ( w1; w2; w3). Nejprve
ov¥°íme podmínkug(u~ + w~ ; v~) = g(u~; v~) + g(w~ ; v~), kde g je zobrazení (zde
Kronecker·v symbol p°i°azující kaºdým dv¥ma vektor·m reálné £íslo), u kterého
ov¥°ujeme, ºe se jedná o bilineární formu. Tedy

g(u~ + w~ ; v~) = ( u~ + w~) i � ij vj = ( ui + wi )� ij vj =

= ui � ij vj + wi � ij vj = g(u~; v~) + g(w~ ; v~): (5.23)

P°i úpravách bylo výhodné pracovat se sloºkami vektor·.
Ov¥°me nyní druhou podmínkug(ru~; v~) = rg(u~; v~), kde r je reálné £íslo.

Dostaneme

g(ru~; v~) = ( ru~) i � ij vj = ru i � ij vj = r (ui � ij vj ) = rg(u~; v~): (5.24)

Kdyº násobíme vektor u~ reálným £íslemr , pak jím násobíme kaºdou sloºkuui

tohoto vektoru. Ov¥°ili jsme tak linearitu první sloºky. Zcela analogicky bychom
ov¥°ili linearitu druhé sloºky.

5.4 Vyuºití tenzor· ve fyzice

Tenzor momentu setrva£nosti

V teoretické mechanice se zpravidla setkáme s odvozením vztahu pro mo-
ment hybnosti rotující tuhé soustavy hmotných bod·.47 Moment hybnosti jed-
noho hmotného bodu lze vyjád°it jako:

L~ = r~ � p~ = r~ � mv~; (5.25)

kde r~ je polohový vektor hmotného bodu ap~ je jeho hybnost, kterou lze vyjád°it
jako sou£in hmotnostim hmotného bodu a jeho rychlostiv~.

Pro i -tou sloºku momentu hybnosti tuhé soustavyN hmotných bod· pak lze
odvodit vztah (viz [21], kapitola 9, str. 2, vztah 9.6):

L i =
3X

j =1

 NX

k=1

m(k)(r 2
(k) � ij � x(k)i x(k)j )

!

! j ; (5.26)

47•ekneme, ºe soustava hmotných bod· je tuhá, pokud se vzájemné vzdálenosti jednotlivých
hmotných bod· (v £ase) nem¥ní.
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kde m(k) je hmotnost k-tého hmotného bodu (viz obrázek 5.2),r 2
(k) je druhá

mocnina vzdálenostik-tého bodu od po£átku (bod, kolem kterého soustavu ro-
tujeme), x(k)i , resp. x(k)j je i -tá, resp. j -tá sloºka polohového vektoruk-tého
hmotného bodu a! j je j -tá sloºka úhlové rychlosti otá£ení!~ .

Obrázek 5.2: Znázorn¥ní tuhé soustavyN hmotných bod· umíst¥né do kartéz-
ského systému sou°adnic

V²imn¥me si, ºe oranºov¥ zvýrazn¥ný výraz ze vztahu 5.26 nezávisí na úhlové
rychlosti otá£ení (závisí jen na hmotnostech hmotných bod· a na jejich polohách).
Zárove¬ se ve výrazu vyskytují dva indexyi; j (a výraz obsahuje Kronecker·v
symbol, který je tenzorem 2. °ádu). Ov¥°ením de�nice tenzoru 2. °ádu pro oran-
ºov¥ zvýrazn¥ný výraz bychom zjistili, ºe se skute£n¥ jedná o tenzor 2. °ádu.
Obvykle jej zna£ímeJij . V²imn¥me si, ºe se jedná o symetrický tenzor.48

Vztah 5.26 tak m·ºeme p°epsat do tvaru (rovn¥º viz [21], kapitola 9, str. 3,
vztah 9.10):

L i =
3X

j =1

Jij ! j ; (5.27)

který je²t¥ m·ºeme díky Einsteinovu suma£nímu pravidlu p°epsat na tvar:

L i = Jij ! j : (5.28)

Tenzor nap¥tí

V p°edná²kách mechaniky bývá pojednáváno o nap¥tí. K popsání nap¥tí v da-
ném bod¥ trojrozm¥rného prostoru jiº nebude sta£it skalár ani vektor. Musíme

48Kdyº bychom tenzor J ij rozepsali do matice, zjistili bychom, ºe je matice symetrická. Nap°.
ve druhém °ádku (i = 2 ) a t°etím sloupci (j = 3 ) by byl prvek

P N
k=1 m(k ) (r 2

(k ) � 0� x (k )2 x (k )3 ) =

= �
P N

k=1 m(k ) x (k )2 x (k )3 . Stejný prvek by pak rovn¥º byl ve t°etím °ádku (i = 3) a druhém
sloupci (j = 2 ).

57



totiº zohlednit skute£nost, ºe nap¥tí v konkrétním bod¥ m·ºe být zp·sobeno
p·sobením sil �v r·zných sm¥rech�.

Veli£inou popisující nap¥tí bude tenzor 2. °ádu se sloºkami (viz [9], kapitola 10,
str. 10, vztah 10.16):

� ij =

0

B
@

� 11 � 12 � 13

� 21 � 22 � 23

� 31 � 32 � 33

1

C
A ; (5.29)

p°i£emº sloºky tenzoru� 11, � 22, � 33 vyjad°ují tah (resp. tlak) ve sm¥ru sou°ad-
nicových os a ostatní sloºky tenzoru souvisejí se smykovým nap¥tím. Podrobné
odvození tenzoru nap¥tí (v£etn¥ významu jednotlivých sloºek tenzoru) lze najít
nap°. v [9], podkapitola 10.3, str. 7.

Permitivita v anizotropním prost°edí

Tenzory naleznou své uplatn¥ní také v optice. V izotropním (nevodivém) pro-
st°edí49 platí pro elektrickou indukci známý vztah (viz [22], str. 2):

D~ = "E~ ; (5.30)

kde " je permitivita prost°edí a E~ je elektrická intenzita.
Nacházíme-li se v anizotropním prost°edí, musíme u permitivity prost°edí zo-

hlednit, ºe m·ºe být její hodnota v r·zných sm¥rech r·zná. K jejímu popisu nám
tak poslouºí op¥t tenzor 2. °ádu se sloºkami (viz [22], str. 2):

" ij =

0

B
@

"11 "12 "13

"21 "22 "23

"31 "32 "33

1

C
A : (5.31)

Pro i -tou sloºku elektrické indukceD~ tak platí, ºe D i = " ij E j .50

5.5 K zapamatování

ˆ P°i pooto£ení kartézského systému sou°adnic (v rovin¥, kolem po£átku
o úhel #) se transformují sloºky vektoruv~ (umíst¥ného do po£átku) podle
vztahu:

(v̂1; v̂2)T =

 
cos# sin#

� sin# cos#

!

� (v1; v2)T :

ˆ Skalár je veli£ina charakterizovaná jedním £íslem a p°ípadnou fyzikální jed-
notkou (bez indexu), vektor je (v prostoru) charakterizován t°emi sloºkami
(£ísly a p°ípadnými fyzikálními jednotkami), jehoº sloºky od sebe odli²íme
pomocí jednoho indexu, a tenzorn-tého °ádu je charakterizován3n sloº-
kami, které od sebe odli²ímen indexy.

ˆ Sloºky tenzorun-tého °ádu se transformují podle vztahu:T̂
n
i:::k = aij :::akl Tn

j:::l .

49Prost°edí, které má ve v²ech sm¥rech stejné vlastnosti, nazýváme izotropní. Opakem izot-
ropního prost°edí je anizotropní prost°edí.

50Op¥t nesmíme zapomenout uplatnit Einsteinovo suma£ní pravidlo.
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ˆ Na tenzor 2. °ádu lze nahlíºet jako na bilineární formu p°i°azující dv¥ma
vektor·m reálné £íslo.

ˆ Skalární sou£in v kartézském systému sou°adnic vzniká p·sobením tenzoru
2. °ádu � ij na dva vektory.

ˆ Vyuºití tenzor· ve fyzice: nap°. vyjád°ení momentu setrva£nosti, popis (me-
chanického) nap¥tí v trojrozm¥rném prostoru, popis permitivity v anizot-
ropním prost°edí.
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6. Hodnocení u£ebnic
Hodnocení u£ebnic je komplikovaná procedura. Zdaleka nejde jen o zhodno-

cení správnosti informací, které jsou v u£ebnici uvedeny. P°i hodnocení u£ebnice
se musí brát v úvahu, krom¥ jiº zmín¥né správnosti informací, také vhodnost pro
zamý²lené £tená°e a s tím související gra�cká úprava (nap°. viz [26], str. 1152,
podkapitola 4.2).

Jedním z cíl· této diplomové práce je navrhnout a provést výzkum zam¥°ený
na zhodnocení jiº vzniklých, ale také v sou£asné dob¥ vznikajících, £ástí u£ebnice
k p°edm¥t·m Úvod do matematických metod fyzikya Matematické metody ve
fyzice. Pro tuto pot°ebu byla provedena re²er²e zdroj· týkajících se hodnocení
u£ebnic, a to jak £eských, tak zahrani£ních.

6.1 Re²er²e k hodnocení u£ebnic

Re²er²e zdroj· k hodnocení u£ebnic probíhala ve dvou etapách. V první etap¥
byla snaha o nalezení dostupných £eských zdroj· k hodnocení u£ebnic. Tato etapa
probíhala na podzim roku 2021. Jednotlivé zdroje byly nalezeny pomocí vyhle-
dáva£eGoogle p°i zadání klí£ových slov:hodnocení u£ebnic, metody hodnocení
u£ebnic, metody hodnocení u£ebnic ºáky. Bylo projito p°ibliºn¥ prvních £ty°icet
výsledk· vyhledávání.

Ve druhé etap¥ byla soust°ed¥na pozornost na hledání zdroj· k hodnocení
u£ebnic v zahrani£ní. Tentokrát byly zdroje hledány v prosinci roku 2021 a lednu
roku 2022. Jednotlivé zdroje byly nalezeny pomocí databází (resp. vyhledáva£·)
Web of Science, Scopusa Google Scholarp°i zadání klí£ových slovtextbook eva-
luation. Zdroje byly vybírány podle relevantnosti (vzhledem k plánované p°íprav¥
dotazníkového ²et°ení pro hodnocení u£ebnice matematických metod fyziky), ale
také podle jejich aktuálnosti.

6.1.1 ƒeské zdroje k hodnocení u£ebnic

Jednou ze zásadních publikací je kniha [27] s názvemHodnocení u£ebnic,
ve které se mimo jiné do£teme o tom, jaká kritéria pouºívá Ministerstvo ²kol-
ství, mládeºe a t¥lovýchovy p°i ud¥lování doloºky u£ebnicím v ƒeské republice
(od str. 41). Auto°i rovn¥º popisují, jakým zp·sobem by tato kritéria navrho-
vali upravit. Krom¥ toho se m·ºeme v knize do£íst o hodnocení obtíºnosti textu
v u£ebnicích p°írodopisu, a to v£etn¥ zp·sobu, jak obtíºnost textu kvanti�kovat
(od str. 98).

Hodnocením u£ebnic se také zabývá diplomová práce [28] s názvemHodno-
cení u£ebnic, ve které stojí za pov²imnutí kapitola Analýza vlastností u£ebnice
(kapitola 10, od str. 53). V této kapitole lze nalézt parametry, na které je dobré
se p°i hodnocení u£ebnic zam¥°it (nap°. na £tivost a obtíºnost textu, obrazový
materiál, odbornou správnost £i na ergonomické vlastnosti u£ebnice).

Dal²ím zdrojem, který se zabývá hodnocením u£ebnic, je kniha [29] s názvem
U£ebnice z pohledu pedagogického výzkumu. V ní nalezneme mimo jiné kapitoluJak
ºáci hodnotí u£ebnice?(od str. 107), která se odkazuje na výzkum Höfera (v roce
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2005, viz [30], str. 111), který zji²´oval názory student·.51 Podle dotazovaných
student· by m¥ly být u£ebnice fyziky lépe gra�cky zpracované, zlep²it by se m¥la
i obsahová stránka a v neposlední °ad¥ také vzhled £i hmotnost u£ebnice. Rovn¥º
stojí za pozornost uvedené otázky, které kladl nap°. Stein (v roce 1977, viz [31])
student·m (co by studenti autor·m vytkli a na co by se p°i tvorb¥ u£ebnic m¥li
auto°i zam¥°it).

V neposlední °ad¥ se hodnocením u£ebnic zabývá diplomová práce [32] s ná-
zvem Revize hodnocení didaktické vybavenosti u£ebnic pro 21. století, ve které
autorka mimo jiné pouºila dotazník pro u£itele z druhého stupn¥ základních ²kol
(od str. 48). Autorka se u£itel· dotazovala nap°. na to, jaké u£ebnice pouºívají,
zda si mohou u£ebnici vybrat sami, podle £eho se p°i výb¥ru rozhodují, k jakému
ú£elu u£ebnici pouºívají a nebo jakou váhu dávají u£itelé jednotlivým £ástem
u£ebnice.

6.1.2 Zahrani£ní zdroje k hodnocení u£ebnic

Jedním ze zahrani£ních zdroj·, který se zabývá hodnocením u£ebnic, je £lá-
nek [33] s názvemComparing Physics Textbooks in Terms of Assessment and Eva-
luation Tools. Auto°i se nejprve zam¥°ují na rozmíst¥ní hodnotících prvk· v rámci
jednotlivých témat zpracovaných v u£ebnicích fyziky. Následn¥ auto°i zkoumají
rozmíst¥ní hodnotících prvk· v u£ebnici podle jejich druhu. Ve výzkumu do²li
auto°i mimo jiné k záv¥ru, ºe nejmén¥ otázek nalezneme na za£átku kapitol (viz
str. 66).

Dal²ím zdrojem zabývajícím se zmín¥nou problematikou je £lánek [34] s ná-
zvem The E�ects of Electronic Textbook Implementation on Students' Learning
in a Chemistry Classroom. Auto°i £lánku zkoumají p°ínos elektronické u£ebnice
chemie na st°ední ²kole (v Hong Kongu). Zajímají se o kritéria, která by m¥li
brát p°i tvorb¥ elektronické u£ebnice v úvahu, jaké jsou nej£ast¥j²í obavy u£itel·
a ºák· p°i pouºívání elektronické u£ebnice a také, zda je pouºívání elektronické
u£ebnice efektivní (viz str. 55). Pro ú£ely výzkumu byli ºáci st°ední ²koly rozd¥-
leni do dvou skupin � ºáci pracující a nepracující s elektronickou u£ebnicí. šáci
absolvovali jeden test (znalostí) p°ed za£átkem a jeden test po skon£ení práce
tak, aby byl vid¥t rozdíl v efektivit¥ p°i práci s elektronickou u£ebnicí a p°i práci
bez ní (viz str. 56).

ƒlánek [26] s názvemTextbook Evaluation: A Case Studyse zabývá hodno-
cením u£ebnice anglického jazyka (na st°ední ²kole). Auto°i se domnívají, ºe do
hodnocení u£ebnice by m¥li být zapojeni v²ichni, kdo ji pouºívají, tj. jak studenti,
tak u£itelé. Výzkum probíhal metodou dotazníkového ²et°ení, p°i£emº odpov¥di
byly zaznamenávány pomocí p¥tistup¬ové Likertovy ²kály (viz str. 1151). Otázky
se týkaly praktických záleºitostí (jako je nap°. cena u£ebnice), vzhledu u£ebnice,
aktivit a rozvíjených dovedností, jazyka a obsahu (viz str. 1151�1154). Krom¥
toho, auto°i provedli i tzv. analýzu pot°eb student· (viz str. 1151).

Hodnocením u£ebnic angli£tiny se rovn¥º zabývá £lánek [35] s názvemA Needs
Analysis Approach to the Evaluation of Iranian Third-Grade High School English
Textbook. Auto°i se ptají na to, jaké jsou jazykové pot°eby student· a zda je
u£ebnice napl¬ují. Výzkum probíhal op¥t metodou dotazníkového ²et°ení, p°i£emº
byla pouºita ²estistup¬ová Likertova ²kála (viz str. 4).

51O ºácích a studentech pí²eme, pro jednoduchost, jednotn¥ jako o studentech.
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ƒlánek [36] s názvemEvaluating Academic Writing Textbook: Teachers' and
Students' Perspectivesse týká hodnocení u£ebnice akademického psaní. Sb¥r dat
probíhal pomocí vypl¬ování �kontrolního seznamu�, ve kterém byla vyuºita p¥-
tistup¬ová Likertova ²kála (viz str. 331). Auto°i se ptají nap°. na shodu u£ebnice
se sylabem, vhodnost díl£ích aktivit, soulad u£ebnice se vstupními znalostmi stu-
dent·, vzhled u£ebnice, obsah a jazykovou stránku u£ebnice nebo na vhodnost
cvi£ení t°eba pro mén¥ nadané £i nadan¥j²í studenty (viz tabulka 1, str. 331).

O roli u£ebnic matematiky na st°ední ²kole pojednává £lánek [37] s názvemAre
textbooks facilitators or barriers for teachers' teaching and instructional change?
An investigation of secondary mathematics teachers in Shanghai, China. Auto°i si
kladli otázku, zda u£ebnice (pop°. jejich r·zné druhy) usnad¬ují u£itel·m práci,
nebo je brzdí (viz str. 1314). Dotazníkové ²et°ení m¥lo t°i £ásti. V první £ásti
auto°i sbírali demogra�cká data. Ve druhé £ásti se auto°i ptali, jak u£ebnice
usnadnily u£itel·m práci ve fázi pochopení toho, co chceme vyu£ovat, transfor-
mace obsahu do podoby ur£ené pro výuku, instrukcí, hodnocení a re�exe (viz
str. 1318). V této £ásti byla pouºita £ty°stup¬ová Likertova ²kála. V poslední £ásti
pak auto°i pokládali u£itel·m dv¥ otev°ené otázky zam¥°ené na p°ínos u£ebnic
(viz str. 1318).

Hodnocením studijních materiál· fyziky se zam¥°ením na p°írodov¥dnou gra-
motnost se zabývá £lánek [38] s názvemValidation analysis of physics teaching
materials based on contextual through inquiry to increase student's science lite-
racy. Auto°i vytvo°ili výukový materiál na principu badatelského pojetí výuky,
resp. na principu dotazování. Míra souhlasu s jednotlivými výroky je vyjad°ována
pomocí £ty°stup¬ové Likertovy ²kály (viz str. 3). Auto°i se soust°e¤ují na mnoho
aspekt· u£ebnice, nap°. na to, zda se v materiálu dob°e orientuje, zda musí stu-
denti samostatn¥ formulovat problémy a následn¥ hypotézy, které ov¥°ují, dále se
auto°i zabívají jazykovou stránkou u£ebnice, správností informací, pouºitím graf·
a tabulek nebo t°eba vzhledem u£ebnice (více viz str. 4�7).

Tím, co by m¥la obsahovat kvalitní u£ebnice, se zabývá £lánek [39] s názvem
Indicators for a Quality Textbook Evaluation Process in Pakistan. Auto°i uvád¥jí,
ºe v procesu tvorby u£ebnic je nejprve vstup, kterým se myslí nap°. kuriku-
lum, znalosti nebo £asové moºnosti. Následuje proces, kterým se myslí samotné
psaní u£ebnice, hodnocení, pop°. tisk u£ebnice. Výstupem je pak samotná u£eb-
nice (viz obrázek 1, str. 166). Auto°i rozli²ují osm dimenzí kvalitní u£ebnice (viz
str. 166�168): performance, features, reliability , conformance, durability, service-
ability, aesthetic, perceived value.

V neposlední °ad¥ se hodnocením u£ebnic zabývá £lánek [40] s názvemProcess
of Development and Testing of Textbook Evaluation Criteria in Slovakia. V n¥m
lze nalézt ²est klí£ových kategorií, kterými jsou:dodrºování základních pedago-
gických princip·, osobní rozvoj, výb¥r obsahu, sociální korektnost, metodologický
p°ístupa vizuální rozloºení (viz str. 334). Hierarchie kritérií je uvedena v tabulce 1
na str. 335.

6.1.3 Zpracování výstup· z re²er²e

B¥hem provád¥ní re²er²e publikací a £lánk· uvedených v sekcích 6.1.1 a 6.1.2
byly pr·b¥ºn¥ vybírány pojmy, témata £i nám¥ty vhodné pro vyuºití p°i p°íprav¥
plánovaného výzkumu zabývajícího se hodnocením elektronické u£ebnice mate-
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matických metod fyziky. Z kaºdého z uvedených zdroj· bylo vybráno odhadem
p¥t aº deset pojm·.

Následovalo zpracování takto získaných pojm· (témat, nám¥t·), p°i£emº po-
jmy, které se opakovaly nebo m¥ly podobný význam (nap°.výstavba u£ebnice
a logická výstavba textu), byly slou£eny dohromady. Získané pojmy byly rozt°í-
d¥ny do ²esti skupin, p°i£emº významov¥ p°íbuzné pojmy (nap°.£tivost textu
a gramatika) byly za°azeny vºdy do stejné skupiny.

Výb¥r pojm· a jejich následné rozt°ízení bylo provedeno na základ¥ úsudku
autora. Výsledná podoba zpracování výstup· z re²er²e zdroj· je tak do jisté míry
subjektivní.

První ze ²esti skupin je skupina technických kritérií (£i poºadavk·) spojených
s hodnocením u£ebnic. Jednotlivá kritéria jsou vyjmenována v tabulce 6.1. V této

soulad s kurikulárními dokumenty/se sylabem
gra�cké zpracování (v£etn¥ p°ebalu u£ebnice)
ergonomické vlastnosti (velikost, hmotnost u£ebnice; pouºitý papír)
celkový dojem u£ebnice (vnímaná kvalita)
elektronická vs. papírová verze u£ebnice
aktuálnost u£ebnice

Tabulka 6.1: Kritéria zam¥°ená na technické a formální parametry u£ebnice

skupin¥ jde p°edev²ím o kritéria spojená s tvorbou u£ebnic, jejich formou a fy-
zickými vlastnostmi. Krom¥ toho se také týkají spln¥ní poºadavk· jako je nap°.
soulad s kurikulem.

Ve druhé skupin¥ nalezneme pojmy týkající se samotného obsahu u£ebnice.
Jejich konkrétní vý£et vidíme v tabulce 6.2. Tyto pojmy (resp. kritéria) se tý-

odborná správnost uvád¥ných informací
obtíºnost textu, aktivit, cvi£ení, ...
p°ítomnost kontrolních otázek, úloh k zamy²lení, p°íklad·, ...
aktuálnost a p°esnost obsahu
induktivní vs. deduktivní postup p°i výkladu
pochopitelnost instrukcí u jednotlivých úloh
za£len¥ní úloh ur£ených pro mén¥ nadané, resp. nadan¥j²í studenty
podíl �výpl¬ového� textu v u£ebnici
úlohy rozvíjející konkrétní dovednosti (po£etní, formulace hypotézy, ...)

Tabulka 6.2: Kritéria zam¥°ená na obsah u£ebnice

kají uvád¥ných informací, zvolené úrovn¥ textu £i nap°. jednotlivých prvk·, které
v textu m·ºeme najít. N¥které pojmy, jako nap°. pochopitelnost instrukcí u jed-
notlivých úloh neboobtíºnost textu, se v trochu jiné podob¥ vyskytují také v ta-
bulce 6.3. Záleºí totiº na interpretaci konkrétního pojmu � v této skupin¥ je chá-
peme spí²e ve formálním slova smyslu (jde o objektivní posouzení, nezkoumáme
p°ínos pro studenty).

Do t°etí skupiny byly za°azeny pojmy související s tím, zda bude nakonec
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r·znorodost a zajímavost u£ebnice
návaznost na vstupní poºadavky znalostí
soulad s pot°ebami student·, které sami uvád¥jí
p°ítomnost motivujících úloh, vytvá°ení výzev pro studenty
dostupnost u£ebnice (v knihovn¥, elektronická podoba, otázka ceny)
jasn¥ formulované úlohy
shrnutí nejd·leºit¥j²ích poznatk·
obtíºnost a zpracování u£ebnice odpovídající v¥ku studenta
sociální a náboºenská korektnost
za£len¥ní úloh pro slab²í, resp. schopn¥j²í studenty

Tabulka 6.3: Kritéria zam¥°ená na pot°eby student·

u£ebnice vhodná pro samotné studenty. Jednotlivý vý£et pojm· nalezneme v ta-
bulce 6.3. V této skupin¥ pojm· se ptáme p°edev²ím na to, jestli je u£ebnice do-
state£n¥ r·znorodá, zda je v souladu se znalostmi a o£ekáváními student· nebo
jestli obsahuje prvky, které jsou pro studenty p°ínosem. Zde uvedené pojmy jsou
mín¥ny ve vztahu ke student·m (zkoumáme p°ínos pro studenty).

Ve £tvrté skupin¥ pojm· se zam¥°ujeme na jazyk, kterým je u£ebnice na-
psána. Jejich konkrétní vý£et vidíme v tabulce 6.4. Na tomto míst¥ je d·leºité

srozumitelnost textu
jazyková správnost, gramatika
£tivost textu
styl jazyka
p°irozenost jazyka
efektivita vyjad°ování

Tabulka 6.4: Kritéria zam¥°ená na jazykové vlastnosti u£ebnice

uv¥domit si, ºe jazykem nemyslíme pouze gramatickou p°esnost, ale také celkovou
srozumitelnost, £tivost nebo nap°. p°irozenost pouºitého jazyka.

P°edposlední skupina pojm· se týká samotné struktury u£ebnice. Konkrétní
vý£et pojm· nalezneme v tabulce 6.5. Nedílnou sou£ástí u£ebnic je totiº jejich vý-

výstavba u£ebnice (logická návaznost)
struktura usnad¬ující orientaci v textu
soulad obsahu s obrázky, tabulkami a grafy

Tabulka 6.5: Kritéria zam¥°ená na strukturu u£ebnice

stavba. Jde nám p°edev²ím o logickou návaznost, soulad s obrazovým materiálem
nebo o prvky usnad¬ující orientaci v textu.

V poslední z uvedených skupin nalezneme pojmy £i nám¥ty, které se týkají
u£itelského pohledu na u£ebnici. Konkrétní formulaci nám¥t· nalezneme v ta-
bulce 6.6. U£itelé jsou totiº £asto t¥mi, kte°í rozhodují o výb¥ru u£ebnice pro
studenty. Pochopiteln¥ p°i výb¥ru myslí zejména na své studenty, nem¥li by v²ak
také zapomínat na své pot°eby, jako je nap°. existence metodických materiál·
ur£ených pro u£itele.
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£í názor je d·leºitý p°i výb¥ru u£ebnice (student·, koleg·, odborník·, ...)
pro jakou £innost je u£ebnice pouºívána
existence dopl¬kových a metodických materiál· pro u£itele
zda u£ebnice usnad¬uje u£iteli pochopit, co chce vyu£ovat

Tabulka 6.6: Kritéria zam¥°ená na názor u£itel·

6.2 Dotazníkové ²et°ení

6.2.1 P°íprava dotazníkového ²et°ení

V návaznosti na provedenou re²er²i a zpracování výstup· z této re²er²e násle-
dovala p°íprava dotazníkového ²et°ení k hodnocení u£ebnic matematických metod
fyziky. Samotná p°íprava tohoto ²et°ení probíhala od b°ezna do £ervna 2022.

V první fázi p°ípravy byli osloveni t°i vyu£ující52 p°edm¥t· Úvod do mate-
matických metod fyzikya Matematické metody fyziky, aby (nezávisle na sob¥)
posoudili vybrané pojmy (resp. témata £i nám¥ty) rozd¥lené do ²esti skupin (viz
tabulky 6.1 aº 6.6 v sekci 6.1.3). Kaºdý z nich se u jednotlivých pojm· vyjád°il,
zda se domnívá, ºe bychom m¥li s daným pojmem v dotazníkovém ²et°ení pra-
covat £i nikoliv (p°ípadn¥ mohl deklarovat, ºe nemá vyhran¥ný názor). Následn¥
byla vyjád°ení jednotlivých vyu£ujících porovnána.

Pro dal²í zpracování byly vybrány pojmy, u kterých se alespo¬ dva ze t°í
oslovených vyu£ujících vyslovili pro za°azení a t°etí z nich nebyl proti (nem¥l
vyhran¥ný názor). Tímto zp·sobem bylo vybráno patnáct ze t°iceti osmi pojm·.

Ve druhé fázi byly k vybraným pojm·m dohledány konkrétní formulace v¥t
z jednotlivých publikací, které o daných pojmech pojednávají. Na základ¥ této
p°ípravy pak byly autorem zformulovány návrhy výrok·, u kterých mají respon-
denti (studenti vysoko²kolských obor· p°ipravující budoucí u£itele fyziky)53 roz-
hodnout, do jaké míry s nimi souhlasí (na p¥tistup¬ové Likertov¥ ²kále).

V poslední fázi byly navrºené formulace výrok· op¥t konzultovány se v²emi
vyu£ujícími. Hlavní snahou bylo vytvo°it jednoduché, jednozna£né výroky. Cel-
kem tak bylo vytvo°eno patnáct výrok· (viz tabulka 6.7), u kterých se mají re-
spondenti po p°e£tení vybraných úryvk· z u£ebnic matematických metod fyziky
vyjád°it, zda s nimi rozhodn¥ souhlasí, spí²e souhlasí, neví, spí²e nesouhlasí, nebo
rozhodn¥ nesouhlasí. Na konci dotazníku mají respondenti prostor pro vyjád°ení
dal²ích post°eh·.

Krom¥ toho je po respondentech poºadováno, aby uvedli své pohlaví, uni-
verzitu (v£etn¥ fakulty), kterou nav²t¥vují, ro£ník, ve kterém (pravd¥podobn¥)
budou v akademickém roce 2022/2023, a název p°edm¥tu matematických metod
fyziky, který absolvovali (v£etn¥ ro£níku, ve kterém jej absolvovali). Dobrovoln¥
také mohou uvést sv·j v¥k.

Pro ú£ely dotazníkového ²et°ení byly vybrány £ty°i úryvky z celkem £ty° £ástí
u£ebnice.54 Konkrétn¥ se jedná o podkapitoly 4.1 a 4.2 z [1], str. 30�39, dále

52Konkrétn¥ byli osloveni dr. Marie Sn¥tinová, doc. Vojt¥ch šák a dr. Petr Kolá° (autor
kapitol pojdenávajících o systémech sou°adnic, limit¥ a derivaci funkce, integrálech funkce jedné
prom¥nné, násobných integrálech a integrálech I. druhu).

53P°esný popis respondent· je uveden v sekci 6.2.2, str. 66.
54U£ebnice vznikla formou dvou bakalá°ských a dvou diplomových prací.
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1. Gra�cké zpracování kapitol mi vyhovuje.
2. Myslím si, ºe má u£ebnice potenciál, aby se ujala mezi mými spoluºáky.
3. Jednotlivé £ásti u£ebnice m¥ vedly k p°emý²lení o dané problematice.
4. Up°ednost¬uji za°azení °e²ených úloh do zvlá²tní podkapitoly.
5. Myslím si, ºe u£ebnice obsahuje text, který lze vynechat (aniº by byla

naru²ena srozumitelnost).
6. Výklad mi p°ipadá logicky strukturovaný.
7. Domnívám se, ºe je v u£ebnici p°im¥°ené mnoºství obrázk·.
8. Myslím si, ºe obrázky jsou názorné.
9. Dle mého názoru obrázky vhodn¥ dopl¬ují text.
10. Myslím si, ºe podkapitola �K zapamatování� vhodn¥ shrnuje u£ivo.
11. P°ipadá mi, ºe propojení matematického aparátu s fyzikou je

v u£ebnici dostate£né.
12. •e²ené úlohy jsou r·znorodé.
13. Dle mého názoru je výklad, který je pouºit v u£ebnici, zajímavý.
14. Zdá se mi, ºe text je jasn¥ formulován.
15. P°ipadá mi, ºe text je napsán £tiv¥.

Tabulka 6.7: Konkrétní formulace výrok· pro dotazníkové ²et°ení

o sekci 2.3.1 z [2], str. 38�45, poté o sekce 3.1.1 aº 3.1.3 z [3], str. 48�58, a nakonec
o kapitolu 4 z této diplomové práce, str. 40�49.

6.2.2 Vyhodnocení dotazníkového ²et°ení

V následujícím textu uvedeme popis respondent·, vyhodnocení obdrºených
odpov¥dí a následn¥ zformulujeme doporu£ení plynoucí z dotazníkového ²et°ení.

Popis respondent·

Pro ú£ely dotazníkového ²et°ení byli osloveni studenti obor· zam¥°ených na
vzd¥lávání budoucích u£itel· fyziky. Sb¥r dat probíhal od konce £ervna 2022 do
poloviny listopadu 2022. Za tuto dobu bylo nasbíráno dvacet dva odpov¥dí.

V první fázi byli osloveni studenti Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity
Karlovy,55 následn¥ pak byli osloveni studenti jiných vysokých ²kol.

Co se tý£e student· MFF UK,56 o vypln¥ní dotazníku (po p°e£tení p°íslu²ných
£ástí u£ebního textu) byli poºádáni studenti druhého a t°etího ro£níku bakalá°-
ského studia oboruFyzika se zam¥°ením na vzd¥lávání.57 Dále jsme pak také
poºádali studenty prvního a druhého ro£níku navazujícího magisterského studia
oboru U£itelství fyziky pro st°ední ²koly. Celkem dotazník vyplnilo p¥t student·
druhého ro£níku bakalá°ského studia, £ty°i studenti t°etího ro£níku bakalá°ského
studia (z toho jeden ve vy²²ím neº t°etím ro£níku), £ty°i studenti prvního ro£níku

55Dále MFF UK.
56Nebo student· z P°írodov¥decké fakulty Univerzity Karlovy, kte°í studují sv·j druhý obor,

tj. fyziku, na MFF UK.
57Studenty prvního ro£níku bakalá°ského studia jsme neoslovili, nebo´ v dob¥ sb¥ru dat je²t¥

neabsolvovali ºádný z p°edm¥t· matematických metod fyziky.
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navazujícího magisterského studia a t°i studenti druhého ro£níku navazujícího
magisterského studia. Jeden z t¥chto student· studuje u£itelství fyziky v kombi-
naci s u£itelstvím chemie, ostatní studenti studují u£itelství fyziky v kombinaci
s u£itelstvím matematiky.

Jak jiº bylo uvedeno, o spolupráci byli poºádáni rovn¥º studenti jiných vy-
sokých ²kol. Jejich oslovení prob¥hlo prost°ednictvím jejich u£itel· vyu£ujících
p°edm¥ty svou povahou podobných p°edm¥tuMatematické metody ve fyzicevy-
u£ovanému na MFF UK. Osloveno bylo celkem dev¥t pracovi²´ vzd¥lávajících
budoucí u£itele fyziky. Nakonec jsme obdrºeli odpov¥di od ²esti student· ze dvou
pracovi²´. Z Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity odpov¥d¥li £ty°i studenti
u£itelství fyziky v kombinaci s matematikou (dva z t°etího ro£níku bakalá°ského
studia, jeden z prvního ro£níku navazujícího magisterského studia a jeden z dru-
hého ro£níku navazujícího magisterského studia). Z P°írodov¥decké fakulty Uni-
verzity Palackého v Olomouci pak odpov¥d¥li dva studenti (jeden z druhého ro£-
níku bakalá°ského studia studující fyziku v kombinaci s matematikou a druhý
z prvního ro£níku navazujícího magisterského studia studující fyziku v kombinaci
s biologií).

Z celkem dvaceti dvou student·, kte°í se zú£astnili dotazníkového ²et°ení, jich
devatenáct absolvovalo alespo¬ jeden p°edm¥t matematických metod ve fyzice.
Zbylí t°i studenti sice takový p°edm¥t neabsolvovali, jsou ale studenty oboru
u£itelství fyziky a rovn¥º se jejich odpov¥di nijak zásadn¥ neli²í od zbývajících
odpov¥dí. Rozhodli jsme se je tedy do vyhodnocení také zahrnout. Jednotlivé
po£ty student·, kte°í se zú£astnili dotazníkového ²et°ení, lze rovn¥º nahlédnout
(ve form¥ tabulky) na obrázku 6.1.

Obrázek 6.1: Tabulka znázor¬ující po£ty student·, kte°í se zú£astnili dotazníko-
vého ²et°ení
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A£koliv se celkový po£et vypln¥ných dotazník· m·ºe zdát jako men²í, v kon-
textu po£tu student· studujících obory u£itelství fyziky a toho, ºe vypln¥ní do-
tazníku bylo dobrovolné, povaºujeme tento po£et za relativn¥ vysoký. Podle o£e-
kávání jsme nejvíce odpov¥dí obdrºeli od student· MFF UK (obor· u£itelství
fyziky). To lze zd·vodnit jednak tím, ºe jsou to studenti, se kterými jsme v rámci
výuky pravideln¥ v kontaktu, a také tím, ºe MFF UK (resp. KDF MFF UK)
je v ƒeské republice nejv¥t²ím pracovi²t¥m vzd¥lávajícím budoucí u£itele fyziky.
Relativn¥ malý po£et odpov¥dí z ostatních vysokých ²kol lze zd·vodnit malým
po£tem student· u£itelství fyziky (v porovnání s MFF UK). Krom¥ toho, studenti
byli oslovováni nep°ímo p°es jejich u£itele. Není tak zcela jisté, kolik z oslovených
u£itel· dále na²i prosbu o ú£ast v dotazníkovém ²et°ení p°edalo.58

Vyhodnocení odpov¥dí

Jak jiº bylo zmín¥no v sekci 6.2.1, oslovení studenti se m¥li u patnácti p°ipra-
vených výrok· (viz tabulka 6.7) vyjád°it, zda s nimi rozhodn¥ souhlasí, spí²e sou-
hlasí, neví, spí²e nesouhlasí, neborozhodn¥ nesouhlasí. První a druhý výrok (z ta-
bulky 6.7) byly vytvo°eny na základ¥ nám¥t· z tabulky 6.1 týkající se technických
kritérií spojených s hodnocením u£ebnic. T°etí aº devátý výrok byly vytvo°eny
na základ¥ nám¥t· z tabulek 6.2 a 6.5 týkajících se obsahu a struktury u£ebnice.
Desátý aº t°ináctý výrok byly vytvo°eny na základ¥ nám¥t· z tabulky 6.3 týka-
jící se vhodnosti u£ebnice pro studenty. Nakonec £trnáctý a patnáctý výrok byly
vytvo°eny na základ¥ nám¥t· z tabulky 6.4 týkající se jazyka, kterým je u£ebnice
napsána.

Nejprve se zam¥°me na první dva výroky z tabulky 6.7. Po£ty jednotlivých
odpov¥dí u t¥chot výrok· lze nahlédnout (ve form¥ grafu) na obrázku 6.2.

Co se tý£egra�ckého zpracování kapitol, z výsledk· je z°ejmé, ºe naprosté
v¥t²in¥ respondent· vyhovuje. Tento výsledek lze do jisté míry p°isuzovat sku-
te£nosti, ºe jsou v²echny £ásti u£ebnice napsány v programu LATEX. Krom¥ toho,
auto°i u£ebnice se snaºili text p°ehledn¥ £lenit do jednotlivých podkapitol a sekcí.
Rovn¥º byla snaha text vhodn¥ dopl¬ovat obrázky, tabulkami a schématy.

Velmi pot¥²ujícím je také skute£nost, ºe devatenáct z dvaceti dvou respon-
dent· rozhodn¥ souhlasí, nebo spí²e souhlasí, ºe má u£ebnicepotenciál, aby se
ujala mezi spoluºáky. Z toho plyne, ºe má smysl u£ebnici dále doporu£ovat studen-
t·m matematických metod fyziky. Rovn¥º je tento výsledek d·leºitý pro budoucí
rozhodování o tom, zda u£ebnici vydat kniºn¥.

Podívejme se nyní na odpov¥di související s obsahem a strukturou u£ebnice
(t°etí aº devátý výrok z tabulky 6.7). Jednotlivé po£ty odpov¥dí jsou znázorn¥ny
(ve form¥ grafu) na obrázku 6.3.

Tém¥° £ty°i p¥tiny respondent· rozhodn¥ souhlasí, nebo spí²e souhlasí, ºe je
jednotlivé £ásti textu vedly k p°emý²lení o dané problematice. Zárove¬ se u tohoto
výroku nena²el nikdo, kdo by nesouhlasil. Výsledek souvisí, dle názoru autora,
s tím, ºe jde v u£ebnicích nejen o vysv¥tlení daného matematického aparátu, ale
také o uvedení kontext·, ve kterých se ve fyzice pouºívá. K zamy²lení mohou také
vést n¥které z úloh, jejichº °e²ení si mohou studenti nejprve sami vyzkou²et a aº
následn¥ nahlédnout do autorského °e²ení.

Z odpov¥dí vyplývá, ºe dvanáct respondent· (spí²e)up°ednost¬uje za°azení

58P°edání zprávy student·m potvrdily £ty°i z devíti oslovených pracovi²´.
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Obrázek 6.2: Graf znázor¬ující po£ty odpov¥dí u otázek zam¥°ených na technická
kritéria u£ebnice

°e²ených úloh do zvlá²tní podkapitoly(tak, jak tomu je v této u£ebnici). Oproti
tomu sedm respondent· toto neup°ednost¬uje. Popsaná nejednotnost m·ºe být
zp·sobena odli²nostmi ve stylu u£ení jednotlivých student·. N¥komu vyhovuje
projít si nejprve výklad a aº následn¥ zkusit °e²it p°íklady. Jiným zase m·ºe
vyhovovat °e²ení p°íklad· postupn¥ b¥hem výkladu.

S tvrzením, ºeu£ebnice obsahuje text, který by ²lo vynechat (aniº by byla na-
ru²ena srozumitelnost), rozhodn¥ souhlasí, nebo spí²e souhlasí sedm respondent·.
Oproti tomu dev¥t respondent· spí²e nesouhlasí a dva rozhodn¥ nesouhlasí. Mírn¥
tak p°evládá názor, ºe u£ebnice takový text neobsahuje. Tento záv¥r by ²lo od·-
vodnit nap°íklad tím, ºe matematický aparát zpracovaný v u£ebnici je pro stu-
denty (p°eváºn¥ prvního ro£níku) pom¥rn¥ náro£ný, a tak i obsáhlej²í vysv¥tlení
a komentá°e nejsou na obtíº. Tomuto vysv¥tlení by odpovídal i komentá° jedné
respondentky: �U£ebnice je psaná tak, aby více p°ipomínala ( �povídací�) výklad
z p°edná²ky neº oby£ejná skripta, coº mn¥ velmi vyhovuje.�.

Z odpov¥dí respondent· také plyne, ºe jevýklad logicky strukturovaný. To
odpovídá zám¥ru autor· vycházet p°i zavád¥ní nových pojm· od jednodu²²ího
a aº následn¥ pokra£ovat ke sloºit¥j²ímu. Krom¥ toho, nemálo odvození vychází
z názorných schémat a obrázk·.

Dal²í t°i výroky v po°adí se týkají obrázk·. Celkem devatenáct respondent·
rozhodn¥ souhlasí, nebo spí²e souhlasí, ºeje v u£ebnici dostate£né mnoºství ob-
rázk· . Mezi odpov¥¤mi se ale vyskytnul také jeden názor, ºe jich v u£ebnici do-
state£n¥ mnoho rozhodn¥ není. Své tvrzení respondent doprovázel komentá°em:
�V kapitole o plo²ném integrálu chyb¥l obrázek �ulomeného sloupu�.�. Jiný re-
spondent (v dotazníku vybral odpov¥¤ nevím) hodnotil po£et obrázk· slovy: �Na
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Obrázek 6.3: Graf znázor¬ující po£ty odpov¥dí u otázek zam¥°ených na obsah
a strukturu u£ebnice

první pohled jsem si °íkal, ºe by mohlo být více obrázk·, ale konkrétn¥ mi u ºád-
ného textu nechyb¥l, ani m¥ nenapadlo, kde by byl vhodný.�.

V²ichni respondenti se shodli na tom, ºe jsouobrázky názorné, a aº na jednoho
respondenta se také shodli, ºeobrázky vhodn¥ dopl¬ují text.

S vhodností u£ebnice pro studenty souvisí desátý aº t°ináctý výrok z ta-
bulky 6.7. Po£ty jednotlivých odpov¥dí respondent· u t¥chto výrok· lze (ve
form¥ grafu) nahlédnout na obrázku 6.4.

Tak°ka t°i £tvrtiny respondent· se domnívají, ºe je výklad, který je pouºit
v u£ebnici, zajímavý. Tuto skute£nost lze ilustrovat výrokem jedné respondentky:
�Líbí se mi úvody jednotlivých kapitol (hlavn¥ 4.1). S tím, ºe se neza£íná rovnou
n¥jakou de�nicí, ale je tam souhrn, je to napsáno více povídav¥, mám chu´ £íst
dál, i kdyº vím, ºe následuje �nové� a �t¥ºké� u£ivo.�.

Jedním z hlavních cíl· autor· u£ebnice bylodostate£n¥ propojit p°íslu²ný ma-

70



Obrázek 6.4: Graf znázor¬ující po£ty odpov¥dí u otázek zam¥°ených na vhodnost
u£ebnice pro studenty

tematický aparát s fyzikou. Dotazníkové ²et°ení nazna£uje, ºe se poda°ilo tento
cíl naplnit.

Pot¥²ujícím se rovn¥º jeví skute£nost, ºe respondenti povaºují°e²ené úlohy za
r·znorodé.

Velmi kladn¥ respondenti hodnotili p°ínospodkapitoly �K zapamatování�. Se-
dmnáct respondent· rozhodn¥ souhlasilo a p¥t respondent· spí²e souhlasilo s tvr-
zením, ºe tato podkapitola vhodn¥ shrnuje u£ivo. Krom¥ toho se také n¥kte°í
k této otázce vyjad°ovali slovn¥: �Kapitoly k zapamatování jsou výborné pro
ut°íd¥ní u£iva.�. Dal²í student uvedl: �Kapitolu �Co si z toho odnést?� bych za-
°adil v²ude, nebo bych n¥jakým jiným zp·sobem vyzna£il, co je d·leºitý záv¥r
k zapamatování.�

Poslední dva výroky (viz tabulka 6.7) se týkaly jazyka, kterým je u£ebnice
napsána. Po£ty odpov¥dí znázor¬uje (ve form¥ grafu) obrázek 6.5.

Respondenti se shodli, ºe jetext jasn¥ formulován. Tuto skute£nost lze od·-
vodnit tím, ºe v²echny £ásti u£ebnice byly pe£liv¥ pro£ítány nejen autory, ale také
vedoucími, konzultanty a oponenty p°íslu²ných záv¥re£ných prací.

Krom¥ dostate£ného propojení p°íslu²ného matematického aparátu s fyzikou
bylo dal²ím z hlavních cíl· autor·, aby byla u£ebnice napsána £tiv¥. Dotazníkové
²et°ení nazna£uje, ºe se tento cíl rovn¥º poda°ilo naplnit (pouze jeden respondent
uvedl, ºe s tímto tvrzením spí²e nesouhlasí). Na tomto míst¥ by cht¥lo vyzdvih-
nout, ºe je u£ebnice sice napsána £tiv¥, ale zárove¬ je text v ní jasn¥ formulován.
ƒtivost textu tak není �vykoupena� pouºíváním nejasných formulací.

Poslední (nepovinnou) poloºkou v dotazníkovém ²et°ení byl prostor pro na-
psání dal²ích post°eh·, které respondenty napadly. Z této £ásti jiº bylo n¥ko-
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